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Riyaziyyat insanlara nə verir? Onu nə üçün öyrənmək lazımdır? O 
nə vaxt və hansı səbəbdən yaranmışdır? Gəlin bu haqda danışaq.

Çox yerdə oxumaq olar ki, riyaziyyat çox qədim dövrlərdə insanların 
praktik tələblərindən yaranmışdır. Riyaziyyatın qədimiliyi haqqında heç 
kim mübahisə etməsə də, insanların riyaziyyatla məşğul olması haqqında 
fikirlər müxtəlifdir. Onlardan biri belədir: riyaziyyat poeziya, rəssamlıq, 
musiqi, teatr və ümumiyyətlə incəsənət kimi, insanların bəlkə də, axıra qə
dər dərk etmədikləri gözəlliyi dərk etmək cəhdləri kimi, mənəvi tələbatıdır.

Elm tarixində ilk riyaziyyatçı yunan taciri, səyyahı və filosofu Falesi 
(b.e.ə. VII əsrdə doğulmuşdur) hesab edirlər. Əlbəttə, bundan xeyli qa
baq, Misir və Babil mənbələri vardı ki, onlarda hesab və həndəsənin 
müxtəlif məlumatları göstərilirdi. Lakin onların heç birində göstərilənlərin 
isbatına aid bir eyham belə yox idi. İlk riyazi teoremləri onun adı ilə bağ
layırlar. Fales təkcə «sırf» riyaziyyatçı yox, həm də tətbiqi məsələlər həll 
edirdi. Misir piramidasının və payanın kölgələrini ölçüb, özünün oxşarlıq 
teoremini tətbiq etməklə piramidanın hündürlüyünü hesablaya bilmişdi.

XIX əsrin axırlarına qədər insanların az bir qismi riyaziyyatla məş
ğul olurdu. İndi isə yüz minlərlə insan öz ömürlərini riyaziyyata həsr edir
lər. Onların bir hissəsini riyaziyyatın tətbiqi, digərlərini riyaziyyatın gözəl
liyi və harmoniyası, üçüncülərini isə hər iki aspekt cəlb edir.

“Gözəllik? Riyaziyyatda hansı gözəllik ola bilər?” — deyə hələ riya
ziyyatı bir fənn kimi sevməyən şagird anlaşılmaz şəkildə soruşur. — “İncə
sənət tam başqa işdir”.

Əlbəttə, riyaziyyatla təzəcə tanış olan hər bir adam belə fikir söyləyə 
bilər. Lakin riyaziyyat haqqında ayrı-ayrı dövrlərin görkəmli filosofları, ri
yaziyyatçıları, şairləri və digər sənət adamlarının dediklərinə nəzər salsaq, 
bu fənnin nə olduğunu daha yaxşı dərk etmək olar:

“Həndəsə — bütün mövcud olanların dərk olunmasıdır.”
Platon

“Riyaziyyat... qaydaları, simmetriyanı və müəyyənliyi aşkar edir. Bu 
isə ən gözəl olanın vacib şəklidir.”

Aristotel
“Həndəsənin möhtəşəm bağında hər bir kəs öz zövqünə uyğun bu- 

keti tapa bilər.”
David Hilbert

“Müəyyən qədər şair olmayan riyaziyyatçı, heç zaman həqiqi riya
ziyyatçı ola bilməz.”

Karl Veyerştras
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Ədədlər dünyanı idarə etmirlər, lakin onlar dünyanın necə idarə olun
masını göstərirlər.”

Höte
Coşqu hissi həndəsədə olduğu kimi, poeziyada da lazımdır.”

A.S. Puşkin
Sirlərin açılmasında keçirdiyimiz hisslər, bizim keçirəcəyimiz narahat

lıq hisslərinin ən gözəlidir. Yalnız belə bir hissiyyat əsl incəsənətin, əsl elmin 
beşiyi başında durur.”

Albert Eynşteyn

İnsanların həyatında riyaziyyatın verdiyi töhfələr həddindən çoxdur. Bir 
çox tanınmış riyaziyyatçılar (o cümlədən Jozef Furye, Anri Puankare) riya
ziyyatın əsas rolunu təbiət qanunlannm izah olunmasına köməklik göstərmə
sində görürdülər. Təsadüfi deyil ki, Qaliley deyirdi: “Təbiətin ən böyük 
kitabı riyaziyyat dilində yazılmışdır”.

Bütün böyük texniki nailiyyətlər — binaların və körpülərin tikintisi, 
atom elektrik stansiyalarının qurulması, səsdən sürətli aviasiyanın yaranması, 
kosmik uçuşlar, müasir həyatımızın demək olar ki, ayrılmaz tərkib hissəsi 
olan kompyuter texnikası — riyaziyyatsız mümkün ola bilməzdi.

Ona görə də “riyaziyyatı nə üçün öyrənirlər?” sualına hələ XIII əsrdə 
ingilis filosofu və təbiətşünası Rocer Bekon belə cavab vermişdi: “Riyaziyyatı 
bilməyən adam heç bir digər elmi öyrənə bilməz. O hətta öz qanmazlığım da 
aşkar edə bilməz.”

Riyaziyyatın daha mühüm rolu ondan ibarətdir ki, o, insanın intellek
tual və yaradıcılıq qabiliyyətini inkişaf etdirir.

Təqdim olunan iki cildlik “Riyaziyyat ensiklopediyası” kitabı da siz 
məktəbliləri sirli və ecazkar riyaziyyat dünyasına aparmaq üçündür. Ümid 
edirik ki, siz, nəinki riyaziyyat dərslərindən faydalanacaqsınız, həmçinin onun 
gözəlliyindən zövq alacaqsınız.

ƏDƏDLƏRİN QƏDİM YAZILMA SİSTEMLƏRİ

Bəşər yaddaşı təKərin və ya dulusçu 
çarxının ixtiraçısının adını bizim 
dövrə gətirib çatdıra bilməmişdir. 
Bu, heç təəccüblü də deyil, çünKİ insanların 

ƏKİnçilİK, heyvandarlıq və sadə məişət əşya
larının istehsalı ilə ciddi məşğul olmağa baş
lamalarından artıq 10 min ildən çox vaxt 
Keçmişdir. Ona görə İİk dəfə olaraq “neçə” 
sualını verən dahinin adını çəKməK də müm- 
KÜn deyil.

Daş dövründə insanların meyvə topla
dıqları, balıq tutduqları və heyvanları ovla
dıqları zaman saymağa olan tələbat od əldə 
etməyə olan tələbat Kİmi təbii idi. İbtidai 
insanların məsKənlərində arxeoloqların aş
Kar etdİKİəri tapıntılar da bunu təsdiq edir. 
Məsələn, 1937-ci ildə Vestonisada (Moravi- 
yada) belə məsKənlərdən birində üstündə 55 
dərin KərtİK olan canavar sümüyü tapılmış
dır. Daha sonra alimlər başqa yerlərdən də 
üstündə üç-üç və ya beş-beş qruplaşdırılmış 
nöqtə, xətt olan qədim daş əşyalar tapmış
lar. Rəqəmlərin belə yazılma sistemi vahidli 
sistem adlanır, çünKİ bu sistemdə istənilən 
ədəd vahidi təmsil edən işarənin təKrarı nə
ticəsində yaranır. Qruplaşdırma və KÖməKçi 
işarələr isə yalnız böyÜK ədədləri qavramağı 
yüngülləşdirməK üçün istifadə edilir.

ibtidai insanların mağaraların divarla
rında çəKdİKİəri çubuqların və ya heyvanla
rın sümÜKİəri üzərində və ağacların budaq
larında açdıqları KərtİKİərlə verilən vahidli 
say sistemi indi də yaddan çıxmayıb. Hərbi 
məKtəbin Kursantının neçənci Kursda oxu
duğunu necə bilməK olar? Bunun üçün pal
tarının qoluna tİKİlmiş zolaqları sayın. Usta 
təyyarəçinin hava döyüşündə vurduğu düş
mən təyyarələrinin sayını bilməK üçün onun 
təyyarəsinin fyüzelyajındaKi ulduzların sa
yına diqqət yetirin.

Əşyaların sa
yı çox olmadıq- 
da onları bir-bir 
saymaq rahat
dır. Bu qayda ilə 
böyÜK miqdar
da olan əşyala
rı saymaq darıx
dırıcı və yorucu 
olduğundan, 

vahidləri qruplara birləşdirməK ideyası ya
randı. Bununla da "hesabdarın" əlindəKİ və 
ayağmdaKi barmaqların sayına görə beşlİK, 
onluq, iyirmilİK say sistemləri meydana gəldi.

QƏDİM MİSİRLİLƏRİN 
HEROQLİF SİSTEMİ

Yeni eradan təxminən 3-2,5 min il əv
vəl misirlilər öz ədədi sistemlərini icad et
mişlər. Burada əsas ədədlər olan 1,10, 100 
və s. xüsusi işarələrlə - heroqliflərlə göstəri
lir. Misirlilər onları sərdabələrin divarların
da, qarğı qələmlərlə lülə şəkİİİİ papirusun 
üzərində yazırdılar.

Ədədləri yazmaq üçün onlar aşağıdaKi 
heroqliflərdən istifadə edirdilər:

• • s 1 i i ta
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Bütün digər ədədlər isə bu əsas heroq
liflərdən toplama əməlinin Köməyi ilə tərtib 
olunurdu. Məsələn,

ıı • ччч««*::■. 3326

yazısı üç minlİK, üç yüzlÜK, İKİ onluq və altı 
təKİİK Kimi açıqlanırdı.

Ədədin qiyməti onun heroqlifin sistem
də yazılışını göstərən işarələrin tərtibindən 
asılı deyil. Bu işarələri sağdan sola, birini 
digərinin altında, qarma-qarışıq yazdıqda
belə, ədəd dəyişmir. 

Sadələşdir
mə və üslub dəyiş
məsi hesabına çox 
sonra əl ilə yaz
manı yüngülləşdi
rən şərti işarələr 
yarandı. Bu işarə
lər ieratİK (yunan 
sözü ieratİKOS - 
"müqəddəs") yazı
nın əsası oldu.
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Ədədlərin bu yazı sisteminə çox gec Mi
sir papiruslarında rast gəlməK olar. Qədim 
Misir hesabının sirrini açan İKİ riyazi papi
rus aşxar edilmişdir. Onlardan biri “Raynd 
papirusu”, digəri isə “MosKva” (bu haqda 
“Qədim Misir” məqaləsində daha ətraflı da
nışılır) papirusu adlanır.

ROMA RƏQƏMLƏRİ

Müxtəlif dövrlərdə, müxtəlif xalqların 
tarixində heroqlif hesablama sistemlərinin 
çox olmasına baxmayaraq, onlardan yalnız 
birindən hələ də istifadə edilir. Onun rəqəm
lərinin 2,5 min ilə yaxın yaşı olsa da hamıya 
tanışdır. Bu rəqəmlərə saat siferblatında, 
qədim və müasir binaların frontonlarında, 
abidələrdə, Kitablarda rast gəlirİK. Əl
bəttə, söhbət Roma say sis
temindən gedir.

DeməK olmaz kİ, Roma rəqəmləri za
manla dəyişİKİiyə uğramamışlar. Əgər qə
dim Roma sanini MosKvadaKi “RimsKaya” 
metrostansiyasının üstündə yazılmış açılma 
tarixini oxumağa çalışsa, ağla gəlməyən çə- 
tinlİKİə üzləşmiş olacaq. Səbəb isə yalnız I, 
V, X rəqəmlərinin zaman KeçdİKcə dəyiş
məz olaraq qalması, qalan rəqəmlərin isə qə
dimdə tamamilə başqa cür yazılmasıdır.

Alimlər belə fərz edirlər kİ, 100 ədədi
ni ifadə etməK üçün yazılan heroqlif rus Ж 
hərfinə bənzər olmuşdur, 50 ədədi isə bu he
roqlif in yuxarı yarım hissəsi j, şəKİində 
olub. Sonradan bu heroqlif L heroqlifinə 
transformasiya olunmuşdur: L
100 ədədini isə C hərfi ilə işarə ediblər 
(“centum” latın sözünün baş hərfi).

500 və 1000 ədədləri üçün simvollar da 
uzun təxamül yolu Keçmişlər. Əvvəlcə 1000 
ədədini ifadə etməK üçün ф ф^ işarələ
rindən istifadə edilirdi. Məsələn, məşhur 
fransız riyaziyyatçısı və filosofu Rene De- 
Kartın, 1637-ci ildə çap olunmuş Kitabının 
üzərində ODCXXXVII tarixi göstərilmişdir. 
Bu yazıda bizə məlum olan I, V, X, C rəqəm
ləri ilə yanaşı Ф=1000, D =500 qədim Roma he- 
roqliflərindən də istifadə edilmişdir. Onları 
əvəz edən M və D işarələri latın sözləri olan 
mille - “min” və demimille - “yarım min”, 
“beş yüz” - sözlərinin baş hərflərindən mey
dana gəlmişlər.

Qədim romalılar mindən böyüK olan 
ədədləri də bir işarə ilə ifadə etməyi baca
rırdılar. Məsələn, 10 000 ədədi üçün onlar 

işarəsini, 100 000 ədədi üçün/^^işarə
sini tətbiq edirdilər. Vaxt KeçdİKcə sonuncu 
heroqlifdəKİ Kənar qövslər birləşib "tag"/^\ 
oldu Kİ, bu da xüsusi şəkİİİİ П çərçivəsinin 
əksİ oldu. Belə çərçivəyə yerləşdirilən rə
qəm 100 000-ə vurulurdu. BeləlİKİə, f>T|vazı- 
lışı 1000000 deməK idi.

Orta əsrlərdə bu ənənənin özünəməx
sus davamı oldu. Ədədin 1000-ə vurulduğu
nu göstərməK üçün, onun üstündə xətt 
qoyulurdu. Məsələn, IV VI yazısı 4 • 1000 + 
+6 = 4006 deməK idi.

Roma rəqəmlərini necə oxumaq lazım
dır? Roma rəqəmlərinin yazılma qaydaların
dan birində deyilir: “Əgər böyüK rəqəm 
Kiçindən öndə durursa, onlar toplanır, əgər 
kİçİk böyÜKdən əvvəl durursa (bu halda Kİ- 
çİk rəqəm təKrar edilə bilməz), bu zaman Kİ- 
çİk rəqəm böyündən çıxılır”. Məsələn 
VII=5+1+1=7; IX=10-l=9. bu qaydadan is
tifadə edərən “RimsKaya” metrostansiyası- 
nın açılış tarixini oxumaq olar: MCMXCV= 
=1000+(1000-100)+(100-10)+5=1995.

İndi Roma rəqəmlərindən istəniləni bir 
ədəddə üç dəfədən çox yazmaq qadağandır. 
Buna görə də VIIII, XXXX və s. yazıları 
yanlışdır. Amma qədim romalılar bu məh
dudiyyətlərdən xəbərsiz olduqları üçün yə
qin Ki, 1995 ədədini MDCCCCLXXXXV 
Kimi yazardılar.

BeləlİKİə biz, rum rəqəmləri “cəmiyyə

Ədədlərin Roma rəqəmləri 
ilə ifadəsi

1 1 v = 5 : ЯЕ 180 0 500 M 1000
1 XI XXI XXXI XLI Ll LXI LXXI LXXXI xcı a
1 11 21 31 41 51 61 71 81 91 101

II XII XXII XXXII XLII Lil L XII LXXII LXXXII xcıı ccxıı
2 12 22 32 42 52 62 72 82 92 212

III XIII XXIII XXXIII XLIII Llll L XIII LXXIII LXXXIII xcııı CCCLIII
3 13 23 33 43 53 63 73 83 93 353

IV XIV XXIV XXXIV XLIV LIV LXIV LXXIV LXXXIV XCIV CD IV
4 14 24 34 44 54 64 74 84 94 404

V XV XXV XXXV XLV LV L XV L XXV LXXXV xcv DLV
5 15 25 35 45 55 65 75 85 95 555

VI XVI XXVI XXXVI XLV1 LVI L XVI L XXVI LXXXVI XCVI DCCCXLV1
6 16 26 36 46 56 66 76 86 96 846

VII XVII XXVII XXXVII XL VII LVII L XVII LXXV1I LXXXVII xcvıı CMXXVII
7 17 27 37 47 57 6/ 77 87 97 927

VIII XVIII XXVIII XXXVIII XL VIII LVIII LXV1II L XXVIII LXXXVIII XCVİII MVItl
8 18 28 38 48 58 68 78 88 98 1008

IX XIX XXIX XXXIX XLIX LIX LXIX LXXIX LXXXIX xax мсмхах
9 19 29 39 49 59 69 79 89 99 1999
X XX XXX XL L LX LXX LXXX XC C MMCDXX

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 2420

tində” maraqlı fenomenlə üzləşdin: yeni 
rəqəmlərin yığılmasında hörgü Kərpici Kimi 
istifadə edilən rəqəmlərə toplanmaqdan baş
qa çıxılmağa da icazə verdiyimiz halda onla
rı vacib olan bir riyazi xüsusiyyətdən - 
yeganəlİK təsəvvüründən məhrum etdİK. 
Məsələn, indi “RimsKaya” metrostansiyası- 
nın açılış tarixini MVM və ya MDVD Kimi 
yazmağa nə mane olur?

Əgər Roma rəqəmləri ilə yazılmış bir 
sıra müasir və qədim yazıları təhlil etsəK 
görərİK Kİ, bu rəqəmləri ədədlərə çevirən 
müəlliflər bir sıra aşKarlanmayan qaydalar
dan istifadə etmişlər. Amma Roma rəqəmlə
rinin dəqiq və yeganə yazı prinsipləri hələ 
də işlənməyib. Bir neçə maraqlı təKİif mövc
uddur. Onlardan biri müasir amerİKalı alim 
Stiven Şvarsmanın təKİif etdiyi Roma ədəd
lərinin Beynəlxalq standartıdır (ISRN - in
ternational Standart Roman Numerals) Kİ, 
bunun əsasında onun tərəfindən seçilmiş al
tı qayda durur.

Roma ədədlərinin hələ təsdiq edilmə
miş beynəlxalq standartlara tam uyğun 
olmağını istəyirsinizsə, sizə burada verilən 
cədvəl KÖməK edər.

Bu cədvəl 1-dən 3999-a qədər bütün 
ədədləri işarə etməyə imKan verir. Bunun 
üçün əvvəlcə ədədi onluq say sistemində ya
zın. Sonra cədvəldə minlİK, yüzlÜK, onluq və 
təKİİK mərtəbələrindəKİ rəqəmlər üçün cəd
vəldə uyğun Kod qrupunu seçin. Məsələn, 
3999 ədədi belə görünəcəK: MMMC MXCIX.



Riyaziyyat ensiklopediyası - 1 Riyaziyyat ensiklopediyası - 1

SAYLAR BİZƏ NƏ DANIŞA BİLƏR
Natural ədədlərin yaranması üçün tarixi bir yol 

Keçilmişdir, insanlar tədricən müxtəlif çoxluqları say
mağa başlamış və bu prosesdə sayılan cisimlərin ümu
mi cəhətləri meydana çıxmışdır. Məsələn, “beş adam”, 
“beş ağac”, “beş dağ”, “beş dəniz” və s. Burada işlədi
lən “beş” sözü getdikcə onun bağlandığı “adam”,

Milyon həddinə qədər olan ədədləri 
yazmaq lazım gəldİKdə milyonluq qrupunu 
göstərən işarəni ayırmaq üçün sətirüstü ya
xud sətiraltı xəttdən istifadə etməK olar və 
ya minlİK qrupunu m hərfi ilə nişanlamaq 
olar, məsələn 273847 = CCLXXIII DCCC 

(yada salaq kİ, m hərfi latınca "mil- 
le" - "min" sözünün baş hərfidir) Qədimdə 
rum rəqəmlərini belə yazmaq da qəbul olun
muşdu.

DİGƏR HEROQLİF SİSTEMLƏRİ

Ədədlərin Misir və Roma heroqlif sis
temləri ilə yanaşı bu sistemə finİKİya, pal- 
mir, xrit, Suriya, yunanların nÜKtəli və ya 
Herodian sistemləri də aiddir (məhz II-III 
əsrlərdə yaşamış qramatİK Herodianm mə
lumatından sonra Qərbi Avropa alimləri bu 
sistemlərin varlığını bilmişlər). Qədim Çin, 
qədim hind, asteK heroqlif sistemləri də mə
lumdur. Bu sistemlərdə də, Misir və Roma 
sistemlərində olduğu Kimi, heroqliflərlə işa
rə olunan açar ədədlər daxil edilir. Qalan 
bütün ədədlər isə bir açar sözün sağ və ya 
sol tərəfinə digər açar ədədləri, тйткйп 
təKrarlarla, yazmaqla alınır.

Maraqlıdır kİ, bir çox xalqlarda 1 ədə
dini işarə etməK üçün şaquli xətt tətbiq olu
nurdu. Bu ədəd bəşər tarixində ən qədim 
ədəddir. O, torpaq üzərində çəKİlən adi cı
zıqdan, ağacda və ya sümÜKdə çəKİlən кэг- 
tİKdən yaranıb.

“ağac”, “dağ”, “dəniz” Kimi cisimlərin mahiyyətindən 
ayrılmış və mücərrədləşmişdi. Deməli, qədim insanlar 
cisimlərin KonKret Keyfiyyətlərindən, xassələrindən 
uzaqlaşaraq, onların saylarını göstərən əlamətləri öy- 
гэптэк nəticəsində bu gün bizə hazır vəziyyətdə gəlib 
çatmış natural ədədləri yaratmış və öz ehtiyaclarına 
tabe etmişlər.

ƏLİFBA SİSTEMLƏRİ

Qədimdə heroqlif sistemləri ilə yanaşı, 
ədədlərin hərflərin Köməyi ilə də ifadə edil
məsindən geniş istifadə edilirdi. İonİK adı 
altında tanınan yunan əlifba sayı da məhz 
belə idi. O, b.e.ə. II əsrdə nÜKtəli sistemi 
əvəz etdi. Xristianlıqla yanaşı bu nömrələ
mə öncə cənub, sonra isə şərq slavyanlarına 
Keçdi.

Aşağıda slavyan əlifbasının 27 hərfi və 
onların ədədi mənası göstərilmişdir. Rəqəm
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ləri ifadə edərKən hərflərin üzərində “titlo” 
adlanan xüsusi işarə qoyulurdu. (Əlifba bu
rada tam olaraq əks etdirilməmişdir).

Bu cədvəlin Köməyi ilə 1-dən 999-a qə
dər istənilən tam ədədi göstərməK müm
KÜndür.

1000, 2000 və s. ədədlərini elə 1,2 
ədədlərini ifadə etdİKİəri hərflərlə ifadə 
edərəK, soldan aşağıda “min” işarəsi qoyur
dular:

Д = 1000, - 2000,... £ = 9000.

On minlİKİər də əlifbanın birinci hərf
ləri ilə qeyd edilirdi, amma titlosuz və hər
flər dairəyə alınırdı:

Yüz minlİKİər oxşar formada təsvir 
edilirdi, laKİn dairə nöqtələr hesabına düzə
lirdi:

Д;=100000, (g;=200000, ,$=900000

Nəhayət, milyonlar xətlər hesabına dü
zələn dairə ilə qeyd olunurdu:

(ä)=1000000, (g= =2000000, ($==9000000

Dairə daxilində hərflərlə işarə olunan 
ədədlərin xüsusi adları var idi:

(Ä)~ zülmət; (A;- legion; (A) - leodor

Qədim slavyan nömrələmə sistemində 
4210000 ədədini necə verməli?

4 • Ю6= (д), 2 • ıo’ = B, 1 ıo4 = (g).

olduğundan 4210000 = ?.ä) K ®-
Yuxarıda təsvir olunan nömrələmə "kİ- 

çİk ədəd" adı alıb. Burada mövqeli sistemin 
ulu rüşeymi aydın görünür, çünKİ müxtəlif 
mərtəbələrin vahidlərini işarə etməK üçün 
eyni simvollar tətbiq olunur.

Buna bənzər, yəni hərflərin bəzən rə
qəm Kimi meydana gəldiyi hesablama sis
temləri, qədimdə ərəblərdə, yəhudilərdə, 
gürcülərdə də mövcud olmuşdur.

ALTMIŞLIQ (BABİLİSTAN) SİSTEMİ

Ədədlərin əlifba nömrələməsində yazılı
şı heroqliflərlə yazılışından qısa olur. LaKİn 
ədədlərin bu sistemlərin hər İKİsində ya- zılı- 
şının mühim çatışmazlığı var: belə ədədlər 
üzərində hesab əməlləri çox zəhmət tələb 
edir. Mövqeli say sistemlərində belə narahat
lıq yoxdur. Rə
qəmlərə ədədin 
yazılışında tutdu
ğu mövqedən asılı 
olaraq müxtəlif 
qiymətlər verməK 
ideyası İİk dəfə 
olaraq eramızdan 
əvvəl III minillİK- 
də Mesopotami
yada, qədim Şu
merlərdə meydana 
gəlib. Onlardan da 
Mesopotamiyanın 
yeni sahibi olan babillilərə Keçib və buna görə 
də tarixə Babilistan say sistemi Kimi daxil 
olub.

Üzərində qədim babillilərin yazıları 

Ьэкк olunmuş yüzlərlə bişmiş Kərpic lövhə
lər bizə gəlib çatmışdır. Onların sistemində 
ən sadə ədəd İkİ işarə ilə verilirdi: J şaquli 
çivi 1-i işarə etməK üçün, üfüqi çivi isə 
10-u işarə etməK üçün, 1-dən 59-a qədər 
ədədlər, adi heroqlif sistemində olduğu 
Kimi, bu İkİ işarənin Köməyi ilə yazılırdı.

60 ədədi yenə, 1 Kimi, У ilə işarə olu
nur. 60-m başqa qüvvətləri 3600=602, 
216 000=603 və s. də belə işarə olunurdu.

Babil sistemində müxtəlif ədədlərin 
necə yazılması aşağıdaKi misallardan görü
nür.

72-1-60+12, 2000-33-60+20
LaKİn, sıfır olmadığına görə bu yazı 

sistemi birqiymətli olmurdu. Mətndən asılı 
olaraq bir yazı eyni zamanda İkİ müxtəlif 
ədədi göstərə bilərdi.

Məsələn, 72 = 1 • 60 + 12,
4320 = 1 602 +12 60 və ya 1- = 1 60° +

5 
+12-60 1 və s.

Altmışlıq say sistemi İntibah dövrünə 
qədər astronomİK hesablamalarda tətbiq 
olunub. II əsrdə yunan riyaziyyatçısı və as
tronomu Klavdı Ptolomey sinusların bizə 
gəlib çatan cədvəlini tutarKən bu sistemdən 
istifadə edib.

MAYA HİNDULARININ 
HESAB VƏ RƏQƏMLƏRİ

MərKəzi AmerİKanın ərazisində yaşa
yan hindu xalqı maya, yeni eranın başlanğı
cında ədədləri şumerlər Kimi təsvir edir
dilər. Mayalar oxşar ədədi sistem daxil et
mişlər, ancaq onların sisteminin əsası beş- 
lİK-iyirmilİK idi. Onlarda ən sadə rəqəmlər- 
xətlər və nöqtələr idi kİ, bunların Köməyi ilə 
1-dən 19-a qədər olan ədədləri yazırdılar.
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Nöqtələrlə onlar 1-dən 4-ə qədər olan vahid
ləri, xətt ilə 5-i işarə edirdilər. Məsələn, • • • 
yazısı 8, •• • • yazısı 19 deməK idi.

• ••
3

••••
4

zılışı Maya sistemində 1918 20 +13 20 + 
+11 = 7111 (burada açar ədədlər altından xətt 
çəKİlənlərdir) ədədini göstərir.

Sıfırı işarə etməK üçün işlətdiKİəri işa
rə <S>yanyumulu gözü xatırladır. Onda<jrİ> 
yazısı 2 ■ 20 + 0 = 40 ədədini göstərir.

• • •

• • •

• •••

Maya sistemində əsas rolu təhrif edil
miş iyirmilin sistem oynayırdı. Əgər babil 
sistemi 60 ədədinin müxtəlif dərəcələrinə 
əsaslanırdısa, mayalarda açar ədədlər 20, 
18x20, 18x202, 18x203, 18x204 və s. idi. 
Ədədin yazılışında rəqəm-KərpiccİKİər biri 
digərinin altında yazılırdı, belə Kİ, yuxarı-

• • • •
danı rəqəmböyÜK olurdu. Məsələn • •• ya

Kİmi yazı istifadə olunmağa başladı.
Bu rəqəmlərin adi rəqəmlərdən nəyi yaxşıdı? Sadəcə olaraq cüt rəqəmlərin quyruğu yuxarı, təx rəqəmlərin 

quyruğu isə aşağı doğru gedir. İndi məsələn, 5 və 2-ni səhv salmaq çətindir. Doğrudur, bu yenilİK elə də geniş istifa
də edilmədi.

0 I 234S6 189
Bu rəqəmləri miKroKaİKulyator və eleKtron əl saatlarında görə bilərİK. Yeddi parçadan ibarət KəsİKdən yığılmış 

rəqəmlər yetərincə tanınır.
TexniKanın tələbi ilə rəqəmlərin təsvirini poçt zərflərinin üzərində görə bilərİK.

О И 2 Гч 5 6 Г B 9
Burada rəqəmlərin təsvirində artıq doqquz kəsİk iştiraK edir. Rəqəmlər Korrespondensiyanı çeşidləyən eleK

tron maşınlar üçün nəzərdə tutulmuşdur. İndeKsin üzərində olan yağlı xətlər yazılan indexsi dəqiq təyin etməyə yar
dım edir.

=d2M?5

Rəqəmlərin tarixindən
Zaman rəqəmlərin xarici görünüşünü dəyişmişdir. XII əsrdə mavritan dövlətlərində qəbul edilmiş rəqəmlər 

aşağıdanı görünüşə malİK idilər:
12345 67890

Artıq 1480-ci ildə ingilis KaKstonun “Kainatın güzgüsü” Kitabında onlar artıq bu cür təsvir edilirdi:

123 £ İ) * \ Z S o
Yalnız 1522-ci ildə italyan Tonstallın Kitabında onlar bir az müasir догкэт alır:

t 5 4 * 6 7 3 Ş °
Maraqlıdır Ki, Hindistanda da rəqəmlər dəyişiKİiyə uğrayaraq XX əsrin əvvəlində aşağıdaKi Kİmi görünüş al

mışdırlar:

ı 4 > й 4 i 6 r { o
XVI əsrdən başlayaraq Avropada artıq Kitab nəşri inxişaf etməyə başladı. Bir çox rəssamlar müxtəlif topoqra

fiya şrifti, rəqəm və hərflər üzərində işləməyə başlayır. Onlar rəqəm və hərflərə göz oxşayan догкэт verməyə çalı
şırdılar. Amma rəqəmlərin tarixi bununla bitmir. Məsələn, bu yaxınlarda bir sıra ölxələrdə

1234567890

MÖVQELİ ONLUQ SİSTEMİ

Qədimdən məlum olan mövqeli onluq 
sistemin yazılışı Hindistanda tapılmış və 
595-ci ilə aiddir. Bizə yaxşı məlum olan sıfı
rın meydana gəlməsi təKcə Hindistanda de
yil, həmçinin Çində də tətbiq edilən say 
sistemləri tərəfindən hazırlanmışdır. Bu qə
dim sistemdə eyni ədədli vahidlərin, onluq- 
ların, yüzlÜKİərin və ya minlİKİərin yazıl
ması üçün eyni simvollardan istifadə edilir, 
amma əlavə olaraq dərəcələri göstərilirdi. 
Zaman KeçdİKcə gördülər kİ, hətta dərəcələr 
göstərilmədiyi halda belə, rəqəmi oxumaq 
mümKÜndür, çünKİ hər dərəcənin öz yeri - 
mövqeyi var. Əgər mövqe boşdursa, onu xü

susi sıfır işarəsi ilə qeyd etməK olar. Sonun
cu babil mətnlərində belə işarə görünməyə 
başlasa da, rəqəmin sonunda ondan istifadə 
edilmirdi. Yalnız IX əsrdə Hindistanda sıfır 
öz yerini tam tutaraq, sonradan bütün dün
yaya yayıldı.

Hindistan ədəd sistemi İİk olaraq Ərə
bistana, sonra isə Qərbi Avropaya Keçdi. 
Onun haqqında ətraflı olaraq orta asiyalı ri
yaziyyatçı əl-Xarəzmi danışır. İstənilən qə
dər böyÜK ədədlərin daha sadə və rahat çıx
ma və toplama qaydaları onu, xüsusilə, məş
hurlaşdırdı. Əl-Xarəzminin əsəri müsəlman 
aləmi üçün ümumi olan ərəb dilində yazıldığı 
üçün Avropada Hindistan rəqəmləri sistemi - 
“ərəb” rəqəmləri sistemi Kİmi tanındı.
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QƏDİM ŞƏRQ RİYAZİYYATI

QƏDİM MİSİR

Ən qədim riyazi mətnlər İkİ böyÜK 
sivilizasiyadan - Misir və Meso
potamiya və ya Çayarasından - 
qalmışdır. GündəlİK həyatda həlli tələb olu

nan İİk riyazi məsələlər məhz orada meyda
na gəlmişdir. Hesablamalar aparmadan nə 
möhtəşəm saray, nə də buğda anbarı Нктэк 
olar. Bəs hesab qaydalarını bilmədən qo
humlar arasında torpağı, tacirlər arasında 
gəliri necə bölməK və ya dənizdə, səhrada 
doğru yolu necə tapmaq olar?

MinillİKİər boyunca Misir mədəniyyəti 
heç bir xarici təsir olmadan inKİşaf etmiş
dir, onun özünəməxsusluğu da bununla izah 
edilir. Qədim Misir riyaziyyatının səviyyəsi 
çox yÜKSƏK idi. Nailiyyətləri ilə müasir el
min əsasını qoyan yunanlar özlərini misirli
lərin tələbələri adlandırırlar. B.e.ə. V əsrdə 
tanınmış yunan tarixçisi Herodot bu haqda 
yazırdı:

Taxıl danalarını sayan 
misirli.

Misir heyKəli.
B.e.a. 2040-1785-ci illar

“Misir Kahin
ləri deyirdilər Kİ, 
hÖKmdar torpağı 
düzbucaqlı sahə
lərə bölərəK, mi
sirlilərə paylayırdı 
və müvafiq vergi 
qoyaraq gəlir əldə 
edirdi. Əgər payın 
hansısa hissəsini 
daşqın nəticəsində 
su basardısa, ora 
bir dəstə adam ge
dər, batmış hissə
nin sahəsini ümu
mi hissədən çıxa
raq vergi təyin 
edərdilər. Məncə 

həndəsə belə yaranaraq Misirdən Elladaya 
Keçmişdir”.

*A «—»

Raynd papirusunun fraqmenti

İLK DƏRSLİKLƏR

Qədim Misirin ictimai quruluşu uzun 
müddət dəyişməz qalmışdır. Elmi bilİKİər də 
dəyişməz olaraq qalmışdır. Buna görə də 
alimlər bu və ya digər ixtiranın tarixini də
qiq müəyyənləşdirməKdə çətinlİK çəKİrlər. 
Həm də qədim misirlilərin riyazi səviyyələ
rindən xəbər verən mənbələr olduqca azdır. 
Onlardan ən məşhurlarının adlarını çəkək.

Bu İİk olaraq, öz sahibinin şərəfinə ad
landırılmış Rayndm papirusudur. O, 
1858-ci ildə tapılmış, 1870-ci ildə isə şifrəsi 
açılaraq nəşr edilmişdir. Bu əlyazma 84 mə
sələdən ibarət ensiz (33 sm) və uzun (5,25 
m) papirus zolağı idi. İndi bu papirusun bir 
hissəsi İngiltərədə London muzeyində, digər 
hissəsi isə Nyu-YorKda saxlanılır.

İKİnci, 1888-ci ildə rus misirşünası 
Vladimir Semyonoviç Qolenişev tərəfindən 
LuKsorada əldə edilmiş - MosKva papirusu 
adlanan papirusdur. Hal-hazırda papirus 
A.S.PuşKİn ad. Dövlət təsviri incəsənət mu
zeyinə məxsusdur. 5,44 m uzunluğunda və 
8 sm eni olan bu bÜKmədə 25 məsələ yerləş
dirilmişdir.
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Misir rəqamlari va adadlari

Və nəhayət 1927-ci ildə böyÜK çətinlİK- 
lərlə hamarlanmış və misirlilərin riyazi bi- 
ÜKİərini işıqlandıran “Misir riyaziyyatının 
dəri bÜKməsi”adlı papirusdur. Hal-hazırda 
o Britaniya muzeyində saxlanılır.

Bu əlyazmalar Orta səltənət dövrünə 
(b.e.ə. XX-XVII əsrlər) aiddir. MosKva pa

pirusu b.e.ə. 1800 və 1600 illər arasında, 
bir tələbə tərəfindən, daha qədim, 1900 ilə 
aid olan bir əlyazmadan Köçürülmüşdür. 
Raynd papirusu isə b.e.ə. təxminən 1650-ci 
ildə xəttat Axmes tərəfindən Köçürülmüş
dür. Orijinalın müəllifi məlum deyil, sadəcə 
mətnin b.e.ə. XIX əsrdə yarandığı müəyyən 
edilmişdir. “Dəri Ьйктэ” isə b.e.ə. 
XIX-XVIII əsrlərə aid edilir.

Bu qəbildən olan papiruslar çox güman 
Kİ, dərslİK rolunu oynayırdı. Axmesin əl
yazmasında deyildiyi Kimi o, “bütün əşyala
rın əsaslı və mÜKəmməl tədqiqinə, onların 
məğzinin öyrənilməsinə, sirlərinin açılması
na” həsr edilmişdir. O dövrdə riyazi bilİKİər 
bax belə yÜKSƏK qiymətləndirilirdi! Papirus
larda hesablamalara aid misallar - riyazi 
əməllərin aparılmasına dair nümunələr, əm- 
1акш bölünməsinə, anbar və ya səbətin həc
minin, tarlanın sahəsinin tapılmasına dair 
məsələlər var. Bəs görəsən bu dərslİKİər Ki
min üçün nəzərdə tutulmuşdur?

Rayndın papirusu aşağıdaKi sözlərlə 
bitir: “Zərərvericiləri, siçanları ovla; alaq 
otlarını əvvəlcədən təmizlə; bol iplİK əldə et. 
Ra allahından istilİK, küIək və su arzu et”. 
Buna görə də bəzi tədqiqatçılar fİKİrləşirdi- 
lər Kİ, bu Ьйктэ əKİnçilərə ünvanlanmışdır. 
Amma diqqətlə baxdıqda görməK olar Kİ, 
orda verilən məsələlərin bir çoxu Kəndlilərə 
heç də lazım deyil. Fironlar ölKəsində bu bi- 
lİKİərə tələbatı olan bir qrup adam var idi, 
bu da mirzələrdir. Mirzə - çox məsuliyyətli 
və həddən artıq şərəfli bir sənət idi. O, istə
nilən məsələni həll etməK üçün müxtəlif ri
yazi biliKİərə malİK olmalı idi.

HESABLAMA ÜSULLARI

Qədim misirlilərin bütün hesablama 
qaydaları toplama, çıxma, İKİyə vurma və 
Kəsri vahidə qədər tamamlama qabiliyyətinə 
əsaslanırdı.

Vurma və bölməni xüsusi əməliyyatın- 
İKİyə çoxqat vurma və ya İKİyə çoxqat bölmə 
nəticəsində cəmləməyə gətirməKİə yerinə 
yetirirdilər.

Kəsrlər üçün xüsusi işarələr mövcud 
idi. Misirlilər 1/n Kəsrindən istifadə edirdi
lər, burada n- natural ədəd idi. Belə Kəsrlər 
aliKvot adlanırlar. Miçirlilərin qeyri-alİKVot 

2
Kəsr Kİmi “tanıdıqları” yeganə Kəsr - idi.

O

Bəzən m:n bölməsi əvəzinə m ■ — vurması 
n

aparılırdı. Bunun üçün xüsusi cədvəllər tət
biq edilirdi. Qeyd etməK lazımdır Kİ, Kəsr
lər üzərində əməllər Misir hesabının xüsu
siyyəti idi və bu hesabda ən sadə hesablama
lar bəzən çox тйгэккэЬ məsələyə çevrilirdi.

Misir papiruslarında az bir qism məsə
lə ən sadə bir dəyişənli məsələni həll etməyə 
gətirilir, məsələn Raynd papirusunda 33-cü 

2 1 məsələ belədir: “Bir Kəmiyyət, onun —, — və
О Л

--inin cəmi 37-dir. Bu Kəmiyyət neçədir?”.
2

Məsələnin 16— cavabı aliKvot Kəsrlərlə ya-
97 

zılıb:
1 1 1

56 679 776
Buna bənzər məsələlərin həllində məc

hulu göstərməK üçün “qalaq” mənasını ve
rən xüsusi heroqlifdən istifadə edirdilər. 
Eyni üsulla həll edilən “qalaq” tipli məsələ
lərdə cəbrin tənlİKİər haqqında elm Kimi ya
ranmasını görməK mümKÜndür.

Misir papiruslarında həm ədədi silsilə
yə, həm də həndəsi silsiləyə aid məsələlərə 
rast gəlməK olur. Bu isə bir daha qədim ri
yaziyyatın yalnız praKtİKİ deyil, həm də nə
zəri xaraKterini təsdiq edir.

PİRAMİDALAR ÖLKƏSİNİN 
HƏNDƏSƏSİ

Misirlilərin Kifayət qədər primitiv, am
ma çox nəhəng hesablar əsasında, həndəsədə 
nəzərə çarpan nailiyyətlər əldə etmələri çox
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heyrətamizdir. Onlar düzbucaqlı, üçbucaq, 
trapesiya formalı sahələri dəqiq tapmağı ba
carırdılar.

Məlumdur kİ, b.e.ə. I minilliyin ortala
rında misirlilər düzbucaqlı üçbucaq qurmaq 
üçün düyünlərlə 12 bərabər hissəyə bölün
müş Kəndirdən istifadə edirdilər. Kəndirin 
uclarını düyünləyib üç tərəfə dartırdılar. 
Əgər tərəflər 3:4:5 nisbətində olurdularsa, 
deməli, düzbucaqlı üçbucaq alınırdı. Və bu 
qədim Misirdə məlum olan yeganə düzbu
caqlı üçbucaq idi. Papiruslarda Pifaqor teo
remi ilə bağlı heç bir məsələnin olmamasına 
baxmayaraq, riyazi mətnlərin şifrəsinin açıl
masına qədər misirlilərin onunla tanış ol
duqları barədə mülahizələr yürüdülürdü.

Misirlilərin həndəsə elminin ən mü
hüm nailiyyətlərindən biri, diametri d olan 
dairənin sahəsini göstərən

düsturundan л ədədi üçün çox yaxşı 
təqribi qiymətin alınmasıdır. Rayndın papi- 
rusundaKi 50-ci məsələdən bu qaydaya əsa
sən л =4-^) =3,1605 qiyməti uyğun 

gəlir. Ancaq düsturun özünü necə aldıqları 
mətndən aydın olmur.

MosKva papirusunda daha bir maraqlı 
məsələ var: “ ağzı 4— ” olan zənbilin səthi 

hesablanır. Mətndə zənbilin hansı formada 
olduğu göstərilmədiyindən, tədqiqatçılar
onu müxtəlif şəKİldə izah edirlər. Ancaq 
hamı eyni fİKİrdədir Kİ, burada da л ədədi 

üçün 4 | — | təqribi qiyməti götürülür. Qeyd 

edəK Kİ, bütün Qədim Şərqdə hesablamalar
da л = 3 qiymətindən istifadə olunurdu. 
Hətta Bibliyada da ona göstəriş var. BeləlİK- 
lə, bu barədə misirlilər başqa xalqları çox 
qabaqlayıblar.

Fəza cisimləri içərisində piramidanı ən 
çox “misirli” hesab etməK olar, çünKİ firon
ların sərdabələri bu formadadır. Belə məlum 
olur Kİ, Kubun, paralelepipedin, prizmanın 
və silindrin həcmini hesablamaqla bərəbər, 
misirlilər oturacaqları a və b tərəfli Kvad
ratlar, hündürlüyü h olan kəsİk piramida
nın həcmini hesablamağı bacarırdılar. Bu
nun üçün onlar

Ça2 + ab + b2^h

3 
düsturunu tətbiq edirdilər. Bu düstur qə
dim Misir riyaziyyatının ən yÜKSƏK nailiy
yəti hesab olunur.

Уекип olaraq belə nəticəyə gəlirİK kİ, 
Qədim Misir riyaziyyatı aralarında dəqiq 
sərhəd olmayan bilİKİər toplusu idi. Bu bi- 
lİKİər, praKtİK əhəmiyyəti olan KonKret mə
sələləri həll etməK qaydaları idi. Bu mə
sələlər tədricən və çox ləng, ümumiləşdiril
di və mücərrəd şəkİİ aldı.

ÇAYARASI

Qədim Mesopotamiyanın (Çayarasınm) 
İİk mədəniyyət ocaqları Fars Körfəzinin sa
hilində meydana gəlmişdir. Məhz Dəclə və 
Fərat çaylarının deltasında b.e.ə. IV minil- 
lİKdə şumerlər yaşamışlar; onlar Ur və 
UruK (bu şəhərin adı İncildə Erex Kimi çəkİ- 
lir), Laqaş və Larsa şəhərlərini salıblar. Şi
malda isə aKKadlar-semitlər yaşayırdı.

Artıq b.e.ə. IV minilliyin ortalarında 
Şumerlərdə yazı mövcud idi. Yazı üçün ma
terial Kimi iİKİn olaraq daş və gil lövhələrdən 
istifadə edirdilər. İti alətlərlə onların üzərin
də yazılar cızılırdı. Sonra isə yaş gil lövhələ
rin üzərində bambuK və ya sümÜK çubuqlarla 
yazaraq, lövhəni qurudurdular və ya yandı
rırdılar. Gil lövhənin üzərinə basarKən çu
buq çapıqlar şəKİində izlər buraxırdı və bu 
çapıqların müəyyən sayı bu və ya digər anla
yışı ifadə etməK üçün vasitə olurdu.

B.e.ə. II minillİKdə semitlərin qərbdən 
gəlmiş yeni tayfaları Çayarasınm sahibi 
oldular. Burada İKİ güclü dövlət yarandı - 
şimalda Assuriya (paytaxtı Nineviya) və Ba
bilistan (paytaxtı Babilistan). Şumer-аккай 
yazısı babilistanlılar, assuriyalılar, eləcə də 
qonşu - xett, fars və urartu xalqları tərəfin
dən mənimsənilmişdir.

XIX əsrdə aparılan arxeoloji tədqiqat
lar nəticəsində çapıq yazılı gil lövhələr Av
ropaya gətirilməyə başladı. Beləcə, 1849- 
1850-ci illərdə Nineviyanın xarabalıqları al
tında saray Kitabxanası aşKar edilmişdir,

Zəbt olunmuş Kənddən ələ Keçirilmiş qənimətin İKİ 
yazar tərəfindən qeydə alınması. 

NineviyadaKi Sinaherib sarayının relyefi. 
B.e.ə. VII əsr

etmiş Assuriya şahı Aşşurbanipalın Kitab
xanası aşKarlanmışdı. Britaniya muzeyində 
bu qazıntılardan əldə edilmiş 20 min lövhə 
saxlanılır. Dünyada 500 minə yaxın çapıq 
yazılı lövhə mövcuddur.

Aşşurbanipalın Kitabxanası

Babilistan şahlığında bütün hesablama
larla yÜKSƏK təbəqəyə aid olan mirzələr məş
ğul olurdular. HÖKmdarların övladlarının bu 
peşəni seçmələri heç də nadir hal sayılmırdı. 
Mirzələrin təhsil aldıqları məKtəb “Lövhələr 
evi” adlanırdı. Tələbələrdən biri öz dostuna 
yazırdı: “Mirzə aydın yazmağı, hesablamağı, 
torpağı ölçməyi, mübahisə edənləri barışdır
mağı bacarmalıdır”. Belə məKtəblər üçün xü
susi riyazi lövhələr müəyyən edilirdi. Onların 
mətnini İkİ: cədvəl və məsələlərə bölməK olar.

Müxtəlif cədvəllərin geniş tətbiqi Ba
bilistan riyaziyyatının xaraKterİK cəhətidir. 
Vurma cədvəlindən başqa, natural ədədlərin 
Kvadratları, Kublar, Kvadrat KÖKİər (altmış- 
lıq Kəsrlərdə) və hətta n3 + tı2 şəkİİİİ ədədlə
rin də cədvəlləri mövcud idi. M ədədini n-ə 
bölməK üçün babil- 
lilər bölənin tərsi 
olan m=l/n ədədi
ni götürür və m 
ədədini M-ə vurur
dular. Buna görə 
də tərs Kəmiyyətlə
rin çoxlu cədvəllə
ri mövcud idi. Böl
məyə belə yanaşma 
müasir riyaziyyat
da, məsələn matris
lər cəbrində qalıb.

Məsələlərin 
mətnlərinə gəldİKdə isə, maraqlısı o idi Kİ, 
məsələlərin çoxu Kvadrat tənlİKİərin həl
linə gətirilirdi. Bu faKt cəbrin yaranması
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m əvvəl düşünüldüyü Kimi b.e.ə. V əsrə 
deyil, b.e.ə. XVIII əsrə, yəni 13 əsr əvvələ 
aid etməyə imKan verir. Bu haqda bir qə
dər sonra.

BABİLİSTANDA HANSI MƏSƏLƏLƏRİ 
HƏLL EDİRDİLƏR

Çapıqlarla yazılı lövhələr üzərindəKİ he
sablama tipli məsələlər içərisində ədədi və 
həndəsi silsiləyə aid məsələlərə rast gəlinir 
kİ, onlar haqqında mesopotamiyalıların tə
səvvürü misirlilərə nisbətən çox inKİşaf et
mişdi. Belə məsələlərin həlli mütənəsib ası
lılıq və ədədi orta ideyasına əsaslanırdı. Ba- 
billi mirzələr ədədi silsilənin n həddinin cə
mini tapmaq qaydasını bilirdilər:

S - n(aı +aJ 
n 2

Çapıqlarla yazılı mətnlərdə faizlə əla
qəli İİk məsələlər var - axı Babilistan ticarət 
yollarının Kəsişməsində yerləşirdi və burada 
pul vahidləri və Kredit başqa dövlətlərə nis
bətən daha tez yaranmışdı. Babillilərin 
Kvadrat KÖKİərin təqribi hesablanması üçün 
qaydaları da mövcud idi.

Məsələlərin əKsəri bir və ya İkİ dərəcəli 
tənlİKİər sistemi ilə əlaqəli idi. Onları sim- 
volsuz, xüsusi terminlərlə yazırdılar. Babil
lilərin danışıq dili aKKad dili idi, amma 
elmdə termin olaraq şumer sözlərindən isti
fadə edirdilər. Belə sözlərin hər biri bir işa
rə ilə göstərildiyi üçün hecalı yazı mətninin 
ümumi fonunda seçilirdilər.

Eramızdan əvvəl XVIII əsrdə, Ham- 
murapinin çarlığı dövründə tənlİKİəri həll 
etməK məharəti yÜKSƏK səviyyəyə çatdı. 
Müxtəlif şərtlərlə tərtib olunan bu məsələ
lərdə adətən “eni” və “uzunluğu” və ya “vu
rulan” və “vuranı” tapmaq tələb olunurdu. 
Uzunluqla enin hasilinə “sahə” deyilirdi. 
Kub tənlİKİərə (belələri də var idi) gətirilən 
məsələlərdə üçüncü məchul - “dərinlİK” 
meydana gəlirdi və üç Kəmiyyətin hasili 
“həcm” adlanırdı.

Terminologiyaya görə məsələlərin hən
dəsi mənşəli olduğuna baxmayaraq, babilli- 
lər onları sadəcə ədəd Kimi qəbul edirdilər 
və bu səbəbdən də uzunluqla sahəni topla
yırdılar. Qədim yunan riyaziyyatında bunu 
etməK (uzun müddət sonralar da) olmazdı.

Cəbri üsulların inKİşafını tələb edən 
başqa növ məsələlər - qeyri-müəyyən tənlİK-

lər (İkİ və ya İKİdən artıq məchulu olan tən- 
lİKİər belə adlanır) də mövcud idi. Ən qədim 
və məşhur qeyri-müəyyən tənliyə misal ola
raq:

x2 + y2 = z2 (*)
tənliyini göstərməK olar.

Bir çox çapıq yazılı mətnlərdə bu tənli
yin (x, y, z) rasional ədədlərlə həllindən söh
bət gedir — daha sonralar onları “Pifaqor 
üçlüyü” adlandırmağa başladılar. Babillilə
rin onun həllinin ümumi düsturunu bilib-bil- 
mədİKİəri haqqında aydın məlumat olmasa 
da, onlara məsələn (3, 4, 5), (5, 12, 13), (8, 
15, 17) və s. üçlÜKİəri məlum idi. Hətta rasi
onal “Pifaqor üçlÜKİərinin” cədvəli belə sax
lanılmışdır, amma onun necə əldə edildiyini 
müəyyən etməK тйткйп deyil.

Qədim babillilər daha bir qeyri-müəy
yən tənliyi nəzərdən Keçirirdilər:

u2 + v2 = 2ıt>2 (**)
tənliyinə baxırdılar.

Onun rasional həlli (u, v, w) “babilistan 
üçlüyü ”nü yaradır, məsələn (1,7,5) belə 
üçlÜKdür.

Baxılan tənliyin də həndəsi mənası 
var. Belə tənliK babillilərin mətnlərində tez- 
-tez rast gəlinir: verilmiş trapesiyanı otura

Hammurapi adlı şahın hÖKmranlığı dövründə 
torpaqları ölçmə

cağa paralel olan xətlə İKİ müadil (sahələri 
bərabər) hissəyə bölməli (şəkİI 1).

Alt oturacağı v, üst oturacağı u ilə, bö
lən parçanı w ilə işarə etsəK, asanlıqla gör- 
тэк olar Kİ, onlar üçün (**) tənliyi doğru 
olacaq. Babillilər bu tənliyin sonsuz sayda 
həllərini tapmağı bacarırdılar.

Babillilər həm də bilirdilər Kİ, (*) və 
(**) tənlİKİəri bir-biri ilə bağlıdır: əgər (x, y, 
z) üçlüyü (*) tənliyinin həlli isə, u=x-y, 
v=x+y, u)=z üçlüyü (**) tənliyinin həllidir.

Qədim babillilərin cəbrdən nailiyyətlə
ri bunlar idi. Həndəsədə nəaliyyətləri isə az 
idi və birinci növbədə fiqurların ölçülməsi 
ilə bağlı idi. Misirlilərin həndəsəsində rast 
gəlinən киЬ, paralelepiped, prizma, sili
ndrlə yanaşı babillilər bəzi düzgün çoxbu- 
caqlıları, dairənin seqmentini, kəsİk Konusu 
öyrənirdilər. Çox ehtimal Kİ, onlara kəsİk 
piramidanın həsmini hesablamaq qaydası 
məlum idi. Çevrənin uzunluğunu hesabla
maq üçün diametrin üçqatını götürürdülər, 
yəni л-nin qiymətini 3 götürürdülər, я-nin 
bu qiyməti ilə dairənin sahəsini hesablayır
dılar.

Həndəsi məsələləri əks etdirən Babilistan gil 
lövhəsi. B.e.ə. II əsrin əvvəli. Verilmiş ölçülərin 

Kvadratı müxtəlif fiqurlara bölünmüşdür.
Şagird bu fiqurların sahələrini hesablamalıdır.

Azərbayc;

Ən böyÜK Kəşflərdən biri, özü də ümu
mi hal üçün, sonralar Pifaqor teoremi adla
nan teoremin yaranması idi. İİk dəfə bu 
teoremə Hammurapinin çarlığı dövrünün 
çapıqlı mətnlərində rast gəlinir.

* * *
Qədim Misirdə olduğu Kimi, Mesopota

miyada da riyazi mətnlər doqmatİK şəKİldə 
ifadə olunurdu. Qaydalar bir növ resept ro
lunu oynayırdı (mərhələlər üzrə nə etməK 
lazım olduğu göstərilirdi) və müzaKİrə olun
madan yerinə yetirilirdi. Ciddi iyerarxiya 
və despotİK dövlətlərdə avtoritar düşüncə 
forması Ьокт sürürdü. Alimlər öz fİKİrləri- 
ni nəticələrə əsaslanaraq müdafiə edə bil
mirdilər, bu da təbii Kİ, elmin inKİşafına 
mane olurdu.

Buna baxmayaraq Cayarasmm riyaziy
yatçılarının riyazi ixtiraları öz miqyasları 
ilə indi də insanları təəccübləndirir. Məhz 
burada İİk mövqeli say sistemi yaranıb və 
bunun nəticəsində yunanların hesablama 
texnİKasından güclü hesablama texnİKası 
sistemi yaranıb. İİk dəfə burada xətti və 
Kvadrat tənlİKİər cəbri yaradılmış və hən
dəsi məsələlərdən meydana gələn İİK qey
ri-müəyyən tənlİKİərə baxılmışdır. Həndəsi 
məsələlərin cəbri məsələlərlə, ədədlər nəzə
riyyəsi ilə sıx əlaqəsi Babilistan riyaziyyatı
nın əsas xüsusiyyətlərindəndir.

Qədim yunanlar öz tədqiqatlarına babi- 
listanlıları maraqlandıran məsələlərin təhli
lindən başlayıblar. Babilistan ənənələrinə 
Heron və Diofantın, daha sonra isə əl-Xarəz- 
minin və ərəb Şərqinin cəbr məKtəbinin tə
məlini qoyan digər alimlərin əsərlərində rast 
gəlməK olar. AntİK dövrün alimlərinin başlı
ca işi riyaziyyatın ayrı-ayrı hesablama və

Heron Diofant

ospublikası Prezidentinin
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qaydalarını ciddi əsaslandıran düzgün mən
tiqi sistem yaratmaq olmuşdur.

QƏDİM ÇİN

Bizə gəlib çatan Çin riyazi mətnlərin
dən ən qədimi b.e.ə. I minilliyə aiddir. 
B.e.ə. II minillİKdə riyazi-astronomİK “Ölçü 
çubuğu haqqında traKtat” və “Riyaziyyat 
doqquz Kitabda” yazılmışdır. Daha sonra 
VII əsrdə hər İkİ əsər, “On KİassİK traKtat” 
toplusuna daxil edildi. Məcmuəyə: Lyu Xue- 
yanın əlçatmayan əşyalara qədər olan məsa
fənin və onların ölçülərinin müəyyənləşdi
rilməsi haqqında olan “Dəniz adası haqqında 
traKtat” (III əsr); Sun-Szının riyazi cədvəl
lər, cəbri və həndəsi məsələlərdən, xətti tən- 
ÜKİərdən ibarət “Riyazi traKtat”; praKtİKİ 
məsələlərdən ibarət anonim “Beş təsisatda 
riyazi traKtat” daxil idi.

Lyu Xueyan Sun-Szı

“Riyaziyyat doqquz Kitabda” əsəri əsas 
elmi əsər sayılırdı. O, yerölçənlər, mühən
dislər, məmurlar, tacirlər, bir sözlə, riyazi 
bilİKİərə ehtiyacı olan hər kəs üçün nəzərdə 
tutulmuşdur. Əslində bu məcmuə giriş mət
ni və iİKİn izah olmayan 246 məsələdən iba
rət məcmuədir. Hər dəfə məsələ qoyulur, 
sonra cavab verilir və müxtəsər şəKİldə həlli 
yolu göstərilir.

HESAB

Çox qədim zamanlardan Çində hesabı 
onluqlarla aparırdılar. Təxminən b.e.ə. IV 
əsrdən başlayaraq xüsusi çubuqların Köməyi 
ilə saymağa başladılar. Onlardan təxminən 
1,5 min il istifadə etdilər. Çubuqları, sətir 
və sütunlara bölünmüş hesab lövhəsində dü
zürdülər. Ədəddə hər hansı mövqe olma- 

dıqda uyğun hücrə boş qalırdı. Hesablama 
çubuqlarının Köməyi ilə Çin nömrələməsi 
mövqeli onluq say sistemində ən qədim sis
temdir.

Eramızdan əvvəl III əsr ərəfəsində 
ədədlərin digər işarə olunma forması - he- 
roqlif meydana gəldi. Məsələn, minlİKİər, 
yüzlÜKİər, onluqlar və vahidlərdən ibarət 
olan ədədi yazmaq üçün əvvəlcə minlİKİərin 
sayını yazırdılar, sonra sağdan və ya altdan 
minliyi göstərən heroqlif, yüzlÜKİərin sayı, 
ondan sonra yüzlüyü göstərən heroqlif, 
onluqları göstərən işarə və nəhayət, vahid
lərin sayı yazılırdı.

lxl —dən 9 x 9-a qədər olan vurma cəd
vəlini əzbər bilirdilər. Onu dərslərdə dexla- 
masiya edirdilər və ya hətta oxuyurdular. 
Ədədlərin Kvadratlarını, Kublarını və dör
düncü dərəcələrini göstərən cədvəllər də var 
idi.

Ta qədimdən Çində Kəsrlər məlum idi. 
Bəzilərinin hətta öz adları belə var idi. İKİdə 
bir “ban”, üçdə bir “şao ban” (“kİçİk yarı”), 
üçdə İkİ isə “tay ban” (“böyÜK yarı”) adla
nırdı. Daha sonralar dörddə bir üçün də xü
susi - “zəif yarı” adı da meydana gəldi. On
luq Kəsrlərdən də istifadə edirdilər.

Bəzi məsələlərin həllində kİçİk ədəd
dən böyÜK ədədi çıxmaq lazım gəlirdi. Be- 
Iəİİkİə də b.e.ə. II əsrdə mənfi ədədlər 
meydana gəlir. Hesab lövhəsində onları 
başqa rəngli və ya formalı çubuqlarla, əl
yazmada isə başqa rəngli тйгэккэЬ və ya 
əyri xətlə qeyd edirdilər. Mənfi ədədlər 
“fu”, müsbət ədədlər isə “çjen” adlanırdı. 
Tədricən “fu” ədədlər borc, çatışmazlıq Kİ
mi izah olunurdu.

Mənfi ədədləri və onların toplanma qay
dalarını daxil etməyi Çin alimlərinin ən bö
yÜK Kəşfi saymaq olar. Yunan riyaziyyatında 
bunu III əsrin ortalarında Diofant etdi, hind 
riyaziyyatında isə mənfi ədədlər yalnız VII 
əsrdə peyda olur.

CƏBR VƏ ƏDƏDLƏR NƏZƏRİYYƏSİ

“Riyaziyyat doqquz Kitabda” traKta- 
tmda İkİ ədəd cəminin Kubunun və Kvadra
tının düsturlarının Köməyi ilə Kvadrat 
KÖKalma, киЬкока1тат necə etməK izah 
olunur. Çin riyaziyyatçıları hesablamanı 
lövhə üzərində apardığından, onların üsulu
nun bəzi xüsusiyyətləri var idi. Sonra bu

Ruffini

üsul istənilən dərəcədən kök almaya və 
n-dərəcəli tənliyin ədədi həllinə ümumiləş

dirildi. Bu üsulu çinli
lər “tyan-yuan” (hərfi 
mənası - “səmavi ele
ment”) adlandırırdı
lar, çünKİ onlar na
məlum Kəmiyyəti belə 
işarə edirdilər. Tyan- 
yuan üsulunu XIII- 
XIV əsrlərdə Çinin 
cəbr alimləri inKİşaf 
etdirdilər (Avropada 
bu üsul XIX əsrdə 
Ruffini-Hörner üsulu 
Kİmi məlum olub).

n məchullu n xətti tənlİKİər sistemini 
həll etməK üçün fan çen üsulu tətbiq edilir-

Leonardo Pizalı Cerolamo Kardano

di. Üsulun adı “ədədlərin hücrələrə düzül
məsi” (əlbəttə, hesab lövhəsində) deməK idi. 
Üsul matrislər və deferminantlar üzərində 
əməlləri xatırladır. Avropada xətti tənlİKİə- 
rin İİk həll üsulu Leonardo Pizalının (1202) 
və Cerolamo Kardanonun (1545) işlərində 
verilir.

Ədədlər nəzəriyyəsinə aid olan məsələ
lər içərisində Sun-Szının “Riyazi traK- 
tat”ının sonuncu Kitabında verilən məsələ
ni yada salmaq lazımdır: “Sayı məlum olma
yan əşyalar var. Onları üç-üç saysaq qalıq 2, 
beş-beş saysaq qalıq 3, yeddi-yeddi saysaq 
qalıq 2 olar. Soruşulur: neçə əşya var?” Baş
qa sözlə 3-ə, 5-ə və 7-yə böldÜKdə qalıqda, 
uyğun olaraq, 2,3 və 5 verən ədədi tapmaq 
tələb olunur. Axtarılan ədəd 23-dür. Ola bil
sin Kİ, bu məsələnin daha qədim mənşəyi var 
və “Riyaziyyat doqquz Kitabda” əsərinə ona 
görə düşməyib Kİ, bu əsərin heç bir bölməsi
nin mövzusuna uyğun deyildi. Sun-Szının 

Kitabında da belə tipli məsələ yeganədir. 
Qeyd edəK Kİ, bu məsələ xalq arasında geniş 
yayılmışdı və adlarının eyni olmasına görə 
ona sərxərdə Sun-Szının xüsusi müdrİKİiyi- 
nin nümunəsi Kİmi baxılırdı.

Sun-Szı

Belə məsələlərin ümumi həll üsulu for
malaşmamışdır. O yalnız on əsrdən sonra 
Tsin Tsu-Şaonun “Riyaziyyatdan doqquz Ki
tab” əsərində (XIII) meydana çıxır. Onun 
tətbiq etdiyi terminlər “DəyişİKİİKİər Kita
bı” (b.e.ə. VIII-VII əsrlər) adlanan Konfusi- 
an görücülÜK terminologiyasından mənim
sənilmişdir. Boymadərən saplağının ixtiyari 
olaraq ayrı-ayrı hissələrə bölünərəK dü
zülməsi ilə gələcəK müəyyən edilirdi. Bu çu
buqlarla manipulyasiya nəticəsində meyda
na gəlmiş yuxarıda adı çəKİlən nəzəri-ədədi 
məsələ ilə Tsin Tsu-Şao neoKonfusianlığa 
töhfə olaraq öz əsərini başlayır (Ədədlərin 
nəzəriyyəsinə dair digər məsələlər görü- 
cülÜKİə əlaqədar deyil, onlar əsasən təqvim
lərin tərtibi nəticəsində meydana gəlib).

Avropada isə bu məsələyə Leonardo 
Pizahda, XIV əsr bir Bizans əlyazmasında, 
XV əsr alman əlyazma hesabında və XVII 
əsr rus riyazi əlyazmalarında rast gəlinir. 
Belə məsələlərin həllinin ümumi üsulu yeni
dən 1740-cı ildə Leonard Eyler və 1801-ci 
ildə Karl Qauss tərəfindən işlənmişdir.

HƏNDƏSƏ

Qədim Çində həndəsə qədim Yunanıs
tanda olduğu Kİmi sərbəst elm Kİmi inKİşaf 
etməmişdir. “Riyaziyyatdan doqquz Kitab” 
əsərinin birinci Kitabında düzbucaqlının, 
üçbucağın, trapesiyanın, halqanın, dairə
nin, seKtor və seqmentinin sahəsinin ölçül
məsi üçün xüsusi qaydalar göstərilmişdir.
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Beşinci Kitabda oturacağı Kvadrat olan düz 
paralelepipedin, oturacağı trapesiya olan 
düz prizmaların və oturacağı üçbucaq, 
Kvadrat və düzbucaqlı olan piramidanın və 
digər həndəsi fiqurların həcmləri nəzərdən 
Keçirilir.

“Ölçü dirəyi haqqında traKtat” əsərinə 
görə tərəfləri 3; 4; 5 olan düzbucaqlı üçbu
caq üçün Pifaqorun teoremi bizim eradan 
1100 il əvvəl, ümumi hallar üçün isə bizim 
eradan əvvəl VI əsrdə məlum idi. İsbatlar tə
rəfi Katetlərin cəminə bərabər olan Kvadra
tın sahəsinin səkkİz bərabər üçbucağın və 
tərəfi Katetlər fərqinə bərabər olan Kvadra
tın sahələri cəminə bərabər olmasına asasla- 
nırdı.

Asanlıqla görməK olar kİ, tərəfi a+b 
olan Kvadratın sahəsi, tərəfi c olan Kvadra
tın və Katetləri a; b olan dörd düzbucaqlı 
üçbucağın sahələri cəminə bərabərdir:

(a + b)2 =c2 + 2ab
Digər tərəfdən elə bu çertyojda bütün 

qədim sivilizasiyalarda məşhur olan

(a + b)2 = a2 + b2 + 2ab

cəbri eyniliyinin sübutunu görməK çətin de
yil və buradan da

c2 = a2 + b2
alınır.

İsbatın reKonstruKsiyasının bu varian
tı məşhur riyaziyyatçı B.L.Vander-Vardenə 
məxsusdur. Qeyd edəK kİ, başqaları da 
mövcuddur.

XIV əsrə qədər Çində riyaziyyat hesab, 
cəbr və həndəsə məsələlərinin həlli üçün nə
zərdə tutulmuş ciddi qaydalar sistemi Kimi 
inKİşaf edirdi. Çin riyaziyyatının Hindis
tan, Orta Asiya, Yaxın və Uzaq Şərq elmin
dən təcrid olunmaması bir çox məsələlərin 
və onların həlli yollarının oxşarlığı ilə təs
diqlənir. Bu öİKələrin Köməyi ilə Çin riya
ziyyatı orta əsr Avropa elminə təsir gös
tərdi. Buna baxmayaraq, Çin alimlərinin bə
zi ixtiraları Avropada bu nəticələr sərbəst 
əldə edildİKdən sonra məlum olmuşdur.

ANTİK DÖVRÜN RİYAZİYYATI

FALES VƏ İLKİN SÜBUTLAR

Bizim fİKrimizə görə riyaziyyatın 
elm Kimi meydana gəlmə tarixini 
dəqiq müəyyən etməK müm

KÜndür - b.e.ə. VI əsr. Keçmiş 20-30 əsr ər
zində qədim Şərq xalqları cəbrdə, həndə
sədə, astronomiyada bir çox ixtiralar etsələr 
də, vahid riyaziyyat elmini yaratmamışlar. 
Yunanlar isə bunu cəmi bir əsrə etdilər və 
bu indiyə Kimi möcüzəyə bənzər bir ixtira 
sayılır.

B.e.ə. VIII əsrdə yunanlar əsl mədəni 
inqilab yaşadılar. Sait hərfləri olan əlifba 
meydana çıxdı. Elə həmin dövrdə “İlliada” 
və “Odisseya” əsərləri yazıldı. Homerin epo
su hətta oxuma və yazması olmayanların da 
mədəni həyatın axarına düşməsinə котэк 
etdi. Axı şeiri əzbərləməK asan idi. O döv
rlərdə Olimpiya oyunları silsiləsi yaradıldı. 
Bu oyunlarda hər dörd ildən bir Elladanın 
(yunanlar öz öİKələrini belə adlandırırdılar) 
şəhərlərinin ən aKtiv və maarifli vətəndaş
ları görüşürdü.

B.e.ə. VIII əsrin ortalarından əsasən 
dənizətrafı Koloniyalarda şəhərlərin sayı 
sürətlə artmağa başladı. Kənd təsərrüfatı 
üçün əlverişli torpaqlar tapmaq ümidi ilə 
yüzlərlə ailə dənizin o tayına yollanır, 
Aralıq və Qara dəniz sahillərində yerli abo
rigenlərlə qonşuluqda yaşamalı olurdular. 
Ellinlər qonşu xalqların mədəniyyəti ilə ta
nış olur, onlardan nə isə öyrənir və öyrətmə
yə çalışırdılar. Şəhər - respublİKaların sa- 
Kinləri küçə və meydanlarda: məhsulu, yerli 
saKİnlərin əhvalından tutmuş gəlmə tacirlə
rin gətirdiyi xəbərlərə qədər, onları narahat 
edən məsələləri müzaKİrə edirdilər.

Ən maraqlı xəbərlər Yaxın Şərqdən - 
Misir və çarlığın süqutundan sonra - Babi
listan və Midiya torpaqlarına bölünən 
Assuriyadan gəlirdi. B.e.ə. VI əsrin ortala
rında bütün bu torpaqlar, öz nəhəng imperi
yalarında möhKəm sülhü bərqərar edən 
farsların əsarəti altına düşdü. İndi bir çox 
ellinlər Fars imperiyasının torpaqlarına - 
Kimi ticarət, Kimi də misirlilərin və ya babi- 
listanlıların müdrİKİiyinə yiyələnməK üçün 
səyahət edirdilər.

Evinə qayıtmış belə səyahətçi öz qonşu

ları tərəfindən böyÜK maraqla qarşılanırdı. 
Amma onun hər sözünə də inanmırdılar. 
Məsələn, o, Misirdə qədim şahların sərdabə
ləri olan, 200 və ya 300 dirsəK hündür
lüyündə daş təpələrin olduğunu deyə bi
lərdi. Məgər onların hündürlüyünü o özü 
ölçüb? Necə? Qoy sözlərinin həqiqət olduğu
nu sübut etsin! Səyahətçi müdrİK misirlilə
rin Günəşin və Ayın növbəti tutulmasının 
vaxtını müəyyən edə bildİKİərini deyirdi. 
Qoy onların bunu necə etdİKİərini izah etsin! 
Bəs biz öz şəhərimizdə növbəti tutulmanı nə 
zaman görəcəyİK?

Yəqin Kİ, yunanlardan bu suallara ən 
dolğun cavab verməyi bacaran İİK səyahətçi 
Fales oldu.

Fales (b.e.ə. 625- 
547-ci illərdə) Milet 
(Kİçİk Asiyada qədim 
yunan mərKəzi idi) şə
hərində doğulmuşdur, 
ona görə də onu Miletli 
Fales adlandırırlar. Fa
les yunan malları ilə 
yÜKİənmiş şəxsi gəmi
sində Aralıq dənizində 
üzürdü. Zeytun yağının 
ticarəti uğurlu getdi
yindən, o böyÜK sərvət 
əldə etmişdi. Fales Mi
sirə, Assuriyaya, Babi
listana səyahət edərKən riyaziyyat və astro
nomiya ilə tanış oldu. O, öz boş vaxtını 
məhz bu elmlərə həsr edirdi. Bundan başqa 
o, həmçinin filosof və qanunverici idi. O, qə
dim dövrün - yunan mədəniyyətinin və el
minin əsasını qoyan İİK yeddi müdrİKdən 
biri sayılır.

B.e.ə. 585-ci ildə Fales günün tutulma
sını müəyyən etdi. Həmin dövrdə müharibə 
gedirdi və onun günün tutulması proqnozu 
gerçəKİəşəndə (tarixçi Herodotun sözləri ilə 
desəK “gün gecəyə çevrildi”), döyüşçülər 
qorxu içində silahlarını atıb qaçmağa başla
dılar. Günün batması işarə Kimi qəbul edildi 
və müharibə dayandırıldı.

Falesin sevimli məşğuliyyəti astrono
miya deyil, riyaziyyat oldu. O, həndəsi mə
sələləri isbat edən İİk alimlərdən oldu və 
məhz belə cəhdlər həndəsəni praKtİKİ qayda
lar məcmuəsindən əsl elmə çevirdi.

Fales
(b.e.ə. 625-547-ci illərdə)

20
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İkİ qarşılıqlı bucağın bərabər olmasını 
istənilən qədər ölçərəK əmin olmaq olar. 
Əgər onlardan biri 60 °-dirsə, deməli, İKİnci- 
si də onunla bərabərdir, əgər biri 42° 30' isə, 
deməK o birisində də o qədərdir. Bəs ölçül
məsi mümKÜn olmayan bucaqlarda belə de
yilsə necə? Amma (indi isə sübut adlan
dırdığımız) ağlabatan fİKİrlər təsdiq edir kİ, 
bu bütün bucaqlar üçün məqbuldur.

Fales öz sübutlarını hansı yolla gəti
rirdi? Bu məqsədlə o “hərəKətdən” istifadə 
edirdi. Əgər İkİ fiqur hərəKət zamanı ta
mamən uyğun olarsa, deməli, bu fiqurlar 
eynidir.

Fales məhz bu yolla iİKİn həndəsi teo
remləri isbat etdi. Əgər müstəvini hər hansı 
bir O nöqtəsi ətrafında Ьэгк cisim Kimi ya
rım dairə qədər (180°) döndərsəK, o zaman 
OA şüası ОС şüası Kimi onun davamına çev- 
riləcəK. Aydındır kİ, bu zaman qarşılıqlı bu
caqlardan birinin tərəfləri digərinə KeçəcəK 
və bu bucaqlar eyniləşəcəK. Deməli, qarşı
lıqlı bucaqlar bərabərdir (şəkİİ 1). Fales elə 
bu yolla diametrin dairəni yarıya böldüyünü 
sübut etdi, yəni İkİ yarım dairə bərabərdir.

Əlbəttə indi həndəsə ilə hər bir şagir
din tanış olduğu dövrdə, hər şeyin aydın 
olduğu görünür. HalbuKİ Falesə qədər sübut 
sadəcə yox idi! İndi dulusçunun da fırlanan 
dəzgahın Köməyi ilə dairəvi qab düzəltməsi 
adi görünür.

Amma bunu ixtira edən insan təbii kİ, 
öz dövrü üçün böyüK bir möcüzə yaratmışdır.

Fales bərabərtərəfli üçbucağın bucaq
larının bərabərliyini sübut etdi. O belə fİKİr- 
ləşirdi: bərabərtərəfli üçbucaq təpə buca
ğının tənböləninə görə simmetrİKdir, deməli 
çertyoju qatlayan zaman oturacağa bitişİK 
bucaqlar da üst-üstə düşəcəK (şəkİİ 2).

O, üçbucaqların bərabərliyi haqqında 
daha bir əlamət müəyyən etmişdir: əgər İkİ 
üçbucağın bərabər tərəfi varsa və bu tərəfə 
bitişİK İkİ bucağı bərabərdirsə, (şəkİİ 3) de
məli, bu üçbucaqlar bərabərdir. Deyilənlərə 
görə o bu üsulu dənizlərdə olan gəmilərə qə
dər məsafəni ölçməK üçün tətbiq edirdi.

Əlbəttə Kİ, indi Fales teoremi adlandır
dığımız müddəanı qeyd etməK lazımdır. 
Əgər bucağın bir tərəfində bərabər parçalar 
ayırsaq, sonra isə bu bölgü nöqtələrindən para
lel xətlər Keçirilsə, bucağın İKİnci tərəfində də 
bərabər parçalar əmələ gəlir (şəkİİ 4).

* * *
BeləlİKİə, Fales qədim və müqəddəs el

mi mübahisə mövzusuna çevirmişdir. İdman 
yarışlarından həzz alan yunanlar, o dövrə 
qədər şahmat Kimi intelleKtual oyunu tanı
mırdılar. Falesin təşəbbüsü ilə həndəsə belə 
oyunlardan birincisinə çevrildi. TezlİKİə o 
fəxri məşğuliyyətə, siyasət və ya Olimpiya 
oyunları ilə yanaşı milli idman növünə 
döndü. Həndəsədə Falesdən də irəli gedən 
ustadlar meydana gəldi və onlar öz xələflə
rinin heç yuxusuna girməyəcəK ixtiralar et
məyə başladılar.

PİFAQOR VƏ ONUN MƏKTƏBİ

Dahi qədim yunan alimi Pifaqor b.e.ə. 
VI əsrdə Samos adasında anadan olmuşdur. 
Cavanlıqda Misirdə Kahinlərin yanında dərs 
almışdır. Deyilənlərə görə o Misirin gizli 
məbədlərində olmuş, xaldey müdrİKİəri və 
fars sehrbazları ilə görüşmüşdür. Pifaqor 
Cənubi İtaliyadaKi yunan Koloniyasına -

Falesin teoremi necə isbat etdiyini yal
nız fərz etməK olar. Yəqin kİ, o elə burda da

Krotona Köçür və burada Pifaqor ittifaqı 
(və ya Kroton qardaşlığını) yaradır. İttifa
qın üzvlərinin maraq dairəsinə elmi tədqi
qatlar, dini-fəlsəfi axtarışlar, siyasi fəaliy
yət daxil idi. Onlar sərt həyat tərzi Keçirir, 
onlar üçün hər şeydən öndə özünü idarə, cə
surluq və KOİleKtiv nizam-intizam dururdu. 
Pifaqorçular bir yerdə yaşayırdılar, onların 
ümumi müİKİyyətləri var idi, hətta ixtiralar 
belə ümumi hesab edilirdi.

ŞəkİI 3 ş3Ktl 4

Pifaqor

üçbucaqların bərabərlİK əlamətindən istifa
də etmişdir.

İttifaqın fəaliyyəti sirr idi, bu üzdən il- 
Kİn pifaqorçuların fəaliyyətini əks etdirən 
heç bir mətn qalmamışdır. Bundan əlavə 
onlar bütün ixtiralarını, haqqında əfsanələr 
gəzən Pifaqorun adı ilə bağlayırdılar. Bu və 
ya digər ixtiranın və ya nəticənin müəllifi
nin dəqiq Kim olduğu məlum deyil.

Pifaqorçular öz tədqiqatlarını “mate- 
mata”, “elmlər” adlandırır və onları 4 hissə
yə: hesab, həndəsə, astronomiya və harmo
niyaya (musiqi haqqında təlim) bölürdülər. 
Hesab onların arasında əsas elm sayılırdı. O, 
həndəsənin də, astronomiyanın da, harmo
niyanın da əsasında dururdu.

HESAB

Pifaqorçular ədədləri, qumun üstündə 
həndəsi Konfiqurasiyalar əmələ gətirən daş
lar təbirində - nöqtələrin KÜllisi Kimi qəbul 
edirdilər. BeləlİKİə, ədəd deyərKən “çoxlu 
vahidlər” (yunanca “artimos”) nəzərdə tu
turdular və yalnız tam, müsbət (yəni natu
ral) ədədləri nəzərdə tutur, onları təK və cüt 
saylara ayırırdılar (Sonralar Platon deyəcəK 
Kİ, hesab təK və cütlÜKİər haqqında elmdir).

Fiqurlu ədədlər.
Üçbucaq, Kvadrat, düzbucaqlı və beşbucaqlı

Pifaqorçular bölünmə nəzəriyyəsinin 
birinci teoremini sübut etdilər: heç olmasa 
biri cüt olan İkİ ədədin hasili cüt olar. Onlar 
hətta mÜKəmməl ədədlərin (yəni öz bölənləri
nin cəminə bərabər ədədlər (“MÜKəmməl və 
dost ədədlər” məqaləsinə bax) tapılması mə
sələsini də qaldırdılar. Bir bölünməz sayılır 
onun “payı” yoxdur. Bunun əvəzində pifa
qorçular tam ədədlərin nisbətlərini də nəzər
dən Keçirirdilər. Məsələn, 4-ün 6-ya nisbəti 
eynilə 2-nin 3-ə nisbəti Kimidir və s. Müasir 
dillə desəK, onlar cütlÜKİər nəzəriyyəsi Kimi 
rasional ədədlər nəzəriyyəsini qurdular. 
Onun ifadəsi bizə EvKİidin “Başlanğıclar” 
(b.e.ə. III əsr) Kitabında çatmışdır.

HƏNDƏSƏ

Hələ də pifaqorçuların öz həndəsələri
nin əsasına hansı və neçə aKsiom qoymaları 
məlum deyil, amma onların hamısının düz
xətli fiqurların planimetriyasına aid olduğu 
dəqiqdir. Üçbucaqların, düzbucaqlıların, pa
raleloqramların və digər müstəvi fiqurların 
xüsusiyyətləri öyrənilir, sahələri müqayisə 
edilirdi. Sübutların tacı isə əvvəllər xüsusi 
hallar üçün faKt Kimi məlum olan Pifaqor te
oreminin təsdiqi idi. Pifaqor teoreminin qiy
mətini artırmaq çətindir (“Sadə və tÜKənməz 
üçbucaq” məqaləsinə bax). Onun ümumiləş
dirilməsi indi də bütün metrİK məKanların 
müəyyənləşdirilməsinin əsasında durur.
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Pifaqorçuların stereometriyada da gö
zəçarpan uğurlar əldə etdiyini iddia etməK 
olar. V əsr tarixçisi və filosofu ProKİun yaz
dığına görə məhz onlar beş düzgün: tetra
edr, киЬ, OKtaedr, dodexaedr, İKOsaedr 
(“Çoxüzlülər” məqaləsinə bax) çoxüzlüləri- 
ni qurmuşlar. Düzdür, bir çox müasir tədqi
qatçılar hesab edirlər kİ, Pifaqora yalnız 
киЬ, tetraedr və dodexaedr məlum idi, OKta- 
edr və İKOsaedr isə Feodr KirensKİ və Plato
nun istedadlı tələbəsi olan Teetet tərəfindən 
ixtira edilmişdir.

ASTRONOMİYA VƏ HARMONİYA

Pifaqorçular hesab edirdilər kİ, Yer 
Kürə şəKİindədir və Kainatın mərKəzində 
yerləşir: axı onun hər hansı bir tərəfə dar
tılması haqqında heç bir əsas yox idi. Günəş, 
Ay və başqa digər beş planet (Mernuri, Ve
nera, Mars, Yupiter və Saturn) Yerin ətra
fında fırlanır. Yerlə planetlərin arasındanı 
məsafə yeddisimli arfa şəKİindədir və onla
rın hərəKətindən Kainat musiqisi yaranır. 
Adətən həyatın qarmaqarışıqlığı ucbatından 
insanlar bu musiqini dinləyib həzz ala bil
mirlər. Pifaqor isə onu eşidirdi.

Arfanm quruluşu riyaziyyatın qanun
larına uyğun olmalıdır. Pifaqorçular müəy
yən etdilər ni, uzunluqları nisbəti 1:2, 2:3 
və 3:4 olan eyni KÖKİənmiş simlər cütünün 
səslənməsinə OKtava, Kvinta və Kvarta Kimi 
musiqi intervalları uyğundur.

Bütün bu ixtiralar pifaqorçuları “hər 
şey ədəddir” fİKrinə gətirib çıxarır, yəni tə
biətin qanunları - tam ədədlər və onların 
nisbətindən başqa bir şey deyil.

İRRASİONALLIĞIN KƏŞFİ

Əvvəlcə pifaqorçular hesab edirdilər 
Kİ, istənilən fizİKİ və həndəsi fərqi tam 
ədədlərlə ifadə etməK olar. Onlar belə hesab 
edirdilər kİ, bütün hissələr ölçülə biləndir, 
yəni AB və CD parçalarının uzunluğu nə qə
dər uzun olursa-olsun, AD və CD parçasının 
uzunluğuna uyğun olan (parçalarının hər 
birinin üzərində tam ədəd sayda yerləşdir
məK тйткйп olan) e parçası var, deməli, 
həndəsəni cəbrə uyğunlaşdırmaq olar.

Amma tezlİKİə pifaqorçular onların 
bütün görüşlərini alt-üst edən bir Kəşf etdi
lər: onlar sübut etdilər kİ, diaqonalın Kvad-

Pifaqor musiqili şıcala ilə.
Rafaelin “Afina mdKtəbi” fresnasından 

fraqment. 1511

ratın tərəflərinə olan nisbətini tam ədədlə
rin nisbəti ilə ifadə etməK olmaz.

Daha sonra başqa müqayisə olunmayan 
parçalar da tapıldı. Feodor KirensKİy müəy
yən etdi Kİ, sahəsi 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 
13, 14, 15 olan Kvadratların tərəfi vahid 
Kvadratın tərəfi ilə müqayisə oluna bilin
məz. Teetet isə sübut etdi Kİ, əgər Kvadratın 
sahəsi heç bir tam ədədin Kvadratına bəra
bər olmayan tam N ədədilə ifadə edilərsə, 
onun tərəfləri vahidlə müqayisə oluna bilin
məz. Başqa sözlə desəK, müəyyən edilmişdir 
Kİ, əgər N * a2, onda heç bir rasional 
ədədlə ifadə edilə bilməz - o irrasionaldır 
(“İrrasional ədədlər” məqaləsinə bax).

Və o zaman qədim Misir alimləri cəbrin 
həndəsə üçün əsas ola bilməyəcəyi nəticəsi
nə gəldilər. Onlar qərara aldılar Kİ, həndəsi 
çoxluqlar ədədlər və nisbətlərindən daha 
ümumi təbiətə malİKdirlər. Deməli, cəbrin 
əsasına həndəsəni qoymaq lazımdır.

HƏNDƏSİ CƏBR VƏ 
SONSUZLUQ ANLAYIŞI

Həndəsi libas riyaziyyata qeyri-adi gö- 
zəİİİk və monolitlİK bəxş etdi. TənlİKİərin 
həlli təlimi, elə cəbrin özü də həndəsi forma 
aldı. AntİK riyaziyyatın parçaların və sahə
lərin hesablanması ilə məşğul olan hissəsini 
məhz həndəsi cəbr adlandırırıq.

Bu elmin əsasları EvKİidin “Başlanğıc
lar” əsərində açıqlanmışdır. Burda parçalar 
nəzərdən Keçirilir və onların üzərində aparı
lan cəbri əməliyyatlar müəyyənləşdirilir. 
Məsələn, İkİ parçanı toplayıb, böyÜK hissə
dən balaca hissəyə bərabər hissəni çıxırdı
lar. İkİ parçanın hasili onlar üzərində qu
rulan düzbucaqlı, üç parçanın hasili isə düz
bucaqlı paralelepiped adlanırdı.

Təbii Kİ, düzbucaqlı və parçanın cəmin
dən danışmağa dəyməz. Buna görə də cəbri 
həndəsədə müəyyən edilmiş hesablama “pil
ləli” idi. Birinci pillə parçalardan, İKİnci - 
sahələrdən, üçüncü isə həcmlərdən ibarət 
idi. Dörd və ya daha çox parçaların hesab
lanmasından söhbət gedə bilməzdi, çünKİ üç 
ölçüdən artıq fiquru təsəvvür etməK müm- 
KÜn deyildi. Həndəsi cəbrdə qurmaların 
yalnız pərgar və xətKeşin Köməyilə yerinə 
yetirilməsinə icazə verilirdi.

Evklidin “Başlanğıclar” kitabından fraqment

“Başlanğıclar”ın İKİnci Kitabının bi
rinci cümləsində vurmanın paylama (distri- 
butivlİK) qanununun həndəsi isbatı veril
mişdir: əgər düzbucaqlı a və b (şəkİİ 1) 
parçalarından qurulmuşdursa və əgər onlar
dan biri a = ax + a2+...+an olarsa, o zaman 
ab =(a} + a2+...+an)b = axb + a2b+...+anb ola
caq.

Həndəsi dilə Keçmə İİk dəfə bəzi cəbri 
eynilİKİəri, məsələn hamıya məlum olan 

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 (şəkİİ 2.) cəmin Kvad
ratı düsturunu İİk dəfə isbat etməyə imKan 
verdi.

Aydındır Kİ, a+b tərəflərindən ibarət 
Kvadratın sahəsi İKİ Kvadratın (a və b tərəf
li), həmçinin onların üzərində qurulan İkİ 
düzbucaqlının sahələrinin cəmindən ibarət
dir. İstənilən a və b parçaları üçün onların 
qiymətlərindən və ortaq ölçülü olub-olmama
sından asılı olmayaraq, eynilİK doğrudur.

ŞəkİI 2

a

a. an

ŞəkİI 1

Kvadrat tənlİKİərə eKvivalent məsələ
lər, həndəsi forma almışdır. Burada söhbət 
“sahələrin əlavə edilməsindən” gedirdi.

1) verilən düzbucaqlını Kvadrata çevir- 
тэк, yəni x2 = ab (parabolİK məsələ) tənliyi
ni həll etməK;

2) verilən a parçasına verilən S sahəli 
düzbucaqlını elə əlavə etməK lazımdır Kİ, 
“çatışmazlıq” Kvadrat olsun: x(a - x) = S 
(elliptİK məsələ);

3) verilən a parçasına verilən S sahəli 
düzbucaqlını elə əlavə etməK lazımdır kİ, 
“qalıq” Kvadrat olsun: xfa + x) = S (hiperbo- 
İİk məsələ).

Pərgarın və xətKeşin Köməyi ilə Kvad
rat tənlİKİərə eKvivalent olan, müsbət kök- 
lü məsələləri həll etməK olar. Bu üsullar 
əmsalının əvvəİKİ tənliyin KÖKÜndən asılı ol
duğu bəzi ardıcıl Kvadrat tənlİKİəri həll et
məyə imKan verir.

Çox az bir vaxtdan sonra digər: Kubun 
İKİqatı, bucağın triseKsiyası, dairənin Kvad- 
raturasına dair məsələlər meydana çıxacaq 
(“Qədim dövrün üç məşhur məsələsi” məqa
ləsinə bax). Burada həndəsi cəbr gücsüz idi. 
Amma bu məsələləri həll etmə cəhdlərinin 
özü belə böyÜK nəticələrə səbəb oldu. Yada 
salaq Kİ, Kubun İKİqatlığı haqqında məsələni
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tədqiq edərKən, İkİ min il sonra astronomi
yada mÜKəmməl tətbiqini tapmış кошк xət
lər -„əyrilər icad edilmişdir (“GörKəmli əy
rilər məqaləsinə bax). Qədim dövrün məş
hur məsələlərinin həlledilməzliyini yalnız 
XIX əsrdə sübut etməK тшпкйп oldu.

SONSUZLUĞUN DƏRK EDİLMƏSİ

Yunan riyaziyyatında ortaq ölçüsüz 
Kəmiyyətlərin icadı ilə yanaşı, sonsuzluq 
anlayışı da meydana gəldi. Bu anlayışla bağ
lı çətinlİKİər antİK riyaziyyatın dərin böhra
nına səbəb oldu. Bu, elmin hələ bərKİməmiş 
binasını sarsıdan ilK böyÜK fırtına oldu. 
MüzaKirəyə AnaKsaqor və DemoKritdən tut
muş Aristotelə qədər bütün məKtəblərin və 
cərəyanların filosofları qoşuldu. Platonun 
kiçik həqiqət tacirləri adlandırdığı Sofistlər 
(fəlsəfənin peşəKar müəllimləri) bu məsələ
ləri populyar etdilər.

KəsilməzlİK və son
suzluq anlayışlarında 
gizli olan əsl çətinlİKİə- 
ri aşKar edərəK və bu
nunla da onlar haqqın
da fərziyyələrin nə qə
dər mÜKəmməl olmadı
ğını göstərməK onları 
paradoKs və ya aporiy 
(yunan dilində “aporiya” 
- “çətinlİK”, “çıxılmaz
lıq”) şəKİində formalaş
dıran Zenon Eleyalı 
(b.e.ə. 490-430) nail ol
du. Artıq 25 əsrdir kİ, 
onlar həm riyaziyyatçı

ların, həm də filosofların diqqətini cəlb 
edirlər.

Zenon - eleatlar məKtəbinin başçısı 
(Eley şəhərinin adı ilə bağlıdır), fəlsəfəni İİk 
dəfə olaraq məntiqi mülahizələr üzərində 
quran Parmenidin sevimli tələbəsi idi. Par- 
menidi hətta məntiqin banisi hesab edirlər. 
Eleatlar sübutlardan, onları absurda gəti
rib çıxardaraq istifadə edirdilər. “İKİdillİK” 
dialeKtİKasına ustalıqla malİK olan Zenon da 
belə edirdi.

Qədimdə Zenonun qırxa yaxın aporiyi 
məlum idi, bizə isə yalnız doqquzu gəlib çat
mışdır. Onlardan bizə çatanların ən məş
hurları: “Dixotomiya”, “Axilles və tısbağa”, 
“Ox” və “Stadion” dörd hərəKət aporisidir və

onları Aristotel öz “FizİKa”smda geniş şəKİldə 
müzaKİrə edir.

Öz aporiyalarına Zenon aşKar fizİKİ an
lam vermişdir: o, onları hərəKətin imKanı- 
mn ƏKsinə çevirmişdir. Amma cisimlərin 
hərəKəti bizim gözlərimiz önündə hər gün 
baş verir. Nə baş verir?

AnaKsaqor (b.e.ə. V əsr) tərəfindən irəli 
sürülmüş nəzər nöqtəsi yunan riyaziyyatında 
ümumilİKİə qəbul edildi. O, elan etmişdir Kİ, 
KİçİKdə ən kİçİk yoxdur, amma hər zaman 

daha kİçİk vardır”. Nəticədə bölünmə zama
nı yenə də bölünən hissələr əldə edəcəyİK və 
heç bir zaman bölünməz hissələrə çatmaya
cağıq. Bu isə o deməKdir kİ, parça nöqtələr
dən ibarət deyil, nöqtələrin ’’həndəsi ye
ridir”.

Riyaziyyatın yeni əsasları - nisbətlər 
haqqında ümumi təlimlər və limit Keçidlərin 
ciddi metodu YevdoKs (b.e.ə. 408- 355) tərə
findən yaradılmışdır.

YevdoKs sadəcə dahi riyaziyyatçı deyil
di, həm də dahi astronom, coğrafiyaçı, filo
sof və natiq idi. O, Kniddə (Kİçİk Asiyanın 
cənubi-qərbində) anadan olmuşdur və ca
vanlıqda bir çox ölKələrdə olmuşdur. Sicili
yada o tibbi, Yunanıstanda o dövrün məş
hur alimi Arxit TarentsKİnin rəhbərliyi al
tında riyaziyyatı öyrənmişdir. Əgər Feodr 
KirensKini və Teeteti cəbr alimi adlandır
maq olarsa, Arxit və YevdoKs bizim günlər
də məhz riyazi təhlil adlandırılan elmə aid 
olan məsələlərin həlli ilə məşğul olurdular.

YevdoKs, Yunanıstanın əsas mədəniy
yət mərKəzi olan Afinaya Köçəndə iyirmidən 
bir az artıq yaşı var idi. Başqa gənclər Kİmi, 
onu da qapısında “Həndəsəni bilməyənə gi
riş qadağandır” sözləri yazılan, Platonun 
tanınmış AKademiyası cəlb edirdi. AKade- 
miyada elmi və fəlsəfi problemlər geniş 

YevdoKs Platon
(b.e.ə. 428-348-ci illər)

Arxit TarentsKi
(b.e.ə. 400-365)

müzaKİrə edilirdi. Məhz burada YevdoKs 
Platonun qoyduğu: sferaların bərabər dairə
vi hərəKəti zamanı Günəşin, Ayın və planet
lərin görünən hərəKətini almaq üçün Kons- 
truKSİyanın qurulması məsələsi ilə maraq
landı və bunu uğurla yerinə yetirdi. TezlİKİə 
YevdoKs Mərmərə dənizinin cənub sahillə
rində, KizİKdə öz elmi məKtəbinin əsasını 
qoydu. Elə orada Elladada İİk rəsədxana ti- 
Kİldi.

Amma YevdoKsun daha əsaslı tədqiqat
ları hal-hazırda sonsuz kİçİk cisimlərin təh
lilinə giriş adlanan sahəyə aid edilir. Əs
lində isə o tarixdə İİk olaraq həqiqi ədəd nə
zəriyyəsini (nisbətlər nəzəriyyəsi) qurmuş 
və əyrixətli fiqurların sahələrini ölçərxən 
istifadə edilən hesablama üsulunu yaratmış
dır. Bu üsul sonsuz Keçidlərin ciddi yerinə 
yetirilməsinin əsasına çevrildi və antİK son
luq (limit) nəzəriyyəsinin əsası oldu. DeməK 
lazımdır Kİ, XVII-XVIII əsrlərdə icad edil
miş inteqral hesablama üsulları ciddiliyinə 
görə YevdoKsun üsulundan geri qalırdı. 
Ciddi üsullar isə yalnız XIX əsrdə meydana 
gəldi.

İİKİn mərhələdə Babilistanın hesabla
ma cəbri ilə müqayisədə üstünlÜKİər qaza
nan həndəsi cəbr müəyyən mərhələdə antİK 
riyaziyyatın inKİşafını ləngitdi. O, zirehli 
çanaq Kİmi canlı orqanizmin hərəKətlərini 
məhdudlaşdırır və onu düzgün inKİşaf et
məyə qoymurdu. Məsələn, dördüncü və daha 
yÜKSƏK dərəcəli tənlİKİər heç nəzərdən belə 
Keçirilmirdi. Həndəsi cəbrdə mənfi ədədlər 
üçün yer yox idi. Həndəsi dildən etiraz edib, 
yeni daha ümumi və elastİK dil axtarmaq la
zım idi. Bu dil yalnız yeni eranın İİk əsrlə
rində - ellinizm dövründə tapıldı.

ELLİNİZM DÖVRÜ VƏ 
ANTİK DÖVRÜN QÜRUBU

AntİK tarixin yeni dövrü - ellinizm 
dövrü - MaKedoniyalı İsgəndərin qələbələri 
ilə başladı. B.e.ə. 332-323-cü illərdə o, Misi
ri, Babilistanı, İranı, Soqdianı, BaKtriyanı 
və hətta Hindistanın yarısını zəbt etdi. İs
gəndərin ölümündən sonra nəhəng imperiya 
süquta uğradı. Onun sərKərdələri zəbt edil
miş ölKələri öz aralarında bölüşdürdülər: 
Misir Ptolomeylərin, Mesopotamiya və Suri
ya isə SeleKvilərin haKİmiyyəti altına Keçdi, 
MaKedoniyada isə - Antiqon və onun sələflə

Çar Ptolomey I Soter
(b.e.ə. 305-283)

ri hÖKmranlıq etməyə başladı. Hətta Hind 
vadisində belə yunan Knyazları hÖKmranlıq 
edirdilər. Ellinizm dövrü b.e.ə. 30-cu illərdə 
sonuncu yunan Koloniyası - Misir romalılar 
tərəfindən fəth edildiyi zaman bitdi.

İncəsənətdə, elmdə, mədəniyyətdə, bir 
sözlə, hər bir sahədə ellin (yunan) nümunə

lərinə bənzətmə bu 
dövrün xaraKterİK 
cəhəti idi. Dövlət di
li, deməli həm elmin 
və mədəniyyətin də 
dili hər yerdə yunan 
dili idi. Alimlər indi 
daha asan ünsiyyət 
qururdular və müx
təlif ölKələrin elmlə
rində qorunub sax
lanılmış ənənələri qə
bul edirdilər.

Çar Ptolomey I 
Soter Misirdə b.e.ə. 
305-283-cü illərdə

hÖKmdarlıq etmişdir. Paytaxt olaraq, b.e.ə. 
331-ci ildə MaKedoniyalı İsgəndər tərəfin
dən salınmış və onun şərəfinə İsgəndəriyyə 
adlandırılan şəhəri seçmişdir. Burada Ptolo
mey ellinizm dövrünün elmi fİKrinin тэгкэ- 
zi olan Museyonu (Museyon - Muzaların 
məbədi deməKdir; yunan əsatirində elm və 
incəsənətə himayədarlıq edən ilahələr muza 
adlanırdılar) ucaltdı. Museyonun tərKİbinə
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700 min əlyazmasının saxlanıldığı zəngin 
İsgəndəriyyə Kitabxanası da daxil idi. Deyi
lənlərə görə onun əsası Aristotelin Kitabxa
nasından ibarət idi. Bütün dünyadan bilİK 
arzusunda olan gənclər məhz bura can atır
dılar.

B.e.ə. III-II əsrdə dəqiq elmlər sürətlə 
inKİşaf edirdi. Bu isə təəccüblü deyil, çünKİ o 
dövrlərdə adları əsrlərlə məşhur olan - 
EvKİid, Arximed, Apolloniy Kimi dahilər ya
şayıb yaradırdılar. Arximeddən başqa bütün 
məşhur alimlər İsgəndəriyyədə işləyirdilər.

EvKİid I Ptolomeyin müasiri idi. Bu, 
onun haqqında məlum olan yeganə həqiqi in
formasiyadır. Onun harada anadan olması, 
harada və Kimin yanında təhsil alması haq
qında heç bir informasiya yoxdur. Hətta bə
zi alimlər belə hesab edirdilər kİ, EvKİid adı 
(arxasında bir qrup müəllifin saxlandığı fran
sız riyaziyyatçısı NİKola BurbaKİ və ya rus 
yazıçısı Kozma PrutKov Kimi uydurulmuş 
personajdır) bir qrup İsgəndəriyyə aliminin 
qəbul etdiyi təxəllüsdür. Amma bizim əlimiz
də EvKİidin real şəxsiyyət olduğuna şübhə et
məyə əsas verəcəK tutarlı dəlil yoxdur, buna 
yunan alimləri də şübhə etmirdilər.

Öz əsərlərinin birində Papp İsgəndəriy- 
yəli (III əsr) EvKİidi ləyaqətli, saKİt və təva- 
zÖKar, təKəbbür və eqoizmdən uzaq olan bir 
insan Kimi təsvir etmişdir. Amma riyaziy
yatı öyrənən məsələlərə gəldİKdə o, artıq də
rəcədə ciddi və sərt idi. Tarixçi və filosof 
ProKİun (V əsr) dediyi Kimi bir dəfə çar Pto- 
lomey EvKİiddən “Başlanğıclar”ı əzbərləmə-

EvKİid — İkİ min ildən çox tarixi olan 
“Başlanğıclar” Kitabının müəllifidir. Əgər 
ondan bütün zaman və xalqların riyaziyyat
çıları dərs alıblar desəK, heç də yanılmarıq. 
Bu Kitab hələ də aKtuallığını itirməmişdir. 
Onun mətni elementar həndəsə ilə tamam
lanmır. Burada 300 İİİİk antİK riyaziyyatın 
inKİşafının уекипи nəzərdən Keçirilir və bu
nunla da növbəti tədqiqatlar üçün möhKəm 
baza yaradılır. Ргок1 iddia edirdi kİ, EvKİid 
“Başlanğıclar” əsərini tərtib edərKən, ora 
“YevdoKsdan götürdüyünü, Teetetdən mü- 
Kəmməlləşdirdiyini daxil edərəK, xələfləri
nin ciddi göstərə bilmədİKİərinə təKzibe- 
dilməz sübutlar vermişdir”. EvKİidin döv
ründən riyaziyyat çox böyÜK dəyişİKİİKİərə 
uğrasa da, sonraKi riyaziyyatçıların hamısı 
“Başlanğıclar” əsərinin daha dolğun və da
yanıqlı olan təKİiflərinə istinad edirlər (Bu 
haqda “EvKİidin “Başlanğıclar” əsəri” mə
qaləsində danışılır).

Amma “Başlanğıclar” EvKİidin yeganə 
əsəri deyildi. Ona həmçinin Ргок1 və Pappın 
yazılarına görə “Başlanğıclar” əsərinə əlavə 
olan “Verilənlər”; “Kanonun Kəsiyi” (musi
qiyə dair traKtat); KonİK KəsİKİər haqqında 
itirilmiş “Səth üzərində həndəsi yerlər” əsə
ri; yalnız ərəb dilində olan tərcüməsi bizə 
çatan fiqurların bölünməsi haqqında traK

Arximed
(b.e.ə. 287-212-ci illər)

Ргок1 Diadox

dən həndəsəni öyrən
məyin daha qısa və ra
hat bir yolun olmasını 
soruşur. Alim çox cə
sarətlə cavab verir: 
“Həndəsədə şah yolu 
yoxdur!”. Digər tarixi 
lətifədə deyilir kİ, bir 
cavan “Başlanğıclar”ın 
İİk cümləsini əzbərlə- 
dİKdən sonra EvKİid- 
dən “mən bunu öyrən- 
dİKdən sonra nə qaza
nacağam” deyə soru

tat; “Tədqiqatlar” (“Po- 
rizmlər”) və optİKa, me- 
xanİKa və astronomi
yaya dair traKtatlar da 
məxsus idi.

Ellinizm dövrünün 
digər görKəmli alimi, 
haqqında saysız əfsanə
lər gəzən Arximed idi. 
Bu dahinin yaradıcılığı 
uzun əsrlər boyu elmin 
taleyini, sonra isə bəşə
riyyətin taleyini müəy
yən etdi. EvKİid

Apolloniy Perqli 
(b.e.ə. 260-170 ci illər)

şur. EvKİid qulluqçu
sunu çağırıb deyir: “bu bədbəxtə üç obol ver, 
o öz biliyi ilə qazanc əldə etməK istəyir” (obol 
xırda gümüş qəpİKdir).

Arximedin mexanİKa, hidrostatİKa və 
optİKaya olan marağına baxmayaraq, onun 
həyatının əsas işi riyaziyyat idi. Tanınmış 
tarixçi Plutarxın (III əsr) sözlərinə görə 
alim riyaziyyatla nəfəs alırdı, çox zaman ye- 
тэк barədə unudur və özünə qayğı göstər
mirdi. Onun “Dairənin ölçülməsi”, “Kürə və 
silindr haqqında”, “Qum dənəcİKİərinin he
sablanması” və b. əsərləri orijinal fİKİrləri, 
hesablama texnİKasınm ustalığı və isbatla-

həlli göstərilmişdir.

Sabit İbn Kurra 
(836-901)

Ellinizm dövrünün üçüncü görKəmli 
yunan riyaziyyatçısı Kİçİk Asiyanın Perqam 

şəhərində anadan ol
muş Apolloniy idi. 
Onun həyatı haqqın
da təzadlı məlumat
lar vardır. Bəzi təd
qiqatçıların fİKrincə 
Apolloniy b.e.ə. 260-cı 
ildə anadan olmuşdur 
və bizim eradan 170 
il əvvəl onun hələ sağ 
olmasına əsaslar var.

Alimin fəaliyyə
tinin çiçəKİənmə döv
rü İsgəndəriyyədə iş
lədiyi zamana - b.e.ə.

III əsrə təsadüf edir. Onun həyatının böyÜK 
bir hissəsi bu şəhərdə Keçmişdir. Apolloniy 
bura yeniyetmə vaxtında gəlmiş, EvKİidin 
riyaziyyatçılar məKtəbində təhsil aldıqdan 
sonra riyaziyyatı tədris etmişdir. “KonİK 
KəsİKİər” əsərinin birinci Kitabının ön sö
zündə Apolloniy yazırdı Kİ, onu bu əsəri 
yazmağa İsgəndəriyyədəKİ mühazirələrinin 
dinləyicisi odan həndəsə alimi NavKrates 
sövq etmişdir.

rın ciddiliyi ilə adamı 
heyran qoyur. Bun
dan başqa Arximedin 
riyazi nəticələri İs
gəndəriyyə alimləri
nə ünvanlanan və hər 
biri ayrı-ayrılıqda ta
mamlanmış elmi me- 
muarı xatırladan тэк- 
tublarında da göstə
rilmişdir.

Arximedin bəzi 
əsərləri yalnız IX əsr 
Bağdad alimi Sabit

ibn Kurrun ərəb dilinə olan tərcümələrində 
saxlanılmışdır. Bu, “Lemmalar”, “Yeddibu- 
caqlı haqqında” və “Toxunan çevrələr haq
qında” əsərləridir. “Lemmalar” əsərində 
başqa məsələlər arasında bucağın triseKsiya- 
sı məsələsinin əlavənin Köməyi ilə (“Qədim 
dövrün üç məşhur məsələsi” məqaləsinə bax)

“Yeddibucaqlı 
haqqında” əsərdə киЬ 
tənlİKİərin eKvivalenti 
olan məsələlərə baxı
lır. Arximedin ərəblə
rə məlum olan əsər
lərinin sırasmda “Pa
ralel xətlər haqqında” 
traKtatm da adı çəkİ- 
lir. Bəİkə də Arximed 
EvKİidin beşinci po
stulatını (“Lobaçevs
Kİnin həndəsəsi” mə
qaləsinə bax) isbat et
məyə çalışan İİK alim
lərdən idi.

Arximedin riyaziyyatın inteqral hesabı 
adlanan sahəsində əməyi böyÜKdür. Onun 
müstəvi fiqurların sahəsini və cisimlərin 
həcmini öyrənən tədqiqatları heyf Kİ, qədim 
dövrdə inKİşaf etməmişdir. Bəşəriyyət Ar- 
ximedi İKİ dəfə Kəşf etmişdir və alimlər İkİ 
dəfə daha irəli getməyə çalışmışlar. Birinci 
dəfə bu orta əsrlərdə ərəb Şərqində, İKİnci 
dəfə isə XVI-XVII əsrlərdə Avropada baş 
vermişdir. Onun əsərlərinin mahiyyətini ən 
yaxşı diferensial və inteqral hesabının bani
si Qotfrid Vilhelm Leybnits açıqlamışdır: 
“Arximedin əsərlərini diqqətlə охиуагкэп, 
həndəsənin bütün müasir ixtiralarına təəc
cüblənmirsən” (“Arximed” məqaləsinə bax). Perqam
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Görünür Apolloniy Kİçİk Asiyanın mə
dəniyyət mərKəzi olan Perqam şəhərinə son- 
ralar Köçmüşdür. Perqam Kitabxanasında 
200 minə qədər Ьйктэ saxlanılırdı, əlyaz
malarının sayma görə o yalnız İsgəndəriyyə 
Kitabxanasından geri qalırdı.

Apolloniy səkkİz Kitabdan ibarət “Ko- 
nİK KəsİKİər” əsəri ilə məşhurdur. İİk dörd 
Kitabın orijinalı, növbəti üç Kitab Sabit ibn

Apoloniyin “KonİK 
KəsiKlər” Kitabindan şəkİI.

Boloniya. 1566-cı il

Kurrun ərəb dilinə 
olan tərcüməsində 
bizə çatmışdır, so
nuncu Kitab isə iti
rilmişdir. Öz traK- 
tatmda Apolloniy 
İKİnci dərəcəli (yə
ni ellipsin, parabo- 
lanm və hiperbo- 
lanın; “GörKəmli 
əyrilər” məqaləsinə 
bax) əyrilərin, yu
nan riyaziyyatına o 
zamanlar hələ mə
lum olmayan cəbri 
simvollardan, hət

ta “sıfır” və “mənfilİK” anlayışlarından da 
istifadə etməyərəK tamamlanmış nəzəriyyə
sini qurmuşdur. Apolloniyin bütün isbatları 
sırf həndəsi xaraKter daşıyır, bu mənada 
onun əsərini yunan həndəsi cəbrinin əldə et
diyi ən yÜKsəK zirvə hesab etməK olar.

Konus KƏSİKİərini Yunanıstanda b.e.ə.
IV əsrdə öyrənməyə başlayıblar. Onları Yev- 
doKsun tələbəsi Menehm Kubun İkİ mislinin 
artırılmasını оугэпэгкэп icad etmişdir. O, 
onları ox Kəsiyi düzbucaqlı, Korbucaqlı və 
itibucaqlı üçbucaq olan fırlanma Konusları
nın doğurana perpendİKUİyar müstəvi ilə Kə
siyi Kİmi təsəvvür etmişdir. Apolloniy öz 
Kitabında Konus KƏsİKİərinin daha ümumi 
stereometrİK tərifini vermişdir. Birincisi, o, 
ixtiyari dairəvi Konusu nəzərdən Keçirirdi. 
İKİncisi, hiperbolanm İkİ şaxəsini də öyrən
məyə imKan verən hər İkİ tərəfini nəzərə 
alırdı. Və nəhayət o Kəsiyi doğuranla istəni
lən bucaq əmələ gətirən müstəvi ilə Keçirirdi.

Üç Konus Kəsiyini müəyyən etdİKdən 
və qurduqdan sonra Apolloniy onların əsas 
xüsusiyyətlərini, asimptotlarını, toxunan
larını, foKuslarını, qoşma diametrlərini və 
s. tədqiq edirdi. V əsrə qədər Apolloniyin 
əsərlərinin öyrənilib və şərh edilməsinə bax
mayaraq, təəssüf Kİ, onun əyriləri tədqiq

İsaaK Nyuton 
(1643-1727)

üsulları qədimdə inKİşaf tapmadı. Konus 
KəsİKİərindən isə Kub tənlİKİəri tədqiq et- 
тэк üçün istifadə edirdilər. BeləlİKİə, Apol
loniy Konus KəsİKİəri nəzəriyyəsini, onlar 
tələb olunandan daha tez yaratdı.

Yalnız XVII əsrdə Rene DeKart, Pyer 
Ferma, İsaaK Nyuton və digər alimlər Apol
loniyin əsərlərinə 
müraciət etdilər. 
Konus KəsİKİərinin 
nəzəriyyəsi əsasən 
mexanİKa və astro
nomiyada öz geniş 
tətbiqini tapdı. İo- 
hann Kepler müəy
yən etdi Kİ, Günəş 
sisteminin planetlə
ri foKuslarmdan bi
rində Günəşin yerləş
diyi ellipslər üzrə 
hərəKət edirlər. Qa- 
lileo Qaliley isə gös
tərdi kİ, boşluqda 
atılmış daş və ya
mərmi parabola üzrə uçacaq. 80-ci illərdə İsa- 
ак Nyuton, Apolloniyin nəticələrinə əsasla
naraq, özünün məşhur “Natural fəlsəfənin 
riyazi əsasları” əsərini yaratdı.

ANTİK RİYAZİYYATIN SON 
YÜKSƏLİŞİ

EvKİid, Arximed və Apolloniyin yaradı
cılığı yunan riyaziyyatının son zirvəsi idi. 
Növbəti İkİ yüzillİKdə aparılan tədqiqatlar, 
onların tədqiq etdİKİəri problemlərdən Kəna
ra çıxmırdı. Nə yeni bir ideya, nə də yeni bir
nəzəriyyə meyda
na gəlmirdi. Şüb
həsiz kİ, bu, dün
yada yaranmış si
yasi vəziyyətlə də 
əlaqədar idi.

Artıq III əs
rin sonundan ro- 
malıların fəthedi- 
ci müharibələri baş
landı. Yunan koIo- 
niyalarındaKi iqti
sadi və mədəni hə
yat sanKİ dondu. 
Əzablardan təngə 
gəlmiş insanlar, Plutarx

LuKİan

başqa bir həyat vəd edən dinə meyl etməyə 
başladılar. AbstraKt təfəKKÜr, məntiqi 
düşüncə İKİnci plana Keçdi.

B.e.ə. II I əsrlər Romanın sürətlə inKİ- 
şafetmə dövrü oldu. B.e.ə. 30-cu ildə so
nuncu ellinist dövlət - Misir süqut etdi və 
Roma imperiyası yarandı. Nəticədə Keçmiş 
yunan Koloniyalarının həyatı kökIü şəKİldə 
dəyişdi. Bir tərəfdən müflisedici müharibə
lərin və talanların ara verməsi nəticəsində 
iqtisadi vəziyyət stabilləşdi. Digər tərəfdən 
isə ellinist dövlətlər azadlıqlarını itirdi, 
Plutarxm sözləri ilə desəK, saKİnlər daima 
hiss edirdilər Kİ, onlar “Roma çəKməsinin” 
altındadırlar.

Amma yenə 
də yunan mədə
niyyəti oyanırdı. 
I II əsrlərin sonu
nu adətən “yunan 
intibahı” adlandı
rırlar, belə Kİ, bu 
dövrlərdə Plutarx 
və LuKİan Kimi 
dahi yazıçılar ya
şayıb yaratmışdı
lar. Təbiət elmləri 
də yÜKSəliş döv
rünə qədəm qoy
du. Yeni eranın 
İİk əsrlərində İs
gəndəriyyə qədim 

dövrün mədəniyyət və elm mərKəzi olaraq 
qalırdı. Bu məsələdə Roma onunla heç vaxt 
rəqabət apara bilməzdi. O, öz şairləri, tarix
çiləri, hüquqşünasları ilə şöhrət tapsa da, 
ellinist elmi təfəKKÜrünün dərinlİKİərinə 
dala bilməmişdir.

I əsrdə İsgəndəriyyədə buxarın hərəKət 
qüvvəsini icad edən, gözəl riyaziyyatçı və 
istedadlı ixtiraçı- mühəndis Heron işləyirdi. 
Əsrin sonunda burada İİK qeyri-EvKİid hən
dəsəsinin (“Sfera üzərində fiqurlar” məqalə
sinə bax) - sferİK həndəsə və triqonomet
riya sistemlərinin yaradıcısı, riyaziyyatçı 
və astronom Menelay da yaşamışdır. II əsr
də tanınmış İsgəndəriyyə astronomu və ri
yaziyyatçısı Klavdiy Ptolomey dünyanın 
XV-XVI əsrə qədər mövcud olan geosentrİK 
modelini yaratmışdır.

Bu alimlərin əsərlərində həndəsi cəbr
dən imtina edərəK, hesablama riyaziyyatına 
dönüş, ədəd anlayışının genişləndirilməsi

Menelay İsgəndəriyyəli 
(I II əsrlər)

Klavdiy Ptolomey
(90160-cı illər)

tendensiyaları nəzərə çarpırdı. Yeni istiqa
mət İkİ elmin: cəbr və diofant təhlilinin əsa
sını qoymuş isgəndəriyyəli Diofantın ya
radıcılığında daha parlaq təzahür tapmışdı. 
Qədim dövrün sonuncu böyÜK riyaziyyatçısı 
olmaq onun taleyinə yazılmışdı. Dio- fantdan 
sonra az və ya daha istedadlı şərhçilər mey
dana gəldi.

Yeni eranın İİk əsrlərində meydana 
gəlmiş xristianlıq bütpərəstlİK mədəniyyəti 
və elminə əks gedirdi. Dünya fatehləri - ro- 
malılar da abstraKt elmlə məşğul olmağa 
rəğbət bəsləmirdilər. Bu qeyri münbit mühi
tə baxmayaraq, İsgəndəriyyə məKtəbi daha 
üç əsr yaşadı. III əsrdə və IV əsrin əvvəllə
rində Papp adlı məşhur alim yaşayıb yarat
mışdır. Onun “Riyaziyyat toplusu” əsəri, 
alimin KİassİK antİK həndəsəni gözəl bildi
yindən xəbər verir. IV əsrin sonunda Xristi
an Kilsəsi elmə qarşı təşKİlatlanmış bir hə- 
rəKata başladı. 391-ci ildə İsgəndəriyyə Ki
tabxanasının xeyli hissəsi yandırıldı. Qalan 
əlyazmaları isə üç əsrdən uzun bir müddət 
ərzində davamlı ola
raq məhv edilirdi.

Bu dövrün alim
lərindən İsgəndəriy
yəli Teonun və onun 
qızı, tarixdə İİK riya
ziyyatçı qadın Hipa- 
tiyanın adını çəKməK 
olar. Hipatiya Apol
loniy və Diofantın 
əsərlərinə yazılmış 
şərhin müəllifidir. Bu 
əsrarəngiz qadın ağı
lı və natiqlİK bacarığı 
ilə şöhrət tapmışdır.

Diofant 
III əsr
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Onun faciəvi həyatından tarixi romanlar ya
zılmışdır. 418-ci ildə Hipatiya fanat-xristi- 
anlar Kütləsi tərəfindən, bütpərəstlİKdən əl 
дэктэк istəmədiyi üçün qətlə yetirilmişdir.

V əsrdə alimlər İsgəndəriyyəni tərx 
edərəK Afinaya Köçürdülər. Burada EvKİi
din “Başlanğıclar” Kitabına şərh və EvKİidə 
qədər Falesin həndəsəsinin tarixinə qısa ic
mal vermiş Ргок1 (410-485) işləyirdi. VI əs
rdə Afinadan qovulmuş məşhur şərhçilərin 
sonuncuları - YevtoKİy və SimplİKİy İrana 
Köçməyə məcbur oldular. AntİK elm və mə
dəniyyət bütün antİK cəmiyyətin ölümü ilə 
süquta uğradı.

EVKLİDİN “BAŞLANĞICLAR” ƏSƏRİ

Bəİkə də EvKİid Fales və Arximed Kimi 
riyaziyyat novatorlarının sırasına daxil de
yil. Amma onun tayı-bərabəri olmayan sis- 
temləşdirici, pedaqoq və elmin populyar- 
laşdırıcısı olmasına heç bir şübhə yoxdur. 
EvKİid öz dərslİKİəri ilə (yəni “Başlanğıclar” 
əsərinin Kitabları) Platon dövrünün bütün 
elementar riyaziyyatını əhatə edə bilmişdir.

“Başlanğıclar” (“Elementlər” sərlövhə
nin digər tərcüməsidir)bizə gəlib çatmamış 
bir sıra riyazi əsərlərin nəticəsidir. Məsə
lən, “Başlanğıclar” əsərinin beşinci Kitabın
da YevdoKSun nisbətlər nəzəriyyəsi, onuncu 
Kitabında Teeteta nəzərən irrasionallıq nə
zəriyyəsi, on üçüncü Kitabda yenə gedib Te- 
etea çıxan düzgün çoxbucaqlılar nəzəriyyəsi 
şərh edilir.

Təbii Kİ, Teetetin, YevdoKsun və 
özünün başqa sələflərinin ixtiralarını şərh 
edərKən EvKİid əlavələr edərəK, əvvəllər 
müəyyən edilməyən bir çox şeyi sübut et
mişdir. “Başlanğıclar” əsərində EvKİidə aid 
olan tapıntılar da var. Belə tapıntıların ən 
parlaq nümunəsi - sadə ədədlər çoxluğunun 
sonsuz olması haqqında teoremdir.

“Başlanğıclar” əsərinin quruluşu haq
qında bir neçə Kəlmə. Öz müəllimi Aristotelin 
məntiqi sisteminə uyğun olaraq, EvKİid 
həndəsəyə aKSİomatİK şərh verməyə cəhd 
edir. Bunu aşağıdaKi Kimi izah etməK olar.

Əgər bəzi teoremlərin isbatlarına fİKİr 
versəK, o zaman onların hansı sadə faKtlar- 
dan yarandığını görə bilərİK. Bu sadə faKt- 
lar öz növbəsində daha sadə faKtlardan 
əmələ gəlirlər. Həndəsənin bütün teoremlə
rini belə təhlil etdİKdən sonra aşağıdaKi 

EvKlid. Andrea 
Pizanonun işi. 

1334-1340-cı illər

xassələrə malİK olan 
sadə faKtlar siyahısı
nı əldə etmiş olaca
ğıq: birincisi, onlar 
tamamən aydındırlar 
və heç bir isbata ehti
yacları yoxdur, İKİn- 
cisi, geriyə nəzər sal
saq, həndəsənin bü
tün teoremlərini çı
xarmaq olar. Belə sa
də faKtlar aKsiomlar 
adlanır, həndəsənin 
digər faKtları teorem 
adlanır və hər bir te
oremi aKsiom və ya daha əvvəl isbat edilmiş 
teoremin Köməyi ilə isbat etməK olar. Belə- 
İİkİə, həndəsə binası aKSİomlardan ibarət 
özülün üstündə ucaldılıb.

EvKİid aKsiom və postulatları ayırırdı. 
O, həndəsi qurmalarda rəhbər tutulan tələb
ləri postulat adlandırırdı. Məsələn, postu
latların birində deyilir: “İstənilən mər- 
Kəzdən, istənilən radiusla çevrəni təsvir et- 
тэк olar”. EvKİid tərəfindən müəyyən edil
miş postulatların arasında: “İkİ nöqtədən 
düz xətt KeçirməK olar” “İkİ düz xətt fəzanı 
nəticələndirə bilməz” (bunu həm də əgər İkİ 
düz xəttin, İkİ ortaq nöqtələri varsa, onlar 
bərabər olmalıdır Kimi də başa düşməK olar) 
Kİmiləri də var idi.

Anlayışlarla da vəziyyət analojidir. 
Məsələn, çevrə müstəvidə verilən O nöqtə
sindən (mərKəzdən) verilən r məsafədə yer
ləşən nöqtələrin həndəsi yeri Kimi başa 
düşülür. BeləlİKİə, çevrəni müəyyənləşdirən 
zaman “nöqtə”, “məsafə”, “müstəvi” və s. 
nə deməK olduğunu bilməK lazımdır. Nəha
yət, başqa anlayışları müəyyənləşdirən bir 
sıra sadə anlayışlar sadalamaq olar. “İİKİn” 
anlayışlar isə o qədər sadədir Kİ, onları 
müəyyən etməK belə lazım deyil.

EvKİid hətta ən sadə anlayışları belə tə- 
rifsiz qoymaq istəmirdi. O, belə yazırdı: 
“Nöqtə hissələri olmayan bir şeydir. Amma 
hissələrin olmamasının nə deməK olduğu ay
dın deyil”. (Çox güman kİ, EvKİid sadəcə 
nöqtənin ölçüsünün olmadığını anlatmaq is
təyir). Təəccüblü deyil kİ, bu dumanlı tərif
dən EvKİid artıq heç bir yerdə istifadə etmir.

“Başlanğıclar” əsərində İİK isbatların 
necə aparıldığını izləməK maraqlıdır. EvKİi
də görə İkİ fiqur yalnız bütün nöqtələri 

üst-üstə düşərsə, bərabər adlanar (yəni fiqu
ru Ьэгк cisim Kimi hərəKət etdirərəK İKİnci 
fiqurun üzərinə qoymaq olar). Amma EvKİid 
“uyğunlaşdırmaq” anlayışının nə olduğunu 
müəyyən etmir. BeləlİKİə, onun, fiqurların 
bərabərliyi haqqında “tərifi” əslində bizim 
gündəlİK Ьэгк cisimlərin yerdəyişməsi təc
rübəmizdir. Daha sonra EvKİid bu “tərifin” 
Köməyi ilə üçbucaqların bərabərlİK əlamət
lərini isbat edir. SonraKi mülahizələrində o 
fiqurların vəziyyətindən istifadə etmir, ar
tıq üçbucaqların bərabərliyinin formalaşmış 
əlamətlərinə istinad edir. Məsələn, bəra
bəryanlı üçbucağın bucaqlarının bərabərli
yini isbat etməK üçün EvKİid təpədəKİ 
bucağın tənbölənini Keçirir və göstərir Kİ, 
alman “yarılar” birinci əlamətə görə bəra
bərdirlər. “Yarım üçbucaqlarda” əks tərəf
lərdə bərabər bucaqlar var, deməli, verilmiş 
bərabəryanlı üçbucağın oturacağa bitişİK 
bucaqları bərabərdir (şəkİİ 1).

ÜmumilİKdə EvKİidin əsəri möhtəşəm
dir. Onun yaratdığı həndəsənin şərhi siste
mi o qədər mÜKəmməl idi Kİ, İKİ min ildən 
artıq mövcud oldu. XX əsrə qədər Avropa 
ölKələrində məKtəblərdə həndəsə dərsi Ev
Kİidin “Başlanğıclar” əsərinin tərcümələri 
əsasında tədris edilirdi.

Amma sonraKi nəsillərin riyaziyyatçıları 
bütövlÜKdə EvKİidin aKsiom və təriflər siste
mi ilə razılaşmırdılar və onu daha da təKmil- 
ləşdirməyə çalışırdılar. Məsələn, bütün düz 
bucaqların bərabər olması haqqında aKsiom 
lazımsız oldu, bu təKİifi digər aKsiomların Kö
məyi ilə isbat etməK тйткйп oldu.

EvKİidin digər aKsiom və postulatları 
da şübhələr doğurdu. Xüsusilə də İKİ düz 
xətt üçüncü düz xətlə KƏSişdİKdə daxili bir
tərəfli bucaqların cəmi İKİ düz bucaqdan Kİ- 
çİk olarsa, verilən düz xətlərin uzantıla- 
rmın məhz üçüncü xəttin daxili bucaqların 
cəmi 180"-dən kİçİk olan tərəfində mütləq 
KƏSişəcəKİərinə aid olan beşinci postulat na
razılıq yaradırdı (şəkİİ 2).

Bu postulat haqqında “o sadədir və is
bat tələb etmir” deməK тйткйп deyil. Hən
dəsədə daha aydın və sadə faKtları ifadə 
edən teoremlər vardır, məsələn, bərabəryan
lı üçbucağın oturacağındaKi bucaqların bə
rabər olması haqqında teorem. Təəccüblü 
deyil Kİ, əsrlər boyu bir çox riyaziyyatçılar 
EvKİidin beşinci postulatını teorem Kimi 
isbat etməyə çalışırdılar.

ŞəkİI 1. ŞəkİI 2.

Bu aKsiomun, başqa cür səslənən, am
ma beşinci postulatın eKvivalenti olan digər 
ifadə tərzləri də tapılmışdır. Onlardan biri 
belə səslənir: verilən düz xəttə aid olmayan 
nöqtədən verilənə paralel olan (yəni onunla 
Kəsişməyən) yalnız bir düz xətt KeçirməK 
olar. Müasir məKtəb dərslİKİərində paralel- 
İİk haqqında aKsiomlar məhz bu formada 
təqdim edilir.

Bəs beşinci postulatı qalan aKsiomların 
Köməyi ilə isbat etməK mümKÜndürmü? 
Əgər olarsa, onda bu aKsiom lazım deyil, 
yəni həndəsi şərhləri sadələşdirməK olar. 
Əgər тйткйп olmazsa?... Riyaziyyatçılar 
bu suala EvKİiddən yalnız İkİ min il sonra 
cavab verə bildilər (“LobaçevsKİnin həndə
səsi” məqaləsinə bax).

ARXİMED

Şübhəsiz Kİ, Arximed (b.e.ə. 287- 212-ci 
illər) - qədim Yunanıstanın ən dahi alimi
dir. O, Nyuton, Qauss, Eyler, LobaçevsKİ Kİ- 
mi bütün zamanların riyaziyyatçıları ilə bir 
pillədə durur. Onun əsərləri yalnız riyaziy
yata həsr edilməmişdir. O, mexaninada əs
rarəngiz ixtiralar etmişdir, astronomiyanı, 
optİKanı, hidravlİKanı yaxşı bilir və sözün 
əsl mənasında əfsanəvi şəxsiyyət idi. Günəş 
və Ayın diametri haqqında əsər yazan astro
nom Fidiyanın oğlu Arximed Siciliyada Sir- 
акига şəhərində anadan olmuşdur. O, çar II 
Hiyeronun və onun oğlunun-varisinin ya
xınlarından idi.

Hiyeronun tacı haqqında Ьекауэ çox 
məşhurdur. Arximedə çar üçün düzəldilmiş 
tacın xalis qızıldan, yəni qatqısız olduğu
nu yoxlamaq tapşırılmışdı. Bu haqda dü
şünə-düşünə vannaya girən Arximed, onun 
bədənin ağırlığı altında sıxışdırılan suyun 
qabın Kənarından dağıldığını görür. Və o,
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Arximed
(b.e.ə. 287-212)

“EvrİKa, evrixa!” (yə
ni “Tapdım, tapdım!”) 
qışqıraraq eKsperiment 
aparmağa atılır.

Arximedin ideya
sı çox sadə idi. Suya 
batırılmış cisim sa
dəcə öz həcmi qədər 
mayeni çıxarır. Tacı 
silindrİK qaba yerləş
dirib nə qədər maye çı
xardığını müəyyən 
edərəK, onun həcmini 
bilməK olar. Həcm mə

lum olduqda isə, tacı çəKərəx onun hazırlandı
ğı metalın xüsusi çəKİsini hesablamaq və həqi
qəti üzə çıxarmaq olar. Axı qızıl ağır metaldır, 
əlavə qatqılar, boşluqlar isə bəzəyin xüsusi çə- 
Kİsini azaldır.

Amma Arximed bununla Kifayətlənmə
di. “Üzən cisimlər” əsərində o, “Mayeyə ba
tırılmış cisim öz çəKİsində, sıxışdırılaraq 
çıxarılan maye qədər itirir” Kimi səslənən 
qanun formalaşdırdı. Arximedin qanunu 
(digər qanunlar ilə yanaşı), mayelərin hərə
Kət və tarazlıq qanunlarını öyrənən elmin - 
hidravlİKanm əsasını təşKİl edir. Məhz bu 
qanun, içərisində boşluq olmayan polad 
KÜrə batdığı halda, taxta parçasının suyun 
üzünə çıxmasını aydınlaşdırır. Birinci halda 
Kürənin çəKİsindən az miqdarda su sıxışdı
rılır, yəni onu suyun üzündə saxlamaq üçün 
qüvvə çatmır. Amma ağır yÜKİənmiş müəy
yən vater-xəttə qədər suya girən metal gə
mi batmır. ÇünKİ gəminin Korpusunda hava 
ilə doldurulmuş yetərincə boş yer vardır, 
itələmə qüvvəsi gəmini suyun üzərində sax
layır. Arximed qanunu əsasında, həmçinin 
isti hava və ya qaz ilə doldurulmuş şarın uç
ma səbəbi də aydınlaşır.

HidravlİKa sahəsində bilİKİəri Arxime- 
də su çəKən vintli nasosu ixtira etməyə im- 
кап verdi. Belə nasos elə yaxın dövrlərə qə
dər ispan və MeKsİKa gümüş mədənlərində 
tətbiq edilirdi.

FizİKa Kursundan hamıya Arximed lin
gi haqqında qayda məlumdur. Əfsanəyə görə 
alimə sonralar dillərə düşən: “Mənə dayaq 
nöqtəsi verin, Yer Kürəsini qaldırım!” fraza- 
sı məxsusdur. Əlbəttə, Arximed lingdən is
tifadəni nəzərdə tuturdu, amma o bir az 
özündən razı idi, çünKİ dayaq nöqtəsindən 
başqa ona fantastİK ölçülərdə, əyilməyən 

oxu olan ling lazım olardı.
Məlumatlara görə Arximed bir çox ma

raqlı maşın və qurğular icad etmişdir.
Çar Hiyeron nəhəng “SiraKOsiya” gə

misini tİKməyi əmr edir. Amma o, ağır oldu
ğundan çoxsaylı döyüşçülər onu yerindən 
tərpədə bilmədilər. Bu zaman Arximed onu 
bir nəfərin Köməyi ilə yerindən tərpədə bil
məsinə imKan verən mexanizmi qurur. Çar 
özü gəmini suya endirdi və heyrətə gələrəK 
əmr etdi: “Bundan sonra Arximedin hər 
sözü həqiqət olaraq qəbul edilsin!”.

Romalılar onun doğma şəhəri SraKuza- 
nı fəth edəndə, Arximed yetmiş yaşlı qoca 
Kişi idi. Şəhər saKİnlərinin müdafiəsi üçün, 
o hərbi maşınları icad etdi. Güclü Katapul
tlar ağır daşları Roma legionlarınm üzərinə 
atır, düşməni daş parçaları ilə atəşə tutur
du. Qala divarlarının üstündə qurulan, xü
susi sahil Kranları, romalıların gəmilərinə 
qarmaq ilişdirərəK onları çevirirdilər. Öz 
mexanİKİərindən narazılıq edən Roma sər- 
Kərdəsi Marseli, “dənizi Roma gəmiləri ilə 
qaşıqlayan” Arximedə heyran qalırdı. Legi
onerlər isə qala divarlarında bir şalban və ya 
ip gördÜKİəri zaman “Arximed bizi məhv et- 
тэк üçün yeni maşın icad edib” deyərəK, va
himə içində qaçmağa başlayırdılar.

BöyÜK Roma gəmisinin hücumunu dəf 
etməK üçün Arximed yunan döyüşçülərinə 
metal qalxanları parıldayana qədər cilala
mağı və sahil boyu düzməyi əmr etdi. Sonra 
isə onun göstərişi ilə döyüşçülər günəş şüa
larını gəminin göyərtəsində bir nöqtədə fo- 
Kuslaşdırdılar. Gəminin taxta üzlüyü уйк- 
sək temperatura qədər qızaraq alışdı - gə
midə yanğın başladı.

Amma alimin özü üçün bu hərbi ixtira
lar sadəcə elmi icadlarının kİçİk praKtİKİ 
əlavələri idi. Ling qaydası və cisimləri 
üzməyə vadar edən itələmə qüvvəsindən 
başqa Arximed, cisimlərin ağırlıq mərKəzlə- 
ri təlimini yaradaraq, onun Köməyi ilə indi 
onun şərəfinə adlandırılan üçbucağın medi
anları haqqında teoremi isbat etdi.

Arximed belə düşünürdü: Üç eyni Küt
ləni ABC üçbucağının təpəsinə yerləşdirəK, 
O - bu Kütlələrin ağırlıq mərKəzi olsun, yə
ni əgər üçbucaq bu nöqtədə bərKİdilsə, o ta
razlıq vəziyyətində olacaq (şəkİI 1). İndi isə 
bu Kütlələrdən İKİsini BC tərəfinə, yəni bu 
Kütlələrin ağırlıq mərKəzinə KeçirəK. Nəti
cədə hər üç Kütlənin ümumi ağırlıq шэгкэ- 

zinin yeri dəyişməz qalır (şəkİI 2). Aydın 
olur Kİ, O nöqtəsi AM medianı üzərində yer
ləşir və onu 2:1 nisbətində bölür (A təpəsin
dən hesablasaq). Bu mülahizə istənilən di
gər mediana da uyğun gəlir. Deməli, hər üç 
median O nöqtəsindən Keçir. BeləlİKİə, Ar
ximed istənilən üçbucaqda medianların bir 
nöqtədə (üçbucağın ağırlıq mərKƏZində) Kə
sişdiyini sübut etdi.

Arximed ağırlıq mərKəzi nəzəriyyəsinə 
bir sıra digər həndəsi tətbiqlər də tapdı; bu 
haqda isə o, “Müstəvi fiqurların tarazlığı” 
əsərində yazmışdır.

Amma onun ən mÜKəmməl icadları 
sahə və həcmlərin hesablanması üsulları ilə 
bağlıdır. Bu üsullar faKtİKİ olaraq 18 əsr 
sonra Nyuton və Leybnitsi inteqral və dife
rensial hesabını icad etməyə sövq etdi.

YevdoKSun metodundan istifadə edə- 
гэк, Arximed parabolanın ixtiyari seqmen
tinin sahəsini hesabladı. Müasir mənada bu 
mülahizələri aşağıdaKi Kimi ifadə etməK 
olar.

Parabolanın AC vətəri ilə bölünmüş 
seqmentini nəzərdən KeçirəK (şəkü 3) və 
fərz edəK Kİ, parabolanın AS vətərinə para
lel olan düz xətt parabolaya B nöqtəsində to
xunur. ABC üçbucağı sahəsinə görə parabo- 
lanın nəzərdən Keçirilən seqmentindən Kİ- 
çİKdir. İndi isə parabola üzərində, AD və DC 
parçalarının ortasına proyeKsiyalanan İKİ G, 
H nöqtələrini götürəK. ABC üçbucağına 
ABG, BGH üçbucaqlarını əlavə edərəK sahə
si, parabolanın seqmentinin sahəsinə daha 
yaxın olan AGBNC çoxbucaqlısını alırıq. 
İndi AG, GB, BH, HC vətərlərində yeni 
üçbucaqlar qurmaq olar. Nəticədə biz para- 

bolanın seqmentini daha dəqiq öyrənəcəyİK.
Daha sonra Arximed özünün əsrarən

giz çıxarışlarını göstərir. O, alınan çoxbu- 
caqlıların sahələrini hesablayır (AGBHC və 
digər) və faKtİKİ olaraq bu sahələrin çatmaq 
istədiyi həddi tapır, yəni parabolanın seq
mentini tapır. Aydın olur Kİ, o AEGC para
leloqramının sahəsinin 2/3 hissəsini təşKİl 
edir.

Bu nəticəni Arximed İKİ üsulla alır. Bi
rinci halda o, ağırlıq mərKəzləri haqqında 
təlimdən istifadə edərəK: sanKİ parabolanın 
seqmentini nazİK şaquli zolaqlara bölür, qa
rışdıraraq lingin Köməyi ilə parabolanın 
seqmentini və hansısa üçbucağı tarazlaşdı
raraq onların iİKİn və qarışdırılmış vəziy
yətdə ağırlıq mərKəzlərini tapır. İKİnci üsul 
- tamamən hesablama üsuludur:

3(12 + 22+...+n2) = n1 + n2 + (1 + 2+...+ П) 
düsturunun Köməyi ilə seqmentin da

xilinə çəKİlmiş çoxbucaqlıların sahələrinin 
ifadəsini verir. Təbii Kİ, Arximed onu söz 
formasında ifadə edir.

Zolaqlara və ya qatlara ayırmanı Arxi
med həmçinin KÜrə və Kürə qatının həcm və 
səthini, fırlanma paraboloidinin həcmini və 
digər cisimləri (şəkü 4) оугэпэгкэп tətbiq 
edir.

Arximedə bir çox gözəl həndəsi ixtira
lar məxsusdur. O, daxilə çəKİlmiş düzgün 
yeddibucaqlının tərəfinin uzunluğunu he
sablaya bildi, Konusun maili Kəsiyinin ellips 
olduğunu sübut etdi. Tərəflərinin uzunlu
ğuna görə üçbucağın sahəsinin hesablandığı 
S = ylp(p - a)(p - b)(p - c) düsturunu Heron 
düsturu adlandırırlar, amma Arximed onu 
daha əvvəldən bilirdi.

Bundan başqa Arximed indi onun şərə
finə adlanan spiralı qurdu (şəkü 5). O, 
müəyyən etdi Kİ, əgər düz xətt öz O nöqtəsi 
ətrafında bərabər sürətlə fırlanarsa, bu za
man düz xətt üzrə bərabərsürətli hərəKət 
edən nöqtə spiral cızır. Bu spiral üçün Ar
ximed polyar Koordinatlarında tənliK qur
du, ixtiyari nöqtədə toxunanı, İKİ radius və 
onların buruqları arasındaKi sahəni tapdı. 
Həmçinin belə spiralın bir sıra mexanİKİ 
tətbiqini təsvir etdi.

Maraqlıdır Kİ, Arximed əvvəlcə heç bir 
isbat vermirdi, arzulayırdı Kİ, “hər bir riya
ziyyatçı bu nəticəni sərbəst olaraq özü al
maq imKanından məmnun olsun”. Bundan 
əlavə, o, bəzi həqiqi olmayan mülahizələr
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ŞəkİI 5. Arximed spiralıŞəkİI 4.

əlavə edərəK “ıdm kİ, əsassız olaraq tapıl
mayam tapdığını iddia edərsə, sübutsuz hər 
şeyi özü tapdığını söyləsə tələyə düşsün” 
deyə, ona qibtə edənləri qayğılandırmağı se
virdi.

Qədim yunanlar masanın üstünü qum 
ilə örtərəK, “bu qum lövhədə” çertyojlar çə- 
Kirdilər. Belə masanın arxasında, öz dərin 
fİKİrlərinə dalan Arximed də oturmuşdu. 
Bu zaman, yunanların müdafiəsini qıran bir 
legioner içəri soxulur. “Mənim çertyojları
ma toxunma!” - deyə alim qışqırır. Legioner 
hiddətlənir. Onun qarşısında Roma gəmilə
rini batıran, onun dostlarını qətlə yetirən 
daşları atan iblis maşınlarını yaradan düş
mən durmuşdu. SərKərdə Marsellin qadağa
sına baxmayaraq o, qocanı qılıncla vurdu. 
Qan itirən Arximed bəİKə də yeni bir elmi 
ixtiranı təsvir edən çertyojlarının üstünə 
yıxıldı...

Bu, b.e.ə. 212-ci ildə baş vermişdir. 
Marseli Arximedi şərəflə dəfn etməyi əmr 
etdi, qəbir daşında isə silindr və onun daxi
linə çəKİlmiş Kürə təsvir etməyi əmr etdi.

Arximedin ölümü

Bu fiqurların həcmləri nisbətinin 3:2 oldu
ğunu Kəşf etməsilə fəxr edən alim özü belə 
istəmişdi.

DİOFANTIN “HESABI”

Bizim dövrə Kimi Diofantın tam olma
yaraq İkİ əsəri gəlib çatmışdır. Bu, “Hesab” 
(on üç Kitabdan altısı) və “Ədədlər haqqın
da” əsərləridir. Amma müəllifin özü haqqın
da deməK olar kİ, heç bir məlumat yoxdur. 
Fransız riyaziyyat tarixçisi Pol Tanneri, do
layı faKtlara əsaslanaraq, Diofantın III əs
rin ortalarında yaşamasını müəyyən edir. 
Amma Diofantın əsərlərini VatİKanda aşKar 
etmiş intibah dövrünün alimləri onun yaşa
ma dövrünü II əsrə aid edirlər. Bizə gəlib 
çatmış epitafiyanın (qəbirüstü daşdaKi yazı) 
mətnindən hansısa bir məlumatı əldə etməK 
və bunun əsasında, bir dərəcəli bir məchullu 
tənliyi həll edərəK, Diofantın 84 il yaşama
sını müəyyən etməK olar.

Onun “Hesab”ı riyaziyyatın və ədədlər 
nəzəriyyəsinin inKİşafmda dönüş nöqtəsi 
oldu. Məhz burada həndəsi cəbrdən qəti im
tina baş verirdi. Diofantın hərfi simvolİKa- 
sının sayəsində cəbr yeni, həndəsənin 
(“Hərfi simvolİKanın yaranması” məqaləsi
nə bax) dilindən daha operativ və rahat dil 
qazandı.

“Hesab” - EvKİidin “Başlanğıclar” və 
Apolloniyin “KonİK KəsİKİər” əsəri Kimi nə
zəri əsər deyil. Bu hərəsi bir və ya bir neçə 
lazımi həll, yaxud da izahla təchiz edilmiş 
məsələlər (cəmi 189) toplusu idi.

Öz əsərinin başlanğıcında Diofant cəb
rin əsaslarının İİk ifadəsi olan kİçİk giriş 
yerləşdirmişdir. Burada rasional ədədlər 
meydanı qurulur və hərfi simvolİKa verilir. 
Elə buradaca çoxhədlilər və tənlİKİərlə 
əməllərin qaydaları formalaşır. Qeyd etmə- 
liyİK Kİ, məsələlərin həllinin təhlili göstərir 
Kİ, “Hesab”da girişdə verilənlərdən daha ge
niş nəzəri əsaslar təqdim edilmişdir. Bu, hər 
şeydən öncə ədədlər sahəsinə aiddir.

Xatırladaq Kİ, KİassİK antİK riyaziy
yatda vahidlər çoxluğu (yəni natural ədəd
lər) ədədlər adlanırdı. Diofant isə ədədin tə
rifini versə də, bütün Kitablar boyu öz mə
sələlərinin müsbət rasional həllini “ədəd” 
adlandırır.

Amma, yalnız müsbət Kəsrlərdən iba
rət olan riyaziyyatı qurmaq yetərli deyil və

PinturiKKO. Hesab. Fresıca. 
1492-1495-ci illər

Diofant həlledici addım ataraq - mənfi 
ədədləri təqdim edir. Bunun üçün o, indi ак- 
siomatİK Kimi tanınan üsulu seçir: “Mənfini 
mənfiyə vuranda müsbət alınır; Mənfini 
müsbətə vurduqda isə mənfi alınır”. “İşarə
lərin qaydalarını” aşağıdaKi Kimi ifadə edə 
bilərİK:

(—)x(—)=(+)

(-)X (+)=(-)
Diofant yeni ədədlər üçün toplama və 

çıxma qaydaları şərh etmir, onlardan sadəcə 
öz Kitablarında istifadə edir. Amma yenə də 
mənfi ədədləri Diofant ara hesablamalarda 
tətbiq edir, həll üçün isə həmişə müsbət ra
sional ədədləri seçir.

Diofantın təKİif etdiyi hərfi simvolİKa- 
da işarələmə məchulun həm mənfi, həm də 
müsbət olaraq onun İİk altı dərəcəsi üçün tət
biq edilir. Yəni Diofant üçün bu ədədlər əv
vəllər olduğu Kimi həndəsi məna daşımırlar. 
Məchulun dərəcələrinə görə vurma qaydaları 
formalaşdıqdan sonra bərabərlİK işarəsi olan 
xüsusi (“bərabər” mənasını verən yunan 
sözü olan “isos” İİK hərfləridir) və qeyri- 
müəyyən Kvadratın işarəsi tətbiq edildİKdən 
sonra, Diofant İİk dəfə riyaziyyatda tənlİKİər 
və ya tənlİKİər sistemini yazma imKanı əldə 
edir. Əlbəttə, onun yazma forması, riyazi 
əsərlərdə nəzərə çarpan müasir formaya 
uyğun gəlmir. Düzünü desəK, Diofanta qədər 
heç bir nə müəyyən, nə də qeyri-müəyyən 
tənlİKİər yox idi. Tənliyə bənzər məsələlər 
nəzərdən Keçirilirdi, vəssalam.

Nəhayət, girişdə Diofant tənlİKİərin 
çevrilmələrinin İKİ əsas qaydasını formalaş

dırır: tənliyin həddinin bir tərəfdən, digər 
tərəfə əks işarə ilə Keçirilməsi və oxşar 
ədədlərin islahı qaydası. Nəticədə bu qayda
lar ərəb sözləri “əl-cəbr” və “əl-muKabala” 
Kimi məşhurdur (“Ərəb Şərqinin ölKələri” 
məqaləsinə bax).

“Hesab” - məsələlər toplusu olduğu 
üçün Diofantın ümumi üsul yaratmadan, 
ayrı-ayrı məsələlərin həlli üçün rahat üsul
lar tapması fİKri yarana bilər. Amma diq
qətlə oxuduqda əmin olmaq olar Kİ: məsələ
lərin diqqətlə seçilməsi və qoyulması müəy
yən ümumi üsulların tətbiqinin illüstrasiya
sına yönəlmişdir.

Birinci Kitab bir və İkİ dərəcəli müəy
yən tənlİKİərin həllinə, bütün qalan Kitablar 
isə qeyri-müəyyən tənlİKİərin və sistemlərin 
həllinə həsr edilmişdir. Diofantın həllərini 
diqqətlə araşdırarKən onun faKtİKİ olaraq 
aşağıdaKi teoremi isbat etdiyini görməK 
olar: əgər İKİ məchullu və rasional əmsallı 
İkİ dərəcəli tənlİK heç olmasa bir dənə rasio
nal həllə malİKdirsə, o zaman bu tənlİK son
suz sayda belə həllərə malİKdir. Bundan baş
qa, x və y məchullarını bir parametrdən ası- 
lı x = ср(к), у = W(«) rasional funKsiyaları ilə 
verməK olar. Uç və daha yÜKsəK dərəcəli 
tənlİKİər üçün bu müddəa doğru deyil.

Diofant İKİ dərəcəli İKİ məchullu tən- 
lİKİəri tamamilə təhlil etmişdir. Daha уйк- 
sək dərəcəli tənlİK və sistemlərin həlli üçün 
o, yeni dövrün bir çox Avropa riyaziyyatçı
larının diqqətini cəlb edən daha incə və тй
гэккэЬ üsullar hazırlamışdır. Bu metodlar
dan birinin Köməyi ilə Diofantın ən məşhur 
məsələsi həll edilir: “Verilən Kvadratı İKİ 
Kvadrata ayırmaq”. Bu, on İKİ əsr sonra 
onun üzərində düşünən fransız riyaziyyatçı
sı Pyer Fermanı onun məşhur teoremini 
(“BöyÜK Ferma teoremi” məqaləsinə bax) 
formalaşdırmağa sövq etdi.

Diofantın əsərləri cəbr və ədədlər nəzə
riyyəsinin inKİşafı üçün fundamental məna 
daşıyırdı. Problemləri ilə Leonard Eylerin, 
Karl YaKobinin və digər müəlliflərin məş
ğul olduğu - cəbri həndəsənin yaranması və 
inKİşafı bu alimin adı ilə bağlıdır. Diofantın 
metodları XIX əsrin sonu XX əsrin əvvəllə
rində məşhur olan riyaziyyatçı Anri Puan- 
Karenin əsərlərində daha dərin tətbiqini 
tapdı. Bu metodların əsasında XX əsrin so
nunda intensiv şəKİldə inKİşaf edən sahə 
olan - cəbri əyrilərin riyaziyyatı qurulur.
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ORTA ƏSRLƏR VƏ İNTİBAH DÖVRÜ HİNDİSTAN SAYI CƏBR VƏ ƏDƏDLƏR NƏZƏRİYYƏSİ

ORTA ƏSRLƏR HİNDİSTANI

Artıq b.e.ə. III ƏSrin ortalarında 
Hind çayının vadilərində inxişaf 
................etmiş sivilizasiya mövcud idi. O 
dovrun bilİKİəri haqqında arxeoloji qazıntı- 

arın nəticələri əsasında mülahizə yürütmən 
к-мГ*-. məsələn, qazıntılar zamanı üstündə 
bölgülər olan xətKeş və dünyada ən qədim 
KubşəKİlli oyun zərləri tapılmışdır. Zərlərin 
hər tərəfində çalalarla 1-dən 6-ya qədər rə
qəmlər qeyd edilmişdir. O dövrdə tacirlər 
müxtəlif ölçülü çəkİ daşlarından istifadə 
edirdilər. Arxeoloqlar çoxlu sayda həndəsi 
fiqurlara rast gəlmişlər. Çevrəni qurmaq 
uçün hindlilər, çox güman kİ, müasir pərga
ra oxşayan alətdən istifadə edirdilər.

Bir çox xüsusiyyətlər Hind vadisinin si
vilizasiyasını digər qədim - Misir və Çayara
sı öİKələrinin mədəniyyəti ilə yaxınlaşdırır. 
Hər yerdə eyni problemlər meydana çıxırdı: 
saraylarm, məbədlərin, yaşayış evlərinin, 
buğda anbarlarının, hərbi tİKİlilərin tİKİntisi 
zamanı hesablamalar aparmaq, ölçüləri 
müəyyən etməK, material və ərzaqların Kə
miyyətini nəzərə almaq, bir sözlə, bənzər ri
yazi məsələləri həll etməK lazım gəlirdi.

Bizim eradan 
əvvəl III əsrlərdə 
dini-fəlsəfi Kitab
lar - vedalar mey
dana çıxdı. Veda 
ədəbiyyatının bir 
bölməsi “Şulba-sut- 
ra” (“Kəndir qay
daları”) adlanır. 
B.e.ə. VII-V əsrlər
də tərtib edilmiş bu 
traKtat qurban 
səcdəgahlarının və 
məbədlərin tİKİnti- 
sində istifadə edi
lən Kəndirin ко- 

məyi ilə ölçmə qaydalarından ibarətdir.
Yeni eranın İİk əsrlərində astronomiya 

və riyaziyyata aid əsərlər - siddxantlar (“tə
limlər”) meydana çıxır. İİk sidxantlarda 
göstərilmiş faKtlar qədim yunanlardan mə
nimsənilmişdirlər. “Pulisa-siddxanta” əsə
rini İsgəndəriyyə astronomu Paulosun adına

Pulisa - Stddxanta

yazırlar. “RomaKa-siddxanta” sərlövhəsi 
mənbənin yunan mənşəli olduğunu göstərir. 
(Şərqi Romanın saKİnlərini adətən romeya 
adlandırırdılar). Siddxantlarda bəzi yunan 
terminlərdən istifadə edilmişdir. Hindistan 
və Yunanıstan arasında elmi əlaqələr hələ 
antİK dövrlərdən mövcud olmuşdur.

Orta əsrlərdə Ariabaxata (V-VI əsrlər), 
Braxmaqupta (VII əsr), Maqavira (IX əsr)’ 
Şrıdxara (IX-X əsrlər), Вхаэкага (XII əsr),’ 
NılaKanta (XV-XVI əsrlər) Kimi hind riya
ziyyatçıları və astronomları yaşayıb yarat
mışlar.

Ariabaxata
(475?)

Bxasкara
(1114-1185)

Braxmaqupta
(598-660)

Hindlilərin traKtatlarının böyüK əksə- 
riyyəti müxtəlif ləhcələrdə danışan alimləri 
birləşdirən elmi dildə — sansKrit dilində ya
zılmışdır. Əsərlərin bir çoxu qaydaların daha 
tez əzbərlənməsinin mümKÜnlüyü üçün 
nəzm formasında yazılmışdır. Elmi mətnlər 
əsasən hər bir qaydanın hərtərəfli aydınlaş
dırıldığı ətraflı şərhlərlə müşayiət edilirdi.

Qədim dövrlərdən Hindistanda onluq 
say sistemi tətbiq edilirdi. Təkİİkİət üçün 
xüsusi işarələr mövcud idi, onluq və 
yüzlÜKİəri həmin rəqəmlərlə, amma digər 
mövqedə yazırdılar. Rəqəmlərdən başqa 
ədədlərin həmçinin sözlü ifadəsi də var idi. 
BeləlİKİə, sıfırı “boş”, “səma” və ya “dəlİK”; 
1-i - təK əşyaların adı ilə “Ay”, “Yer”; İKİni 
- cüt əşyalarla “əKİzlər”, “gözlər”, “burun 
dəlİKİəri”, “dodaqlar” və s. ifadə edirdilər.

Məhz Hindistan mövqe nömrələnməsi 
öyrəşdiyimiz say sisteminin təməlidir. 
Hindlilər bu nömrələməyə əsaslanan riyazi 
əməllərin qaydalarını (İİk dəfə onları Ariab- 
xata tətbiq etmişdir) işləyib hazırlayırlar. 
Onlar toplamağı, çıxmağı, vurmağı, bölməyi, 
ədədləri Kvadrata, Kuba yÜKSəltməyi, Kvad
rat və Kub KÖKİərini çıxarmağı bilirdilər. 
Avropalılar 1-dən 9-a qədər olan rəqəmləri, 
ərəblərdən mənimsədİKİəri üçün ərəb rəqəm
ləri adlandırırlar. Amma ərəblər bu ədədləri 
hind rəqəmləri, onluq sisteminə əsaslanan 
hesabı isə hind hesabı adlandırırlar.

Hindlilərin riyazi qaydaları müasir 
məKtəblilərin öyrəndiyi qaydalardan o qədər 
də fərqlənmir. BxasKara vurma əməliyyatı
nı belə təsvir etmişdi: “Eyni mövqelərdə du
ran ədədləri düzünə və tərsinə topla” (dü
zünə toplamada təKİİKİərdən başlayır, tərsi
nə qaydada yÜKSƏK mərtəbə vahidlərindən). 
Çıxma əməlini Вхаэкага belə müəyyən etdi: 
“Eyni mövqelərdə duran ədədləri düz və tərs 
qaydada çıx”. Kəsrlərin toplama, çıxma və 
vurma qaydaları isə belədir “Kəsrləri eyni 
məxrəcə gətirdİKdən sonra surətləri topla”; 
“Kəsrləri eyni məxrəcə gətirdİKdən sonra 
surətlər arasında fərqi götür”; “Məxrəclərin 
hasilinə bölünmüş surətlərin hasili İKİ və ya 
daha çox Kəsrin vurulmasının nəticəsidir”.

VII əsrdən başlayaraq hind alimləri 
mənfi ədədlərdən istifadə edirdilər, müsbət 
ədədləri onlar “dxana” və ya “sva” (“əm- 
1ак”), mənfi ədədləri isə - “rina” və ya “Kşa- 
ya” (“borc”) adlandırırdılar. Braxmaqupta 
mənfi ədədlərlə aparılan riyazi əməllərin 
qaydalarını göstərərəK, hələ Kİ, Kvadrat kö- 
KÜn İKİqiymətliliyi haqqında heç bir şey de
mir, amma IX əsrdə Maqavira artıq ona işa
rə edir.

Hind riyaziyyatçıları cəbrin inKİşaf 
etmiş simvollar toplusunu yaratdılar. İİk 
dəfə olaraq Hindistanda məchul Kəmiyyətlə
ri, tənliyin hədlərini, dərəcələrini əsas riya
zi əməlləri ifadə edən işarələr meydana 
gəldi. Simvolların əksət hissəsi sansKritin 
sözlərinin İİk hecaları idi. Məsələn, məchulu 
hindlilər “yavat-tavat” (“bir qədər”) adlan
dıraraq, “ya” hecası ilə işarə edirdilər. Əgər 
bir neçə məchul olarsa, onlar müxtəlif rəng
lərlə ifadə edilirdi: qara - “ка1ака”, mavi - 
“пИака”, sarı - “pitaKa” və bunları “ка”, 
“ni”, “pi” və s. ilə işarə edirdilər.

Hind riyaziyyatçıları cəbri hesablama
larla əlaqəli olan məsələlərin həllində böyüK 
uğurlar qazanmışlar. Ariabxata bir məchul- 
lu xətti tənliyin həllinə aid məsələlər qoy
muşdu. Maqavirada, BxasKarada və başqa 
alimlərin əsərlərində bir neçə məchullu xət
ti tənlİKİər sisteminin həlli ilə bağlı məsələ
lər var. Maqaviranın məsələlərindən biri: “9 
limonun və 7 meşə almasının qiyməti 107; 7 
limon və 9 meşə almasının qiyməti 101-dir. 
İndi isə riyaziyyatçı, mənə limon və meşə al
masının qiymətini söylə”. Məsələ İKİ məc
hullu İkİ xətti tənlİK sisteminə gətirib 
çıxarır:

9x + 7y = 107,
7x + 9y = 101

Maqaviranın göstərdiyi həll üsulu, müa
sir, əmsalları bərabərləşdirmənin Köməyi ilə 
həll (cəbri toplama) üsulundan seçilmir.

Вхаэкага belə bir məsələ təKİif edir: 
“Bir nəfərin 300 sİkkə və 6 atı var; digəri
nin 10 belə atı olsa da, onun 100 sİkkəsİ ça
tışmır. Amma hər İKİsi eyni dərəcədə zən
gindir. Atın qiyməti nə qədərdir?”. Şərtlər 
aşağıdaKi Kimi ifadə edilir

6x4-300=1 Ox-100.
Buradan Вхаэкага atın 100 sİkkə oldu

ğunu tapır.
“Şulba-sutra” əsərində ax2 = b, 

ax2 + x = b şəKİində Kvadrat tənlİKİər artıq 
var idi. Amma onların İİk dəfə həllinə biz 
Ariabxatda rast gəlirİK. Amma bu məsələlər 
тйгэккэЬ faizlərə və ədədi silsilənin hədlə
rinin tapılmasına aid idi. BxasKara tam 
KÖKİərini sadə çevirmələrin Köməyilə tapdı
ğı xüsusi seçilmiş üçüncü və dördüncü dərə
cəli tənlİKİəri nəzərdən Keçirir.
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Hind riyaziyyatçıları astronomiyaya 
aid məsələlərdə meydana çıxan qeyri-müəy
yən tənlİKİəri asanlıqla həll edirdilər. Rasio
nal KÖKİəri axtaran Diofantdan fərqli ola
raq, hindlilər qeyri-müəyyən tənlİKİərin 
tam müsbət ədədlərlə həll üsulunu verdilər. 
İkİ məchul həddi olan ax+b=cy xətti tənliyi 
Ariabxat verir, amma bu haqda daha ətraflı 
öz əsərlərində Braxmaqupta və BxasKara 
yazır.

Hind riyaziyyatçılarının ədədlər nəzə
riyyəsində uğurunun zirvəsi - İkİ dərəcəli 
İkİ məchullu ax2 + b = y2, (burada a - tam 
ədədin Kvadratına bərabər olmayan tam 
ədəddir) qeyri-müəyyən tənliyin müsbət 
tam həllərinin tapılmasıdır. Braxmaqupta 
və BxasKara nümunələrdə bu tənliyi indi 
tsİKİİK adlanan üsulun Köməyi ilə izah edə- 
гэк nəzərdən Keçirirdilər. Sonralar Avro
pada P.Ferma, L.Eyler, J.L.Laqranj da bu 
tənlİKİə məşğul olmuşdur. 1769-cu ildə Laq- 
ranj tərəfindən icad edilmiş həll üsulu hind 
üsuluna yaxın idi.

Ədədi və həndəsi silsilələr hind riya
ziyyatında görKəmli yer tuturdu. Bəzi mə
sələlər çox məşhurdur, məsələn şahmatın 
icadına görə verilən mÜKafat, vuruğu 2 olan 
həndəsi silsilənin cəmini tapmaq məsələsi. 
Ədədi sıraların cəmi bir çox hind riyaziyyat
çılarını maraqlandırırdı (“Ədədi sıralar” 
məqaləsinə bax). Ariabxata üçbucaqlı ədəd
lər, natural ədədlərin Kvadratları və Kubları 
sırasının cəmlənməsi qaydalarını, Maqavira 
isə ədədi silsilənin hədlərinin Kvadrat və 
Kub sırasının cəmlənməsi qaydalarını göstə
rirdi.

Hindlilər KombinatorİKaya böyÜK ma
raq göstərirdilər. Məsələn, Maqaviranın mi

salını göstərəK: “Dostum, brilyant, sapfir, 
zümrüd, mərcan və mirvaridən hazırlanmış 
müxtəlif boyunbağıların sayını de”. Şridxa- 
ra isə başqa bir misal göstərir: “Aşpaz altı 
fərqli dada malİK уетэк hazırlayır: istiotlu, 
acı, ağız büzən, turş, duzlu, şirin. Dostum, 
müxtəliflİKİərin ümumi sayını de”.

HƏNDƏSƏ

Hind riyaziyyatçılarının həndəsə sahə
sində bilİK və ixtiraları, cəbr, hesab və ədəd
lər nəzəriyyəsi sahəsində olan uğurlarından 
daha böyÜKdür. Hindistanda həndəsəyə dair 
xüsusi əsərlər yox idi, bu məlumatlar cəbri 
traKtatlarda və ya astronomiyaya dair traK- 
tatların hesab bölməsində verilirdi.

Hind manusKripti.
BxasKaranın əlyazmasının surəti. XVI əsr

Həndəsi teoremlər isbatsız verilirdi. 
Adətən bu “bax” yazısı ilə verilmiş çertyoj
lar olurdu. Yalnız nadir hallarda onu qısa 
izahlar müşayiət edirdi. Yəqin kİ, izahlar 
şagirdlərə şifahi verilirdi. Həndəsi məsələ
lərdə suallar adətən hesablamalara, nadir 
hallarda qurmalara dair olurdu.

Həndəsə sahəsində hindlilərin iİKİn bi- 
lİKİəri səcdəgah və məbədlərin tİKİlişində 
rəhbər tutulan “Şulba-sutra” əsərində veril
mişdi. Məbədləri bir sıra qaydalara uyğun 
olaraq ucaldırdılar: binanın təməli müəyyən 
fiqur olmalı və işığa görə istiqamətləndiril
məlidir. Bunun üçün düz bucaq, tərəfləri 
tam ədəd olan Kvadrat, düzbucaqlı üçbucaq 
tİKməK bacarığı tələb olunurdu. Hindistanlı- 
lar düzbucaqlı ilə müadil Kvadratı, sahəsi 
verilən Kvadratın sahəsinin misli olan Kvad
ratı qurmağı bacarırdılar. Qurmaların isti
nad nöqtəsi Pifaqor teoremi idi. BxasKara 
bu teoremin isbatı olaraq “Bax” yazılı çer
tyoj verirdi.

TRİQONOMETRİYA

Hindistanda astronomiyanın inKİşafı- 
na çox güman Kİ, hindlilərin hesablama 
qaydalarına çevirdİKİəri Ptolomeyin əsərləri 
təsir göstərmişdir. Onların əsas uğuru və
tərləri sinuslarla əvəz edərəK düzbucaqlı üç
bucaqların bucaqları ilə bağlı müxtəlif 
funKsiyaları tətbiq etmə imKanını əldə et
mələridir. BeləlİKİə də, Hindistanda triqo- 
nometrİK Kəmiyyətlər haqqında elmin - tri
qonometriyanın əsası qoyuldu.

Hind alimləri müxtəlif triqonometrİK 
münasibətlərdən, hətta müasir formada aşa- 
ğıdaKi Kİmi ifadə olunanlardan belə istifadə 
edirdilər:

sin2a + cos2a = 1, 
sina = cos(90°-a), 

sin(a ± p) = sina • cosP ± cosa ■ sina
Hindlilər həmçinin bucaqlar üçün 

n=2,3,4,5 olduqda sin na, cos na düsturunu 
da bilirdilər:

Triqonometriya cədvəllər şəKİində tər
tib olunan astronomİK hesablamalar üçün də 
vacibdir. Sinusların İİk cədvəli Ariabxatm 
“Surya-siddxante” əsərində verilmişdir. O, 
3°45' addımı ilə verilmişdir. Sonralar isə 
alimlər daha ətraflı cədvəllər vermişlər: 
məsələn, BxasKara 1° addımı ilə sinusların 
cədvəlini göstərir.

XVI əsr Cənubi Hindistan riyaziyyat
çıları sonsuz sıraların cəmlənməsi sahəsin
də çox böyÜK uğurlar əldə etmişlər. Çox 
güman Kİ, onlar bu tədqiqatlarla, л ədədi
nin daha dəqiq qiymətini tapmağa çalışdıq
ları zaman məşğul olurdular. NilaKanta 
sözlə arKtangensin sonsuz qüvvət sırasına 
ayrılışı qaydasını göstərir. Anonim “Kara- 
napaddaxati” (“Hesablama texnİKası”) əsə
rində sinus və Kosinusun sonsuz qüvvət 
sıralarına ayrılışı qaydaları verilmişdir. 
DeməK lazımdır Kİ, Avropada buna bənzər 
nəticələri yalnız XVII-XVIII əsrlərdə əldə 
etdilər. Belə Kİ, 1666-cı ildə t.Nyuton si
nus və Kosinusu, 1671-ci ildə J.Qreqori və 
1673-cü ildə isə G.Leybnits arKtangensi sı
raya ayırmışdır.

VIII əsrdə Yaxın və Orta Şərqin alimləri 
hind riyaziyyatçılarının və astronomlarının 
əsərləri ilə tanış oldular və onları ərəb dilinə 
tərcümə etdilər. IX əsrin ortalarında Orta 
Asiya alimi əl-Xarəzmi “Hind sayı haqqında” 
əsər yazdı. Ərəb traKtatları latın dilinə tər

cümə edildİKdən sonra hind riyaziyyatçıları
nın bir çox ideyaları əvvəl Avropa, daha sonra 
dünya elminin əmlaKina çevrildi.

ƏRƏB ŞƏRQİNİN ÖLKƏLƏRİ

Əl-Xarəzmi
(787-850)

622-ci ildə Məhəmməd Peyğəmbər 
MəKKədən hicrət edərəK İslamı yaymağa 
başladığı zaman, hələ heç nə yeni dinin və 
İslam dövlətçiliyinin gələcəK qələbəsindən 
xəbər vermirdi. Amma artıq VIII əsrdə ərəb 
xəlifələri Pencabin və Xarəzmin ərazisini 
fəth etdilər. İİk xəlifələr sivil mədəniyyətə 
və elmə, o cümlədən də riyaziyyata o qədər 
də rəğbət bəsləmirdilər. Amma Abbasilərin - 
əl-Mənsur və Harun 
ər-Rəşidi Kİmi xəlifələ
rin növbəti nəsli elmə 
dərin hörmət bəsləyə- 
гэк, Bağdada yadelli 
alimləri dəvət etdilər. 
IX-X əsrlərdə EvKİi
din, Arximedin, Apol- 
loniyin, Heronun, Pto
lomeyin və Diofantın 
əsas əsərləri ərəb dili
nə tərcümə edildi.

VIII-IX əsrdə Ərəb 
xilafətində artıq onluq mövqeli say siste
mindən istifadə edilirdi. “Hind sayı haqqın
da” traKtat - yeni hind nömrələmə sistemi 
haqqında İİk ərəb əsəri idi. Onu görKəmli 
alim Məhəmməd bəy Musa Əl-Xarəzmi təxmi
nən 825-ci ildə yazmışdır. XII əsrdə Kitabı la
tın dilinə tərcümə etdilər. Avropaya onluq 
sistem ərəblərdən gəldiyi üçün, onu ərəb sis
temi adlandırmağa başladılar. Onluq ədəd
lərlə əməllər qay
dası “alqoritm” adı 
aldı. Bu söz əl-Xa- 
rəzminin latın di
lində olan adından 
irəli gəlib.

Ərəb Şərqinin 
alimləri əsasən as
tronom idilər. IX 
əsrdən Ərəb xilafə
tində özünəməxsus 
riyazi mədəniyyət 
yaranmağa başla
dı. Burada yunan 
riyaziyyatının üsul
ları astronomİK mə- Kitabi əl-cəbr vəl-münabala

40



Riyaziyyat ensiklopediyası -1 Riyaziyyat ensiklopediyası -1

şələləri həll etməK üçün tətbiq edilirdi. 
Məhz astronomiyanın tələbləri cəbr və tri
qonometriyanın fırtınalı inKİşafına vüsət 
verdi.

Cəbrin elm Kimi əsasını əl-Xarəzminin 
“Kitabi əl-cəbr vəl-mÜKabala” (Bərpa və 
qarşıqoyma haqqında Kitab) əsəri qoydu. 
“Əl-cəbr” sözü Ərəb Şərqinin riyazi ədəbiy
yatında mənfi həddi hər İkİ hissədə müsbət 
ədəd almaq üçün, tənliyin bir tərəfindən di
gər tərəfinə Keçirilməsi deməKdir; elmin - 
cəbr adı da elə buradan yaranıb. “Əl-тика- 
bala” “müqayisə”, “qarşıqoyma” Kİmi tər
cümə edilir; riyaziyyat baxımından tənliyin 
hər İkİ tərəfində oxşar hədlərin islahıdır. 
Kvadrat, киЬ və qeyri-müəyyən tənlİKİərin 
həlli, üçüncü, dördüncü və beşinci dərəcəli 
KÖKİərin tapılması ərəb cəbrinin əsas müvəf
fəqiyyəti oldu. TənlİKİərin həllində cəbri və 
həndəsi üsullardan istifadə edirdilər.

Əl-Xarəzminin riyazi traKtatı, məsə
lən, mirasın bölünməsi Kimi praKtİKİ məsə
lələrin həlli üçün rəhbər tutulan bir əsər 
Kimi tərtib edilmişdir. (Şəriət qanunlarına 
görə dünyasını dəyişənin çoxsaylı ailə üzv
lərinin, qohumluq dərəcəsinə görə öz miras 
paylarını almasını nəzərdə tutan тйгэккэЬ 
bir sistem mövcud idi).

Əl-Xarəzmi xətti və Kvadrat tənlİKİə- 
rin təsnifatını və həlli yollarını vermişdir. 
Kvadrat tənliyin ümumi həllini o nəzərdən 
Keçirmirdi. Birincisi, onu heç bir müsbət 
kökü olmayan tənlİKİər maraqlandırmırdı. 
iKİncisi, o tənlİKİəri elə yazmağa çalışırdı 
Kİ, onun hədləri çıxılan deyil, toplanan 
olsun. Buna görə də əl-Xarəzmi cəbri islah 
yolu ilə başqa tənlİKİərin də gətirildiyi altı 
növ tənlİKİəri nəzərdən Keçirirdi:

1) ax2 = bx (əl-Xarəzminin terminolo
giyasında “Kvadratlar KÖKİərə bərabərdir” 
Kimi səslənir);

2) ax2 = c (“Kvadratlar ədədə bərabər
dir”)

3) ax=c (“KÖKİər ədədə bərabərdir”)
4) ax2 + bx = c (“Kvadrat və KÖKİər ədə

də bərabərdir”)
5) ax2 + c - bx (“Kvadrat və ədəd kökə 

bərabərdir”)
6) bx + c = ax2 (“KÖKİər və ədədlər 

Kvadrata bərabərdir”)
Burada a,b,c>0.
Tənliyin KÖKÜnün tapılmasının cəbri 

yolundan başqa, əl-Xarəzmi həndəsi yol da

ƏlKərəcirıin əsəri

Əl-Kərəci

təKİif edirdi. Məsələn, dördüncü növə aid 
olan x2 + lOx = 39 (*) tənliyinin incə həndəsi 
həlli verilmişdir.

Tərəfləri x ilə işarə edilən Kvadrat çə- 
Kilir. Belə Kvadratın sahəsi x2-na bərabər
dir. Kvadratın tərəfləri üstündə tərəfləri x 
və 10/4 olan düzbucaqlı, Künclərdə isə tə
rəfləri 10/4 dörd Kvadrat qurulur (şəkİİ 1). 
Bu zaman qurulan hər bir düzbucaqlınm sa
həsi — x, sahələrinin cəmi isə lOx olacaq.

Hər bir dörd Künc Kvadratının sahəsi 
100/16=6 L, onların cəmi isə 100/4=25. 
Əgər Kvadratın (x2) və dörd düzbucaqlınm 
(lOx) sahəsini toplasaq, o zaman (*) tənliyi
nin sol tərəfində olan ifadə alınacaq, yəni 
sahələrin cəmi 39 olur. Buradan böyÜK 
Kvadratın sahəsi 39+25=64, onun tərəfləri 
isə 8 olur. Eyni zamanda çertyoja əsasən 
böyÜK Kvadratın tərəfini x+2 10/4 Kimi ifa
də etməK lazımdır. Onda x+2 10/4=8 bəra
bərliyindən x=3 alırıq.

Digər ərəb riyaziy
yatçısı, əl-Kərəci (?-1016), 
tənlİKİərin həll edilmə
sinin cəbri yoluna üs- 
tünlÜK verirdi. Onun ən 
böyÜK xidməti məchu
lun sonsuz sayda müs
bət və mənfi qüvvətləri
ni və çoxhədlilər üzərin
də riyazi əməliyyatlar 
tətbiq etməsidir (düz
dür, bölmə zamanı çox
hədlini birhədliyə böl- 
тэк1э Kifayətlənirdi).
Amma əl-Kərəciyə həndəsi üsullar da yad de
yildi. Natural ədədlərin Kublarının cəmi 
düsturunun incəlİKİə verilmiş cəbri-həndəsi 
isbatım göstərəK (əl-Kərəcidə n=10): 
l3 + 23 + З3 + 43+...+n3 = (1 + 2 + 3 + 4+...+П)2. 
Tərəfləri l+2+3+4+...+n 
olan ABCD Kvadratı (şə- 
Kİl 2) nəzərdən Keçirilir. 
Kvadratda DD' = BB' = n 
olmaqla, BB'C'D'DC KÜn- 
cəvari zolaq ayrılır. Onun 
sahəsi, D'DCE və B'FCB 
düzbucaqlıların sahələri 
cəmi ilə, BC'FCE sahəsi
nin fərqi Kimi aşağıdaKi 
olar:

X2 10r

4

ŞəkİI 1. ŞəkİI 2.

2n(l + 2 + 3 + 4+..+/ı) — n .
Ədədi silsilənin cəmi düsturuna görə 

l + 2 + 3 + 4 + ... + n= = n (n + 1) / 2 oldu
ğundan, alırıq:

2n(l + 2 + 3 + 4+..+n) — n — 

2
Daha sonra AB'C'D' Kvadratına baxı

lır. Burada B'B"C"D"D'C' Küncü göstərilir, 
belə Kİ, D’D" - B'B' = n-1. Analoji qayda 
ilə bu Küncün sahəsinin (n-1)3 olduğunu 
alırıq. Bu qayda ilə davam edərəK, tərəfi 1 
olan Kvadrata çatırıq, verilmiş Kvadratın 
sahəsi isə bütün baxılan Künclərin sahələri 
cəmindən ibarət olur. I2 = l3 olduğundan 
alırıq:

l3 + 23 + 33 + 43 +...+ n3 =

= (l + 2 + 3 + 4+ ...+ n)“ — n2(n + l)2
4

Məşhur şair və riyaziyyatçı ömər 
Xəyyam yunan elminin ənənələrini davam 
etdirib, tənlİKİərin həllini həndəsi yolla, əy
rilərin Köməyilə tapırdı.

O, məsələn x3 + 4x = 16 tənliyini aşağı- 
daKi Kimi həll edirdi, ömər Xəyyam müəy
yən etmişdi Kİ, bu tənliyin x kökü həm də 

x2 + y2 = 4x
x = 2y

tənlİKİər sistemini ödəyir.
Sistemin I tənliyi (x2 - 4x + 4) + y2 =4 

şəKİinə gətirməK olar. Bu isə(x - 2) + y2 = 22 
ilə eyni güclüdür. Axırıncı tənlİK müstəvidə 
mərKəzi (2; 0) nöqtəsində yerləşən, radiusu 
2 olan çevrənin tənliyidir. Sistemin II tənli
yi isə y = - x2 parabolasının tənliyidir. Belə- 

2
İİkİə, x məchulu çevrə ilə parabolanın 
Kəsişmə nöqtəsinin absisi (şək. 3) olur.

Ərəblərdə cəbri məsələlər və onların 
həlli sözlə verilirdi. Məchulların və para

metrlərin işarəsi yox idi, tənlİKİərin və həl
lərin izahı тйгэккэЬ və çətin, əlverişsiz 
olurdu.

Ərəb alimlərinin hən
dəsi tədqiqatları, xüsusi
lə də EvKİidin paralellər 
haqqında olan beşinci po
stulatının isbat edilməsi 
sahəsində işləri çox va
cib idi. Əlbəttə Kİ, be
şinci postulatı isbat et- 
тэк cəhdi uğursuzluğa 
düçar idi, amma onlar 
Avropa riyaziyyatçıları
nın tədqiqatlarına vüsət 
verdi, nəticədə XIX əs
rdə qeyri-EvKİid həndə
səsinin Kəşfinə səbəb oldu (“LobaçevsKİnin 
həndəsəsi” məqaləsinə bax). Bundan başqa 
yığılan həndəsi faKtların, daha sonralar be
şinci postulata eKvivalent olduqları qəbul 
edilmişdir. Belə təKİiflərdən biri Bağdad ri
yaziyyatçısı Sabit ibn Kurrün (836-901) be
şinci postulatın isbatı üçün istifadə etdiyi 
paraleloqram və düzbucaqlınm mövcudlu
ğunun iddiasıdır, ömər Xəyyam isə “Əgər 
İKİ düz xətt bir-birinə yaxınlaşırsa, mütləq 
Kəsişməlidirlər” iddiasından çıxış edərəK, 
beşinci postulatı isbat edirdi.

Ərəb riyaziyyatçıları İİK dəfə olaraq 
bütün triqonometrİK düsturları öyrənərəK 
10' addımı ilə, həm də 1/601 dəqiqliyilə bu
caqların sinuslan cədvəlini tərtib etdilər. Tri
qonometrİK funKsiyaların Köməyi ilə onlar 
üçbucaqların tərəfləri və bucaqları arasında- 
Ki münasibətləri tədqiq edirdilər. Amma bu 
üçbucaqlar müstəvidə deyil sferanın sət- 
hindədir. Əvvəllər bu məsələlərlə sferİK tri
qonometriyanın yaradıcıları - Menelay (/ 
əsr) və Klavdiy Ptolomey (II əsr) məşğul 
olurdular.
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ORTA ƏSRLƏR AVROPASI

AntİK riyaziyyatın yaradıcılarının - 
Pifaqorun, EvKİidin, Arximedin adlarını 
hamı tanıyır. İndisə heç olmasa bir orta əsr
lər Avropa riyaziyyatçısının adını xatırla
yın, siz uğursuzluğa düçar olacaqsınız. Sə
bəb isə (V-XV əsr) orta əsrlərdə Avropada 
dəyərləri qiymətləndirmənin ayrı, antİK 
dövrdən fərqli sisteminin formalaşmasıdır. 
Onun əsası artıq elmi deyildi. İnsanların fi- 
Kirləri Allaha, Kilsəyə, ruhun mÜKəmməl 
olmasına yönəlmişdi. O dövrün görKəmli 
alim və təfəKKÜr sahiblərinin dərinliyinə 
görə yunan nümunələrinə bənzər riyaziyyat 
və onun rolu haqqında mülahizələri yox idi.

Amma yenə də orta əsrlər Avropasında 
riyaziyyatı unutmamışdılar. VI əsrdə so
nuncu savadlı romalılardan olan Flaviy Kas- 
siodor Yaradanı həndəsə alimi simasında 
verməyə cəsarət etmişdir. Onun “İlahi və in
sani elmlərdə nəsihətlər” traKtatmda həndə
sə hissəsi azad tərcümədə belə səslənir: “İn
di isə həndəsəyə KeçəK. Qədimlərin sözlərinə 
görə Yupiter, öz əməllərində həndəsə alimi 
Kimi hərəKət edir. Bilmirəm bu, tərifə və ya 
tənqidə layiqdir, amma onlar deyir kİ, Yupi
ter qum ilə örtülmüş həndəsə lövhəsinin 
üzərində fiqurlar çəKən həndəsə alimi Kimi 
davranır. Bu sözləri Yaradana aid etsəK, hə
qiqətə uyğun olar - axı müqəddəs Üçİük, 
əgər belə deməK olarsa, öz yaratdıqlarına 
müəyyən forma və görKəm verir. Burdan 
belə bir nəticə çıxır kİ, düzgün yerləşən və 
tamamlanmış formaya malİK olan hər şey bu 
təlimlə əlaqədardır”.

Görünür məhz bu mülahizələr orta əsr
lərin bəzi rəssamlarını Yaradanı nəhəng 
pərgar, bəzən isə xarrat aləti ilə təsvir et
məyə sövq etmişdir. Amma belə miniatürlər 
çox az idi. Rəssamların bir çoxunun Yarada
nın əlinə hansısa bir aləti verməyə cəsarətlə
ri çatmırdı, axı bu onun imKanlarını məh
dudlaşdırmaq deməK idi.

ERKƏN ORTA ƏSRLƏRİN 
RİYAZİYYAT TRAKTATLARI

Егкэп orta əsrlərdə (XII əsrə qədər) 
riyaziyyatın inKİşafı antİK riyazi mədəniy
yətin mənimsənilməsi ilə başlayırdı. Kilsə
lərdə Martsiana Kapellanın “Filologiya və 
MerKurinin izdivacı” (V əsr) ensİKİopedİK

traKtatını, eləcə də 
Anisiy Manliy Тогк- 
vat Severin Boetsiya- 
nın (480-524) əsər
lərini dəfələrlə köçü- 
гэгэк öyrənirdilər.

İkİ fundamental 
yunan traKtatı Evkİİ- 
din “Başlanğıclar” və

Anisiy Manliy TorKvat Herasdan olan Nİko- 
Severin Boetsi maxın (I-II əsrlər) 

“Hesabda nəsihətlər” 
əsərlərinin mÜKəmməl tərcüməsi - stilist, 
antİK elmin dərin bilicisi olan Boetsinin qə
ləminə məxsusdur. “Başlanğıclar” əsərinin 
tərcüməsi tam deyil. Çoxsaylı mənbələrdən 
Boetsi “Musiqidə məsləhətlər” adlı latın кош- 

Ovidiy Horasiya

pilyasiyasım (Kompilyasiya - başqalarının 
əsərlərindən götürülüb yenidən işlənmiş 
fraqmentlərdən ibarət əsərdir) da tərtib et
mişdir. Bu əsərdə yunan ənənələrinə əsasən 
musiqi riyazi təlim Kimi verilirdi.

VIII əsrin so
nunda firənglərin кга- 
lı I Karl diqqətini öz 
vətənində elmlərin öy
rənilməsi sahəsindəKİ 
acınacaqlı vəziyyətə 
yönəltdi. Özünəməxsus 
enerji ilə Karl təhsil 
islahatlarına, İİk ola
raq da, ən yaxşı latın 
mətnləri əsasında İnci
li və dini Kitabların 
tərtibini əmr etdi. Belə 
mətnlərin, həmçinin Vergiliy

Daz Karl

latın qrammatİKa- 
sına dair dərslİKİə- 
rin axtarışı zamanı 
alimlər antİK müəl
liflərin əlyazmaları 
ilə qarşılaşırdılar. 
Onlar Vergiliy və 
Horasiyanın, Ovidiy 
və Siseronun əsərlə
rinə heyran qalırdı
lar. IX əsrdən baş
layaraq (bu dövrü 
“каг1 intibahı” ad

landırırlar) məşhur romalıların əsərləri Kil
sə Kitabxanalarının rəflərində Müqəddəs
yazılar və Kilsənin müqəddəs atalarının
əsərləri ilə yanaşı dururdu. Boetsinin hesa
ba aid traKtatı çox məşhur idi. Boetsinin 
“Hesab”ının 150-yə yaxın Köçürülmüş surə-
ti məlumdur. Maraqlıdır kİ, IX əsr zəngin 
illüstrasiyalarla bəzədilmiş əlyazmaların
dan biri Karlın nəvəsi - Daz Karla məxsus 
idi. O, əlyazmanın Kənarlarında qeydlər et
mişdir.

Amma EvKİidin “Başlanğıclar” əsərinin 
tərcüməsini başqa tale gözləyirdi. Bu traKta- 
tın böyÜK bir hissəsi hələ егкэп orta əsrlərdə 
sirli şəKİldə diqqət mərKəzindən itdi. İİk 
dörd Kitabdan götürülmüş qalan hissə isə tə
rif, postulat, aKsiomları sərbəst əsər Kimi 
deyil, florilegiyalar (florilegus - lat. “çİçək 
neKtarı toplayan”) üçün əsas Kimi istifadə 
edirdilər. Florilegiya - mətnin maraqlı fraq
mentlərindən yığılmış mozaİKadır. IX və XI 
əsrlərdə tərtib edilmiş ən məşhur İKİ 
florilegiya Boetsinin adı ilə əlaqələndi
rilir, amma çətin Kİ, yarısı onun qələ
minə məxsusdur. Əslinə qalsa, belə 
hallar - antİK və orta əsrlər üçün adi 
haldır. Onların yaratdıqları əsərin gələ- 
cək nəsillərə çatacağına ümid etmədİK- 
ləri üçün, bəzi müəlliflər öz əsərlərinə 
dahi adamların adı ilə imza qoyurdular. 
BeləlİKİə, bizim dövrə Aristotelin, 
Avqustinin adı ilə imzalanmış əsərlər 
gəlib çatıb.

Orta əsrlər həndəsəsində yunan 
riyaziyyatına xas olmayan halla, Boet
si ləqəbi ilə yazılmış əsərlərə rast gəli- 
rİK. Yüksək ellin elmi gözlənilmədən 
yunanların riyaziyyat çərçivəsindən 
çıxardıqları yerölçmə mövzulu mətnlə
rin arasına düşür. EvKİidin həndəsəsi 

öz ciddiliyini itirir, teoremlərin isbatları 
qeyb olur, onların yerini sahələrin formala
rına (dairəvi, üçbucaqlı, Kvadrat və s.) olan 
istinadlar tutur. Qədim yunan alimlərinin 
əks çıxdıqları - elm sahəsində iyerarxiyanın 
dağılması yerinə yetdi. Elmin ciddiliyi və 
saflığı ləKələndi.

Bunun nəticəsi isə həndəsə üçün faciə
vi oldu. Məsələn, düz xəttin sonsuza qədər 
uzadılması haqqında EvKİidin İKİnci postu
latını psevdo Boetsiy aşağıdaKi Kimi başa 
düşürdü. Əgər xətti hansısa bir sahənin sər
həddi Kimi nəzərə alsaq, sonsuz olması 
тйткйп deyil, bu isə EvKİidin postulatına 
ziddir. Егкэп orta əsrlər həndəsə alimləri 
hesab edirdilər kİ, postulatda söhbət düz 
xətt üzrə davamından deyil, yana davamın
dan gedir və öz əlyazmalarında bunu qapalı 
əyri ilə illüstrasiya edirdilər.

“XII ƏSR RENESSANSI” 
VƏ HƏNDƏSƏ

Qədim yunan əlyazmalarının Qərbi 
Avropada tərcüməsinin yeni dalğası XII 
əsrə təsadüf edir. Bu dövrü “XII əsr renes
sansı (intibah)” adlandırırlar. İri Kafedral 
məKtəblərin bazasında yaradılmış İİk Avro
pa universitetləri də məhz o zaman meydana 
çıxır. Orta əsrlər sənətKarlarının gildiyası 
Kimi universitetlər də cəmiyyət və Kilsə iye
rarxiyalarının himayədarlığı altında idi və 
feodalların özbaşınalığından asılı deyildi. O 
dövrün ən məşhur universitetləri - Paris

EvKlidin “ Başlanğıclar” ının tərcüməsi. 
1499-cu il
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(Sorbonna) və Oks- 
ford, eləcə də Boloni- 
ya və Paduaniya uni
versitetləri idi. İİk 
İkİ universitet fəl
səfə və riyaziyyatın 
öyrənildiyi ilahiyyat 
və “incəsənət” faKÜl- 
tələri ilə məşhur idi. 
XII əsrdə İİk dəfə 
“Başlanğıclar” əsəri
nin latın dilində tam 
tərcüməsi meydana 
çıxdı. KlassİK mətnlə
rin barbar oxunuşu 
sona çatdı. Amma 
həndəsənin və praKti- 
Kİ fənlərin ümumilİK 

ideyası qalaraq riyaziyyatın yeni bölməsinin 
- praKtİKİ həndəsənin yaranmasına gətirib 
çıxardı.

PraKtİKİ həndəsə üzrə traKtatlarda sa
hələrin ölçülməsi problemləri tədricən ye
rini, əlçatmayan əşyalara qədər olan məsafə
nin ölçülməsinə (bu məsələlərin kökü Roma 
mənbələrinə çıxırdı) aid məsələlərə verirdi. 
Onların həlli üsulları EvKİidin həndəsəsinin 
prinsiplərinə cavab verirdi. Bu traxtatlardan 
ən məşhurları Hüqo Sen-VİKtorsKİnin (?-1141), 
görKəmli italyan riyaziyyatçısı Fibonaççi 
adı ilə də tanınan Leonardo Pizalınm, paris
li riyaziyyatçı və saray münəccimi Domeni- 
Ko de Klavazionun (XVI əsr) və Lionda 
işləyən tibb baKalavrı NİKola ŞüKenin (XV 
əsr) əsərləri idi.

DeməK lazımdır kİ, orta əsr maarifçi
lərinə praKtİKİ həndəsənin incəlİKİəri çə- 
tinlİK törədirdi. Teoremləri müşayiət edən 
çertyojları yadda saxlamaq lazım idi. Məhz 
bu çertyojlar, bir neçə səhifə latın mətnini 
əzbərləməyi, yaddaşa görə çertyoju çək- 
məKdən daha asan sayan tələbələr üçün ma
neə idi. Axı o zamanlar insanlar deməK olar 
Kİ, həyatlarında iri miqyaslı plan və çer
tyojlar anlayışı ilə qarşılaşmırdılar. Tarix
çilərin sözü ilə desəK, onlar “təxminilİKİər 
dünyasında” yaşayırdılar və dəqiq həndəsi 
fiqurları çəKməyərəK, onların şifahi təsviri 
ilə Kifayətlənirdilər. EvKİidin “Başlanğıc
lar” əsərindən hansısa bir çertyojun daha 
etibarlı yadda saxlanılması üçün tələbələr 
onlara gülməli adlar qoyurdular, məsələn,

“toyuq ayağı”, “ulaq beli” və ya “tovuz qu
şu quyruğu”.

Orta əsr qotİK Kilsələrin memarlarının 
və inşaatçılarının həndəsi bilİKİəri hansı 
mənbədən almaları sirr olaraq qalır, axı on
lar universitetlərdə oxumamışdılar. Çox gü
man Kİ, memarlıq sirləri ustadan tələbəyə 
KeçərəK, ənənə Kimi davam etdirilərəK qoru
nurdu. Yəqin elə bu səbəbdən İntibah dövrü
nün zəngin olduğu memarlıq albomlarının o 
dövrə aid olan nümunələri gəlib çatmamış
dır. Villar d'OnneKura məxsus memarlıq 
cızmaları olan albom istisna haldır. O, təx
minən 1235-ci ilə aiddir. Burada qədim fran
sız dilinin pİKardiya dialeKtində izahatlarla 
verilmiş çertyojlar çəKİlmişdir. Villar d'Onne- 
Kuranın “həndəsəsinin” sirrini açmaq hətta 
memarlıq tarixçilərinə də asan olmadı.

ABAKDA RİYAZİYYAT

Orta əsrlərdə riyaziyyat elmi adlanmaq 
uğrunda mübarizəni artıq hesablama ргак- 
tİKası aparmağa başladı. BeləlİKİə də X əs
rin sonundan hesab üzrə rəhbər sənəd son
radan Roma Papası II Silvester olan, rahib 
alim OriyaKalı Herbertin (940-1003) “АЬак 
qaydaları haqqında” traKtatı oldu.

АЬак - bu sadə hesab aləti idi (“Hesabın 
dörd əməli” məqaləsinə bax). Onun necə gö
ründüyünü təsəvvür etməK üçün rus sayğacı
nı yada salmaq Kifayətdir. Herbertin аЬак 
aləti bir az fərqlidir. O hesablama elementlə
rinin yerinə üzərinə 1-dən 9-a qədər rəqəmlə
rin yazıldığı jetonlardan istifadə edirdi. 
АЬакш üzərində rəqəmləri yerləşdirərəK, 
Herbert müxtəlif natural ədədləri, onluq sis
temdə təsəvvür etdiyimiz Kimi təsvir edirdi. 
Sadəcə sıfırın əvəzinə boş jeton qoyurdu.

Yeni аЬакт üstünlüyü onun üzərində 
vurma və bölmə əməlinin aparılması idi 
(Köhnə Roma abaKi əsasən toplama və çıxma 
əməlləri üçün yararlı idi). АЬак üzərində 
hesablamanın rahatlığı yaddaşı maKsimal 
dərəcədə yüngülləşdirməsi idi: hesablama
lar deməK olar kİ, avtomatİK aparılırdı, vur
ma və bölmə zamanı rəqəmləri yadda sax
lamaq lazım deyildi. Ara nəticələri adətən 
mum lövhəyə yazırdılar və yaxud da barmaq 
Kombinasiyaları ilə ifadə edirdilər. Qeyd et- 
тэк lazımdır Kİ, latın Qərbində barmaqlar
da (9999 qədər) rəqəmlərin ifadəsinin inKİ- 
şaf etmiş sistemi mövcud idi. Bu sistem ba

rəsində Beda Dostopoçtem (673-735-ci illər) 
Pasxa günlərinin hesablanmasına həsr edil
miş “Zamanın hesablanması haqqında” traK- 
tatında danışmışdı. Həmçinin romalı VİK- 
torinin 457-ci ildə tərtib etdiyi vurma cəd
vəli də çox KÖməK edirdi.

Herbertin bu nişanlanmış jetonlarla 
аЬак üsulunun haradan ağlına gəlməsi sirr 
olaraq qalır. Bir orta əsr müəllifi, “Herbert 
abaKi saratsiyalılardan (yəni ərəblərdən) 
oğurlayıb” Kimi məlumat verir. Həqiqətən 
o, cavanlıqda bir müddət ispan marxasında 
(ərəblərlə sərhəd ərazidə) olub. Amma o 
dövrdə ərəblərdə belə аЬакт olması barəsin
də sübut yoxdur.

GörKəmli riyaziyyatçı və yorulmaz Kİ1- 
sə-siyasi xadimi Herbert OriyaKalmın adı 
ətrafında böyüK sayda şayiə və əfsanələr gə
zirdi. Onu hətta cadugərlİK və iblislə təmas
da günahlandırırdılar. Barbar əsrində vur
ma və bölməni, çox güman kİ, buxar gücü 
ilə işləyən “danışan başları” və daha bir çox 
maraqlı əşyaları hazırlamağı bacaran insan 
haqqında böyüK həvəslə əfsanələr uydurur
dular.

Daha bir önəmli ixtiranı Herbertin adı
na yazırlar (baxmayaraq Kİ, bu onun ölü
mündən sonra şöhrət tapmışdır). Bu “rit- 
momaxiya” (rəqəmlərin döyüşü) adlı stolüs
tü oyundur. Ritmomaxiyanın oyun sahəsi 
şahmat sahəsinə oxşayır. Oyun, rəqəmlər 
barədə sadə bilİKİərə əsaslanaraq, yeddi əsr 
ərzində rəqəmlərlə işləmə vərdişlərini aşıla
yaraq cəbrə giriş rolunu oynayırdı.

XII əsrin əvvəllərindən Avropada ərəb
lərdən mənimsənilmiş onluq say sistemi ya
yılmağa başladı. Amma universitet profes
sorları ona qarşı maraq göstərmirdilər, üs
tünlüyü Pifaqor sayına və ya аЬак qaydala
rına verirdilər. Hesab edilir kİ, ərəb sayının 
rahatlığını İİK dəfə italyan tacirləri qiy
mətləndirib. Yeni say sistemi XIV-XV əsr
lərdə İtaliyanın tacir mühitində, sənətKar 
şəhərlərində şöhrət tapır. Zəngin ticari öl- 
Kələrin tacirləri tez-tez smeta, maliyyə-qa
nun layihələri tərtib etməli, faiz hesabla
malı olurdular. Onluq sistem tam olaraq Av
ropada, bahalı perqamentin əvəzinə üstündə 
hesablama aparma imKanı olan Kağız mey
dana çıxanda yerini möhKəmləndirdi. Am
ma hətta Kitab çapının inKİşafı belə, abaKda 
hesab aparmanı tamamən sıxışdırıb aradan 
çıxara bilmədi.

HƏRƏKƏT HAQQINDA ELM VƏ 
RİYAZİYYAT

Orta əsrlər təfəKKÜrünün orijinal nai
liyyətlərindən biri - hərəKətin riyazi nəzə
riyyəsidir. XII əsrdən başlayaraq ərəb 
tərcümələrindən Avropaya tədricən Aris
totelin ideyaları gəlməyə başladı. Baxmaya
raq Kİ, Aristotelin özü riyazi metodların 
fizİKada istifadəsinin əleyhinə idi, məhz 
onun ideyalarının latın dilində Qərbdə 
oxunmasından sonra hərəKət haqqında özü
nəməxsus bir elm meydana gəldi.

NİKola Orem 
(1323-1382)

O, ciddi olaraq XVI əsrdə inKİşaf etmə
yə başladı. Bu elmin İKİ xüsusiyyəti var idi. 
Həm Aristotel, həm də orta əsr alimləri hə- 
rəKət dedİKdə, istənilən dəyişİKİiyi başa 
düşürdülər: rəngin və temperaturun dəyiş
məsindən tutmuş, əşyaların meydana gəlib 
itməsinə qədər. Bu səbəbdən eyni mənti
qi-riyazi quruluş, belə deyəK, tənasüb nəzə
riyyəsi, fəzada yerdəyişmə, insan orqaniz
mində “istilİK” və “soyuğun” paylanması (o 
dövrdə bu nəzəri tibbin əsası idi) və hətta 
mələK və insanlardan cansız təbiətə qədər 
ilahi mÜKəmməlliyin dərK edilməsinə dair 
“nəhəng məişət zənciri” Kimi fərqli məf
humların təsviri üçün istifadə edilirdi.

Orta əsrlər hərəKət nəzəriyyəsinin di
gər xüsusiyyəti təbiət üzərindəKİ müşahidə
lərin həlledici rol oynamaması idi. Adətən 
onlar fİKİrlərə təKan olurdu, daha sonra isə 
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fİKİr tamamən məntiqə doğru gedirdi. Təd
qiqatın bu növü sxolastİKa (yunan dilindən 
tərcümədə “sxolastiKos” - “məKtəb”, “elm” 
deməKdir) adlanır.

HərəKətin riyazi modelləri astrologiya 
ilə mübarizədə istifadə edilirdi. BeləlİKİə, 
fransız sxolastİK NİKola Orem (1323-1382), 
fərz edirdi kİ, əgər İkİ luminariy götürsəK, 
onların sürətinin nisbətinin göstəricisinin 
rasional ədəd olma ehtimalı həddən artıq az
dır. Bu nisbət irrasional ədədlə ifadə olun
duğu üçün, İkİ luminariy səmada öz çıxış 
vəziyyətini təKrar etmədiyi üçün astrologi
ya dəqiq elm ola bilməz.

HərəKətin riyazi nəzəriyyəsi tam ola
raq ingilis sxolastı Riçard Suaynsxedin 
“Hesablamalar Kitabı” və Oremin əsərlərin
də verilmişdir. İdeya əşyaların “кеуйу- 
yət”ini, əsasən də hərəKətinin sürətini za
man və ya məsafəni göstərən xəttə perpen
dİKulyar düz xətli parçalar ilə təsvir etməK- 
dən ibarətdir. Əgər üfüqi xətdə zaman qeyd 
edilirdisə, sürətin zamandan asılılığını gös
tərən müasir şəKİllərə uyğun bir təsvir ya
ranırdı. Cismin müəyyən zaman Kəsiyində 
Keçdiyi yolu zaman oxunda qurulmuş fiqur 
ifadə edirdi. Məsələn, sabit sürətlə hərəKət- 
də bu, düzbucaqlı idi, bərabəryeyinləşən və 
ya bərabəryavaşıyan hərəKətdə düzbucaqlı 
üçbucaq və s. idi. Alman fiqurları riyazi 
nöqteyi-nəzərdən tədqiq edirdilər.

Orem sübut edirdi kİ, bərabəryeyinlə
şən hərəKətdə düzbucaqlı üçbucağın sahəsi, 
üçbucaqdan İkİ dəfə alçaq olan düzbucaqlınm 
sahəsinə bərabərdir. MexanİKa nöqteyi-nəzə
rindən bu bərabəryeyinləşən hərəKət edən 
cismin getdiyi yol onun orta sürətlə eyni za
man müddətində Keçəcəyi yola bərabər ola
caqdır. 250 il sonra bu vəziyyətin dəqiq 
sübutunu cismin boşluqda sərbəst düşməsini 
təsvir edən Qalileo Qaliley verəcəK.

Biz lazımi qədər sadə misal göstərdİK. 
Amma sxolastlar daha çətin problemlərlə 
məşğul olurdular. Fərz edəK kİ, cisim 1-ə 
bərabər zaman Kəsiyində 1 sürətilə, - zama

nı ərzində 2 sürətilə, - = Д zamanında 3 
4 22

sürətilə, — = Д- zaman Kəsiyində 4 sürətilə
8 2

və s. hərəKət edir. 2-yə bərabər zaman Kəsi
yində cisim nə qədər yol qət edəcəK. (bu

rada hərəKətin ümumi zamanı vuruğu 

olan sonsuz həndəsi silsilənin cəmi olur:
+ 7 + 77+•••= 2.). Bəs bu yol özü sonsuza 

dönməyəcəKmi?
Müasir riyaziyyatçı cismin Keçdiyi 

yola

sonsuz sırası şəKİində Kəmiyyəti qarşı 
qoyacaqdır.

Bu sıranın əvvəlcə yığılan olub-olmadı
ğını araşdırmaq, əgər yığılandırsa, onun cə
mini tapmaq gərəKdir.

Orem başqa cür düşünürdü. Onun ver
diyi çertyojdan da (şəkİİ 2) göründüyü Kİmi 
sonsuz sıranın cəmi pilləli xətt altında 
AB=2 parçasının üzərində qurulmuş sahə 
Kİmi təqdim edilmişdir. Hər pillənin hün
dürlüyü 1-ə bərabərdir, eni isə vuruğu — 

2 
olan həndəsi silsilənin ardıcıl hədləri olmaq
la sonsuz azalır. Sonra Orem CD=2 üfüqi 
parçası üzərində qurulmuş, hündürlüyü 1 
olan düzbucaqlıya baxır. Bu düzbucaqlınm 
sahəsi 2-yə bərabərdir. CD Kəsiyi C nöqtə
sindən başlayaraq uzunluqları 1, 1/2, 
1/22,1/23,1/24... qanununa uyğun olaraq 
azalan parçalara bölünür. Bu KƏsİKİərin uc
larından Orem şaquli xətt Keçirir, belə Kİ, 
düzbucaqlı həmin həndəsi silsiləni təşKİl 
edən E, F, G və s. sonsuz sayda düzbucaqlı- 

lardan ibarət olur. Daha sonra o qeyd edir 
Kİ, pilləli fiqurun iİKİn pillənin üstündə qal
xan hissəsi eyni E, F, G və s. düzbucaqlılar- 
dan ibarətdir. Belə kİ, E+F+G+...=2, 
birinci pillənin sahəsi də 2-yə bərabərdir, 
pilləli xəttin ümumi sahəsi 4-ə bərabər ola
caq. BeləlİKİə, asan həndəsi mülahizələrin 
Köməyi ilə orta əsrlərdə bəzi riyazi təhlillər 
edilirdi.

Amma yenə də orta əsrlər hərəKət nə
zəriyyələri daha çox məntiqi-fəlsəfidir, nə- 
inKİ riyazi. Axı o zamanlar, antİK dövrdə ol
duğu Kİmi, riyaziyyat humanitar mədəniy
yətdən ayrılmamışdı. Təəccüblü deyil Kİ, 
orta əsrlər riyaziyyatçıları arasında teoloq
lar (ilahiyyatçılar) az deyil. İngilis sxolastı 
Tomas Bradvardin (1290-1349) də teoloq ol
muşdur. “İlahi səbəb” traKtatmda o İİk dəfə 
olaraq, bizim dünyamızın qərq olduğu mə- 
капш sonsuz olduğu fİKrini irəli sürmüş
dür. Bu antİK və orta əsrlər dövrü üçün yol
verilməz olan ideya sonradan Avropa fİKri- 
nin inKİşafında vacib rol oynadı. Nəticədə bu 
fİKİr sonsuzluğun, İlahinin atributu, bəzən 
isə İlahinin özü ilə eyniləşdirilməsinə gətirib 
çıxardı. Kosmos haqqında antİK və orta əs
rlər anlayışını tamamən darmadağın edərəK, 
o yeni elmlərə - səma mexanİKası və XVII əsr 
riyazi analizin yaranmasına yol açdı.

Daha bir nümunə göstərməK olar - teo
loq və riyaziyyatçı Kardinal NİKOİay Kuzan- 

NiKolay KuzansKiy 
(1401-1464)

SKİy (1401-1464), sonsuz kİçİk və sonsuz 
böyÜK anlayışlarını gətirdi. O bu fİKrə dai
rənin Kvadraturası və İlahinin və onun ya
ratdığı Kosmosun yerləşdiyi teoloji prob
lemlər haqqında düşünərəK gəlib.

Görəsən hərəKət haqqında orta əsr elmi 
riyazi dünyagörüşünün əsasıdırmı? Bəİkə 
də XVII yüzillİKdə yeni elm yunan riyaziyy
atının nümunələrinə, İİk olaraq da orta əs
rlərdə anlaşılmayan Arximedin əsərlərinə 
əsaslanaraq, lazım olmayan sxolastİK nəzə
riyyələrini atmışdır? Bu haqda hələ də elm 
tarixçiləri mübahisə aparırlar.

LEONARDO PİZALI VƏ ONUN DÖVRÜ

Müasirləri arasında onun tayı-bərabəri 
yox idi. Hətta sonraKi üç əsrdə belə ona rə
qib olacaq riyaziyyatçının adını çəKməK 
mümKÜn deyil. Leonardo Pizalının (1180- 
1240) yaradıcılığı cəbr və ədədlər nəzəriy
yəsi Kİmi elmlərin inKİşafına, xüsusilə də 
Fransua Viyet və Pyer Ferma Kİmi riyaziyy
atçıların tədqiqatlarına həlledici təsir gös
tərdi.

Leonardo nəhəng italyan ticarət şə- 
hər-respublİKası Pizada anadan olub. Onu 
adətən Fibonaççi, yəni Bonaççinin (Mehri
ban) oğlu adlandırırdılar. Onun əsl famili
yası deyilənlərə görə Biqollo idi. Ən azından 
öz qohumu üçün etibarnamə ilə aldığı torpa
ğın sənədlərində bu familiya ilə qeyd edil
mişdir.

Leonardonun atası Pizada notarius idi. 
Oğlu dünyaya gəldİKdən sonra onu Bucaya 
(indİKİ Əlcəzair), Konsulun vəzifələrinə uy
ğun xidməti vəzifəyə göndərdilər. Leonar
donun 12 yaşı olanda, atası onu işlərlə, əsa
sən də Kommersiya hesabları ilə tanış etməK 
üçün yanına çağırdı. Bütün bu məlumatları 
Leonardo özü əsas əsəri olan “АЬак Kitabı” 
əsərinin ön sözündə göstərir.

Leonardo Misirə, Suriya, Siciliya və 
Provansaya səyahət etmişdir və hər yerdə 
cəbr və yeni hesablama üsulları ilə tanış 
olmağa çalışmışdır. O, əmin olmuşdur kİ, 
onluq say sistemi bütün digər sistemlərdən 
üstündür.

Pizaya qayıtdıqdan sonra Leonardo 
ciddi surətdə riyaziyyatla məşğul olmağa 
başladı. O, EvKİidin “Başlanğıclar” əsəri ilə 
tanış oldu, bu bilİKİəri ərəb alimlərindən öy
rəndiyi bilİKİərlə birləşdirərəK, 1202-ci ildə
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“АЬак Kitabı” - öz dövrünün əsl riyazi en- 
sİKİopediyasını yaratdı. Burada müəllifin 
yÜKsəK zəKasmın təzahürünün şahidi olu
ruq: Leonardonun əsəri tələbə Kompilyasi- 
yası deyil, dərin düşünülmüş və orijinal 
əsərdir. Burada cəbr, həndəsə və ədədlər nə
zəriyyəsinin məsələləri təhlil edilir.

Məhz bu Kitabda İİk dəfə olaraq dov
şanlar haqqında məşhur məsələsinin həlli 
göstərilmişdir. Bu məsələdə bir cüt dovşan
dan əgər hər ay artmağa qadir olan və tələf 
olmayan bir cüt dovşan doğularsa, bir ildə 
neçə dovşanın törəyəcəyi sorulur. Cavab 
1+1+2+3+5+84-...+144 silsiləsi Kimi veri
lir, burada bu silsilənin üçüncüdən başlaya
raq hər bir həddi özündən əwəİKİ İkİ 
həddinin cəmidir:

«n+ı =
Ardıcıllıq sonradan Fibonaççi ardıcıllığı 

adlandırıldı (“Ardıcıllıqlar” məqaləsinə bax).
1223-cü ildə Leonardo bu Kitabın İKİn

ci nəşrini dostu, imperator II Fridrixin sa
ray astronomu, sonradan Dantenin “ilahi 
Komediya”da qeyd etdiyi (Dante onu Cəhən
nəmin səKKİzinci pilləsinə, özlərini uzaqgö
rən adlandıran yalançıların yanına yerləş
dirdi) - MİKel SKottoya həsr etdi.

Bu ithafetmə Leonardonun İİk maarif
çi despotlarından biri olan II Fridrix Ştau- 
fenin sarayına nə qədər yaxın olduğunu 
göstərir. Amma həmin sərt dövrdə belə 
Fridrix xüsusi qəddarlığı ilə şöhrət tapdı. 
Deyilənlərə görə o, canlı insanlar - məhKum- 
lar üzərində anatomİK tədqiqatlar aparmağa 
icazə verirdi. Bununla yanaşı o, ədəbiyyata 
və elmə himayədarlıq edərəK, özünü alim və 
filosoflarla əhatə etmişdi.

Leonardonun Siciliya sarayı ilə əlaqəsi 
gözə çarpandır. Axı məhz Siciliya və İspani
yanın Köməyi ilə Qərbi Avropa ərəb elmi ilə 
tanış oldu. Amma İspaniyadan fərqli olaraq, 
Siciliyada ellin elmi ilə birbaşa əlaqə də var 
idi. İş ondadır Kİ, ada qədim dövrlərdən zən
gin mədəni şəhərləri olan yunan Koloniyası
dır. Ellin ənənələri, ada romalılar tərəfindən 
işğal olunduqdan sonra (b.e.ə. III əsrin sonu) 
da qorunub saxlanıldı. Ərəblər Siciliyada 
827-878-ci illərdən məsKən salmışlar. Onları 
normanlar sıxışdırıb çıxararaq Siciliya Krallı
ğını yaratdılar. Ərəblər Kimi normanlar da 
dini tolerantlıq nümayiş etdirdilər, bu səbəb
dən də adada həm xristian, həm də müsəlman 
dini, üç İşIək: yunan, latın və ərəb dili möv

cud idi. Alimlər sərbəst halda münasibət qu
rur, elm mübadiləsi aparırdılar.

Fridrixin sarayında elmi müzaKİrələr 
aparılırdı. Onlardan birində saray filosofu 
magistr İohann PalermsKİy Leonardo Pizan- 
SKİyə İkİ sual verdi:

1) x3 + 2x2 + lOx = 20 tənliyinin 
KÖKÜnü tapmaq; (*)

\x2 + 5 = u2,
2) j „ o tənlİKİər sisteminin

[x2-5 = v2
rasional həllini tapmaq (**).

Leonardo hər İkİ məsələ ətrafında əsas
lı tədqiqat apararaq “Çİçək” və “Kvadratlar 
Kitabı” (və ya “Kvadrat ədədlər haqqında Ki
tab”) (1225) əsərlərini yazdı. Bu Kitabların 
hər İKİsinin yalnız 1862-ci ildə nəşr edilmə
sinə baxmayaraq, Avropa riyaziyyatçılarına 
yaxşı tanış idilər.

Birinci Kitabda Leonardo müəyyən etdi 
kİ, (*) tənliyinin kökü nə tam, nə də Kəsr 
ədəddir. O, həmçinin Vn, Vn + 4rn və ya 
4n - 4m şəKİində ola bilməz. Nəhayət, Leo
nardo onu altıncı altmışlıq işarəyə qədər də- 
qiqlİKİə hesabladı: x = 1; 22,7,42,33,4,40 (bu
rada nöqtəli vergül tam hissəni Kəsrdən, ver
güllər isə altmışlı hissələri ayırır). Bu ifadə
nin hansı yolla alındığı, hələ də məlum deyil.

İohann PalermsKİ tərəfindən verilmiş 
İKİnci məsələni Leonardo “Kvadratlar Kİta- 
bı”nda tədqiq etmişdir. Nəhayət o, cavab 
tapdı, amma bu əsas deyildi.

Bu məsələ ətrafında mülahizələr daha 
maraqlı məsələyə yol açdı: 4pq(p2 - q2) nə 
ifadə edə bilər? Leonardo bəyan etdi kİ, p və 
q tam olarsa bu ədəd heç cür Kvadrat ola bil
məz. Mənasına görə bu bəyanat Fermanın 
məşhur teoreminin eKvivalenti idi. BeləlİK- 
lə, Fermanın teoreminin xüsusi halı ondan 
400 il əvvəl tapılmışdır. Amma Leonardoya 
bunu isbat etməK nəsib olmadı.

* * *

Sonradan “Kvadratlar Kitabı” əsərinin 
müqəddiməsində Leonardo yazırdı:

“Əlahəzrət Fridrix, magistr DominiK 
məni sizin hüzurunuza gətirəndə, magistr 
İohann PalermsKİy mənə İKİ sual verdi, bu 
haqda mən sonra danışaram, amma qeyd et- 
тэк istərdim Kİ, bu suallar ədədlərdən çox 
həndəsəyə aid idi, daha dəqiq desəm, 5

vahid artırdıqda və ya azaltdıqda, hər dəfə 
də müəyyən ədədin Kvadratına bərabər olan 
ədədi tapmaq lazım idi.

Bu sualın həlli barədə düşündÜKdən 
sonra, gördüm Kİ, bu həllin mənbəyi Kvad
rat ədədlərə aid olan bir çox əşyalarda möv
cuddur. Bundan başqa Pizada gedən söh
bətlərdən Əlahəzrətin mənim ədədlər haq
qında yazdığım Kitabı oxuyub və incə müla
hizələrdən zövq aldığını anladıqdan sonra 
Sizin sarayda filosof tərəfindən mənə veril
miş və tərəfimdən formalaşdırılmış sualı 
xatırladım. Mən bu sualı mövzu Kimi gö- 
türərəK, əsl əsər yazmağı və bu əsəri “Kvad
rat ədədlər haqqında Kitab” adlandırmağı 
qərara aldım. İndi isə mən Sizdən Kitabda 
həqiqətə az və ya çox yaxın faKtlar görəndə 
lütf etmənizi xahiş edirəm, belə Kİ, hər şeyi 
xatırlamaq və heç bir səhv etməməK yalnız 
ilahi гэка sahibinə xasdır və eyibsiz və hər 
şeyi nəzərə ala biləcəK şəxs yoxdur”.

İNTİBAH DÖVRÜ: ŞƏRƏFLİ 
İXTİRALAR

XV-XVI əsrlər İntibah və ya renessans 
dövrü Kimi qəbul edilmişdir, bu əsrlərdə an
tİK Yunanıstanda mövcud olan yÜKSƏK sə
viyyəli mədəniyyət dirçəlməyə başladı. Baş
qa ölKələrdən fərqli olaraq İtaliyada İntibah 
dövrü iqtisadi və mədəni baxımdan daha çox 
inKİşaf etmiş, daha tez başlamışdır. Bundan 
əlavə coğrafi baxımdan İtaliya Qərb və Şərq 
arasında əlaqələndirici halqa idi. Yeni cərə
yan məşhurların yaradıcılığında: Dante 
Aligyerinin, Covanni BoKKaçonun və Fran- 
çesKO Petrarxanın poeziya və nəsrində, Cot
to, Leonardo da Vinçinin və Rafael Santinin 
rəsm tablolarında, MİKelancelo Buonarroti 
və Benvenuto Çellininin heyKəllərində öz 
ƏKSİni tapdı. Onlar insanın sərhədsiz imKan- 
larına, iradəsinə və zəKasına inanırdılar; 
onun yaradıcılıq qüvvəsinə ümid edərəK, 
ideal harmoniK və yaradıcılıq idealının ol
duğunu iddia edirdilər.

intibah dövrü həm də nəhəng coğrafi 
ixtiralar dövrü oldu. 1492-ci ildə Xristofor 
Kolumb AmerİKanı Kəşf etdi, 1519-1521-ci 
illərdə Fernan Magellan dünya səyahətinə 
çıxdı. İntibah dövrünün parlaq nümayəndə
si həKİm, riyaziyyatçı və filosof Cerolamo 
Kardano bu haqda belə yazırdı:

“Mən bütün Yer Kürəsinin icad edildiyi

SalamanKi Universiteti

əsrdə doğulmuşam, qədim dövrdə onun üçdə 
bir hissəsi məlum idi... Görəsən, səma sa- 
Kİnlərinin ildırımından təhlÜKƏİi olan piro- 
texnİKa və insan ildırımından (yəni artille
riya) təəccüblü nə var? Mən, sahilsiz dəniz
lərdə gecə qaranlığında dəhşətli tufanlardan 
xilas olmaq üçün bizə yol göstərən - ey bö
yÜK maqnit, səni də unutmaram! Bura həm 
də dördüncü ixtiranı da - Kitab çapını da 
əlavə edəK. O, ilahi möcüzələrlə rəqabət apa
ra bilər. ÇünKİ bu ixtiradan sonra bizə yal
nız səmanı fəth etməKdən başqa nə qalır?”

Orta əsrlərdə Avropanın nəhəng elmi 
mərKƏzlərindən biri Bizans idi. Bura müxtə
lif ölKələrdən qədim yunan əlyazmalarını 
KÖçürməK, öyrənməK və şərh etməK üçün 
alimlər gəlirdi. Məhz Bizans alimləri, qədim 
Çin traKtatlarının taleyini (b.e.ə. 213-cü 
ildə İmperator Sin Şi Xuan-di əmri ilə onlar 
yandırılmışdır) təKrar edə biləcəK qiymətsiz 
qədim yunan irsini sonraKi nəsillər üçün qo
ruyub saxlaya bildilər.

TürKİərə qarşı ittifaq axtaran Bizan
slar Venetsiya ilə yaxınlaşdı. O zamanlar 
Venetsiya gəmiləri dənizləri və zəngin şə
hərləri fəth edərəK, Yaxın Şərqin liman şə
hərləri ilə ticarət aparırdılar. Konstan
tinopolun süqutundan sonra 1453-cü ildə 
orda işləyən alimlər Qərbə Köçməyə başladı
lar. BeləliKİə də Avropanın elm aləmi yunan 
dilində yazılmış riyaziyyata dair KİassİK 
əsərlərlə tanış oldular.

Amma elmi bilİKİər çox yavaş yayılır
dı. Riyaziyyatı, o dövrlərdə Kilsənin hima
yəsində olan universitetlərdə tədris edir
dilər. Onun iyerarxiyası dünya haqqında or
ta əsrlərin təsəvvürünü saxlamağa çalışırdı
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və elmin getdİKcə artan təsirinə zidd idi. 
Həm də alimlər adətən təKbaşına çalışırdı
lar. Elmi cəmiyyətlər və jurnallar yox idi, 
riyaziyyatçılar elmi yazışma aparmırdılar. 
Hansısa bir mesenatın yanında muzdlu çalı
şan riyaziyyatçılar, ağanın qəzəbindən qorx
duqları üçün, öz ixtiralarını qısqanclıqla qo
ruyurdular.

O dövrlərin xaraKterİK əlaməti - elmi 
turnirlərdir. Belə turnirlərdəKİ qələbə bəzən 
alimlərin taleyində həlledici rol oynayırdı. 
Qalib yalnız şöhrət deyil, həm də böyÜK pul 
mÜKafatı qazanırdı, bəzən isə sərfəli bir iş 
təKİifi də alırdı.

XV əsrin ortalarında Kitab çapı ixtira 
edildİKdən sonra bilİKİər daha geniş insan 
Kütləsinə əlçatan oldu. Baxmayaraq Kİ, elmi 
əsərlər İİk çap Kitablarının siyahısına düş
mədi, amma yenə də XV əsrin sonunda Av
ropada “Kommersiya hesabı” (1478), Ev- 
Kİidin “Başlanğıclar” (1482) əsəri (XIII

Ьика Paçoli
(1445-1514)

əsrdə Kampana NavarsKİnin latın tərcümə
sində) və alim Ьика Paçolinin “BilİKİərin 
məcmusu” (1494), XVI əsrdə Apolloniy və 
Arximedin çap edilmiş əsərləri meydana 
gəldi. Latın dilində olan Kitabları hamı oxu
ya bilmədiyi üçün, Paçoli, Qaliley və DeKart 
şüurlu olaraq öz əsərlərini “danışıq” dillə
rində - italyan və fransız dilində yazırdılar.

İtalyan Paçolinin “BilİKİər məcmusu” o 
dövrdə cəbr, riyaziyyat, həndəsə və triqono
metriya üzrə bilİKİərin cəmindən ibarət idi. 
Bu əsərdə Leonardo PizansKİnin “АЬак Ki
tabı” əsəri tamamən təsvir edilmişdir. Cəbri 
tənlİKİərə həsr edilmiş bölümün sonunda, 
Paçoli qeyd edir kİ, Kub tənlİKİərin həlli 
üçün “cəbr sənəti üsul verməmişdir, necə
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Unefttüro

“BiliKlər məcmusu” nun birinci səhifəsi 
L.Paçoli Venesiya 1523-cü il

kİ, dairənin Kvadraturasının üsulunu ver
məyib”. Onun sözləri cəbr alimlərinin növ
bəti nəsli üçün çağırış rolunu oynadı. Bəİkə 
də “orta əsrlərin yuxusu”ndan sonra avro
palılar İİk dəfə anladılar Kİ, KİassİK nümu
nələrə əməl etməK və antİK elmi öyrənməK 
azdır, yeni nə isə icad etməK, KİassİKİərin 
göstərdiyi sərhədləri aşmaq lazımdır. Onlar 
buna nail oldular. XV7 əsr italyan riyaziy
yatçıları üç və dörd dərəcəli cəbri tənlİKİə- 
rin kök düsturlarını tapdılar, bununla da 
əsrlər boyu alimlərə həlledilməz görünən 
məsələni həll etdilər. Buna görə XVI əsr ri
yaziyyat tarixinə cəbr əsri Kİmi daxil oldu.

MƏXFİ DÜSTURLAR

0 dövrün riyaziyyatında mənfi ədədlər 
“vətəndaşlıq hüququ” almamışdılar. Onlar
dan yalnız aralıq hesablamalarda istifadə 
edirdilər, əgər axtarılan kök mənfi işarəli 
olurdusa, tənliyin kökü olmadığı qəbul edi
lirdi. İstənilən Kub tənliyi həll etməK üçün 
riyaziyyatçılar üç müxtəlif tənliyin necə 
həll olunduğunu bilməli idilər:

x3 + px = q, 
x3 - px + q, 
x3 + q = px,

burada p, q - müsbət ədədlər idi. Bu 
düsturların KÖKÜnün tapılma tarixi intriqa, 
dramatizm, тэкг və yalanla zəngindir.

İİk olaraq Boloniya universitetinin 
professoru Stsipion Dal Ferro (1465-1526) 
uğur qazandı. DeməK lazımdır kİ, XV-XVI 
əsrdə Boloniya universiteti Avropanın məş
hur universitetlərindən biri idi. Müxtəlif 
dövrlərdə LuKa Paçoli, Albrext Dürer və Ni- 
Kolay KopernİK onun tələbələri olub. 
1515-ci ildə Dal Ferro x3 + px = q tənliyinin 
həllini tapdı, amma o dövrün adətlərinə gö
rə dərc etməyərəK, sirr saxladı. Bu icadın 
əlyazmasını Dal Ferro öz KÜrəKəninə, Kafed
rasının sələfinə - Hannibal della Naveyə 
verdi. Əlyazmalar tapılmasa da, alimin 
müasirləri onun prioritetini mübahisə mən
bəyinə çevirmir, hətta XVI əsr riyazi əsərlə
rində “Dal Ferro qaydasını” göstərirlər.

Məşhur italyan riyaziyyat tarixçisi 
U.Forgi Dal Ferro üsulunu bilən daha İkİ 
adamın: zadəgan Pompeo Bolonetti və Dal 
Ferronun tələbəsi Antonio Mariya del Fyore- 
nin adını çəKİr. Müəlliminin ölümündən son
ra del Fyore ona xəbər verilmiş sirdən istifa
də edərəK elmi turnirlərdə qələbə çalırdı.

BeləlİKİə, 1535-ci ildə Fyore turnirdə 
yarışa məşhur riyaziyyatçı NİkoIIo Tartal- 

yanı (təxminən 
1499-1557-ci il
lər) çağırdı. Tar- 
talya Fyorenin 
Stsipion Dal Fer
ronun sirrindən 
agah olduğunu bi
lib, turnirə qədər 
sərbəst olaraq kö- 
KÜn düsturunu 
tapdı və qələbə qa
zandı. İkİ saat ər
zində o Fyorenin 
bütün məsələləri
ni həll etdi. Rə
qib isə Tartalya- 
nın sözlərinə gö

rə hətta Dal Ferronun qaydası ilə həll edə bi
ləcəyi məsələlərlə belə bacarmadı.

Turnirdən bir gün sonra Tartalya hətta 
x3 = px + q tənliyini də həll etdi. Bu, bö- 

NİkoIIo Tartalya 
(1499-1557)

уйк icad idi. Alim şöhrət qazandı, Verona- 
ya, Venetsiyaya, Pyaçenstaya, Breşə dərs 
deməyə dəvət edildi. Amma Tartalya öz 
düsturlarını nəşr etdirmədi. Səbəb?

Birinci növ Kub tənlİKİəri, yəni 
x3 = px + q tənliyini x - Vu - Vü əvəzləməsi 
ilə Tartalya (Dal Ferrodan sonra) Kvadrat 
tənlİKİərə çevirərdi:

tənliyin disKriminantı

müsbətdir, buna görə dəD = P
3

onun bir müsbət kökü var. x3 = px + q tipli 
tənlİKİərin həlli üçün Tartalya x - s[u + '34v 
əvəzləməsi etməyi qərara aldı. Müvafiq ola
raq o disKriminantı həm mənfi, həm də 
müsbət olan Kvadrat tənliyi aldı. Onun mən
fi olduğu halda Tartalyanın üsulu işləmirdi, 
baxmayaraq Kİ, Kub tənliyin həlli vardı.

Məhz bu çətinlİK alimlər üçün maneə 
oldu. Tartalya, çox güman kİ, bütün incəlİK- 
ləri həll etməmiş öz düsturunu çap etməK is
təmirdi.

Bununla yanaşı Tartalya hələ sağ İKən 
onun ən gözəl icadı başqasının Kitabını bəzə
di. Bu belə baş verdi.

1536-cı ildə Cerolamo Kardano “Cəbri 
təcrübə” adlı Kitabını çapa hazırlayarKən İKİ 
alimə - NİkkoIo Tartalya və Antonio del 
Fyoreyə məlum olan “Dal Ferronun qaydası” 
haqqında öyrənir. Kardano anlayır Kİ, əgər 
bu nəticəni öz Kitabında dərc etdirərsə, şöh
rət tapacaq. Amma bu düsturu sərbəst tap
ma cəhdlərinin hamısı boşa çıxdı. Bu zaman 
o sirri Tartalyadan öyrənməK qərarına gəlir. 
Və nəhayət uzun-uzadı dilə tutmalardan 
sonra 1539-cu ilin mart ayında Tartalya, 
Kardano bu icadı heç kəsə açmamağa, hətta 
şifrələyəcəyinə and içdİKdən sonra ona həl
lin “şerlə alqoritmini” verdi.

Bundan sonra Kardanonun ən istedadlı 
tələbəsi olan LudovİK Ferrari (1522-1565) 
dördüncü dərəcəli tənlİKİərin həllinə müvəf
fəq oldu. Kardanonun belə möhtəşəm nəti
cələri çap etdirməK arzuları sadəcə yan 
Keçilməz oldu. Bundan başqa 1542-ci ildə 
Kardano və Ferrari della Nave ilə görüş
müşdülər, o isə öz növbəsində qayınatasının 
əlyazmasını böyÜK həvəslə qonaqlarına gös
tərmişdi. DeməK Kİ, o, yalnız Tartalyaya



Riyaziyyat ensiklopediyası - 1 Riyaziyyat ensiklopediyası - 1

HIERONYMI CAR
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ARTIS M AGN>E,
SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS, 

Lıb.unus. Qui & totius opens de Arithmetics, quod 
OPVS PBRFECTVM 

infaıpfitxft in ordine Dedmus,

lara buraxırdı:

Cerolamo Kardano 
(1501-1576)
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“Dahi incəsənət” traKtatınm 1-ci səhifəsi.
C.Kardano

məlum deyildi! Kardano Tartalyaya verdiyi 
sözü poza biləcəyini düşündü və ona məlum 
olan hər şeyi öz Kitabında təqdim etdi.

Qeyd etməK lazımdır Kİ, Kardano bö
yÜK icadların şöhrətini ona layiq olan adam-

“Bizim dövrdə
Stsipion Dal Ferro 
“Əşyanın Kubu üs
təgəl əşya cəmə bə
rabərdir” düsturu
nu icad etdi. Bu hə
qiqətən də əsrarəng
iz icad idi. Belə Kİ, 
bu sənət bütün in
san zəKasını Kölgə
də qoyursa, onu sə
manın töhfəsi və əq- 
lin qüvvəsi Kimi qə
bul etməK lazımdır. 
Bu o qədər şərəfli 

bir ixtiradır Kİ, onu əldə edən insandan hər 
şeyi gözləməK olar. Onunla rəqabət apara
raq Dal Ferronun tələbəsi Antonio Mariya 
Florido tərəfindən turnirə çağırılan Berşli 

NİkkoIo Tartalya məğlub olmamaq üçün bu 
problemi həll etdi və uzun-uzadı xahişlər
dən sonra həmin məsələni mənə verdi. Məni 
Ьика Paçolinin belə tənliyin ümumi həll 
yolu olmaması barədə sözləri çaşdırdı, am
ma mən artıq çox şeyi bildiyim üçün axtar
mağa cəsarət etmədiyim şeyi tapacağım 
üçün ruhdan düşmədim. Amma mən bu his
səni aldıqdan və onun həllinə yaxınlaşdıq
dan sonra onun Köməyi ilə çox şey həll edə 
biləcəyimi anlayıb, bəzən mənim Keçmiş tə
ləbəm LudovİKO Ferrari ilə birgə, bəzən də 
təK tədqiqatlar apararaq qalan hissəni tap
dım”.

Tartalya özünü təhqir edilmiş hesab 
edərəK, nifaq saldı. Üç il ərzində o və öz 
müəllimini müdafiəsinə qalxan LudovİKO 
Ferrari təhqir dolu məKtub və pamfletlərlə 
çıxış etdilər. Və əgər əvvəllər elmi polemİKa 
latın dilində gedirdisə, indi müəlliflərin hər 
İKİsi fİKİrlərini xalq dilində ifadə edirdilər, 
bütün İtaliya hadisələrin gedişatını böyÜK 
maraqla izləyirdi. Kardano özü isə “bir za
dəganın rəiyyət ilə dueldən etiraz edəcəyi 
Kimi” disKussiyadan etiraz etdi.

Bu mübahisənin nöqtəsini Tartalya və 
Ferrari arasındam turnir qoydu. Bu turnir 
1548-ci ilin avqust ayının 10-da Kardano 
Ferrarinin doğma şəhəri Milanda həyata 
Keçdi. Tamaşaçıların ƏKSəriyyəti təbii Kİ, öz 
yerlilərinin tərəfini tuturdular. Sonradan 
Tartalya yazırdı: “Mənə aydın oldu kİ, Kütlə 
qarşısında danışmaq istəyim mümKÜnsüz- 
dür, ona görə də mən daha pis bir şey olaca
ğından ehtiyat edərəK, heç Kimə heç nə 
demədən Breşə yola düşdüm”. Ferrari rəqibi 
gəlmədiyi üçün qalib elan edildi.

Ferrarinin taleyi uğurlu oldu, o bir çox 
cəlbedici təKİif aldı və onlardan ən sərfəlisi
ni qəbul etdi. O, səkkİz il müddətində Man- 
tuya əyalətində vergi idarəsinə başçılıq etdi, 
sonra isə Boloniya universitetində riyaziy
yat professoru oldu.

Bu hadisənin iştiraKçılarından heç biri 
sonradan heç bir ixtira etməmişdir. Kub 
tənliyinin Keçilə bilməyən halını anlatmaq 
isə Rafael Bombelliyə nəsib oldu.

XƏYALİ ƏDƏDLƏRİN MEYDANA 
GƏLMƏSİ

Rafael Bombelli (1526-1572) mühən- 
dis-hidravlİK idi və doğma İtaliyada 1549- 

1551-ci illərdə Val-di-Kyana (Bataqlıqlar va
disi) ərazisində bataqlıqları qurutmaqla məş
hur idi. Boş vaxtlarında riyazi tədqiqatlarla 
məşğul olurdu. 1550-ci ildə o “Cəbr” əsəri
nin birinci variantını bitirdi. Kitab üzərin
də işləyərKən Kitabxanada bu təlim üzrə 
“İsgəndəriyyəli Diofantın yunan dilində əsə
rini tapdı”. Tapıntı onda çox böyÜK təə
ssürat yaratdı. Bombelli yazırdı: “... dün
yaya belə gözəl əsər bəxş etməK üçün biz 
tərcüməyə başladıq və yeddi Kitabdan beşini 
tərcümə etdİK”.

Diofantın “Hesab” əsərinin təsiri altın
da Bombelli öz əlyazmasını əsaslı şəKİldə də- 
yişərəK, ora Diofantın 14 məsələsini daxil 
etdi. Amma sadəcə məsələlər deyil, onların 
həlli də Bombellini heyrətləndirdi. Riya
ziyyata yeni çoxluqların - mənfi ədədlərin 
daxil edilməsi onun üçün çox vacib idi. Axı 
məhz bu cür tam aKsiomatİK olaraq yalnız 
mənfi deyil, həm də başqa ədədləri müəyyən 
etməK olar. Və Bombelli İİK dəfə cəbrə xəya
li ədədləri daxil etdi (“Yeni ədədlər nəyə la
zımdır?” məqaləsinə bax).

Əvvəlcə o Diofant Kimi mənfi ədədlərin 
tərifini verdi (bu tərifi o dövrün bütün riya
ziyyatçıları “yalan” sayırdılar) və onlardan 
istifadə qaydalarını tərtib etdi. Mənfi ədə
din Kvadrat kökü, Bombelli qeyd etdiyi 
Kimi, nə mənfi, nə də müsbət ədəd ola bil
məz. Bu zaman bu yeni “sofistİK” ədədləri 
toplamaq lazım olanda “mənfidən müsbət” 
(+7-1) çıxmaq istəyəndə isə “mənfidən mən
fi” (-7-1) adlandırmağı təKİif etdi.

Müasir cəbrdə xəyali vahid tətbiq edər- 
кэп riyaziyyatçılar deyirlər: “Kvadratı 1 
olan müəyyən bir ədəd mövcuddur. Bu xəya
li i ədədidir. Yəni i2 = -1 və beləlİKİə, tərifə 
görə i = 7-1 ”. Gördüyümüz Kimi Keçən 500 
il ərzində xəyali ədədin müəyyən edilməsi 
mənaca dəyişməmiş, cəbri əməliyyatlar isə 
XVI Bombellinin apardığı əməliyyatlardan 
fərqlənmir.

Bombelli yeni ədədlərə heç bir həndəsi 
məna verməmişdir. O, tərtib etdiyi qayda
lardan başqa haqqında heç bir şey məlum 
olmayan bu ədədləri formal simvollar Kimi 
nəzərdən Keçirirdi. Məhz bu ədədlərin ко- 
məyi ilə hətta Kub tənlİKİərin KÖKİəri düs
turlarının kök işarəsi altında mənfi ədəd 
olduğu halda həqiqi həlli olduğunu izah et
məyə nail oldu.

Bombellinin tətbiq etdiyi xəyali ədəd
lər İkİ yüz ildən artıq bir zamanda sadəcə 
rahat simvollar Kimi qəbul edilirdilər. Riya
ziyyatçılar onları yalnız aralıq hesablama
larda istifadə edirdilər, amma nəticə üçün 
“həqiqi” ədədlərdən istifadə edirdilər. Yal
nız XIX əsrin əvvəllərində “riyaziyyatçıla
rın şahı” Qauss KompleKS ədədlərin əyani 
həndəsi interpretasiyasını təKİif etdİKdən 
sonra bu ədədlər “vətəndaşlıq hüququ” aldı.

HƏRFİ SİMVOLİKANIN YARANMASI

Fransua Viyet 
(1540-1603)

Riyaziyyatı xüsusi işarələrsiz təsvir 
etməK тйткйп deyil. Biz onlara elə alışmı
şıq Kİ, sadə eynilİKİəri simvollardan istifadə 
etmədən isbat edə bilmirİK. Cəbri simvolla
rın yaradıcısı hüquqi olaraq fransız riya
ziyyatçısı Fransua Viyet sayılır. Öz ideya
larını cəbr üzrə ümumi traKtatın başlanğıcı 
olacaq “AnalitİK sənətə giriş” (1591) əsərin
də təsvir etmişdir. Viyet yazırdı: “Mənim 
təsvir etdiyim sənət 
yeni deyil, amma za
manın təsiri altında 
o qədər təhrif edil
miş və dəyişdirilmiş
dir kİ, mən ona tama
mən yeni bir şəkİI 
verməK istədim...”. 
Vietin simvolİKasının 
çatışmayan cəhətlə
rinə baxmayaraq bu, 
irəli atılan mühüm 
bir addım idi. Amma 
qədim riyaziyyatçı
lar onlarsız və onlar
la aparılan xüsusi 
əməliyyatlarsız çox rahat Keçinirdilər. Yə
qin kİ, geri qayıtmaq və iİKİn riyazi işarələ
rin necə meydana gəldiyinə nəzər salmaq 
faydalı olardı.

MƏCHUL KƏMİYYƏT ÜÇÜN 
SİMVOLLAR

Artıq İsgəndəriyyəli Heronun əsərlə
rində (I əsr) və Miçiqan papirusunda (II əsr) 
məchul üçün xüsusi işarə tapmaq olar. Bu 
yunan əlifbasının heç bir ədədi mənası olma
yan ç - “son siqma” hərfidir. Cəbri simvoli- 
Kanın yaradılmasında növbəti addımı antİK 
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dünyanın son nəhəng riyaziyyatçısı İsgən- 
dəriyyəli Diofant atdı (“Diofantın “Hesabı”” 
məqaləsinə bax). Yeni işarələrin təfsilatlı 
təsvirini alim tanınmış “Hesab” əsərində 
vermişdir. Burada o, məchulun altı müsbət 
və altı mənfi dərəcəsi üçün simvollar, eləcə 
də onlarla aparılan əməliyyatları göstərdi.

O dövrün ənənələrinə görə məchulun 
işarəsi üçün Diofant ç seçdi, məchulun qüv
vətləri üçün isə onların yunan dilində qısal
dılmış formalarını istifadə edirdi:

x2 - Au (övvoqııç - “qüvvət”) 
x3 -IC(ki)Poç - “киЬ”)
x4 - AüA(öuva|ioönva|Liıç - “tcvadra- 

to-Kvadrat”)
x5 - AWK (SuvapoKvPoç - “Kvadrato-киЬ”) 
x6 - KuK(küPo«:vPoç - “киЬо-киЬ”)

Diofant mənfi üstlü qüvvətləri surəti 
1-ə, məxrəci uyğun müsbət üstlü qüvvətə 
bərabər olan Kəsr ədəd ilə işarə edirdi. Mən
fi üstlü qüvvətlər üçün müsbət üstlü qüvvə
tin yuxarı sağ tərəfindən əlavə edilən xüsu
si % işarəsi də qəbul edilmişdi. Məsələn, x-2 
Diofantın mətnlərində Aux Kimi işarə edilir.

Diofantın mətnlərində məchulun sıfır 
üstlü qüvvəti üçün də işarə var idi -M, bura 
yunan “monas”- “vahid” sözünün İİk İkİ 
hərfi daxil idi. Diofant onu 1 ədədi ilə eyni
ləşdirmirdi. “Hesab”da toplama və vurma 
üçün xüsusi işarələrin olmadığı üçün, məc
hulun qüvvət üstünün və əmsalının yazılma 
qaydası çox vacibdir: dərəcə işarəsinin ar
dından əmsal yazılırdı. Buna görə də M 
həmçinin işarə ayrıcı rolunu oynayırdı.

Amma çıxma əməliyyatı üçün Diofant 
rh işarəsindən istifadə edirdi. Nəticədə 
müxtəlif çoxhədliləri yazmaq imKanı yaran
dı: öncə bütün müsbət hədlər, <b işarəsindən 
sonra isə mənfi işarəli hədlər yazılırdı.

BərabərlİK işarəsinin əvəzinə ıcoç sö
zünün (“isos”- bərabər) İİk İkİ hərfini isti
fadə edərəK, Diofant tənlİKİəri yazırdı. Mə
sələn, x3 = 2 - x tənliyi Diofantın yazısında 
aşağıdaKi Kimi təsvir edilirdi:

КъаюМР ça
(a və p hərflərinə yunan əlifba sırası ilə 

nömrələmədə 1 və 2 uyğun gəlirdi).
AntİK riyaziyyatın qürubundan (süqu

tundan) sonra elm mərKəzi Şərqə Köçdü. Bu
rada ərəb alimlərinin əsərləri nəticəsində 

riyaziyyat sərbəst elm Kimi meydana çıxdı. 
Ərəb Şərqində İİK dəfə olaraq Hindistandan 
mənimsənilmiş onluq say sistemindən istifa
də etməyə başladılar. Bir çox yunan və hind 
terminləri ərəb dilinə tərcümə edilmişdir, 
amma riyaziyyatçılar məchulların hərfi işa
rələrindən imtina edərəK, onları sözlə işarə 
edirdilər. Məsələn Əl-Xarəzmi bütün Kəmiy
yətləri üç hissəyə böldü: məchul - “cizr” 
(“kök”) və ya “şay” (“əşya”); məchulun Kvad
ratı - “mal” (“эт1ак”); sərbəst hədd - “dir
həm” (“gümüş sİkkə”). Sonra Abu Kamil 
üçüncü dərəcəni “кэЬ” (“киЬ”) adlandırdı.

Cəbri simvolİKadan imtina edən ərəb 
riyaziyyatçıları yunan alimləri ilə müqayi
sədə geri addım atdılar.

ORTA ƏSRLƏR AVROPA 
RİYAZİYYATÇILARININ CƏBRİ 

SİMVOLİKASI

Ərəb cəbrinin nailiyyətləri ilə Avropa 
alimlərini Leonardo PizansKİy tanış etdi. 
Təəccüblü deyil kİ, əsas terminlər ərəb di
lindən tərcümə edilmişdir. Amma italyan 
dilinə tərcümədə sözlər hamısı eyni hərflə 
başlayırdı: cosa - (“əşya”), censo (“эпйак”) 
və cubo (“киЬ”). Yəqin kİ, buna görə italy
an riyaziyyatçıları məchulun qüvvətlərini 
müvafiq sözün İİk İkİ hərfi ilə işarə edirdi
lər. Belə Kİ, Maestro Jilionun “Cəbri məsə
lələr” Kitabında (1384) x - co., x2 - ce., x3 - 
cu., x4— ce. di ce. (censo di censo — “Kvadra
tın Kvadratı”) Kimi verilir.

Riyaziyyatçılar məKtəbi yalnız İtaliya
da deyil, həm də Almaniyada yaranırdı. İtal-

Adam Rize
(1489-1559)

Ağac üzərində qravüra. 1550

yan sözü olan cosa “кога” Kimi tələffüz 
edilir və buna görə də alman riyaziyyatçıla
rını “Kossistlər”, onların daxil etdİKİəri işa
rələri isə “kossİk” adlandırırdılar. Almani
yada İİk dəfə olaraq riyaziyyat üzrə mühazi
rələri Çexiyadan olan Yan Vidman (1460 - 
XVI əsrin başlanğıcı) oxumağa başladı. 
Onun “Bütün tacirlər üçün cəld və gözəl he
sab” (1489) dərsliyində İİk dəfə olaraq indi
yə qədər istifadə edilən toplama və çıxma 
işarələri: (it. Piu - “plyus”) p simvolunun 
əvəzinə “+” işarəsini, fh əvəzinə isə (italyan 
meno - “minus”) alışdığımız meydana 
gəldi.

Ən məşhur Kossist Adam Rize (1489-1559) 
idi. O, çap olunmayan “CoP” dərsliyində kos
sİk işarələrin böyÜK bir cədvəlini tərtib etdi 
və bunlardan L.F.MaqnisKİy İİk rus “Cəb- 
ri”ndə istifadə etmişdir (1703).

O dövrün alman riyaziyyatçıları sim
volların sayını azaltmağa və vahid işarələmə 
sistemi tətbiq etməyə çalışırdılar. Bu zaman 
Mixel Ştifelin “Tam cəbr” (1544) Kitabı bö- 
уйк rol oynadı.

Kitab çapının icad edilməsi bütün Av
ropa mədəniyyətinə, xüsusilə də riyaziyya
tın inKİşafına böyÜK təsir göstərdi. Çap 
olunan və geniş yayılan İİk riyazi əsərlərin 
sırasında LuKa Paçolinin “ Cəbr, həndəsə, 
nisbətlər və mütənasiblİKİər haqqında bilİK- 
lər” əsəri də var idi və onun işarələmələri 
geniş yayılmışdı. Amma bu o qədər də rahat 
olmadığı üçün riyaziyyatçılar daha asan işa
rələr sistemi axtarmağa davam edirdilər.

Fransız baKalavrı NİKola §уике (?- təx
minən 1500) şəxsi variantını təKİif etdi. 
Qüvvətin üstünü kİçİk şriftlə yuxarıda əm
salın sağında yazırdı. Məsələn, 12x3 ŞyuKe- 
nin təsvirində 123 Kimi göstərilirdi. Bundan 
başqa §уике öz simvolİKasına sadəcə sıfır de
yil, həm də mənfi üstlü qüvvətləri də daxil 
etdi. 8x3 -7x_1 = 56x2 ifadəsi onun yazısında 
‘71_m vurulmuş 83 562 verir” Kimi təsvir edi
lirdi.

Bu ideyanı XVI əsrdə italyan Rafael 
Bombelli də öz “Cəbr” əsərində istifadə edir
di. Məchulu o, xüsusi 1, onun qüvvətlərini 
isə 2,3,... simvolu ilə işärə edirdi. Bombelli- 
nin J işarələmələri niderland riyaziyyatçısı 
Simon Stevinin (1548-1620) də cəbri simvo- 
lİKasına təsir göstərdi. O, sadəcə məchulun 
oxşar işarələrini - ®, @, ®, ..., daxil et- 
məKİə qalmadı, həmçinin onları İKİnci məc

hulun seK.O, sen.®, век.®....... üçüncü
məchulun - ter.®, ter.®, ter.®, ... qüvvətlə
rinə genişləndirdi.

İLK HƏRFİ HESABLAMA

Hərfi hesablamanı yaratmaq üçün son, 
amma mühüm bir addım atmaq lazım idi - 
sadəcə məchul və onun qüvvətləri üçün de
yil, həm də parametrlər üçün işarələr qəbul 
etməK lazım idi. Fransua Viyet “Cəbri sənə
tə giriş” traKtatmda məhz bunu etdi. (Viet 
analitİK sənət adlandırdığı yeni elmi yarat
mağa çalışırdı. Onun fİKrincə belə elmin 
qarşısında heç bir məsələ tab gətirə bilməz
di).

Öz simvolİK cəbrini (logistica speciosa) 
Viyet ədədi riyaziyyata qarşı qoyurdu. Alim 
hesab edirdi kİ, birinci sözün əsl mənasında 
cəbrdi, çünKİ bir sıra əşyalarla əməliyyat 
aparmağa imKan verir. İKİnci isə sadəcə 
ədədlərlə əməliyyatlar aparılan riyaziyyat
dır.

Oxucuya siniflərlə aparılan cəbri əmə
liyyatlardan danışmazdan əvvəl, Viyet qə
dim yunanların cəbrinə müvafiq olaraq bü
tün çoxluqları müəyyən pillələrə ayırdı. Bi
rinci pilləyə o, “uzunluqları” və ya toplan
ması, çıxılması mümKÜn olan eyni ölçülü 
çoxluqları aid etdi. Bu İKİ əməliyyatın nəti
cəsində alınan çoxluq həmin pilləyə aiddir. 
Amma əgər birinci pillənin İKİ Kəmiyyətləri
ni vursaq, bu zaman artıq, “sahə” alınır, bu 
isə İKİnci pillənin Kəmiyyətidir. Növbəti pil
lə isə təbii Kİ, “həcmlər” idi. Yunan riyaziy
yatçılarından fərqli olaraq, Viyet İİk üç pil
lədə qalmayaraq yola davam etdi. Bu hesab
lamada bircinslilİK vacibdir: yalnız eyni 
çoxluğun ədədlərini toplayıb-çıxmaq olar, n 
pilləsinin Kəmiyyətini m pilləsinin Kəmiy
yətinə vurduqda n+m pilləsinin Kəmiyyəti 
alınar. Onları yalnız n>m olduqda bölməK 
mümKÜndür. Bu əməliyyatın nəticəsi n-m 
pilləsinə aid olacaqdır.

Sonra Viyet bütün Kəmiyyətləri əlifba
nın hərfləri ilə işarələdi. Kəmiyyətlər mə
lum və məchul olduqları üçün, birinciləri 
samit B,C, D, ..., İKİnciləri isə sait A, E, İ, 
... hərflərlə işarə etdi. (Hal-hazırda biz mi
salın parametrlərini latın əlifbasının birinci 
hərfləri ilə a, b, c, ..., məchulları isə əlifba
nın son hərfləri x, y, z ilə işarə edirİK).
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NƏSİRƏDDİN TUSİNİN
CƏBR, HESAB VƏ HƏNDƏSƏ İRSİ

Həndəsə ilə müqayisədə N. Tusinin he
sab və cəbrdən olan əsərləri elə də çox deyil. 
Bununla belə, bu əsərlər həmin dövrdə bu 
sahədə mövcud olan bilgiləri tam şəKİldə əks 
etdirirlər.

Bunların arasında “Camiəl-hesab bit-təxt 
vət-turab” (“Lövhə və torpaq ilə hesab məc
musu”) ən fundamental əsər hesab edilir. Bu 
əsər Azərbaycan dilinə tərcümə edilərən 
2008-ci ildə “Tozlu lövhənin Köməyi ilə he
sab toplusu” adı altında nəşr edilmişdir.

Kitab üç hissədən ibarətdir. Birinci 
hissə tam ədədlər və onlar üzərində hesabi 
əməllərə, İKİnci hissə Kəsrlər və onlar üzə
rində hesabi əməllərə, üçüncü hissə isə qarı
şıq altımış, otuz və onluq say sistemlərində 
həm hind, həm də əbcəd hesabı ilə məsələlə
rə həşr edilmişdir.

İKİnci əsər isə “Ər-risələ fil-hesab vəl- 
-cəbr” (“Hesab və cəbrdən traKtat”) adlanır. 
Bu Kitab İkİ hissədən ibarətdir. Birinci his-

Nəsirəddirı Tusi
(1201-1274)

sədə hesabi əməllər və onların xassələri Kimi 
məsələlərə baxılır. Burada onlar adı çəKİlən 
birinci traKtatdan daha yığcam şəKİldə ve
rilmişlər. İKİnci hissə Kvadrat tənlİKİərin 
KanonİK şəkİə gətirilməsi üçün “Cəbr”, “İk- 
mal”, “Müqabilə” Kimi metodlara həsr edil
mişdir. İKİnci hissənin sonunda KanonİK 
şəkİİİİ Kvadrat tənlİKİərin müsbət həllərinin 
tapılması üçün alqoritmlər verilmişdir.

N. Tusinin həndəsi irsi çox genişdir. 
Bu əsərlər arasında özünün sələflərinə geniş 
şərhlərlə yanaşı sırf N.Tusinin özünün 
müəllifi olduğu əsərləri də var.

Sözsüz, həndəsə sahəsində Tusinin Ev
Kİidin “Əsaslar”ma etdiyi geniş və qiymətli 
şərhlərdən ibarət böyüK həcmli “EvKİidin 
şərhi” daha məşhurdur. Bu əsərin əlyazma 
variantları dünyanın ən müxtəlif Kitabxa
nalarında saxlanılır və sevindirici haldır kİ, 
2001-ci ildə Azərbaycan dilinə tərcümə edi- 
1эгэк “Təhriri-Öqlidis” adı altında nəşr edil
mişdir. Bu əsər XVI əsrin sonlarında Ro
mada ərəb dilində, XVII əsrin ortalarında 
isə Londonda latın dilində nəşr edilmişdir. 
İntibah dövründə N.Tusinin həndəsi əsərlə
ri Avropa alimlərinə çox yaxşı tanış idi. 
Holland riyaziyyatçısı və elm tarixçisi D.Y. 
CtroyK özünün “Краткий курс истории мате
матики; (Наука 1969 г., 328 с) Kitabında aşağı- 
daKinı yazır: “İntibah dövründə ət-Tusinin 
Avropada təsiri çox böyüK olmuşdur. Artıq 
1651 və 1653-cü illərdə Con Uollis ət-Tusi
nin EvKİidin postulatı haqqında əsərindən 
istifadə etmişdir”. Bu əsər müxtəlif adlar 
altında tanınır - “Təhrir Kitab al-üsul 
al-həndəsə li-Uqlidis”, “Kitab təhrir üsul 
li-Uqlidis”. Kitab EvKİidin “Əsaslar”ının 15 
məqaləsini tam şəKİldə saxlamaqla yanaşı, 
geniş şərhlərlə zəngindir. Kitabın tərtib 
edilməsində N.Tusi həm EvKİidin, həm 
Həccacın, həm də Sabit ibn Kürranm vari
antlarından fayadalanmışdır və onlar ara
sında fərqli cəhətləri də qeyd etmişdir. Necə 
Kİ, Kitabın giriş hissəsində aşağıdaKi qeyd 
edilir:

“Rəhman, rəhim olan Allahın adıyla. 
Hər şeyin ibtidası (başlanğıcı) ondan olan və 
ona qayıdana həmd olsun. Bütün binaların 
(varlıqların) həqiqəti onun yanındadır və 
hər şeyin malİKİiyi ona məxsusdur. Muhəm
məd və onun рак ailəsinə onun salamı olsun. 

“Əlməcəsti” şərh edib qurtardıqdan 
sonra EvKİid Surmiyə məxsus olan “Həndə
sə və hesabın əsaslarını” onlara ziyan gətir
məyən laKonİKİİK və yorucu olmayan 
təhlillərlə, onun məqsədini saxlamaqla, ona 
layiq olanları əlavə etməKİə şərh etməK istə
dim. Hansılarını Kİ, bu elmin bilicilərinin 
yazılarından və öz istedadımla əldə etmi
şəm.

Həccac və Sabitin nüsxələrində əsas 
materiala edilmiş əlavələri ya onlara birbaşa 
işarə edərəK, ya da təKİiflərin nömrələrinin 
müxtəlif rənglə yazılması ilə göstərəcə
yəm. Bunu yalnız Allaha təvəKKÜl edərəK 
edirəm. Belə Kİ, mənim təvəKKÜlüm yalnız 
onadır.

Söyləyirəm Kİ, Kitab on beş məqalədən 
ibarət olub, Həccacın variantında dörd yüz 
altımış səkkİz təKİifdən ibarətdir. Sabit va
riantı isə bundan on ədəd çoxdur. Bəzi yer
lərdə həmçinin onların ardıcıllığında da 
fərqlilİK var. Fərqli olan yerlərdə Sabitin 
təKİiflərini qırmızı, HəccacınKiları isə qara 
rənglə nömrələmişəm”.

Buradan həmçinin N.Tusinin EvKİidin

yunan dilindəKİ orijinalından istifadə etdiyi 
məlum olur. Əks halda onun Sabit, Həccac 
və EvKİidin variantları arasında fərqli tə
rəfləri göstərməsi ağlabatan olmazdı.

N.Tusinin özünə aid edilən İKİ məşhur 
həndəsi əsəri “Kəşf əl-ğina an əsrar əş-şəkİ 
əl-qita” (“Kəsİk fiqurların sirlərinin dolğun 
Kəşfi (bəyanı)”) və “Ər-risalət əş-şafiyə an 
əş-şəkkİ fil-xütut əl mütavaziyə” (Paralel 
düz xətlərdə şəKİərin müalicəsi traKtatı) 
çox məşhurdurlar. Bu əsərlər hər İKİsi rus 
dilinə tərcümə edilmişlər. («Трактат о полном 
четырехстороннике» (Məmmədbəyli və Ro- 
zenfeldin redaKtəsi ilə, Banı 1952), “Трак
тат, исцеляющий сомнение по поводу парал
лельных линий” (Перевод с арабского Б. А. Ро
зенфельда), ИМИ, 1960, VIII выпуск, стр. 
483-532).

Bundan əlavə N.Tusinin qədim yunan 
və özünün sələfləri olan orta əsr Şərq alim
lərinin çoxsaylı həndəsi əsərlərinə şərhləri 
mövcuddur. Dünyanın ən müxtəlif Kitabxa
nalarında bu əsərlərin əlyazmaları və 
müxtəlif versiyaları saxlanmaqdadır.
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YENİ DÖVR

RİYAZİ TƏHLİLİN TƏŞƏKKÜLÜ

AntİK dövrdən alimlər əyrixətli fi
qurların sahələrini və fırlanma ci
simlərinin həcmlərini tapmağa 

çalışmışlar. XVI əsrin sonuna bu sıraya yeni 
- əyriyə toxunanın qurulması, funKSİyanın 
sıraya ayrılışı, loqarifmlərin yaranması Ki
mi məsələlər daxil edildi. Ən maraqlısı isə o 
idi kİ, yenilİKİərə və müxtəlifliyə baxmaya
raq, onlar çox sıx əlaqəli idilər.

ANALİTİK HƏNDƏSƏ

Yeni dövrün əsas nailiyyətlərindən biri 
analitİK həndəsənin yaradılması idi. Meyda
na gəlməsinə görə о, XVII əsrin İkİ nəhəng 
fransız riyaziyyatçısı - Pyer Ferma (1601- 
1665) və Rene DeKarta (1596-1650) - borc

ludur. Onlar bir-bi
rindən asılı olmaya
raq, bu yeni riyazi 
təlimin əsaslarım ha
zırlamağa başladılar. 

1636-cı ildə Fer
ma “Müstəvi və cis
mi sahələrin öyrə
nilməsinə giriş” mə
qaləsini yazdı. Müs
təvi və cismi sahə
lərdən danışarKən, 
o əyrilərin müstəvi 

“S W"z xətt V, çevrə),
cismi (ellips, para

bola, hiperbola) və xətti (KİnematİK müəyy
ən edilən əyrilər) Kimi bölünən antİK təs
nifatından çıxış edirdi. Ferma çəpbucaqlı 
Koordinatların Köməyi ilə İkİ dəyişəni olan 
düsturun həndəsi təsvirini vermişdi. O, ix
tiyari olaraq Koordinat başlanğıcını seçir və 
oradan absis oxunu Keçirir. Qeyd edilmiş 
bucaq altında yönələn ordinatın bir ucu ab
sis oxu üzərində sürüşür, digər ucu isə əyri
ni çəKİrdi. BeləlİKİə də Ferma göstərdi Kİ, 
Kvadrat tənlİKİə ifadə edilən əyri, Konus Kə
siyidir - ellips, parabola və ya hiperboladır. 
Onun yanaşmasının əsas çatışmazlığı, onun 
da Viyet Kimi antİK qaydalara uyması idi. 
Belə kİ, antİK riyaziyyat toplama əməli ilə 
toplanan parçaları bir düz xətt üzrə yığmaq

arasında uyğunluğu müəyyən edirdi. Vur
manı isə vurulanlara bərabər olan tərəfləri 
olan düzbucaqlının qurulması Kimi göstərir
di, yəni İkİ uzunluğun hasili başqa növ Kə
miyyət - sahə idi.

Fermanın uzun müddət əlyazma Kimi 
qalan “Giriş”i DeKartm 1637-ci ildə nəşr 
edilmiş “Həndəsə”si Kimi geniş yayılmadı. 
“Üsul barədə mülahizələr” adlı fəlsəfi traK- 
tatın bu əlavəsi onun metodoloji prinsipləri
nin riyazi illüstrasiyası olacaqdı. Əslində isə 
“Həndəsə” fəlsəfədən asılı olmayaraq funda
mental məna daşımaqla, riyaziyyatda yeni 
bir səhifə açdı. Fransız riyaziyyatçısı və ta
rixçisi Mişel Şal “Həndəsə”nin nəşr edilmə
sindən düz İkİ əsr sonra, yazırdı kİ, orada 
göstərilən mülahizələr “anasız dünyaya gə
lən uşaqlardır”, çünKİ əvvəİKİ riyaziyyata 
bənzəmirdilər.

DeKart Fermanın analitİK həndəsəsinin 
çatışmazlıqlarını aşa bildi. O, göstərdi kİ, 
əgər uzunluğun vahidi seçilibsə, bu zaman 
bütün çoxluqlar ölçüsündən asılı olmayaraq 
(uzunluqlar, sahələr, həcmlər), eyni şəKİldə, 
yəni müvafiq parçanın Köməyi ilə göstərilə 
bilər. İndi vurma və bütün qalan riyazi əmə
liyyatlar başlanğıcla bircins olan Kəmiyyət 
verirdi (şəkİİ 1). Buna görə də, məsələn, hər 
bir x parçasına və rasional əmsallı P(x) çox
hədlisinə y=P(x) parçasını qarşı qoymaq 
olar. Məhz bu iddia DeKartin, XVIII əsrdə 
analitİK adlanan həndəsəsinin əsasını təşKİl 
edir. Maraqlıdır kİ, parçalarla aparılan riya
zi əməliyyatların eyni tərifi, R.Bombellinin 
1550-ci ildə yazılmış və XX əsrin əvvəlinə 
qədər çap edilməmiş “Cəbr” əsərinin IV Ki
tabında verilmişdir.

Yeri gəlmişKən “Həndəsə”də başqa ye- 
nilİKİər də var idi. Məsələn, məhz DeKart 
məchulları əlifbanın son hərfləri (x, y, z), 
əmsalları isə İİk hərfləri (a, b, c, d...) ilə 
qeyd etdi. Həmçinin qüvvətlərin bizə məlum 
olan x2, x3 və s. yazılışını da qəbul etdi.

LOQARİFMLƏRİN İCADI

10x şəkİİİİ ədədlər çoxluğunu müvafiq 
x qüvvət üstü ilə qarşılaşdırma cəhdinə biz 
XVI əsr alman riyaziyyatçısı Mixel Ştefelin 
əsərlərində rast gəlirİK. Belə yanaşmanın 

hesablama praKtİKası üçün vacibliyi yetə
rincə aydındır. Əgər ax ədədinə x, ay-ə y 
uyğundursa, bu zaman ax ay = ax+y hasilinə 
x+y cəmi uyğun olacaq, yəni bütün hesabla
yıcıların arzuladığı Kimi, vurmanı cəm ilə 
əvəz etməK olar. Onu həyata KeçirməK üçün 
bütün zəruri məlumatların daxil olduğu də
qiq cədvəllər tətbiq etməK lazım idi. Bu 
böyÜK этэк şotland riyaziyyatçısı Con Ne- 
perin (1550-1617) çiyinlərinə düşdü.

Neperin “Loqarifmlərin есагкаг cədvə
linin təsviri” adlı əsəri 1614-cü ildə yaran
dı. 1619-cu ildə müəllifin ölümündən sonra 

Con Neper 
(1550-1617)

nəşr edilmiş “Loqa
rifmlərin есагкаг 
cədvəlinin qurulma
sı” əsərində birinci Ki
tabda yerləşdirilmiş 
loqarifmlər cədvəlləri 
izah olunur. Əslində 
isə İKİnci Kitab birin
cidən əvvəl, çox gü
man Kİ, 1594-cü ilə 
qədər yazılmışdır. Ne
per loqarifmlərin ya
radılması prinsipinə 
malİK idi (“Elemen
tar funKsiyalar və 

onların xassələri” məqaləsinə bax). Neper- 
dən asılı olmayaraq 1620-ci ildə, elə də mü- 
Kəmməl olmayan loqarifmlər cədvəlini “Ədə
di və həndəsi silsilələrin cədvəli” Kitabında 
İsveçrə riyaziyyatçı və astronomu İobst Bür- 
gi nəşr etdirmişdir.

Neper triqonometrİK hesablamalar üçün 
cədvəllər tərtib edirdi, digər hesablamalar
üçün isə onlar rahat deyildi. Alim bunu yax
şı bilirdi, bunun üçün də loqarifmlər siste
minin təKmilləşdirilməsi işi sonralar onun 
və dostu OKsford professoru Henri Briqsin 
ümumi qayğısına çevrildi. 1624-cü ildə Briqs 
onların fİKİrləşdiyi təKmilləşmələri həyata 
Keçirdi. O, onluq loqarifmlər cədvəlinin da
xil olduğu “Loqarifma hesabı” əsərini çap
etdirdi.

SAHƏLƏRİN HESABLANMASI

AntİK dövrdə müxtəlif fiqurların sahə
lərinin hesablanmasında ən yÜKSƏK nəticələ
ri Arximed əldə etmişdir. Yeni dövrdə Kvad- 
ratura məsələsi adlanan bu məsələ bir çox 
alimləri cəlb etdi. Belə Kİ, İohann Kepler 

planetlərin hərəKətinin İKİnci qanununun 
çıxarışı zamanı radius-veKtorları “parça” 
olacaqları halda qalınlığa malİKİərmiş Kimi 
toplayaraq, elliptİK seKtorun sahəsini he
sablamağa cəhd etdi. Boloniya universiteti
nin riyaziyyatçı professoru, iyeronimitlər 
ordeninin rahibi Bonaventura Kavalyeri 
(1598-1647) “Bölünməyən arası Kəsilməyən- 
lərin Köməyi ilə yeni üsullarla ifadə edilmiş 
həndəsə” məqaləsində sonsuz kİçİk ədədlə
rin hesablanmasının sistematİK təsvirini 
vermişdir. O dövrdə sonsuz kİçİk ədədlər 
dedİKdə istənilən sonlu ədəddən kİçİk olsa 
da sıfıra bərabər olmayan ədəd başa düşü
lürdü. Kavalyeriyə görə, istənilən müstəvi 
fiquru paralel xətlərin və xətlərin paralel 
hərəKət edərəK qoyduqları “izlərin” cəmi Kİ- 
mi nəzərdən KeçirməK lazımdır (şəkİİ 2). 
Analoji olaraq cisimlər haqqında təsəvvür 
verilir: müstəvilərin hərəKəti zamanı yara
nır. Kavalyeri cəbri üsullara malİK olmasına 
baxmayaraq, “Bölünməyənlərin həndəsəsi” 
əsərini daha ciddi olacağına inanaraq, bilə-
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ŞaKİl 2. B.Kavalyerinin “Sınaqlarından" şaKİl 

rəKdən, EvKİid həndəsi cəbrinin dilində yaz
mışdır. Bu məhdudiyyətin sayəsində y = x" 
düsturunun Kvadraturasını (yəni əyrinin 
qrafİKİ altında sahəni) yalnız n=l və n=2, 
üçün aldı, belə Kİ, artıq n=2 olduqda o 
üçölçülü cisimlərin təsvirindən istifadə et
məli olurdu. Onun dostu və tələbəsi Evance- 
lista Torriçelli (1608-1647) 1644-cü ildə 
Kavalyerinin üsulu ilə xy = a1 bərabəryanlı 
hiperbolasının OY oxu ətrafında fırlanma
sından alınan cisimlərin həcmini hesabladı.

Kavalyerinin üsulunu ingilis riyaziyy
atçısı, OKsford universitetinin professoru 
Con Vallis (1616-1703) inKİşaf etdirdi. O 
nəhəng həndəsi qurmaları cəbri dilə çevir
mişdir. “Sonsuzluğun cəbri” əsərində (1655) 
Vallis ı/=x/,qüwət funKsiyasınm qrafİKİ al
tında yerləşən sahəni sadəcə p natural ədəd-
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ləri üçün deyil, həmçinin mənfi və müsbət 
rasional qiymətləri üçün də hesabladı. Dörd
də bir hissəsi müasir riyaziyyat dilində

j л/l - x2 dx = 
o 4

Kİmi ifadə olunan vahid radiuslu dairənin 
sahəsini nəzərdən Keçirərxən, Vallis 4/n 
ədədinin sonsuz hasil şəKİində ifadəsini alır: 

4 = 3 3 5 5 7 7 9 9 
n 2 4 4 6 6 8-8 10 *' 

Fransız alimləri isə başqa yolu seçdi
lər. Məsələn, Ferma fiqurun sahəsini, əyri 
üzərinə sahələri azalan sonsuz həndəsi silsi
ləni təşKİl edən düzbucaqlılar düzərəK he
sablayırdı. Belə kİ, bu silsilənin cəminin he
sablanması artıq məlum idi, məsələnin həlli 
müvafiq bölünmə yolu ilə aparılırdı.

Kvadratura üsullarını başqa bir məş
hur fransız riyaziyyatçı və fizİKa alimi Blez 
PasKal (1623-1662) da öyrənirdi. 1659-cu 
ildə öz əsərində belə bir mülahizə irəli sürdü 
Kİ, sahələrin hesablanması zamanı bəzi son
suz kİçİk ədədləri digərləri ilə əvəz etməK 
olar. O, xüsusi halda, əyrinin kİçİk qövsünü 
toxunanın kİçİk parçasına bərabər hesab 
edirdi. PasKalm əsəri, onu 1673-cü ildə oxu
yan Leybnitsə çox böyÜK təsir etmişdir.

FUNKSİYALARIN SIRAYA AYRILIŞI

Sahələrin hesablanma məsələləri funK- 
siyaların sıraya ayrılması ilə sıx əlaqəli ol
du. Belə kİ, London Kral cəmiyyətinin birinci 
prezidenti Uilyam Вгоипкег (1620-1684), hi- 
perbolanın altındaKi sahəni faKtİKİ olaraq da
xilə çəKİlmiş düzbucaqlılann, eləcə də üçbu
caqların limit həddi Kİmi müəyyən edirdi. 
Birinci hal üçün,

c ; o 1 1 1
1 2 3 4 5 6

(S - axtarılan sahədir)
Вгоипкег bu düsturu 1657-ci ildən gec 

tapmamışdır, amma onu yalnız 1668-ci ildə 
nəşr etdirmişdir, öz əsərində (1659) bu sıra
nı verən italyan riyaziyyatçısı Pyetro Men- 
qoi onu qabaqladı (1625-1686). 1668-ci ildə 
Londonda işləyən və daha çox latmlaşdırıl- 
mış MerKator adı ilə tanınan alman riya
ziyyatçısı NİKOİaus Kaufman (1620-1687 il
lər) “LoqarifmotexnİKa” əsərində x=0,l və 
0,2 üçün

x2 x2 x4;n(1 + x) = x_£_ + |_£_+...
ayrılışını verdi. Bu, x=l olduqda Bro- 

ипкеНп düzümü ilə üst-üstə düşürdü - sa
dəcə Kəsrlərin fərqini eyni məxrəcə gətir
məK lazım idi.

Bu nailiyyətlər ingilis riyaziyyatçıları 
arasında böyÜK ƏKS-sədaya səbəb oldu. Val
lis, əgər x>l olarsa (*) sırasının yığılması
nın pozulduğunu görür və in—— funK- 

1 - x 
siyasi üçün ayrılış tapır.

Bu istiqamətdə növbəti inKİşaf şotland 
riyaziyatçısı və astronomu Ceyms Qreqori- 
nin (1638-1675) adı ilə bağlıdır. 1667-ci ildə 
o, dairənin və hiperbolanm Kvadraturası 
haqqında əsərində yığılan sonsuz sıralardan 
istifadə etmişdir. Qreqori deməK olar kİ, İİk 
dəfə yığılan və dağılan sıralar arasmdaKi 
fərqləri dəqiq təsbit etmişdir. O, “Universal 
həndəsə” əsərində əyrilərin altındaKi sahəni 
və əyrilərin fırlanması nəticəsində əmələ gə
lən cisimlərin həcmini hesablama qaydaları 
vermişdir. Qreqorinin əldə etdİKİəri nəticə
lər, onun birinci məKtub və əlyazmaları 
1939-cu ildə çap olunana qədər naməlum 
qalmışdır. Məlum oldu Kİ, alim ədədlər nə
zəriyyəsi və təhlil sahəsində bir çox ixtirala
rı qabaqlamışdı. Məsələn, (1 + x)m İKİhədli- 
sinin, əsasən də tangens, sexans və arxtang- 
ensin sıraya ayrılışlarını bilirdi.

ƏYRİYƏ TOXUNANIN KEÇİRİLMƏSİ 
HAQQINDA MƏSƏLƏ

XVII əsrin İKinci rübündə riyaziyyatçı
ların diqqəti toxunanların Keçirilməsi haq
qında məsələlərə yönəldi.

DeKartın optİK tədqiqatları onu: foKus 
məsafəsinə görə linzanın formasını hesabla
maq Kİmi problemlə üzbəüz qoydu. Riyazi 
olaraq bu, toxunanın qurulması məsələsinin 
tərsi (aydındır kİ, normal və toxunan bir-bi
rini qarşılıqlı olaraq müəyyənləşdirirlər) olan, 
verilmiş xüsusiyyətlərə malİK normala görə 
əyrinin qurulması məsələsinin eKvivalenti- 
dir. DeKart linza haqqında məsələni həll etdi, 
həmçinin əyrilərə normalların qurulmasının 
ümumi üsulunu təKİif etdi. Bu üsul nider- 
land riyaziyyatçısı İohann Qudde tərəfindən 
sadələşdirilib, təKmilləşdirilərəK 1659-cu ildə 
DeKartın “Həndəsə” əsərində çap olundu.

Kitab, latın tərcüməsində başqa bir nider- 
land alimi - Fransa van Sxotenin şərhləri ilə 
çıxdı.

DeKartın üsulu yalnız cəbri (DeKart 
onları həndəsi adlandırırdı) əyrilər, yəni 
tənliyi verilmiş dərəcəli çoxhədli olan əyri
lər üçün yarayırdı. Amma qeyri-cəbri əyri
lər də mövcuddur, məsələn, sİKİoida - təKƏ- 
rin fırlanması zamanı çəmbər üzərində qeyd 
edilmiş nöqtənin cızdığı trayeKtoriya. Paris 
Kral Kollecinin professoru Jil Roberval 
(1602-1675) əyrini nöqtənin hərəKət trayeK- 
toriyası Kİmi nəzərdən KeçirərəK başqa bir 
üsul hazırladı.

Hələ Qaliley, üfüqi atılmış mərminin 
hərəKətini оугэпэгкэп sübut etdi Kİ, hissə
ciyin ani sürəti onun İKİ sərbəst hərəKətdə 
iştiraKi ilə şərtləndirilir - bərabər sürətli 
üfüqi hərəKət və ağırlığın təsiri altında bə- 
rabərtəcilli şaquli düşmə. Və bu zaman to
xunan уекип sürətin istiqamətindədir (şə- 
kİİ 3). Məhz bu mülahizəni eyni zamanda 
1644-cü ildə Torriçelli və Roberval istifadə 
etdilər. Torriçelli parabolaya, Roberval isə 
sİKİoida və digər qeyri-cəbri əyrilərə toxu-

Toxunanın absis oxuna paralel olan və
ziyyətinin axtarışı, funKSİyanın maKsimu- 
mu və ya minimumunun tapılması barədə 
məsələ ilə sıx bağlıdır. İİK dəfə bu əlaqəni 
“MaKSİmumlar və minimumların axtarılma
sı üsulu” əsərində Ferma tapmışdır. Bu əsər 
1679-cu ildə alimin ölümündən sonra nəşr 
olunsa da, fransız riyaziyyatçıları arasında 
yarım əsr öncə tanınmışdı.

Söhbət aşağıdaKi məsələdən gedirdi: b 
uzunluqlu parça verilir; onu İKİ hissəyə elə 
bölməK tələb olunur Kİ, oturacağı, tərəfi 
parçanın birinci hissəsinə bərabər olan a tə

rəfli Kvadrat, hündürlüyü isə Kəsiyin İKinci 
hissəsi (yəni &-a) olan prizma maKsimal 
həcmə malİK olsun (şəkİİ 4). Heç bir sübut 
və əsas olmadan Ferma törəməni hesablama
ya bərabər olan üsuldan istifadə etdi:

= fU)

sonra isə bu törəməni sıfıra bərabərləşdirdi.

Л->0 h

ŞdKİl 4.
Ferma məsələsi

DİFERENSİAL VƏ İNTEQRAL 
HESABININ YARADILMASI. 

NYUTON VƏ LEYBNİS

Əyrilər altında sahələrin hesablanması 
və əyrilərə toxunanların Keçirilməsinə dair 
məsələlərlə alimlər çoxdan məşğul olsalar 
da, bu İKİ prosedur arasında heç bir əlaqə 
görmürdülər. Buna baxmayaraq, bu əlaqə 
fundamental məna daşıyırdı, belə Kİ, sonsuz 
Kiçilənlərin təhlilinin ümumi xaraKterinə 
işarə edirdi. Bunu tapan İİk insan İsaaK 
Barrou (1630-1677) oldu.

1663-cü ildə Henri LuKas adlı bir nəfə
rin sərmayələri hesabına Kembricdə Müqəd
dəs Üçİük Kollecində (Triniti-коПес) riya
ziyyat Kafedrası təsis edildi, çox istedadlı 
alim, riyaziyyatı ilahiyyat və qədim dilləri 
bildiyi Kİmi yaxşı bilən 33 yaşlı İssaK Bar
rou bu Kafedrada yer aldı. 1670-ci ildə Bar
rou sahənin tapılması və toxunanın Keçi
rilməsi əməliyyatlarının qarşılıqlı tərs oldu
ğunu göstərdiyi “Həndəsə üzrə mühazirələ
rini çap etdirdi.

İnteqral və diferensial hesabının sonra- 
Ki inKİşafında əsas rol İKİ böyÜK alimə - in
gilis İsaaK Nyutona (1643-1727) və alman 
Qotfrid Vilhelm Leybnitsə (1646-1716) məx
sus idi.

63
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Nyuton riyaziyyatı özü öyrənmişdi, 
amma dahi idi. Kembric universitetinə riya

ziyyat imtahanına 
gəldiyi zaman aydın 
oldu Kİ, o riyaziyya
tın öyrənildiyi Ev- 
Kİidi tanımır, amma 
DeKartın “Həndəsə” 
əsəri ilə tanışdır. So
nunda imtahandan 
Keçdi - imtahanı apa
ran İsaaK Barrou 
onun riyazi istedadı
nı layiqincə qiymət-

İsaaK Nyuton ləndirdi. O zamana
(1643-1727) qədər Nyuton yalnız

DeKartı deyil, Vallis və Sxotenin də əsərləri
ni oxumuş və riyazi problemlərə qarşı həvəs 
duymuşdu.

TezlİKİə İngiltərəyə dəhşətli bədbəxtlİK 
üz verdi - taun epidemiyası başladı. Univer
sitet bir müddətlİK bağlandı və Nyuton de- 
тэк olar Kİ, İkİ ilə yaxın LinKolnşir qraf
lığında yerləşən Vulstorp malİKanəsində Ke
çirdi. Bu illər onun üçün həddən artıq məh
suldar oldu. Sonralar xatırlayırdı: “1665-ci 
ilin əvvəlində mən sıralarla yaxınlaşma üsu
lunu və istənilən binomun belə sıralara gəti
rilməsi qaydasını Kəşf etdim. Həmin ilin 
may ayında Qreqori və Slyuzun toxunanla
rın üsulunu, noyabrda isə flÜKsiyaların bir
başa üsullarını əldə etdim və növbəti ildə 
mayda flÜKsiyaların tərs üsuluna yiyələn
dim. Bütün bunlar İkİ taun ilində baş verdi, 
1665 və 1666-cı ildə. Belə Kİ, bu illərdə mən 
ixtira üçün ən yaxşı yaşımda idim və riya
ziyyat və fəlsəfə haqqında sonraKi illərlə 
müqayisədə daha çox düşünürdüm”.

Nyutonun danışdığı flÜKsiyaların bir
başa metodu - diferensiasiallama, müvafiq 
olaraq flÜKsiyaların tərs üsulu isə - inteq- 
rallama (“Riyazi analiz nədir” məqaləsinə 
bax) idi. Nəticədə o, “FlÜKSiya və sonsuz sı
ralar üsulu” adlı əsər yazdı, amma alim ya
şadığı sürə bu əsər çap edilmədi: 1736-cı 
ildə bu əsərin ingilis dili variantı çap etdi
rildi, orijinal latın mətni isə yalnız 1779-cu 
ildə işıq üzü gördü.

x, y, z dəyişənlərini Nyuton flüentlər, 
yəni “axan” (lat. Flue - “axıram”), “hərəKət- 
verici qüvvə nəticəsində hər bir flüentin ar
tım sürətini isə” - flÜKSiya adlandırırdı. 
Onlar yuxarıda nöqtə qoyularaq eyni hər

flərlə işarə edilirdilər: x, y, z. Nyuton həmçi
nin “flÜKsiyanın anları”nı da (müasir ter
minologiyada diferensialları), yəni xo, yo, zo 
Kəmiyyətlərini nəzərdən Keçirirdi, (burada 
o - sonsuz kİçİk miqdara işarə edir).

Nyuton diferensiallama alqoritmi Kİ
mi, Fermanın funKsiyaların maKSİmum və 
minimumlarını axtararKən istifadə etdiyi 
eyni prosedurdan istifadə edirdi. Məsələn, 
x2-nm törəməsini (flÜKSiya) hesablayarKən 
yazırdı:

(x + xo)2 - x2 x2 + 2xxo + xo - xo - x2 n . ----------------- =-------------------------------- = 2xx
O 0

Burada o daxil olan hədlərin yÜKSƏK üst- 
lü qüvvətlərini, o sadəcə olaraq atırdı, “belə 
Kİ, onları başqaları ilə müqayisədə heçə say
maq olar”. Bu yolla İKİnci dərəcədən yÜKsəK 
qüvvət üçün də düsturları almaq olar. Radi- 
ка1 və Kəsr daxil olan funKsiyaları diferen- 
siallamaq üçün Nyuton yardımçı dəyişənlər- 
dən, qeyri-cəbri funKSİyalar üçün isə sonsuz 
sıralara ayrılışdan istifadə edirdi.

“FlÜKsiyaların üsulu” əsərində sonsuz 
kİçİk Kəmiyyətlərin hesablanmasının İKİ 
məsələsi də dəqiq göstərilmişdir:

1. Flüentlər arasında verilən münasibət
dən flÜKSİyalar arasında münasibəti müəyyən 
etməK.

2. FlÜKsiyaların daxil olduğu tənlİK
dən, flüentlər arasında münasibəti tapmaq.

Aydındır Kİ, birinci məsələdə söhbət 
diferensiallamadan gedir və biz bu məsələni 
Nyutonun necə həll etdiyini görürÜK. İKİn- 
ciyə gəldİKdə isə inteqrallamanm ümumi 
üsulunu verməK o zaman тйткйп deyildi. 
Amma yenə də Nyuton irrasionallığm oldu
ğu inteqralların böyÜK bir qrupu üçün düs
tur tapmağa nail oldu.

Bütün bu Kəşflər alimə özü üçün deyil 
- yeni fizİKanm yaranması üçün lazım idi. 
Onun “Natural fəlsəfənin riyazi əsasları” 
(1687) əsəri, əgər planetin orbitinin trayeK- 
toriyası Konus Kəsiyi (ellips, parabola və ya 
hiperbola) olarsa, o zaman planet və Günəş 
arasında cazibə qüvvəsinin onlar arasında 
olan məsafəyə tərs mütənasib olduğu 
(ümumdünya Cazibə qanunu) faKtınm riya
zi sübutunu verir. Elə burada Nyuton riyazi 
çətinlİKİəri olan bir çox məsələlərin, qabar
ma - çəKİlmələrin mahiyyətcə izahını, Ayın 
hərəKəti nəzəriyyəsinin əsaslarını, Kürəvi 

Kütlələrin cazibəsi problemi və s. həllini ver
di. Kitabın əsas hissəsinə limitlər nəzəriyyə
si əlavə edilmişdi. 1696-cı ildə sonsuz kİçİk 
Kəmiyyətlərin hesabı haqqında birinci dərsli
yi çap etdirən fransız riyaziyyatçısı Giyom 
de Lopital, müqəddimədə yazırdı Kİ, Nyuto
nun Kitabında “deməK olar kİ, bu hesablama
nı tərənnüm edən hər şey var”.

Nyutonun riyaziyyata dair əsəri XVIII 
əsrdə işıq üzü gördü, baxmayaraq Kİ, əsas 
nəticələri XVII əsrin 60-cı illərində almışdı. 
Onun həmKarlarına yazdığı məKtublardan 
bəzi şeylər məlum idi. Belə Kİ, Nyuton 
1676-cı ildə, bəzi nəticələri, diferensial və 
inteqral hesabını özü Kəşf edən Leybnitsə 
yazmışdı.

Leybnits Nyutondan asılı olmayaraq 
1673-1676-cı illərdə sonsuz kİçİk Kəmiyyət

lərin hesablanmasını 
Kəşf etdi. PasKalm ri
yazi əsərləri, xüsusilə 
də toxunanın Keçirilmə
sində kİçİk Ax, Ay, As 
parçalarından yaradıl
mış üçbucaqdan isti
fadə etdiyi məsələ 
ona böyÜK təsir gös
tərmişdi (şəkİİ 5). Ley- 
bnitsin digər ilham 
mənbəyi özünün dedi
yi Kİmi, DeKartın anali- 
tİK həndəsəsi, Vallisin 

və Mencatorun sıralar haqqında işləridir. İşi
nin əvvəlində “funKsiya” terminini verdi və 
arKtangensin ayrılışını aldı, onun Köməyi 
ilə hal-hazırda Leybnits sırası Kİmi tanınan

Qotfrid Vilhelm Leybnis 
(1646-1716 )

Çox kİçİk Ax = EK, Ay = E'K, AS = ЕЕ' parçaları 
Пэ yaranmış “XaraKteristiK üçbucaq”

4 =1_1 +
n ~ 3 + 5 7 +... sırasını aldı. O, tərəflə

ri dx, dy, dz olan (“xaraKterİK”) üçbucağına 
ümumi məsələlərdə toxunanı qurmaq üçün 
alət Kİmi baxırdı. Bu üçbucağın Köməyi ilə 
Leybnits 1673-cü ildə sonradan diferensial
lama və inteqrallama adlandırdığı əməliyy
atların qarşılıqlı tərs xaraKterli olduğu- nu 
aldı.

1675-ci ilin OKtyabrında hesablamala
rın yaranmasında İİk addımlar atıldı - Ley- 
bnitsin əlyazmalarında əsas anlayışlar, əmə
liyyat və simvollar peyda oldu. Nəhayət, 
1677-ci ilin yayında Nyutonun İKİnci тэк- 
tubuna cavabında Leybnits hasilin (məhz 
d(xy)=ydx+xdy) və qüvvətin diferensial- 
lanması qaydasını, eləcə də diferensialla- 
manın, riyaziyyatçıların əvvəl etdİKİəri Kİ
mi irasionallıqdan azad olmağa ehtiyac do
ğurmayan, birbaşa üsulunu açıqladı. Bura
da İİk dəfə “diferensial tənlİK” termini mey
dana gəldi.

Leybnits aldığı nəticələri yalnız 1684- 
cü ildə “Kəsr və irasional Kəmiyyətlərin ma- 
neçilİK törətmədiyi maKSİmum və mini
mumların, eləcə də toxunanların yeni üsu
lu və bunun üçün xüsusi hesablama növü” 
adlı məqaləsi ilə “Acta eruditorum” (“Elmi 
əsərlər”) jurnalının səhifələrində nəşr etdir
di. “Xüsusi hesablama növü” - bu əlbəttə di
ferensial hesabıdı. Leybnits məqalədə dife- 
rensiallamanm sadə qaydalarını verir, əyri
nin maKSİmum və minimumları arasında 
fərqi təyin edir və dönmə nöqtəsini müəy
yənləşdirir. Bu andan etibarən riyazi anali
zin rəsmi tarixi başlanır.

Onun eyni jurnalda 1686-1697-ci illər
də çap edilmiş növbəti məqalələri təhlilin 
müxtəlif problemlərinə, əsasən də inteqral 
hesabına (bu termin də Leybnitsə məxsus
dur) həsr edilmişdir. Məsələn, 1693-cü ildə 
inteqral və törəmə arasında əlaqə müəyyən 
edilir, burada törəmə toxunanın absis oxuna 
meyl bucağının tangensi Kİmi nəzərdən Ke
çirilir.

Leybnitsin tədqiqatları Avropa qitəsin
də analiz üsullarının gözə çarpacaq dərəcədə 
inKİşafını müəyyənləşdirdi. Onun xələfləri
nin sırasında İohann və YaKob Bernuli qar
daşlarının, Pyer Varinyon və Giyom de 
Lopitalın adını çəKməK olar.
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İDEAL RİYAZİYYATÇI - 
LEONARD EYLER

XVIII yüzillİK - MaarifçilİK dövrü 
qəddar səbirsizlİK dövrləri arasında qısa za
mandır. Leonard Eylerin (1707-1783) ana
dan olmasına altı il qalmış Berlində Kütlə 
qarşısında axırıncı cadugər yandırıldı. Altı 
il sonra isə BöyÜK fransız inqilabı alovlandı. 
Eylerin bəxti gətirdi: o bütün Avropadan, 
vətəndaş müharibəsinə və dini münaqişələrə 
qoşulmaq istəməyən usta və alimlərin gəldi
yi kİçİk və saKİt İsveçrədə doğulmuşdu. Be
ləcə, elmi istedadlar YaKob və İohann qar
daşları başda olmaqla - holland Bernulli 
ailəsi onun doğma Bazelinə Köçdü. Bernulli 
qardaşlarının ətrafında parlaq riyazi mühit 
yarandı və Bazel yarım əsr Avropada artıq 
elmlər aKademiyasınm yarandığı Paris və 
Londondan sonra üçüncü riyazi mərKəzə 
çevrildi. Hər il dərnəKdə çətin və maraqlı 
məsələlər həll edilirdi, onların yerinə isə ye
niləri yaranırdı.

İohann Bernulli Yanob Bernulli
(1667-1748) (1654-1705)

Bazel universitetinə qəbul olduqdan 
sonra, Eyler İohann Bernullinin mühazirə
lərini dinləyir və onun oğulları - NİKOİay və 
Daniel ilə dostlaşır. Amma gənc alimlər ya
şa dolanda məlum oldu Kİ, İsveçrə onlar 
üçün KİçİKdir. Amma uzaq Rusiyada I Pyot- 
run fİKrinə və Leybnitsin layihəsinə görə 
1724-cü ildə Peterburq Elmlər AKademiyası 
yaradıldı. Rus alimlərinin sayı çox deyildi 
və üç dost - Leonard Eyler və Daniel və Ni- 
Kolay Bernulli qardaşları, səadət və elmi 
qəhrəmanlıqlar sorağında ora yollanırlar.

Yeni mühitdə Eyler nələrlə məşğul ol
maq məcburiyyətində qalmadı! O, rus əhali
sinin siyahıya alınma məlumatlarını işlədi 
(bu nəhəng işi o təKbaşma gördü). O, əldə 

edilmiş xarici diplomatİK depeşlərin şifrələ- 
rini açırdı (məlum oldu Kİ, riyaziyyatçılar 
şifrəni digər mütəxəssislərdən fərqli olaraq 
daha tez və yaxşı açırlar). O, cavan dənizçi
lərə ali riyaziyyat, astronomiya, eləcə də gə
miqayırmadan və yeİKənli gəmidən tufanda 
istifadə etməKdən dərs deyirdi. Artilleriya 
döyüşü üçün lazımi hesablama və Ayın hərə
Kət cədvəlini (axı uzaq səfərdə Ay adətən 
uzunluğu təyin etməK üçün saat rolunu oy
nayırdı) tərtib edirdi.

Daniel Bernulli Ninolay Bernulli
(1700-1782) (1695-1726)

Yalnız dahi bu əməKİərlə yanaşı elmi 
unuda bilməzdi. Eyler dahi idi. 14 il ərzində 
(1727-1741) o, dünyada nəzəri техашкауа 
aid İİk dərsliyi (Tələbələrə Nyutonun çətin 
Kitablarından dərs deməyəcəKdi kü), eləcə 
də riyazi naviqasiya Kursunu və digər elmi 
əsərləri yazdı. Eyler adi və anlaşılan dildə, 
asan və tez yazırdı. Bu sürətlə də yeni dillə
ri mənimsədi, amma ədəbiyyata maraq gös
tərməzdi. Riyaziyyat onun bütün zamanını 
və gücünü əlindən alırdı.

26 yaşında Eyleri rus aKademİKİ seçdi
lər, səkkİz il sonra Peterburqdan Berlinə 
Köçür. Nə baş verirdi? Anna İoannovnanın 
haKİmiyyəti başa çatmışdı və saray çevriliş
lərinin yeni dalğası başlamışdı. Amma bu
nun Eylerə birbaşa aidiyyatı yox idi. Peter
burqda alman olmaq həm təhlÜKƏSİz, həm 
prestijli idi. Amma o, artıq özünü Avropa
nın güclü riyaziyyatçılarından biri hesab 
edirdi və birdən burada öz elmi haqqında da
nışmağa həmsöhbət tapa bilmədiyini hiss 
etdi. Gəlmə əcnəbi gənclərin yarısı böyü
müş, vəhşi, təhlÜKəli Rusiyanı tərK etmişdi, 
yarısının isə cari işlərə başı qarışmışdı. Bi
rinci rus alimlərinin nəsli isə hələ yetişmə
mişdi (Yada salaq kİ, Lomonosov onda

Pyer Lui Moro de 
Mopertyui 

(1698-1759)

Almaniyada təhsil alırdı). Eyler, elmi disKU- 
siyaların yÜKSƏK olduğu yerə Köçməyi qəra
ra alır. O, Berlini seçdi - II Fridrix Pa- 
risdəKİndən geri qalmayan elmi тэгкэг ya
ratmağı qərara almışdı.

Eyler Berlində əsrin dörddə birini Ke
çirdi (1741-ci ildən 1766-cı ilə qədər) və bu 
illəri ömrünün ən yaxşı illəri hesab edirdi. 
Onun yenə də çoxlu sayda alim dostları tapı

lır, onların sırasında 
Berlin elmlər aKade- 
miyasınm prezidenti 
Pyer Lui Moro de Mo
pertyui (1698-1759) 
var idi. O, fizİK və 
coğrafiyaçı idi, Nyu
tonun Yer Kürəsinin 
qütblərdə yastılanma 
hipotezini yoxlayır
dı. Bunun üçün o, 
Laplandiyada meridi
anın dərəcə uzunlu

tirirdi. Mopertyui

ğunu ölçürdü, bu işi 
eyni zamanda onun 
həmKarları Cənubi 
AmerİKada yerinə ye- 
z edilən çoxlu sayda 

trayeKtoriyaların içindən, cisimlərin (məsə
lən, çevrə və parabola) real hərəKətinin tra- 
yeKtoriyasını göstərən, ən az hərəKət prin
sipini - təbiətin yeni riyazi qanununu Kəşf 
edərəK Nyutonu üstələməK istədi.

Mopertyuinin ideyası yaxşı idi, amma 
onun riyazi məğzi çox тйгэккэЬ oldu və 
Eylerin Köməyinə ehtiyacı oldu. O, başa 
düşdü kİ, yeni qanun variasiya hesabı sahə
sinə aiddir. Eyler bu hesablamanı 1740-cı 
ildə Kəşf etdi. Mopertyuinin prinsipi yeni 
elmin İİk müqəddiməsi oldu. Eyler ona gözəl 
əlavələr etdi. O, qeyd etdi Kİ, təbii riyazi 
şərtlər yalnız minimal trayeKtoriyaya deyil, 
həm də maKSİmal hərəKətə yol verir. Doğru
dur, mexanİKada maKsimumlar nədənsə 
müşahidə edilmir, amma fizİKanm başqa sa
hələrində Kim bilir?

Eylerin fərziyyələri yalnız XX əsrin 
sonunda fizİKİərin, quruluşunu və davranış 
qanunlarını dəyişməyə qadir, qeyri-tarazlıq- 
lı sistemləri öyrənməyə başlayanda təsdiq 
olundu. Məlum oldu Kİ, sistemin simmetri
yasının dəyişməsində ifadə olunan belə Ke
çidlər, eKstremal hərəKətin (əsasən шак- 
simal) trayeKtoriyası ilə təsvir edilir.
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L.Eylerin “Sonsuzluqların analizinə giriş” əsərinin 
titul vərəqi (sağda) və birinci səhifəsi.

1748-ci il

Eyler müxtəlif problemlərlə məşğul 
olurdu və deməK olar kİ, həmişə uğur qaza
nırdı. Məsələn, KompleKS deyişənlərdən 
ibarət riyazi analizin üsullarını funKsiyala- 
ra KeçirməK fİKrinə düşdü, beləlİKİə, кот- 
pleKS dəyişənli elementar funKsiyalar nəzə
riyyəsini yaratdı. Eyni zamanda aydın olur 
Kİ, üstlü funKsiya (eKsponent) və sinusoid 
eyni medalın İKİ üzüdür. Bu qüvvət sıraları 
ilə sübut edilən aşağıdaKi düsturla ifadə 
edilir:

e“ = cost + isint.
EKsponent və sinusoida “bacı” olduq

larından e (ən rahat loqarifmlərin əsası) və n 
(çevrənin uzunluğunun diametrə olan nisbə
ti) ədədləri arasında gözəl bir əlaqə yaranır, 
e-nin irrasionallığı müqayisədə sadə yolla 
sübut edilir (həddən artıq rahat 1+1/1!+ 
+1/21+1/3!+... sırası bu ədədə yığılır), o za
man yəqin kİ, bu yol л-nin irrasional oldu
ğunun isbatına gətirib çıxaracaq. Amma 
qoy cavan riyaziyyatçılar bu qədim problemi 
həll etsinlər, Eylerin isə yetərincə şöhrəti 
var idi. Alim belə hesab edirdi və yanılma
mışdı: 1766-cı ildə İohann Henrix Lambert 
л ədədinin irrasionallığınm sübutunu tapdı.

Fermanın böyÜK teoremi ilə də eyni 
cür oldu. Onun haqqında eşidən Eyler itmiş 
isbatları bərpa etməK fİKrinə düşür. Tez- 
İİkİə o, bir əsr öncə Ferma Kimi (“BöyÜK 
Ferma teoremi” məqaləsinə bax) enmə üsu
lunu tapır. Onu 3 və 4 dərəcə üçün yoxla
dıqdan sonra Eyler növbəti dərəcəyə - 5-ə 



Riyaziyyat ensiklopediyası -1
Riyaziyyat ensiklopediyası - 1

üz tutur. Bu zaman çətinlİKİər meydana gə
lir və o bu teoremi cavan tədqiqatçıların öh
dəsinə buraxır.

Həndəsədə Eyleri yeni taxtlardan çox 
EvKİidin doqmatİKasma yerləşməmiş ümu
mi teoremlər maraqlandırırdı. Məsələn, qa
barıq çoxüzlünün təpə nöqtələrinin, til və 
üzlərinin sayını göstərən ədədlər arasmdaxı 
əlaqə haqqında teorem: B - P+Г=2. bu 
düsturu Dexart da bilirdi, amma onun sübu
tunu qoymamışdı. Eyler çox asanlıqla sübut 
tapdıqdan sonra fixrə getdi: əgər düstur 
bütün qabarıq cisimlər üçün doğrudursa, o 
zaman nəyin xüsusiyyətini ifadə edir? Bəİkə 
istənilən çoxüzlünü deformasiya etməx 
тйткйп olduğu sferanın? O, zaman üzlər 
“öİKələrə”, tillər isə “sərhədlərə” çevriləcəK. 
Əgər belədirsə, o zaman düstur çətin kİ, di
gər tor və Krendel Kimi qapalı səthlərə çəkİİ- 
miş “xəritələr” üçün də düzgün olsun. Yox
lama göstərdi Ki, В-P +Г ifadəsi tor üçün 
0, Krendel üçün isə - 2 nəticəsini verir. 
Amma bu bərabərlİKİəri verilən səthlərdə 
bütün xəritələr üçün sübut edə bilməyən 
Eyler yenə də məsələnin həllini gələcəx nə
sillər üçün saxladı. Uğuru isə 1890-cı ildə 
Anri Риапкаге qazandı.

1766-cı ildə Leonard Eyler Berlini tərx 
edərəK Rusiyaya qayıtdı. Yeni Rusiya impe
ratoru, alman mənşəli II Yexaterina, alimə 
simic və xaprizli II Fridrixdən daha yaxşı 
həyat şərtləri təxlif etdi. Eyler qocalırdı və 
bu təKİifi qəbul etdi. Elmi gənclər cəmiyyəti 
artıq onu cəlb etmirdi. O, “qızıl” Berlin ça
ğında ağlına gəlmiş saysız fərziyyə və Kəş
fləri Kağıza KÖçürməK arzusunda idi. Bu 
insanın этэк qabiliyyəti və həvəsi təəccüb 
doğurur: Avropanın bütün elmi jurnalları 
daima Eylerin yeni məqalələrini nəşr edirdi, 
bununla yanaşı alimin bir çox elmi əsəri 
onun sağlığında işıq üzü görmədi.

Peterburqa KÖçdÜKdən sonra alim ког 
olur. İnadxar qoca işləməyə davam edir - 
məqalə və Kitabları dİKtə edirdi. BeləlİKİə, 
ömrünün 77-ci, ког olmasının 16-cı ilində 
ölənə qədər çalışır.

Rusiya paytaxtında olduğu dövrdə Ey
lerin ətrafında yarıdan çoxu rus alimlərin
dən ibarət, Peterburq riyaziyyat məKtəbi 
yaranır. Elə həmin illərdə onun əsas nəşri 
olan diferensial və inteqral hesabının əsasla
rı (deməK olar Kİ, bütün Avropa riyaziyyat
çıları bu Kitabdan təhsil alırdı) trilogiyası 

başa çatdı. O, EvKİidin “Başlanğıclar”, Nyu
tonun “Natural fəlsəfənin riyazi əsasları” 
əsərindən fərqlənirdi. Riyazi təhlilin binası
nın təməlini qoyarKən, Eyler özünün Keçdi
yi yol və cığırları aradan götürmədi. Bir çox 
iİKİn mülahizə və ideyalarının sübutları 
mövcud səhvlərə baxmayaraq, Eyler fixri- 
nin davamçıları üçün mətndə qorunub sax
lanılmışdı. İİk dərslİK davamçılara deyil, 
tədqiqatçılara ünvanlanmışdı - bu, Leonard 
Eylerin və bütün gələcəx əsr və xalqların və
siyyəti idi.

XIX ƏSR: ABSTRAKTIN 
MƏNİMSƏNİLMƏSİ

QAUSS, ABEL VƏ QALUANIN 
KƏŞFLƏRİ

Əgər cəbr uzun əsrlər boyu tənlİKİərin 
həlli ilə məşğul idisə, XIX əsrdə onun məq
sədi cəbri struKturları öyrənməK oldu. 
AbstraKSİyanın bu yeni mərhələsi iİKİn növ
bədə böyÜK alman riyaziyyatçısı Karl Frid- 
rix Qaussun (1777-1855) işləri ilə bağlıdır. 
Onun, 1801-ci ildə nəşr edilmiş, əsrarəngiz 
“Cəbri tədqiqatlar” əsəri müasir riyaziyya
tın yaranışından xəbər verirdi.

Qauss hələ Qə
dim Yunanıstan ri
yaziyyatçılarının 
üzərində çalışdığı 
məsələnin üzərində 
işləyirdi: düzgün
çoxbucaqlının pər
gar və xətKeşin Kö
məyi ilə qurmaq 
üçün neçə tərəfi ol
malıdır? Qədim yu
nanlar 3, 4, 5, 6, 8, 
10, 15 sayda tərəf
ləri olan çoxbucaqlı 
qururdular. Onlar 
həmçinin, məlum 

düzgün çoxbucaqlının tərəflərini İKİqat ar
tırmağı bilirdilər. Bəs pərgar və xətKeşin 
Köməyi ilə 7, 9, 11, 13 tərəfli çoxbucaqlı 
qurmaq olarmı? İkİ min il ərzində riyaziy
yatçılar bu suala cavab tapa bilmədilər.

1796-cı ilin mart ayının 30-da 19 yaşı
na bir ay qalmış Qauss gündəliyində çox va
cib bir qeyd etdi. O, sübut etdi Kİ, pərgar və 
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xətKeşin Köməyi ilə düzgün 17 bucaqlı qur
maq olar. O zaman gənc, Höttengen univer
sitetinə daxil olmuşdu və hələ həyatını ri
yaziyyat və ya filologiyaya həsr edəcəyini 
qərara almamışdı.

“Cəbri tədqiqatlar” əsərində Qauss belə 
bir teorem verir: əgər n - sadə ədəddirsə və 
n-l=p^p2-..p n-1 ədədinin sadə vuruqlara 
ayrılışıdırsa/ onda x"-l=0 tənliyinin həlli 
p , p2, ..., рк dərəcəli к sayda tənliyin həlli
nə gətirilin Xüsusi halda, n-l=2"1 olarsa, 
x"-l=0 tənliyi Kvadrat tənlİKİər zənciri 
halına gətirilir.

Əyani sübut üçün aşağıdaKi misalı gös
tərəK:

x5 - 1 = (x - l)(x4 + x3 + x2 + x + 1) = 0.
Buradan x-l=0 və ya

x4 + x3 + x2 + x + 1 = 0.
Sonuncu tənliyi x2-na böləK:

2 ! 1 1 n
x + x + 1 ч----- 1- —— — 0.

x x
z = x + — (*) əvəzləməsi edərəK, 

x

z2 = x2 + — + 2 olduğunu nəzərə alsaq, 
x2

z2 + z - 1 = 0 tənliyini alırıq, 
(*) - tənliyindən isə x üçün

x2 - zx + 1 - 0 
tənliyini alırıq. x5-l=0 tənliyinin həlli İKİ 
Kvadrat və bir xətti tənliyin həllinə gətiril
mişdir.

x17-l=0 (yəni n-l=24) dörd Kvadrat 
tənliyə gətirilir və deməli, düzgün 17 bu- 
caqlını pərgar və xətKeşin Köməyi ilə qur
maq olar. Qauss sübut etdi Kİ, n-1 ədədinin 
2-dən fərqli böləni varsa, xn-l=0 tənliyini 
silsilə Kvadrat tənlİKİərə gətirməK olmur. 
Deməli, çevrəni 7, 11, 13, 19 hissəyə bölməK 
olmur.

“Cəbri tədqiqatlar” XIX əsr riyaziy
yatçılarının stolüstü Kitabına çevrildi. Axı 
burda yalnız parlaq nəticələr deyil, həm də 
cəbri tənlİKİərin araşdırılması üçün yeni 
riyazi aparat mövcud idi.

Qeyd edəK Kİ, hələ Qədim Çayarası ri
yaziyyatçıları Kvadrat tənlİKİəri həll etməyi 
bacarırdılar, XVI əsrdə İtaliyada üçüncü və 
dördüncü dərəcəli tənlİKİərin kökü üçün 
düsturu tapmışdılar. Beşinci dərəcəli tən- 
liKİərin KÖKİəri düsturunun axtarışı uğur 
qazanmadı. 1770-ci ildə fransız riyaziyyat

çısı Jozef Lui Laqranj (1736-1813) “TənlİK- 
lərin cəbri həlli haqqında mülahizələr” 
əsərində İİk dörd dərəcə üçün mövcud olan 
həll üsullarının, niyə görə beşinci dərəcə 
üçün yaramadığı səbəbini tənqidi baxışdan 
Keçirdi. Laqranj İİk dəfə tənlİKİərin kökü 
qrupunu nəzərdən Keçirdi (“Qruplar” məqa
ləsinə bax), bu nəzəriyyənin “tənlİKİərin 
həllində əsl metafizİKa” olduğunu göstərdi.

1824-1826-cı illərdə gənc Norveç riya
ziyyatçısı Nils HenrİK Abel (1802-1829) 
sübut etdi Kİ, n > 5 dərəcəli tənlİKİərin həlli 
üçün ümumi düstur mövcud deyil. Bununla 
yanaşı bəzi tənlİKİər radİKallarda həll oluna 
bilir, bəziləri isə yox. 1829-cu ildə Abel, 
vaxtsız ölümünə qədər “TənlİKİərin, cəbri 
yolla həll olunan, xüsusi sinifi haqqında 
memuar”əsərini nəşr etdirdi.

Cəbr sahəsində yeni böyÜK Kəşfləri 
gənc fransız alimi Evarist Qalua 
(1811-1832) etdi. Laqranjm, Qauss və 
Abe=lin ideyalarını inKİşaf etdirərəK 
x"+a2xn'1+...+an_ıx+an=0 tənliyinin radi- 
Kalda həll olunmasını müəyyən etməK məsə

ləsini qoydu və həll etdi. O, Qrup və meydan 
anlayışlarını daxil edərəK, yÜKSƏK dərəcəli 
birməchullu tənlİKİərin daha sadə cəbri tən- 
lİKİərə gətirilməsi şərtlərini və beləlİKİə də, 
radİKallarla həll edilə bilən cəbri tənlİKİər 
sinifini müəyyənləşdirdi. Evarist Qalua 20 
yaşında dueldə ölüb. Öz nəticələrini İkİ qısa 
memuarda 1830-cu ildə və dueldən bir gecə 
əvvəl yazılan məKtubda təsvir etmişdir.

Qaluanın nəzəriyyəsinin riyaziyyatçı
lara aydın olması üçün əsrlər lazım oldu. 
Bu haqda 1870-ci ildə fransız alimi Kamil 
Jordan “Cəbri tənlİKİər və əvəzetmələr haq
qında traKtat” əsərində danışmışdır. Cəbr-
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də dəyişİKİİKİər baş 
verdİKCə Qaluanın 
şöhrəti artırdı. 

1854-cü ildə in
gilis riyaziyyatçısı 
Artur Keli (1821- 
1895) qrupun istə
nilən a və b üçün 
ax=b, ya=b tənlİKİə- 
rinin biqiymətli həl
lini, vahidin möv
cudluğunu və assosi- 
ativlİK şərtlərini tə
min edən məlum 
Kompozisiya qanun- 

lu, ixtiyari təbiətli obyeKtlərin sonlu çoxlu
ğu Kimi ümumi tərifini verdi. 1898-ci ildə 
alman alimi Henrix Veber (1842-1913) qru
pun aKsiomatİK tərifini formalaşdırdı.

Qruplar nəzəriyyəsinin yaradıcıları cəb
ri tənliyin radİKallarda həlli problemindən 
çıxış edərəK qrupları öyrənirdilər. İndi isə 
qruplar elmin bir çox sahələrində: diferensi
al tənlİKİər nəzəriyyəsində (Li qrupları), fizi- 
Kada (Lorens qrupu), həndəsədə (çevirmələr 
qrupu) vacib rol oynayırlar.

HƏNDƏSƏNİN “FƏRZİYYƏLƏRİ”

BeləlİKİə, XIX əsrdə cəbr tədqiq edilən 
obyeKtlərin təbiətindən getdİKCə daha çox 
abstraKtlaşdırılırdı. Bu cür inqilabi dəyişİK- 
lİKİər həndəsədə də baş verirdi. Bu dəyişİK- 
lİKİər K.F.Qaussun, N.İ.LobaçevsKİnin, Y.Bol- 
yay və B.Rimanın (“LobaçevsKİnin həndəsə
si” məqaləsinə bax) adları ilə bağlı idi.

B.e.ə. III əsrdə EvKİid həndəsənin ак- 
siom sistemini təsvir etdİKdən sonra, alim
lərin diqqəti uzun əsrlər boyu beşinci pos
tulat adlandırılan paralellər aKsiomuna yö
nəlmişdi. Onun təriflərindən biri belə səslə
nir: ABM müstəvisi üzərində M nöqtəsin
dən AB düz xəttinə paralel olan yalnız bir 
düz xətt KeçirməK olar. Riyaziyyatçılar ya 
paralellər haqqında aKSİomu daha sadə aKSİ- 
om ilə əvəz etməyə, ya da “Başlanğıclar” 
əsərinin digər aKsiomlarına əsaslanaraq, 
onu teorem Kimi isbat etməyə çalışırdılar. 
Bununla yanaşı, XIX əsrə qədər beşinci pos
tulatın həqiqiliyinə, EvKİid həndəsəsinin 
yeganə mümKÜn həndəsə olduğuna, nə də 
onun real fizİKİ dünyanı təsvir etdiyinə heç 
Kİm şübhə etmirdi.

Qauss 1792-ci ildə paralellər nəzəriy
yəsinə müraciət etdi. Əvvəlcə o, beşinci pos
tulatı isbat etməyə çalışdı, amma sonra yeni 
qeyri-evKİid adlanan həndəsənin qurulması 
haqqında йкгэ gəldi. 1817-ci ildə məKtubla- 
rından birində alim etiraf edirdi kİ: “Mən 
getdİKCə bizim həndəsənin labüdlüyünün sü
but olunmasının mümKÜn olmadığı fİKrinə 
gəlirəm”. Amma bu fİKİrləri heç Kimin anla- 
mayacağmdan qorxduğu üçün dilə gətirmir
di. Qauss öz nəticələrindən heç birini dərc 
etdirmədi, halbuKİ məKtub və şəxsi sənədlə
rindən aydın görünür kİ, qeyri-evKİid həndə
səsinin əsaslarını hazırlamışdı.

Kazan universitetindən NİKolay İvano- 
viç LobaçevsKİ (1792-1856) və macar riya
ziyyatçısı Yanoş Bolyay (Boyai) yeni həndə
sənin yaradıcılarından oldu. Qaussdan fərqli 
olaraq, onlar öz ideyalarını yaymağa üstün- 
Iük verirdilər, amma riyaziyyatçıların çoxu 
bu ideyaları qəbul etməyə hazır deyildilər.

Yanoş Bolyayın nəticələri 1832-ci ildə 
atası FarKaş Bolyayın Kitabına əlavələrində 
qısa şəKİldə verilmişdi. Y.Bolyaym “Mütləq 
həqiqi, EvKİidin XI aKsiomunun (heç bir za
man həll olunmayacaq) həqiqi və ya yalan 
olmasından asılı olmayan, fəza haqqında 
elmdən ibarət olan əlavə” əsərini, adətən qı
sa olaraq “AppendİKs” (əlavə) adlandırırlar. 
Bu əsəri oxuyan Qauss öz tələbəsi, riyaziyy
atçı Herlinqə yazırdı: “Mən gənc həndəsəçi 
fon Bolyayı birinci dərəcəli dahi hesab edi
rəm”. Amma F.Bolyaya məKtubunda o, Ya- 
noşun əsəri haqqında bir az təvazö davran
dı: “Bir neçə söz oğlunun əsəri haqqında de- 
тэк istərdim. Əgər mən bu işi tərifləməli 
olmadığımdan başlasam, sən əlbəttə, təəc
cüblənərsən, amma mən başqa cür hərəKət 
edə bilmərəm, çünKİ bu əsəri tərifləməK 
özümü tərifləməK deməKdir: əsərin bütün 
məzmunu, oğlunun Keçdiyi yol, aldığı bü
tün nəticələr deməK olar kİ, mənim 30-35 il 
əvvəl əldə etdiyim nailiyyətlərimlə tamami
lə üst-üstə düşür”. Müasirlərindən dəstəK 
görmədiyi üçün, Bolyay riyaziyyatla məş
ğul olmaqdan imtina etdi. O, qeyri-evKİid 
həndəsəsi ümumi rəğbət qazanmadan bir 
neçə il öncə dərin depressiya içində dünya
sını dəyişdi.

LobaçevsKİ öz həndəsi tədqiqatlarının 
nəticələrini İİk dəfə 1829-cu ildə “Həndəsə
nin əsaslarına dair” əsərində dərc etdirdi. 
Sonradan o, bu ideyaları bir çox əsərlərdə

M.V. OstroqradsKİ 
(1801-1867)

inKİşaf etdirərəK, yalnız rus dilində deyil, 
eləcə də fransız və alman dillərində nəşr et
dirdi. Alim cəsarətlə EvKİidin həndəsəsi ilə 
yanaşı fərzi adlanan həndəsənin də mövcud 
olduğundan yazırdı. Onun fİKrincə yalnız 
təcrübə hansı həndəsənin real məKanda yeri 
olduğunu həll edəcəK.

EvKİidin beşinci postulatını Lobaçev
sKİ aşağıdaKi ilə əvəz etdi: əgər AB düz xətti 
və onun üzərində yerləşməyən M nöqtəsi ve
rilibsə, bu zaman ABM müstəvisində M 
nöqtəsindən AB xəttinə paralel olan İkİ düz 
xətt KeçirməK olar. LobaçevsKİnin həndəsə
sindən bir neçə teorem misal göstərəK:

Üçbucağın bucaqlarının cəmi 180°-dən 
azdır. O, bir üçbucaqdan digərinə KeçdİKdə 
dəyişir.

Oxşar üçbucaq cütü yoxdur.
Düz xətt üzərində olmayan istənilən 

üç nöqtədən çevrə KeçirməK olmaz.
Heç bir düzbu

caqlı mövcud deyil.
Bu iddialar müa

sirlərə qəribə və 
əsassız görünürdü. 
Rusiyanın məşhur 
riyaziyyatçıları - 
M. V.OstroqradsKİ 
və V.Y.BunyaKov- 
SKİy yeni həndəsə
yə qarşı çıxdılar. 
HəmKarlarının 
tənqidi münasibəti 
LobaçevsKİni yolun
dan döndərə bilmə
di. O, bütün mənfi 

rəy və istehzalara baxmayaraq, tədqiqatlara 
davam edirdi.

Qaussun ölümündən sonra qeyri-ev- 
Kİid həndəsəsi barədə fİKİrləri və Lobaçev
sKİnin əsərləri barədə rəğbətlə danışdığı 
məKtubları dərc edildi. Məsələn, 1846-cı il
də Qauss yazırdı: “LobaçevsKİ fənn haqqın
da əsl həndəsi ruhda bir alim Kimi danışır. 
Mən sizin diqqətinizi, oxuduqda böyÜK 
məmnuniyyət duyacağınız “Paralel xətlər 
nəzəriyyəsinə dair həndəsi tədqiqatlar” əsə
rinə yönəltməyi özümə borc bilirəm”.

Əvvəlcə qeyri-evKİid həndəsəsi, əsra
rəngiz dünyanın təsvir edildiyi nağıla bən
zəyirdi. Bu həndəsə harada tətbiq edilir? O, 
təzadlardan ibarət deyilmi? Yeni həndəsə
nin yaradıcıları hesab edirdilər Kİ, riyazi 

abstraKsiyalar ətraf mühitin reallıqlarını 
əks etdirməlidir və təcrübələr əsasında fizi- 
Kİ məKanın həndəsəsinin xüsusiyyətləri ba
rədə suallara cavab tapmağa ümid edirdilər. 
LobaçevsKİ məsələn, astronomİK məlumat
lar əsasında bucaqlarının cəminin 180°-yə 
bərabər olmadığı “KosmİK üçbucaqlar”ın sa
hələrini ölçməKİə məşğul oldu. LaKİn 180° 
-dən bütün кэпага çıxmalar müşahidələrin 
dəqiqliyi çərçivəsində oldu. Bu zaman alim 
onun həndəsəsinin mİKrodünyanı təsvir et
diyi haqqında fərziyyə irəli sürdü.

Nəticədə riyaziyyatçılar qeyri-evKİid 
həndəsəsinin interpretasiya məsələsini çöz
dülər, fizİKa alimləri isə onun nəticələrin
dən tədqiqatlarda istifadə etməyə başla
dılar. Qeyd etməK lazımdır kİ, yeni ideyala
rın əsasında Qaussun yaratdığı səthlər nə
zəriyyəsi dururdu.

Qauss uzun müddət geodeziya ilə məş
ğul olmuşdur: meridianın qövsünü ölçərəK, 
Hannover Krallığının geodezi çəKİlişlərini 
aparırdı. O, çöl-ölçmə işləri təşKİl edir, özü 
də iştiraK edərəK, çətin hesablamalar aparır
dı. Nəticədə o, riyaziyyatın yeni bölməsini - 
səthlərin daxili həndəsəsini Kəşf etdi. 
1828-ci ildə Qauss “Səthlərin əyriliyi haq
qında ümumi tədqiqatlar” əsərini çap etdi- 
гэгэк, İİk dəfə olaraq Qauss əyriliyi anla
yışını meydana çıxardı.

Qaussun tədqiqatlarını, Derptedə (in- 
dİKİ Tartuda) yaşayan, mənşəcə alman olan 
rus riyaziyyatçısı Ferdinand Qotliboviç 
Mindinq (1806-1885) davam etdirdi. O, əy- 
rilİK anlayışını öyrənirdi. Əyriliyi sıfıra bə
rabər olan səth sadə müstəvidir. Əyriliyi sa
bit və müsbət olan səthi Kürə üzərinə yerləş- 
dirməK olar. Mindinq sabit mənfi əyriliyə 
malİK səthi nəzərdən Keçirdi - və bu səthlər- 
dəKİ üçbucaqlarda triqonometrİK münasi
bətləri Kəşf etdi.

Göründüyü Kİmi, LobaçevsKİ “Fərzi 
həndəsə” Kitabında üçbucaqlar üçün Min- 
dinqin fərzi sferada üçbucaqlar üçün çıxar
dığı triqonometrİK funKsiyaları çıxardı. 
Amma əvvəlcə alimlər bu bənzərliyi görmə
dilər. Uzun illər sonra 1868-ci ildə italyan 
riyaziyyatçısı Eudcenio Beltrami (1835- 
1900) bu bənzərliyə diqqət yetirdi və sübut 
etdi Ki, LobaçevsKİnin müstəvinin məhdud 
hissəsinin həndəsəsi fərzi sfera üçün də ке- 
çərlidir. Beltraminin verdiyi açıqlamalar 
qeyri-evKİid həndəsəsini anlamağa və qə-
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bul etməyə кошэк 
etdi.

Bernhard Ri
man (1826-1866), 
Almaniyadan olan 
bir riyaziyyatçıdır, 
səthləri öyrənməK- 
dən fəzanın tədqi
qinə Keçmişdir. 
1854-cü ilin iyu
lunda Höttingen 
Universitetində 
Qaussun iştiraK et
diyi bir toplantıda 
“Həndəsənin əsa

sında duran hipotezlər” adlı mühazirə 
oxudu. Rimanm müasirləri onun, qısa şə
Kİldə ifadə edilmiş dərin və cəsarətli fİKİrlə- 
rini asanlıqla qəbul etmədilər. Mühazirə 
yalnız 1868-ci ildə onun ölümündən sonra 
dərc edildi. Fəzanın əyriliyi anlayışı Riman- 
da - Qaussun səth əyriliyinin ümumiləşdi
rilmiş forması idi. Əyriliyin sıfıra çevril
məsi bütün hallarda evKİid fəzasını xaraKte- 
rizə edir. Daimi müsbət əyrili İKİölçülü fəza 
həndəsəsi sfera həndəsəsi ilə, daimi mənfi 
əyrili fəza həndəsəsi isə LobaçevsKİnin hən
dəsəsi ilə üst-üstə düşür.

Qaussun, LobaçevsKİnin, Rimanın Kəş
fləri insan təfəKKÜrü sahəsində inqilabı - 
тэкап və zamana fizİKİ baxışın dəyişməsini 
tərənnüm edir. Artıq XX əsrin başlanğıcın
da xüsusi nisbilİK nəzəriyyəsi yaradılmış və 
onun LobaçevsKİnin həndəsəsi ilə əlaqəsi 
müəyyən edilmişdir. 1916-cı ildə Eynşteyn 
Qaussun səthlərin daxili həndəsəsinə dair 
əsərlərinə və Rimanın həndəsəsinin riyazi 
aparatına istinad edərəK, ümumi nisbilİK 
nəzəriyyəsini qurdu.

KLEYNİN “ERLANGEN PROQRAMI”

Hələ qədim Yunanıstanda astronomiya 
məsələlərinə gətirib çıxaran sferİK həndəsə 
məlum idi. Coğrafi xəritələrin tərtibi ellip- 
soidin müstəvidə təsviri üsullarını tapmağı 
tələb edirdi. Rəssamlar, memarlar, mühən
dislər proyeKSİyalama qaydalarını hazırla
yırdılar. 1822-ci ildə fransız riyaziyyatçısı 
və mühəndisi, Jan VİKtor Ponsele 
(1788-1867) “Fiqurların proyeKtiv xassələ
ri haqqında traKtat” dərc etdirdi. O, “layi- 
hələşdirmə zamanı dəyişməyən” xassələri 

tədqiq edirdi. Aydındır Kİ, pyoKsiyalarda 
uzunluq və bucaqlar saxlanılmır, amma bir 
düz xətt üzərində yerləşən nöqtələr və Kəsi
şən xətlər olduğu Kİmi qalır. Fiqurların xas
sələrini tədqiq etmə ideyası buradan irəli 
gəlmişdir.

EvKİidin və LobaçevsKİnin həndəsələri
nin bərabərhüquqlu olduğu meydana çıxdıq
dan sonra, mövcud olan bütün həndəsi sis
temləri təsnifetmə zərurəti yarandı. Bu mə
sələni alman riyaziyyatçısı FelİKS Kleyn 
(1849-1925) həll etdi.

Kleyn öz fİKİrlərini 1872-ci ildə bildir
di. Erlangen Universitetinin professoru və
zifəsinə təyin edildİKdən sonra, o, “Erlan
gen proqramı” adı altında məşhur olan “Ye
ni həndəsi tədqiqatların müqayisəli icmalı” 
mövzusunda mühazirə oxudu.

Kleynə görə bu və ya digər həndəsənin 
qurulması üçün çoxlu sayda element və çev
rilmələr qrupu verməK lazımdır. Həndəsə
nin vəzifəsi verilən qrupda bütün dəyişİK- 
lİKİər zamanı invariant qalan elementlər 
arası münasibətləri öyrənməKdən ibarətdir. 
Məsələn, EvKİid həndəsəsi fiqurların hərə- 
Kət zamanı dəyişməyən xassələrini öyrənir. 
Amma başqa növ həndəsi çevirmələr də var
dır: Konform, Kəsilməz, xətti və s. Konform 
həndəsədə dairələri dairələrə çevirərəK, bu
caqları saxlayan çevirmələr araşdırılır. To- 
pologiya Kəsilməz, affin həndəsəsi - xətti 
çevirmələri öyrənir. Kleyn qeyd etmişdir kİ, 
əgər İkİ çevirmənin hasili olaraq, bu çevir
mələrin ardıcıl yerinə yetirilməsini hesab 
etsəK, evKİid hərəKətləri, oxşarlıq çevir
mələri, Afinn, proyeKtiv, Konform çevir
mələri, qeyri-evKİid hərəKətləri qrup əmələ 
gətirir.

Kleynin proqramı cəbrin və həndəsənin 
yeni sintezini yaratdı, belə Kİ, XX əsrdə bu 
İKİ fənnin qarşılıqlı müdaxiləsi daha dərin 
oldu.

Kleynin hazırladığı həndəsələrin təsni
fatına Rimanın fundamental ideyaları daxil 
deyildi. Kleyn çevirmələrin qrupunu öyrə
nirdi. Riman isə həndəsənin vəzifəsini fəza
ları öyrənməKdə görürdü. Onun tədqiqat
ları əsasında XX əsrdə riyaziyyata metrİK 
və topoloji fəzalar anlayışı daxil oldu, riya
ziyyatın, riyazi analizin əsas əməliyyatları
nın: diferensiallama, inteqrallamanm ümu
miləşdirildiyi - funKSİonal analiz bölməsi 
yaradıldı.

NiKolay İvanoviç 
LobaçevsKİ 

(1792-1856)

NİKOLAY İVANOVİÇ LOBAÇEVSKİ

NİKOİay İvanoviç LobaçevsKİ 1792-ci 
ildə Nijniy Novqorodda anadan olub. Onun 
doqquz yaşı olanda ailəsi Kazana Köçdü. Bu
rada NİKOİayı “dövlət hesabına” gimnaziya
ya verdilər.

1807-ci ildə 14 yaşlı NİKOİay Lobaçev
sKİ İkİ il öncə açılmış Kazan Universitetinin 
tələbəsi oldu. Burada Qaussla yaxından tanış 
olan Martin Feodoroviç (lohann Martin Kris
tian) Bartels Kİmi çox yaxşı riyaziyyatçılar 
dərs deyirdi. Müəllimlər Kursda əsasən İkİ 
tələbəni seçirdilər: İvan Simonovu (sonradan 
o Kazan Universitetinin professoru oldu) və 
NİKOİay LobaçevsKİni. 1812-ci ildə təqdim 
edilmiş DeKan tərəfindən verilmiş rəydə de
yilirdi: “Baxmayaraq kİ, Simonov riyazi elm
lərdən yaxşı xəbərdardır, LobaçevsKİ incə 
məsələlərdə üstündür”. Universitetin DeKa- 
nı hesab edirdi Kİ, LobaçevsKİ “gələcəKdə 
şöhrət tapmaya bilməz”.

LobaçevsKİnin 
Karyerası sürətlə in- 
Kİşaf edirdi. Onu 
1814-cü ildə Bartel- 
sin tövsiyyəsi ilə ad- 
yunKt (professorun 
KÖməKçisi) təyin et
dilər, İkİ il sonra 23 
yaşında eKstraordi- 
nar professor (do
sent adına bərabər
dir) seçilir. 1822-ci 
ildə LobaçevsKİ ordi- 
nar professor olur.

Pedaqoji fəaliy
yətinin İİk 10-12 ili 
ərzində oxuduğu Kurs
ların siyahısında 10 

addan çox mövzu vardır: ədədlər nəzəriyyə
si, müstəvi və fəza triqonometriyası, anali- 
tİK və xətti həndəsə, astronomiya, diferen- 
sial və inteqral hesabı, fizİKa, statİKa və di- 
namİKa və b. Gördüyümüz Kİmi cavan pro
fessor yalnız riyaziyyatın müxtəlif sahə
lərinə dair deyil, eləcə də fizİKa və astrono
miya üzrə də mühazirələr oxuyurdu. O, çox 
səliqəli mühazirəçi idi.

Bir dəfə Kazan Universitetinə I А1ек- 
sandr tərəfindən təsdiq edilmiş təlimat gəl
di: “Nəzəri və təcrübi fizİKanı tədris edən 
professor, Kurs boyunca Allahın müdrİKİi- 

yinə və onun möcüzələrini dərK etməK 
üçün bizim hisslərimizin və vasitələrimizin 
məhdudluğuna istinad etməlidir”. Çətin kİ, 
o dövrdə “Nəzəri və təcrübi fizİKa” Kur
sunu tədris edən LobaçevsKİ bu təlimata 
uyurdu.

O, artıq 1817-ci ildən başlayaraq üç il 
idi Kİ, ən çətin problemlərdən olan - EvKİi
din paralellər haqqında beşinci postulatının 
isbatı ilə məşğul olurdu. Mühazirələrdə o, 
tələbələrinə, düz xətdən Kənarda yerləşən 
nöqtədən cari xəttə yalnız bir paralel xətt 
KeçirməK olar təKİifini isbat etməK cəhdlə
rindən danışırdı. Beşinci postulatın proble
mini bir çox məşhur alimlər tədqiq etmişlər, 
amma bu məsələnin ifadəsi hər kəs üçün ay
dın olduğu üçün belə tədqiqatlara əl atanlar 
da az deyildi. LobaçevsKİ ona xüsusi məna 
verirdi. O, yazırdı Kİ, paralellər haqqında 
məsələ “indiyə qədər məğlubedilməz sayılır, 
amma bununla yanaşı özündə bütün şübhə
lərdən uzaq, elm üçün dəyərli olan həqiqət
ləri birləşdirir”.

Əvvəlcə LobaçevsKİ bütün digər riya
ziyyatçılar Kİmi sübutları ƏKsdən axtarma
ğa başladı. Bu yolla o, bir çox iddialar irəli 
sürdü, onlardan bəziləri, bir az qəribə də 
səslənsə kökIü təzad şəKİində olmadı. Bun
dan başqa LobaçevsKİ başa düşdü Kİ, bu 
“fərzi” həndəsə alışdığımız məzmuna malİK 
olmasa da, bizim təcrübəmizlə təKzib edilə 
bilməz.

1826-cı  ilin fevralında LobaçevsKİ yeni 
həndəsənin ixtirası barədə birinci əsəri ya
zıb, universitetdəKİ əməKdaşlarına verəndə 
cavab gəlmədi. Əsər özü isə qeyb oldu.

1829-cu ildə “KazansKİy vestnİK” jur
nalı LobaçevsKİnin qeyri-evKİid həndəsəsi 
haqqında əsər dərc etdi. Əsərə verdiyi rəydə 
məşhur riyaziyyatçı M.V.OstroqradsKİ ya
zırdı: “Müəllif deyəsən elə yazmağı qərara 
alıb Kİ, onu heç Kim anlamasın. Əgər bu be
lədirsə, o öz məqsədinə çatıb: Kitabın böyÜK 
bir hissəsi mənim üçün bu Kitabı görməyə- 
cəyim halda sirli qalacağı Kİmi anlaşılmaz 
qaldı”.

Dahilər hər zaman öz zamanlarını qa
baqlayırlar. 30-40 ildən sonra LobaçevsKİ
nin həndəsəsinin, EvKİidin həndəsəsi qədər 
bərabərhüquqlu və bizi əhatə edən mühiti 
öyrənməKdə vacib addımlardan biri olduğu
nu sübut edən əsərlər meydana gələcəK. 
Amma XIX əsrin 20-ci illərinin sonunda Lo- 
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baçevsKİ çox çətin vəziyyətdə qaldı. Onu an
lamır, hətta mühaKİmə belə edirdilər, o 
dövrün məşhur riyaziyyatçıları, onun этэк- 
daşları əsər haqqında istehzalı, bəzən isə 
təhqiredici rəylər verirdilər. Bu, alimin xa- 
raKterini yoxlamaq üçün əsl sınaq idi. Loba- 
çevsKİ bu sınaqdan şərəflə çıxdı. Birinci 
böyÜK məqalənin ardınca bu mövzuda olan 
bir neçə əsər meydana çıxdı. Bununla o, qey- 
ri-evKİid həndəsəsinin ixtiraçısı Qaussdan 
çox fərqləndi. “Riyaziyyatçılar şahı” 30 ilə 
yaxın zamanda paralellər nəzəriyyəsi ilə 
məşğul olur və qeyri-evKİid həndəsəsinin 
bərabərhüquqlu olması nəticəsinə gəlsə də, 
bu nəticələri dərc etdirmirdi.

Amma Qauss LobaçevsKİnin sağlığında 
elmi nəticələrinin qəbul edilməsinin yeganə 
halında vacib rol oynamışdır. 1842-ci ildə 
NİKolay İvanoviç Höttingen elmi cəmiyyəti
nə (elmlər aKademiyasma) müxbir üzv seçil
di. Seçilmə və diplom Qauss tərəfindən 
imzalanmışdı.

LobaçevsKİnin Qaussa verdiyi cavaba 
nəzər yetirəK: “Məni, cavabı bu qədər lən
gitməyimə görə bağışlayın, bunun günahı 
şəhərdə baş verən yanğındır; bu həm mənim 
səhhətimi Korladı, həm də bir sıra xidməti iş 
meydana çıxardı”. Alimə mötəbər elmi cə
miyyətə üzv seçilməyini xəbər verirlər, o isə 
yanğına görə cavabı gecİKdirir.

MəKtubda LobaçevsKİnin şəxsiyyətinin 
daha bir tərəfi üzə çıxır. Doğrudan da, riya
zi istedad və elmə olan qeyri-adi məhəbbət 
onda ictimai borc təsəvvürləri ilə uzlaşırdı.

Artıq 25-30 yaşlarında rəsədxanaya 
başçılıq edir, riyaziyyat faKÜltəsində deKan 
idi. Uzun illər Universitet Kitabxanasına 
rəhbərlİK etmişdir. Kitabxananın elmdə 
necə böyÜK rol oynadığını anlayan Lobaçev- 
skİ Kitab seçməK və almaq üçün Peterburqa 
şəxsən özü gedirdi. Universitetin memar
lıq Komitəsinin sədri Kimi yeni tədris Kor
puslarının tİKİlişinə rəhbərlİK edirdi.

1827-ci  ildə LobaçevsKİni Kazan Uni
versitetinin reKtoru seçdilər. Daha sonra o, 
bu vəzifəyə 6 dəfə təKrar olaraq seçilərəK, 
20 il ərzində reKtor oldu. Bu vəzifədə Loba- 
çevsKİ çox böyÜK həvəs və maraqla hər şey- 
lə: elmi və tədris işləri ilə, maliyyə məsə
lələri və memarlıqla məşğul olurdu. 1835-ci 
ildə vəba epidemiyası və 1842-ci ildə adıçə- 
Kİlən yanğın zamanı xüsusilə çətin oldu.

1846-cı ildə haKİmiyyət LobaçevsKİni 
reKtor vəzifəsindən azad etdi. 1852-ci ildə 
onun böyÜK oğlu dünyasını dəyişdi. Ailənin 
maliyyə vəziyyəti ciddi şəKİldə pisləşdi. 
Ölümündən bir az öncə NİKolay İvanoviç 
görmə qabiliyyətini itirdi. Kazan Universi
tetinin 50 illiyinə həsr edilmiş “Ümum hən
dəsə” əsərini o tam ког olduğu halda tələ
bələrinə dİKtə etmişdir. LobaçevsKİ 1856-cı 
ildə vəfat etmişdir.

1828-ci  ildə LobaçevsKİ reKtor olması
nın bir illiyində sonradan məşhur olan “Tər
biyənin vacib predmetləri” nitqini söylədi. 
O deyirdi: “Misallar izahlar və Kitablardan 
daha yaxşı öyrədir”. NİKolay İvanoviç Loba
çevsKİnin həyatı vətənə və elmə xidmətin ən 
bariz nümunəsidir.

XX ƏSR

ƏSRLƏRİN QOVŞAĞINDA

1900-cü ilin avqust ayının 8-də Paris
də Keçirilən İKİnci Beynəlxalq riyazi коп- 
qressdə Höttingendən cavan professor, 
sonralar isə dahi riyaziyyatçıya çevrilən Da
vid Hilbert çıxış edirdi. Riyaziyyata həsr 
edilmiş məşhur mühazirəsini o, bu sözlərlə 
başladı “Arxasında gələcəyimizin gizləndiyi 
pərdəni Kİm qaldırıb, gözucu olsa belə qarşı- 
mızdaKi əsrin elmi nailiyyətlərini görməK 
istəməz kİ?”.

O zaman XX 
əsrin astanasında 
Keçən əsrə nəzər sa
laraq, Yerin gələcə
yini çox gözəl tə
səvvür etməK olar
dı. SanKİ ədalət və 
ağıl erası başlanır
dı. Bu gün isə biz 
yüz il bundan əvvəl 
əcdadlarımızın et
diyi Kimi Keçən əs
rə nəzər salırıq. Nə 
görürÜK?

Xoş güzərana 
olan ümid doğrul
madı: - XX əsrdə bir çox faciələr, təbii fəla- 
Kətlər baş verdi, zəhərlənmiş çaylar və qu
rudulmuş dənizlər, mənəviyyatın süqutu, 
dəhşətli cinayətlər, atom partlayışları, arası 
Kəsilməyən müharibələr... Bütün bunlar hə

David Hilbert
(1862-1943)

qiqət idi. Bu əsr eyni zamanda həm dəhşətli, 
həm də yaddaqalan idi.

Elm üçün XX əsr yaddaqalan oldu. Bu 
yüzillİKdə riyazi nailiyyətlər əvvəİKİ İKİ mi- 
nillİKdən üstün idi.

Riyaziyyatla məşğul olmanın müxtəlif 
nəzər nöqtələri mövcuddur. XIX əsrdə İkİ 
məşhur alim - fransız riyaziyyatçısı Jozef 
Furye və alman alimi Karl YaKobi arasında 
mübahisə meydana gəldi. Furye hesab edirdi 
Kİ, riyaziyyatın məqsədi - təbiəti anlatmaq
dan ibarətdir. YaKobi isə cavabında riya
ziyyatın məqsədinin insan şüurunu təmsil 
etməK olduğunu bildirirdi. Prinsipcə hər 
İKİsini haqlı saymaq olardı. Bundan başqa 
son üç yüzillİKdə riyazi tədqiqatların məq
sədi praKtİKİ əlavələrdən - mühəndislİK, 
KonstruKtiv, iqtisadi və s. ibarət idi. Nəha
yət, riyaziyyat bütün dövrlərdə dünyanın 
fəlsəfi anlamına təsir edirdi.

XX əsr riyaziyyatı bütün istiqamətlər
də vüsət tapdı.

RİYAZİ MƏKTƏBLƏR

XX əsrin birinci yarısında riyaziyyat 
əsasən milli çərçivədə inKİşaf edirdi. Əvvəİ
Kİ yüzillİKdə olduğu Kimi əsas rol fransız və 
alman riyazi məKtəblərinə məxsus idi, am
ma artıq dünya birliyinə italyan, macar, 
Avstriya, İsveç alimləri də qoşuldular. Hələ 
XIX əsrin ortalarında Rusiya, əsasən də Pe
terburq məKtəbi inKİşaf etməyə başladı. 
AmerİKa qitəsində İİk böyÜK riyaziyyatçılar 
meydana gəldi, Polşa riyazi məKtəbi forma
laşmaqda davam edirdi.

Sonralar isə riyaziyyat beynəlxalq elmi 
cəhətlərə malİK olmağa başladı. Hilbertin, 
riyaziyyatçı üçün bütün dünyanın vahid bir 
öİkə anlamını verməsi haqqında fİKri özünü 
doğrultmağa başladı.

Elmin təKamülünü dahi alimlərin yara
dıcılığını nəzərdən Keçirməmiş müşahidə et- 
тэк тйткйп deyil. XX əsrin birinci 
yarısında mühüm rol oynamış riyaziyyatçı
ların adlarını çəkək.

Əsas yeri David Hilbert (1862-1943) 
tuturdu. Alman riyazi məKtəbini həmçinin 
Herman Veyl (1885-1955). FelİKs Kleyn 
(1849-1925), Herman MinKOvsKİy (1864- 
1909), Emmi Nöter (1882-1935), FelİKs Ha- 
usdorf (1868-1942) Kimi alimlər də tərən
nüm edirdilər.

Fransız Jül Anri Риапкаге (1854- 
1912) - bütün dövrlərin elm dahilərindən 
biri idi. PuanKaredən sonra Fransa riya
ziyyatçılarının arasında Jan Adamar (1865- 
1963) böyÜK ehtirama layiqdir. Fransız ri
yaziyyatçılarının sırasında Emil Borel 
(1871-1956), Jan Qaston Darbu (1842- 
1917), Eli Jozef Kartan (1869-1951), Anri 
Leon Lebeq (1875-1941), Pol Montel (1876- 
1975) və Emil PİKarın (1856-1941) adlarını 
çəKməK olar.

İtalyan riyazi məKtəbini VitoVolterra 
(1860-1940) və Tulio Lewi-Çivita (1873- 
1941), İsveç məKtəbini Maqnus Gösta Mit- 
taq-Löfler (1846-1927) və ErİK İvar Fred
holm (1866-1927), ingilis məKtəbini isə 
Hodfri Harold Hardi (1877-1947), Con 
İdenzor Litlvud (1885-1977), Bertran Ras- 
sel (1872-1970), rus məKtəbini AleKsandr 
Mixayloviç Lyapunov (1857-1918) və And
rey Andreyeviç MarKOv (1856-1922), Ame
rİKa məKtəbini Corc Deyvid BirKhof (1884- 
1944) və Osvald Veblen (1880-1960) təmsil 
edirdilər.

Qeyd etməK lazımdır kİ, yüzilliyin bi
rinci yarısını da İKİ dövrə - 1914-1918-ci il
lərin Birinci dünya müharibəsinə qədər və 
sonra - bölməK lazımdır. Müharibədən son
ra, ən çox fransız məKtəbinə təsir edən nə
sillərin dəyişməsi baş verdi. Almaniyada 
haKİmiyyətə gəlmiş faşistlər alman elmini 
yerlə yeKsan etdilər. Bir çox cavan istedadlı 
alimlər Avropadan AmeriKaya Köçdü, bu
nun nəticəsində yeni riyazi məKtəblər və 
istiqamətlər yarandı.

MosKva riyazi məKtəbi gözlənilməz in
Kİşaf dövrü Keçdi, 30-cu illərdə dünyada li
der mövqeyini tutdu. Onun əsasını Dmitriy

Dmitriy Fyodoroviç 
Yeqorov 

(1869-1931)

NİKolay NiKolayeviç 
Lu2in 

(1883-1950)
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Feodoroviç Yeqorov (1869-1931) və Nİko- 
lay NİKolayeviç Luzin (1883—1950) qoydu.

XX ƏSR RİYAZİYYATINDA 
ELMİ İSTİQAMƏTLƏR

XX əsr riyaziyyatında hansı istiqamət
lərin üstünlÜK təşKil etməsi barədə təsəv
vürü Paris Konqresinin sensiyalar siyahısı 
yaradır. Bu əsas dörd: riyaziyyat və cəbr; 
analiz; həndəsə; mexanİKa və riyazi fizİKa, 
eləcə də İkİ: tarix və biblioqrafiya; tədris və 
metodologiya seKsiyaları idi.

O dövrdən bəri elmdə baş verən dəyi- 
şİKİİKİər barədə məlumatı müasir Konqres- 
lərdəKİ seKsiyalar siyahısı aydınlaşdırır: 
riyazi məntiq və riyaziyyatın əsasları; cəbr; 
ədədlər nəzəriyyəsi; həndəsə; topologiya; 
cəbri həndəsə; KompleKS analiz; Li qrupları; 
həqiqi dəyişənli və funKSİonal analiz; ehti
mal nəzəriyyəsi və riyazi statistİKa; xüsusi 
törəməli diferensial tənlİKİər; adi diferen
sial tənlİKİər, riyazi fizİKa; hesablama me
todları və hesablama nəzəriyyələri; disKret 
riyaziyyat və KombinatorİKa; informatİKa- 
nm riyazi aspeKtləri; qeyri-təbiət elmlərin
də riyazi tətbiq; riyaziyyat tarixi; riyaziy
yatın tədrisi.

Adı çəKİlən riyazi bölmələrdən bir çox
ları XX əsrdə yaranmışlar. XIX-XX əsrlə
rin qovşağında, riyaziyyatda aparıcı rollar
dan oynayacaq üç istiqamət: funKSİonal ana
liz, topologiya və funKsiyalar nəzəriyyəsi 
meydana gəlmişdir.

FunKSİonal analiz. Hələ XVIII əsrdə 
xətti tənlİKİərin həll sistemi üçün metodlar 
işlənib hazırlanmışdır. XIX əsrin sonunda 
sonlu sayda məchulu olan xətti tənlİKİər sis
temi nəzəriyyəsi və onların sonsuzluq ana
loqları - xətti inteqral tənlİKİər arasında 
analogiyanın olduğu aydınlaşdı.

Həlledici addımı 1900-cü ildə İsveç ri
yaziyyatçısı İvar Fredholm atdı. Xətti tən- 
lİKİər sisteminin həlli metodlarını tətbiq 
edərəK və limitə Keçidi tətbiq etməKİə, o, 

x{t) - Xj X(t,T)x(T)dT = y(t)
b

tipli tənlİKİərin həll olunması şərtlərini və 
həll alqoritmlərini tapdı. Bu, sonsuz ölçülü 
fəzalarda cəbri və həndəsi elementləri özün
də birləşdirən nəzəriyyələrin yaradılması 
üçün stimul rolunu oynadı.

Georq Kantor 
(1845-1918)

Beləcə xətti funKSİonal analiz meydana 
gəldi.

FunKSİonal analizin əsas bölməsi isə tə
məlini Hilbertin qoyduğu KvadratİK forma
lar nəzəriyyəsi oldu. Kvadratı inteqrallama 

a

bilən j x2(t)dt < °° funKsiyalar KÜllisi Hil- 
b

bert fəzası adını aldı (onu L ilə işarə edir
lər). Nəticədə Hilbert fəzasında KvadratİK 
formaların nəzəriyyəsi Kvant mexanİKası- 
nın riyazi bazasına çevrildi.

Topologiya. “To
pologiya” termini ri
yaziyyatın İkİ bölmə
sinə aid edilə bilər. 
Yaradıcısı Риапкаге 
olan topologiyanı uzun 
müddət Kombinator 
adlandırırdılar. Arxa
sında alman alimi Ge- 
orq Kantorun (1845- 
1918) adı duran digə
ri isə ümumi və ya nə
zəri-çoxluq adını daşı
yırdı.

Kombinator topo
logiya - həndəsənin

bölməsidir. O, həndəsi fiqurların qarşılıqlı 
birqiymətli və Kəsilməz inKası zamanı dəyiş
məyən xüsusiyyətlərini öyrənir. Uzun müd
dət topologiya, həyatdan uzaq, yalnız “insan 
əqlini tərənnüm edən” bir elm Kimi qəbul edi
lirdi. Amma bizim 
dövrdə aydın oldu Kİ, 
dünyavi münasibətlə
rin izahı ilə birbaşa 
əlaqəsi vardır.

Ümumi topolo
giya çoxluqlar nəzə
riyyəsinə birləşir və 
riyaziyyatın əsasın
da durur. Bu aKsio- 
matİK nəzəriyyə “sər
həd”, “yığılma”, “kə- 
silməzlİK” və s. Kimi 
anlayışları öyrənir. To- 
poloji fəzanın əksİo- 
matİK əsaslan Felhcs 
Hausdorf tərəfindən 
qoyulmuş və rus riyaziyyatçısı Pavel Sergeye- 
viç AleKsandrov (1896- 1982) tərəfindən başa 
çatdırılmışdır.

Pavel Sergeyeviç
AleKsandrov 
(1896-1982)

FunKsiyalar nəzəriyyəsi. Əsrin əvvə
lində fransız Anri Lebeq ölçü və inteqral nə
zəriyyəsinin qurulmasını tamamladı. XIX 

a

əsrdə O.Koşi və B.Rimanın ardınca J f(x)dx 
b

inteqralını riman cəmlərinin sərhədi (limiti) 
Kimi anlayırdılar.

İnteqralın yuvarlaqlaşdırılmış ifadəsi 
Kimi

-*«)
i=l

tipli ifadə (burada x;, [a; b] parçasının 
a = x0 < x, < x2 <•.. < x„ =b nöqtələri ilə bö
lünməsində [Xj.pxJ parçasının müəyyən 
nöqtəsidir) götürülürdü.

Lebeq başqa cür hərəKət etdi. O, absis 
oxunu deyil, ordinat oxunu nöqtələrə ...< 
у. 1<У1 <••• bölürdü və bunu Kəsilən f funK- 
sıyasınm [x.x.] parçasında adeKvat təq
dim edilməsi üçün x, nöqtəsini seçməyin 
mümKÜnsüz olması ilə əsaslandırırdı. Am
ma funKsiya yetərincə тйгэккэЬ olarsa, ab
sis oxu üzərində yt_t < f(x) < yt olan E çox
luğu qəribə görünəcəK. Buna görə də inteq
ral nəzəriyyəsini qurmaq üçün ölçü nəzə
riyyəsindən başlamaq, yəni belə çoxluqları 
ölçməyi оугэптэк lazım idi. Bunu isə Borel 
və Lebeq etdilər.

E çoxluğunun ölçüsü ([0,1] parçasında) 
aşağıdaKi Kimi müəyyən edilir. E-ni üstələ
yən intervalların uzunluqları cəminin aşağı 
sərhədini yuxarı hədd adlandıraq. Yuxarı 
hədd istənilən çoxluq üçün təyin edilmişdir. 
Əgər bu çoxluğun yÜKSƏK həddinin və onun 
tamamlayıcısının yÜKSƏK həddinin cəmi va
hidə bərabərdirsə, o zaman E çoxluğu Lebeq 
mənada ölçülə biləndir. Bu zaman E yÜKSƏK 
həddini Lebeqin çoxluq ölçüsü adlandırırlar 
və mes E ilə işarə edirlər.

Rimanın inteqral üçün hesablama cəm
lərini Lebeq

5L Hi mesEt,
İ

(burada [«/z_ı, г/<] parçasının hər hansı bir 
nöqtəsidir) ilə əvəz etdi. O, öz üsulunun üs
tünlüyünü çox ifadəli tərzdə xaraKterizə et
mişdir. Lebeq yazırdı Kİ, - “Koşinin üsu
lunda təcrübəsiz bir məmurun apardığı Kimi 
əməliyyat aparılır, yəni pul və Kredit Kağız

ları ələ gəldİKCə hesablanır. Biz isə təcrübəli 
bir məmur Kimi əməliyyat apararaq deyirİK: 
mənim 1 x mes E^ dəyərində olan bir franK- 
lıq mes E^ pulum var, mənim 2 x mes E 
dəyərində olan İkİ franKİıq mes E olan pu
lum var, mənim 5 x mes E dəyərində olan 
beş franKİıq mes E_ olan pufum var. BeləlİK- 
lə, mənim 1 x mes E +2 x mes E +5 x mes 
E$..... franKim var. Düzdür həm birinci,
həm də İKİnci məmur eyni nəticəyə gələcəK- 
lər. Amma cəmlər sayı sonsuz olduğu halda 
İKİ metodun fərqi əsaslıdır”. Ölçü nəzəriyy
əsinin bazasında funKsiyalar nəzəriyyəsində 
yeni - funKsiyaların metrİK nəzəriyyəsi 
meydana gəldi.

Çoxluqlar nəzəriyyəsi də transformasi
yaya uğradı. Üç fransız alimi - Borel, Lebeq 
və Rene Lui Ber çoxluqların desKritiv nəzə
riyyəsinin, yəni ədədi çoxluqlar nəzəriyyəsi
nin əsasını qoydular.

20-ci illərdə funKsiyaların nəzəriyyə
sində aparıcı rol N.N.Luzinin və onun şa
girdlərinin: P.S.AleKsandrovun, N.K.Bari
nin, A.N.Kolmoqorovun, D.E.Menşovun, 
M.Y.Suslinin, A.Y.Xinçinin təmsil etdiyi 
rus məKtəbinə Keçdi.

Riyaziyyatın abstraKt bölmələrinin 
inKİşafı. tnsan təfəKKÜrünü tərənnüm etmə 
istəyi bir çox alimlərin səyini istiqamətlən
dirdi. Amma qeyd etməK lazımdır kİ, bəzən 
bu istəK onları reallıqla heç bir əlaqəsi olma
yan dərinlİKİərə də aparırdı.

XX əsrin birinci yarısında bütün riya
ziyyatın aKSİomatİK quruluş Konsepsiyası 
yarandı. Bu Konsepsiyaya uyğun olaraq ака- 
demİK Andrey NİKolayeviç Kolmoqorovun 
(1903-1987) sözlərinə görə “bütün riya
ziyyatın əsasında Georq Kantorun yaratdığı 
çoxluqlar nəzəriyyəsi durur”. Çoxuna elə 
gəlirdi Kİ, Kantorun tədqiqatları nəticəsin
də riyaziyyat daha səliqəli və vahid - yəni 
Hilbertin “cənnət” adlandırdığı Kimi olmalı 
idi. Çoxluqlar nəzəriyyəsində təzadlar mey
dana gəldiyini görən riyaziyyatçılar şübhə
yə düşərKən Hilbert: “Heç kəs bizi Kantor 
cənnətindən qova bilməz!” - deyə, vurğu
ladı.

AKSİomatİK metodun inKİşafı riyaziyy
atın əsaslarını tənqidi şəKİldə nəzərdən Ke
çirmə labüdlüyünü yaratdı. Kolmoqorov ya
zırdı: “Geniş və bəzən tamamən abstraKt nə
zəriyyələrin qurulmasında, onların yaranma 
hallarını əhatə edən, yalnız perspeKtiv onil
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lİKdə tətbiq ediləcəK nəhəng materialı, nəzə
riyyənin çatışmazlığı haqqında birbaşa 
siqnalları gözləməK olmaz. Bunun əvəzində 
sübutların ciddiliyini tələb edən elm tərəfin
dən cəmlənən, insan təfəKKÜrünün topladığı 
bütün təcrübəyə müraciət etməK lazımdır”.

Hilbert elementar həndəsənin, Kolmo- 
qorov isə ehtimal nəzəriyyəsinin aKsioma- 
tİK quruluşunu yaratdı. Bundan sonra bir 
çox aKSİomatİK nəzəriyyələr inKİşaf etməyə 
başladı.

30-cu illərin sonlarında bütün riya
ziyyatı aKSİomatİK əsasda qurmaq arzusu ilə 
mətbuatda NİKola BurbaKİ təxəllüsü altında 
çıxış edən bir qrup fransız riyaziyyatçısı 
birləşdi. Təməl olaraq çoxluqlar nəzəriyyə
sini götürdülər. Sonra birinci mərtəbə qu
ruldu: nizamlanmış struKturlar, cəbr, ümu
mi topologiya, ölçü nəzəriyyəsi. Sonra İKİn
ci mərtəbəni tİKməK lazım oldu, burada isə 
cəbri və həndəsi struKturlar birləşməli oldu. 
Bu cəhd həll edilməmiş qaldı, belə Kİ, məq
sədin özü utopİK idi.

20-ci illərdə cəbr qeyri-adi inKİşafa çat
dı, riyaziyyatın cəbrləşdirilməsi baş verdi. 
Bu prosesə vasitəçi olaraq əsasən alman riya
ziyyatçısı Emmi Nöterin və onun şagirdi hol
land alimi Bartel Lendert Vander-Vardenin 
(1903-1996) adını çəKməK lazımdır.

RİYAZİYYAT VƏ FİZİKA

XIX əsrdə sanKİ fizİKa - elmin bitmiş 
sahəsinə bənzəyirdi. Deyilənlərə görə bir ca
van oğlan, müəllimə fizİKa ilə məşğul olmaq 
istədiyini deyir, müəllim isə oğlana fizİKa- 
nın heç bir perspeKtivi olmadığını deyir. 
DeməK olar Kİ, açıq səmada yalnız İkİ kİçİk 
bulud - MayKelsonun təcrübəsi (o, işığın 
sürətinin Yerin hərəKətindən asılı olmadığı
nı sübut etmişdir) və şüalanma qanunların
dan başqa heç bir şey yoxdur. TezlİKİə onlar 
da seyrələcəK və fizİKa sahəsində heç bir iş 
qalmayacaq.

Bir neçə ildən sonra birinci buluddan 
nisbilİK nəzəriyyəsi, İKİncidən isə - Kvant 
mexanİKası yarandı.

Xüsusi nisbilİK nəzəriyyəsi 1905- 
1906-cı illərdə Albert Eynşteyn və Риапка- 
renin səyləri ilə yarandı. Bu nəzəriyyə ilə 
təsvir edilən fizİKİ dünyanın quruluşu adət 
edilən tərzdə deyildi. Onlar son üç əsrdə ya
ranmış təsəvvürlərlə təzad təşKİl edirdilər. 

Məsələn “əKİzlər paradoKsunu” nəzərdən 
KeçirəK. Onlardan biri Yerdə yaşayır, digəri 
isə yÜKSəK sürətli raKet ilə KosmİK səyahətə 
çıxır. Geri qayıtdıqdan sonra özü heç dəyiş
mədən getdiyi Kimi cavan qayıdan qardaş, 
digərini ahıl bir qoca Kİmi görür - axı Yerdə 
və KosmİK raKetdə zaman fərqli Keçir.

Amma xüsusi nisbilİK nəzəriyyəsinin 
LobaçevsKİnin həndəsəsi ilə əlaqəsinin mey
dana çıxması riyaziyyatçıları ilhama gətir
di. ÇünKİ bir çoxlarına cansıxıcı görünən 
nəzəriyyənin bütün dünyavi təsəvvürlərin 
əsasında durduğu göründü.

On il sonra Eyn
şteyn, müstəvi dünya 
haqqında bütün müla
hizələri devirən ümu
mi nisbilİK nəzəriy
yəsini yaratdı. Dünya 
həndəsəsi “əyilmiş” və 
cazibə ilə əlaqəli ola
raq meydana çıxdı. 
Bir nöqtədən digərinə 
hərəKət edən cihazla
rın göstəricilərinin hə- 
rəKət trayeKtoriyasm- 
dan asılı olduğu mey
dana çıxdı. Əyilmiş

Albert Eynşteyn
(1879-1955)

səthlərdə paralel Keçirmələr həndəsənin 
əsas anlayışlarından biri olan - rabitəlilİK 
ilə müəyyən edilir. Bu italyan məKtəbinin 
həndəsə alimlərinin (Levi-Çivita və b.) təd
qiqat predmeti oldu. Bütün bu hadisələr 
20-ci və 30-cu illərdə həndəsənin intensiv
inKİşafma gətirib çıxardı.

Elə həmin dövrdə elm dünyasını başqa 
- Kvant mexanİKasının yaranması “şoku” 
gözləyirdi. Elm dünyasının o dövrə qədər 
dəyişməz olan bastionlarından biri - gələcə
yin Keçmişə görə təyini, yəni determenizm 
prinsipi darmadağın edilirdi. Məlum oldu 
Kİ, mİKro dünya öncədən müəyyən edilə bi
linməz. Qeyri-müəyyənlİK prinsipinə uyğun 
olaraq biz eyni zamanda elementar zərrəcİK- 
lərin vəziyyətini və sürətini dəqiq öyrənə 
bilmərİK. Bu hətta Kvant nəzəriyyəsinin 
əsasını qoyanlardan biri olan Eynşteyn Kİmi 
dahiyə də mümKÜnsüz görünürdü. O, “Mən 
zər atan Allaha inanmıram” - deməKdən yo
rulmurdu.

İş elə gətirdi kİ, Kvant mexanİKasının 
riyazi əsasları elmin yaranmasından bir qə
dər əvvəl Hilbert və onun sələfləri tərəfin

dən yaradılmışdı. Əsasən Hilbertin sonsuz 
ölçülü KvadratİK formalar nəzəriyyəsi mİK- 
ro dünyanın təsvirində - İKİ yanaşmanın - 
Heyzenbergin matrisa mexanİKasının və 
Şrödingerin dalğa mexanİKasının bərabərli
yini müəyyən etdi.

1905-ci ildə Eynşteyn üç əsər dərc et
dirdi. Onlardan biri xüsusi nisbilİK nəzəriyy
əsinə, İKİncisi - Kvant mexanİKasma, üçün
cüsü isə - broun hərəKətinə həsr edilmişdir. 
İİk İkİ problem haqqında çox danışılıb, indi 
isə üçüncü haqqında söhbət gedəcəK.

Broun hərəKətinin riyazi nəzəriyyəsini 
Kolmoqorov yaratdı. Burada Furyenin təd
qiqatları ilə öyrənilməyə başlanan istilİK nə
zəriyyəsi, Eynşteyn -SmoluxovsKİnin broun 
hərəKəti nəzəriyyəsi və əsası MarKov və Vi
ner tərəfindən qoyulmuş ehtimal nəzəriyyə
sinin nəticələri birləşmişdi.

Xüsusi törəməli tənlİKİər nəzəriyyəsi 
yÜKSƏK həddə çatdı. Риапкаге yazırdı: “Hər 
bir fizİKİ nəzəriyyə... tənlİKİəri yeni tərzdə 
işıqlandırır. Bu nəzəriyyələrsiz biz xüsusi 
törəməli tənlİKİərin nə olduğunu bilməz- 
dİK”. Riyaziyyatın, mexanİKanın və fizİKa- 
nın müxtəlif sahələrinə daxil olması geniş 
cəbhələrdə gedirdi. Riyaziyyatçı alimlər bir 
çox fizİKİ nəzəriyyələrin - turbulentlİK, 
fövqəl KeçiricilİK və s. işlənməsində fəal 
iştiraK edirdilər.

RİYAZİYYAT VƏ HƏRBİ-SƏNAYE 
KOMPLEKSİ

Riyaziyyat həmçinin bəşəriyyəti ümum
dünya fəlaKətlərinə qədər gətirib çıxaran iş
lərdə belə iştiraK etdi. Müxtəlif ölKələrin 
alimləri yeni növ silahların yaranmasında 
və hərbi əməliyyatların aparılmasında işti
raK etmişdilər.

Təyyarəqayırma sahəsində olan tələb
lər aerodinamİKanın inKİşafına və əsrin əv
vəlində uçuş nəzəriyyəsinin yaranmasına 
gətirib çıxardı. Bu elmin KİassİKİəri arasın
da - “rus aviasiyasının atası” N.Y.Jukov- 
SKİy və onun davamçıları - S.A.Çaplıgin, 
V.V.Qolubev dururdu. Uçuş nəzəriyyəsinin 
yaradılması üçün KompleKS dəyişənli funK
siya nəzəriyyəsini tətbiq edir və inKİşaf et
dirirdilər.

Suüstü və sualtı donanmanın qurucu
luğu ilə gəmiçilİK (A.N.Krılov), hirosKopiya 
(A.Y.İşlinsKİy) sahəsindəKİ nailiyyətlər, he

sablama metodlarının nəzəriyyəsinin inKİşa- 
fı ilə əlaqədar idi.

Viner və Kolmoqorov ehtimal nəzəriy
yəsinin bir çox əlavələri ilə, əsasən də artil
leriya atəşi və qumbara atma ilə məşğul ol
muşdular. Məxfi məlumatların şifrələnməsi 
və ötürülmə effeKtinin yÜKSəldilməsi üçün 
riyaziyyatın yeni bir bölməsi - informatİKa 
nəzəriyyəsi (K.Şenon) meydana çıxdı. Uzaq 
uçuşlu raKetlərin KonstruKsiya edilməsi 
optimal idarəetmənin (L.S.Pontryaqin, 
R.Bellman), eləcə də tətbiqi və adi riyaziyy
atın bir çox sahələrinin inKİşafını stimullaş
dırdı. Tətbiqi riyaziyyat atom proqramına 
da xidmət edirdi.

İkİ sosial sistemin qarşıdurması texni- 
капш inKİşafına, sonra isə Kompüterləşmə 
ilə əlaqəli informasiya partlayışına səbəb 
oldu. İİk Kompüterlərin hazırlanması və ya
radılmasında riyaziyyatçıların rolu danıl
mazdır.

RİYAZİYYAT VƏ ELMİ 
DÜNYAGÖRÜŞÜ

XX əsrin böyÜKİüyü ətraf mühit haq
qında mövcud olan bütün fİKİrləri dəyişərəK 
alt-üst etməsindən ibarət oldu. Riyaziyyat 
burda da əsas rollardan birini oynadı.

Əsrin əvvəlində sanKİ elm dünyanın 
yaranışının izahına yaxın idi. Alimlər əmin 
idilər Kİ, Kainat daimidir, onun zaman və 
шэкап daxilində nə əvvəli, nə də sonu var. 
Onlar hesab edirdilər Kİ, Yer, onun üzərin- 
dəKİ həyat və hətta bizim indi gözümüz 
önündə olan bütün icadlar da təbii yolla 
meydana gəlmişdir.

Amma Eynşteynin ümumi nisbilİK nə
zəriyyəsi Kosmologiyanın inKİşafına, BöyÜK 
Partlayış nəzəriyyəsinə - Kainatda həyatın 
başlanğıc anının olmasına gətirib çıxardı. 
Məlum oldu Kİ, Kainat тэкапш genişlənmə
sinə baxmayaraq məhduddur.

Günəş sisteminin yaranması nəzəriyyə
lərinin bir çoxunda dərin çatışmazlıqlar 
müəyyən edildi. Ən sirlisi isə Yerdə həyatın 
yaranması və təKamülü, insanın yaranma 
tarixidir. Kainatın quruluşu və yaranması 
barədə ləngər vurmuş təsəvvürlərin yerin
də müasir alimlər rasional bir versiyanı ya
ratmağa çalışırlar, amma qeyd etməK la
zımdır Kİ, onların uğur şansları xələflərin
dən azdır.
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Determinizm məsələsinə qayıdaq. Post- 
nyuton natural fəlsəfəsinin əsas tezisi dün
yanın diferensial tənlİKİərlə idarə edilmə
sindən, başqa sözlə desəK, tamamən müəy
yən olmasından ibarət idi. Məsələn, Pyer Si
mon Laplasa qulaq asaq: “İstənilən an üçün, 
təbiəti canlandıran bütün qüvvələrin və on
ların tərKİb hissələrinin məlum olduğu ağıl, 
onları analiz etməK üçün Kainatın cisimləri
ni, bütün atomlarının hərəKətləri ilə bəra
bər bir hərəKət formulunda əhatə edərdi; 
onun üçün yoxlanılmamış heç bir şey qal
mazdı və gələcəK də Keçmiş Kimi gözümüz 
önündə canlanardı”.

Laplasm dövründə dünya Qayda şahlı
ğı Kİmi təsəvvür edilirdi, burda hər şey mə
lum idi. Və yalnız bu dünyanın kİçİk bir 
hissəsi “əks hüquqlu” idi, Xaosun ağalıq et
diyi bu тэкап şans oyunları idi. PasKal, 
Ferma, Y.Bernuli və Laplasm özü təsadüfün 
iİKİn qanunlarını təsvir etdilər.

Amma Xaosun sahəsi genişlənirdi. Tə
sadüflər haqqında elm - ehtimal nəzəriyyəsi 
- inKİşaf edir və möhKəmlənirdi. XX əsrdə 
P.L.Çebışevin, A.M.Lyapunovun, A.A.Mar- 
Kovun, S.N.Bernşteynin və A.N.Kolmoqo- 
rovun səyləri nəticəsində o, tamamən for
malaşdı və təbiətin təfsirində daha böyÜK 
yer tutmağa başladı. Hələ yarım əsr bundan 
öncə fİKİrləşməK olardı kİ, Xaosun və Qay
danın sərhədləri bir-biri ilə ortaq ölçülüdür. 
Amma bizim dövrdə alimlər Nyuton-Laplas 
nəzəriyyəsinə tamamən zidd olan bir nəzə
riyyəni, hər şeyin Xaos olması nəzəriyyəsini 
tərənnüm edirlər. Bunun üçün onların yetə
rincə əsasları vardır.

40-cı illərdə ri
yaziyyatda yeni isti
qamət - informasiya 
nəzəriyyəsi yarandı. 
AmerİKa alimi Nor
bert Viner (1894- 
1964) informasiya nə- 
nəzəriyyəsini Kİber- 
netİKa (yunan dilində 
“idarə bacarığı”) ad
landırdığı daha geniş 
fənnə daxil etdi. Bu 
elmin yaranması bir 
çox fəlsəfi Konsep
siyaların açıqlanması 
ilə, əsasən də təfəK-

KÜrlə əlaqədardır. İnsan təfəKKÜrünün mo

Norbert Viner 
(1894-1964)

delləşdirmə ideyası irəli sürüldü. TəfəKKÜrə 
malİK süni məxluqların yaradılma imKanı - 
müasir fəlsəfənin problemlərindən biridir və 
XX əsrin sonlarında meydana çıxmışdır.

Və nəhayət, əsrin əvvəlində meydana 
gələn fəlsəfənin məhəK daşı - dünyanın 
dərK edilmə imKanı deyəsən məhv edilmişdi. 
Hər halda “bütün problemlərin həll edilmə” 
probleminin prinsipial həll edilməzliyi son- 
ralar AmerİKaya mühacir olmuş Kurt Hö- 
del (1906-1978) tərəfindən 30-cu illərdə 
müəyyən edildi.

BƏZİ RİYAZİ PROBLEMLƏR VƏ 
ONLARIN HƏLLİ

“Ümumi riyaziyyat elminin inKİşafı 
üçün məna Kəsb edən müəyyən problemlərin 
dərin məğzini və ayrı-ayrı tədqiqatçıların 
əsərlərində oynadıqları rolu təKzib etməK 
olmaz” - bu sözləri Hilbert riyazi problem
lərin formalaşmasına dair mühazirəsinin 
giriş hissəsində söyləmişdir.

XX əsr ötən dövrlərdən bir neçə böyÜK 
problemi miras aldı. Onların ən qədimi 
XVII əsrdə qoyulmuş - n>2 olduqda 
xra+ı/'l=2!re diofant tənliyinin natural ədədlər
də həll edilməzliyi barədə Fermanın teoremi 
idi. Holdbaxm və Eylerin İkİ məşhur teore
mi ədədlər nəzəriyyəsinə XVIII əsrdən gəl
mişdi. Doğrudurmu Kİ, 6-dan böyÜK istə
nilən natural ədəd İKİ sadə ədədin cəmidir? 
Bu sualla 1742-ci ildə H.Holdbax L.Eylerə 
müraciət etdi. Eyler isə qeyd etdi Kİ, qoyul
muş suala cavab verməK üçün, hər bir cüt 
ədədin İkİ sadə ədədin cəmi olduğunu sübut 
etməK Kifayətdir.

XIX əsr problemlərindən ən məşhuru 
Kantorun qoyduğu Kontinum problemidir: 
elə bir çoxluq varmı kİ, onu birqiymətli ola
raq vahid parçaya inKas etdirməK тйткйп 
olsun, amma bu vahid parçanı birqiymətli 
olaraq bu çoxluqda təsvir etməK тйткйп 
olmasın?

Hilbert XX əsrdə riyaziyyatın perspeK- 
tivlərini əks etdirəcəK 23 problem qoydu. 
Bir çox məsələlərdə o, uzaqgörən davransa 
da, bəzi hallarda intuisiyası onu yanıltdı. 
Bu isə yuxarıda danışılan, dünyaya “opti
mist” baxışdan irəli gəlirdi. İnsan tə- 
fəKKÜrünün sərhədsiz imKanlarını Hilbert 
“Biz bilməK istəyirİK və biz biləcəyiK” 
aforizmində ifadə etdi.

Hilbertin bəzi problemləri üzərində da
yanaq. Onun siyahısında birinci yerdə коп- 
tinum problemi dururdu. Ona müraciət 
edərəK, Hilbert onun həllinin bu və ya digər 
yöndə: bəli və ya xeyr, həlli imxanını nəzərə 
alırdı. Amma məlum oldu Kİ, o, riyazi mən
tiqin və çoxluqların ümum qəbul edilmiş ак- 
siomatİK nəzəriyyəsi ilə nə təsdiq, nə də 
təKzib edilə bilməz. Onun təKzibedilməzliyi- 
ni 1936-cı ildə Hödel, tərs teoremi isə 
1963-cü ildə AmerİKa riyaziyyatçısı Pol 
Koen (1934-cü ildə anadan olmuşdur) sübut 
etdi.

Hər bir müəyyən riyazi problemin 
mütləq həlli olduğuna əminlİK Hilberti 
10-cu problemi qoymağa sövq etdi: “Veril
miş tənliyin sonlu sayda əməliyyatdan sonra 
rasional ədədlərdə həllinin olub-olmadığını 
müəyyən etməyə imKan verən üsul göstər
məK”. Başqa sözlə 10-cu problem belə səslə
nir: verilən tam əmsallı n dəyişənli P çox
hədlisinə görə, P=0 tənliyinin tamədədli 
кокйпйп olub-olmaması alqoritminin varlı
ğını sübut etməK. 1970-ci ildə Yuriy Vladi- 
miroviç Matiyaseviç (1947-ci ildə anadan

olub) tələb olunan alqoritmin olmadığını sü
but etdi.

Hilbert üç dəyişənlinin, İKİ dəyişənli- 
nin funKSİyasından daha тйгэккэЬ oldu
ğundan elə əmin idi kİ, hətta aşağıdaKi 
hipotezi səsləndirdi: üç dəyişəni olan hər 
hansı KonKret funKsiyanın, İKİ dəyişəni 
olan Kəsilməz funKSİyalarm superpozisiyası 
şəKİində göstərilməsi тйткйп deyil (13-cü 
problem). Onu 1957-ci ildə Kolmoqorov və 
Vladimir İqoreviç Arnold (1937-ci ildə ana
dan olmuşdur) təKzib etdilər. Aydın oldu Kİ, 
yalnız bir, həm də sadə bir İKİ dəyişəni 
(x, y) -> x + y olan funKsiyanın və bir dəyi
şəni olan Kəsilməz funKsiyanın Köməyi ilə n 
sayda dəyişəni olan funKsiyanı bərpa etməK 
olar.

Fermanın problemi 1995-ci ildə (“Bö
yÜK Ferma teoremi” məqaləsinə bax) həll 
edildi. Holdbaxm problemi deməK olar Kİ, 
1937-ci ildə yetərincə böyÜK natural ədədin 
üç sadə ədədin cəmi olduğunu sübut edən 
İvan Matveyeviç Vinoqradov (1891-1983) 
tərəfindən həll edildi. Eylerin problemi XX 
əsrin sonunda da həll edilməz qaldı.
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HESAB ƏLİFBASI

MÖVQELİ SAY SİSTEMLƏRİ

DÜKana gələn alıcı müxtəlif dəyər
də olan malları görür: burada 
həm çox ucuz, həm də təsəvvür 
edilməyəcəK dərəcədə baha mallar var. 

Alış-veriş zamanı hesabı sadələşdirməK 
üçün banKİar müxtəlif pul vahidləri istehsal 
edir. Fotoqraf və ya əczaçı ona lazım olan 
məhlulu hazırlayanda xüsusi əczaçı tərəzi
sindən və müxtəlif çəkİ daşlarından istifadə 
edir. Bu yolla da baza elementlərindən və ya 
açar ədədlərdən istənilən hesablama sistemi 
qurulur.

Əgər tozu çəKərKən əczaçı tərəziyə İkİ 
50 qramlıq, bir 5 qramlıq və bir 2 qramlıq 
çəkİ daşı qoyarsa, bu zaman tozun çəkİsİ 

2-50ç + 1 5ç + l-2ç = 107q
olur. Amma 107 ədədinin yazılması da 
xüsusi ədəd bazası ilə əlaqədardır, daha də
qiq 1,10,100... Belə Kİ, 1 ədədi yüzlÜK, 0 — 
onluq, 7 - isə təKİiyi bildirir. Ədəd bazası
nın elementləri və ya açar ədədlər bu halda 
onluğun qüvvətlərini göstərir:

1 = 10°, 10 = 10J, 100 = 102,
1000 = 103 və s.

Onluq sistemdə yalnız on rəqəm var: 0, 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Bu rəqəmlər həm də 
verilən ədədin 10-un qüvvətlərinə görə ayrı- 
lışındaKi əmsallardır, 10 ədədini isə hesab
lama sisteminin əsası adlandırırlar. Onluq 
yazıda rəqəmin “çəkİsİ” onun mövqeyi ilə 
müəyyən edilir: sağ KənardaKi vahidlərdən 
nə qədər uzaq mövqe tutarsa, rəqəmin qiy
məti bir o qədər böyÜKdür. Buna görə də qə
bul edilmiş sistem hesablamanın mövqeli 
onluq say sistemi adlanır.

Diqqətli oxucu soruşa bilər kİ: bəs nəyə 
görə baza ədədləri Kimi məhz 10 ədədinin 
qüvvətləri seçilir? Başqa ədədlərin, məsə
lən, 2 və ya 5-in qüvvətlərindən istifadə et- 
тэк olmazmı? Olar. Məsələn, 107 ədədinin 
beşin qüvvətlərinə görə ayrılışı belə ifadə 
ediləcəK:

107 = 4 52 + l 51 +2 5°

İKİnin qüvvətlərinə görə isə:

107 = 1 ■ 26 + 1 ■ 25 + 0 • 24 + 
+1 • 23 + 0 • 22 + 1 • 21 + 1 • 2°

Birinci halda ayrılışm əmsalları 0,1,2, 
3,4, İKİnci halda isə — bu rəqəmlər yalnız 
İKİdir: 0 və 1.

İKİLİK SAY SİSTEMİ

A.N.StarİKOvun “Qeyri adi qız” məzəli 
şerini oxuyun.

Şairin tapmacasını tapmaqda isə bizə 
müşahidələr котэк edəcəK. Şerdə səslənən 
rəqəmləri qeyd edəK: 1, 10, 100, 101, 1100. 
Asanlıqla nəzərə çarpır kİ, onlar yalnız İkİ 
ədədin: 0 və 1 ədədinin Köməyi ilə yazılır. 
Bəİkə burda İKİnin qüvvətlərinə görə 
ədədlər şifrələnmişdir? Yoxlayaq.

“Onun 1100 yaşı var idi”: 1 • 23 + 1 ■ 22 + 
+0 21 + 0 • 2° = 12, deməli, onun 12 yaşı var 
idi.

O 101-ci sinfə gedirdi: l-22 + 0-21 + 
+1 2° = 5, deməli, o 5-ci sinfə gedirdi. Həqi
qətən də, tamamilə aydın bir tablo alınır. 
Bizə sadəcə İkİİİk hesablama sistemi котэк 
etdi.

BeləliKİə, 2 ədədinin qüvvətləri baza 
Kimi götürülən mövqeli hesablama sistemlə
ri İkİİİk say sistemi adlanır. Müxtəlif say 
sistemlərində yazılan ədədləri seçməK üçün 
isə, onları mötərizəyə alaraq, aşağıda sağ
dan hesablama sisteminin əsası göstərilir. 
Məsələn (1100)9 (12) ədədini göstərir. Biz 
onluq sistemdən istifadə etdiyimiz üçün 
onluq əsas adətən göstərilmir (1100)9=12.

Qeyri-adi qız haqqında şeri başa düş- 
тэк üçün ədədləri İkİİİk sistemdən onluq 
sistemə çevirməli olduq. Tərs əməliyyatı 
aparmaq da çətin deyil. Məsələn, 100 ədədi
ni İkİİİk sistemə çevirməK tələb olunur. 
Fərz edəK kİ, dÜKanda alış-veriş üçün 100 
pul vahidi ödəməK lazımdır, bizim ixtiyarı
mızda isə 1,2,4,8,16,32,64,128,... vardır. 
Əlbəttə hesabı 100 ədədinə yaxın olan pul
dan başlamaq asandır. Nəticədə bizim mü
hasibat 64+32+4=100 şəKİini alacaq. Bütün 
toplananların İKİnin qüvvətləri olduğu üçün, 
biz həmçinin 100 = 26 + 25 + 22 =(1100 1 00)2 
əldə edərİK.

Təcrübədə ədədlərin onluq sistemdən 
İkİİİk sistemə bölmə yolu ilə Keçirirlər. Ve
rilən ədədi, sonradan isə qismətdə əldə edi
lən ədədləri qismətdə 1 qalana Kimi İKİyə 
bölürÜK. Bu zaman qalıqları qeyd edəcəyİK. 
Sonuncu 1 ilə və sağdan sola olmaqla gö
türülən qalıqları yazmaqla alınan ədəd axta
rılan ədəd olur.

100=(1100100)2
İkİİİk say sistemi XX əsrdə baş vermiş 

nəhəng Kompüter inqilabının mənbələrin
dən oldu. İkİ ədədi vurmaq texnİKİ olaraq 
asandır: 1 - yarımKeçirici elementdə cərə
yan Keçir, 0 - cərəyan Keçmir. Elementin 
“cərəyan Keçir” və “cərəyan Keçmir” vəziyy
əti bir-birini çox qısa bir müddətdə - sani
yənin milyonda bir hissəsində əvəz edə 
bilər. Bu İkİİİk sistemdə sürətli əməliyyat
lar aparmağa imKan verir.

Onluq sistemdə nəhəng vurma cədvəl
ləri ilə müqayisədə İkİİİk sistemdə ədədlərin 
vurma və toplama cədvəlləri miniatürdür. 
Bundan başqa 1-ə vurma ədədi heç dəyişmir. 
Buna görə də İkİİİk say sistemində İkİ ədədi 
vurmaq üçün yuxarıda yazılmış vuruğu 
uyğun mərtəbə vahidlərinin sayı qədər sola 
hərəKət etdirərəK, alman ədədləri toplamaq 
Kifayətdir.

Əməliyyatlar olduqca sadədir. Amma 
bəzən maşın donur və ya Kompüterə həll 
üçün verilmiş məsələnin cavabında səhvlər 
olur. Bu zaman proqramistlər özlərini və 
Kompüteri yoxlamalı olurlar, buna görə də 
İkİİİk ədədləri yaxşı bilən mütəxəssis olma
dan bu vəziyyətdən çıxmaq çətindir.

İXTİYARİ ƏSASI OLAN MÖVQELİ 
SİSTEMLƏR

Biz onluq say sisteminə alışmışıq. Kom
pyuterə İkİİİk sistem daha uyğun gəlir. 
Amma bəzən başqa əsaslı sistemlər də rahat 
ola bilər. Düjün hesablaması buna parlaq 
misal ola bilər. Burada əsas 12 ədədidir.

Ümumi halda isə ixtiyari N ədədinin 
əsası d olan say sistemində yazılışı aşağıda- 
Ki Kimi olacaq

N = andn + an_1d"’1+...+a2d2 + axd + a0.
Burada d - birdən böyÜK istənilən tam 

ədəddir. a0,a1,...,an əmsalları JV-in d-liK sis
temdə yazılışmdaKi rəqəmlərdir. Onlar yal
nız d sayda qiymət ala bilərlər: 0, və ya 1, və 

ya 2, ..., və ya d-1. Qeyd edəK Kİ, d > 10 
olanda rəqəmlər üçün yeni simvollar tapmaq 
lazım olacaq.

Verilən N ədədi və d əsası üçün rəqəm
ləri tapmaq üçün yuxarıda danışdığımız N 
manat ödəməK üçün istifadə edilən üsuldan 
istifadə etməK olar. Əvvəlcə N-dən böyÜK 
olmayan ən böyÜK dn ədədi tapılır. Sonra 
N ədədini dn ədədinə bölür- lər, nəticədə an 
natamam qismətini və r л qalığını alırlar, 
yəni

N = a dn +r ,rı n-1

r qalığı dn baza ədədindən KİçİKdir, 
buna gorə də r dn~}-ə bölünür, nəticədə 
a natamam qiyməti almır və qalıq isə r

Л-l n-Z
olur.

Ü>-1 = +rn-2

Belə hərəKət edərəK, nəticədə
an, an_p..., a0 ədədlər toplusunu əldə edi
rİK.

Təcrübədə bu üsul elə də rahat deyil. N 
ədədini əsası d olan say sistemində yazmaq 
üçün adətən başqa üsul tətbiq edirlər. N 
ədədini qüvvətlərin daxil olmadığı:

N = a0 + d(ax + d(a2 + d(...+d(an_x + dan)...))).

Buradan a0,ax,a2,...,an rəqəmlərinin 
Kİçİk mərtəbə vahidindən başlayaraq, aşağı- 
daKi çoxaddımlı prosesin nəticəsində tapıl
masının тйткйп olduğu görünür:

a N-in d-yə bölünməsindən alınan qa- 
lığa bərabərdir;

a əwəİKİ addımdan alınmış natamam 
qismətin d-yə bölünməsindən alman qalığa 
bərabərdir;

a əwəİKİ addımdan alınmış natamam 
qismətm d-yə bölünməsindən alman qalığa 
bərabərdir;

N ədədinin d sistemində an,an_x,...,aQ 
rəqəmləri ilə ifadəsi aşağıdaKi şəKİldə yazı
lır:

N =(anan_1...a1a0)d.

Məsələn: 26 700=(l 10100001001100)2= 
=(1323300) .

5

BÖYÜK ƏDƏDLƏRİN ADLARI

2 ədədini alman “svay” Kİmi (zwei Kimi 
yazılır), ingilis “tu” (two yazılır) səsləndirə- 
сэк. Amma 1 000 000 ədədini, rus da, ingi-
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lis də, alman da eyni cür, yəni - milyon ad
landıracaq.

Milyon” ədədinin maraqlı tarixçəsi 
var. 1271-ci ildə Vena taciri Магко Polo 
uzaq və sirli Çinə yollanır. Çinə gedən yol 
bir çox öİKələrdən Keçirdi. Evə deməK olar 
Kİ, 25 ildən sonra qayıdan səyyah gördüyü 
möcüzələrdən heyrətlə danışırdı. Onun söh
bətində tez-tez milyon Kəlməsi eşidilirdi, 
“mille” sözü (min) hələ qədim Roma dövrün
dən məlum idi. Cəsur səyyah milyon sözü ilə 
minin minini adlandırırdı. Bu söz Магко 
Poloya ləqəb oldu. Müasirləri onu Магко 
Milyone adlandırırdılar.

1 000 000000 ədədinin “milyard” adı 
isə fransız mənşəlidir. Onun sinonimi - “bi
llon” sözüdür. Latın dilində “bi-” söz önü 
“İKİqat” deməKdir, sanKİ minə 3 sıfırlı İkİ 
vaqon birləşdirilir. Sonra isə ədədlərin adla
rı sağdan birləşdirilmiş belə “vaqonların” 
latın Kəmiyyət adlarından yaranır:

1 000 000 000 000 — trilyon
1 000 000 000 000 000 - Kvadrilyon
1 000 000 000 000 000 000 — Kvintilyon 
Ədədlərin 21 vaqonlu 1063 qədər adları 

məqalənin sonunda göstərilmişdir. Nəzərə 
almaq lazımdır kİ, “vaqonların” sayı adında 
səslənən latın rəqəmindən bir vahid çoxdur. 
Axı tərKİb “teplovozdan” - vahiddən deyil, 
məhz qoşqulardan - bir “vaqonlu” mindən 
başlamışdır.

BöyÜK rəqəmlərin adlandırma sistemi 
deməK olar kİ, bütün Avropa öİKƏİərində və 
ABŞ-da qəbul edilmişdir. Fransada isə XV 
əsrdə belə hesab edirdilər Kİ, üç sıfır olan 
vaqonlar balacadır və bir vaqona altı sıfır 
yerləşdirdilər. Lionlu həKİm NİKola ŞÜKe- 
nin cəbrə dair əlyazma əsərində milyonun 
sonraKi qüvvətlərini, yəni

10000002 = 1000000 000000, 
10000003 = 1000000 000000 000000 
“biliyon” və “trilyon” adlandırdığı söz

lərinə rast gəlirİK. Bu adət hələ də Almaniya 
və İngiltərədə qorunub saxlanılıb. Fransız
lar özləri isə XVII əsrin ortalarından ədəd
ləri altı rəqəmli əvəzinə, üç rəqəmli dövrlərə 
ayırmağa başladılar və beləlİKİə “bilyon” 
onlarda 109 mənasını aldı.

BöyÜK ədədlərin adları bizim dövrü
müzdə də alimlərin nəzərini cəlb edir. Stan
ford Universitetinin professoru Donald 
E.Knut hesab edir kİ, ədədlərin ənənəvi sis
temlərində ədəd adlarında israfçılığa yol ve

rilir. Təsəvvür edəK kİ, biz yalnız 1-dən 
100-ə qədər olan ədədlərin adlarını bilirİK. 
Bu bilİKİər artıq 1-dən 9999-a qədər olan 
ədədlərin adlarını saymağa Kifayətdir. So
nuncu ədədi “doxsan doqquz yüzlÜK doxsan 
doqquz” Kimi ifadə etməK olar. Qədim yu
nanlar Kimi 10 000 ədədini “miriad” adlan
dırsaq 1-dən İO8 qədər bütün ədədlərin 
adını saymaq olar. Məsələn, 9999 9999 ədə
dini “doxsan doqquz yüz miriad doxsan 
doqquz yüzlÜK doxsan doqquz” Kimi ifadə 
edə bilərİK.

Növbəti adlandırılması labüd olan ədəd 
108 ədədidir. D.E.Knut onun üçün “milyon” 
adını təKİif edir. Belə hərəKət edərəK biz hər 
dəfə ədədə yeni ad verərəK əwəİKİ ada 
uyğun ad verəcəyİK. Maraqlıdır kİ, yeni ad
landırılmış ədədin “bundan bu qədər götür- 
тэк” ideyasına yaxın olan nömrələmə daha 
öncə Arximedin riyazi tədqiqatlarından mə
lum idi.

BöyÜK ədədlərin ifadə edilməsi haqqın
da mülahizə yürüdərKən Knut 1977-ci ildə 
riyazi simvollar sistemini qurdu, onun ко- 
məyi ilə riyazi isbatlarda nə vaxt isə rast gə
linən Konstant - Qrexem ədədini qiymətlən
dirdi. Öz böyÜKİüyünə görə bu sabit xüsusi 
yazı KonstruKsiyalarınm Köməyi olmadan 
ifadə oluna bilmir. Bax Kuntun 64 dərəcəli 
simvollar sistemi burda Köməyə çatdı. Bu 
nəticə Ginnesin reKordlar Kitabında layiq 
olduğu yeri tutur.

Sonda “sistemdən кэпаг” olan “quqol” 
- 10’00 və “quqolpleKs” - yəni İO10"’" ədədini 
xatırlamamaq olmaz. Bir dəfə AmerİKa ri
yaziyyatçısı Edvard Kasner İO100 ədədi 
üçün qısa, yadda qalan bir ad axtararKən, öz 
9 yaşlı qardaşı oğlundan soruşdu, o, isə 
“Quqol” deyə cavab verdi.

HESABIN DÖRD ƏMƏLİ

TOPLAMA VƏ ÇIXMA

Ədədlər insanlar tərəfindən əşyaların 
sayını: ambarda neşə Kisə buğdanın olduğu
nu, sürüdə neçə qoyun olduğunu və s. ifadə 
etməK üçün icad edilmişdir. Amma bu çox
luqlar sabit qalmır, onlar ya çoxalır, ya da 
azalırdı, ona görə də onları toplamaq və çıx
mağı bacarmaq vacib idi. Ədədlər kİçİk 
olanda bunu etməK asan idi, ağacda cızıqlar 
çəKİlir, Kəndirdə düyünlər vurulurdu. Ço-
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ban qoyun otarır, belində isə bir Kəndir var, 
Kəndirin üstündə qoyunların sayı qədər 
düyün olurdu. Quzu doğularsa, çoban belin- 
dəKİ ipə bir düyün də vurardı. Canavar İkİ 
qoyun apararsa, çoban İkİ düyünü açardı.

Kəndir yerinə bəzən canlı sayğacdan, 
yəni barmaqlardan istifadə edərdilər. Adə
tən uşaqlar belə edir. İbtidai sinif müəllim
ləri böyÜK çətinlİKİə uşaqların bu vərdişini 
tərgidərəK şifahi hesaba alışdırırlar. Bəzilə
ri isə müəllim görməsin deyə əllərini ciblə
rində saxlayaraq, barmaqları ilə hesab apa
rırlar. Hətta saatın siferblatına baxaraq he
sab aparan şagirdlər belə var.

Cəmiyyət inKİşaf etdİKCƏ hesablamanın 
müxtəlif növləri meydana çıxdı. Onlar həm 
tacirlərə, həm sənətKarlara, həm də o döv
rün “banKİrlərinə” - müamiləçilərə lazım 
idi. Hesab aparmaq üçün xüsusi təlim Keç
miş adamları dəvət edirdilər. Təsəvvür edin 
Kİ, qədim Romaya düşmüsünüz və sizə 
CXXXIX və CCCXLIV ədədlərini toplamaq 
lazımdır. Nə edəcəKSİniz? Əlbəttə əvvəlcə 
onları adət etdiyimiz rəqəmlərlə yazmalısı
nız 139 və 344, sonra isə məKtəbdə öyrəndi
yiniz Kimi toplayacaqsınız.

Bəs görəsən, bunu romalı hesablayıcı 
necə edərdi? Elə bu cür, baxmayaraq Kİ, hind 
hesablaması Avropaya gec gəlmişdir. İş 
ondadır Kİ, hesab aparan adam rəqəmləri 
yazmayacaq, xüsusi - аЬак aləti ilə hesabla
yacaq.

АЬак - novçası olan lövhədir. 139 və 
344 toplamaq üçün, hesabdar аЬак üzərində 
öncə 139 ədədini qeyd edir. Bunun üçün o, 
aşağı novçada 9 daş qoyur, növbəti də 3, 
üçüncüyə isə 1 daş qoyur (latın dilində daş 
“calculus” adlanır, müasir KaİKulyatorun 
adı burdan götürülmüşdür). Əgər hansısa 
mərtəbə vahidi yoxdursa, müvafiq novça 
boş qalır. FİKİr versəK, ədədlərin belə 
yazılışı müasir yazılışa yaxındır.

Bəs sonra? Hesabdar sonra son novçada 
olan 9 daşın yanma 4-nü, əlavə edib, 10-nu 
götürərəK orda cəmi 3 daş saxlayır, İKİnci 
novçaya 1 daş əlavə edir, sonra yenə 4 daş, 
üçüncü novçaya da 3 daş əlavə edərəK hesabı 
bitirir. LövhədəKİ daşlar 483 göstərir.

Bu hesab aləti sizə nəyi isə xatırlatdı? 
Əlbəttə Köhnə sayğacı. Sadəcə olaraq say
ğacda daş yerinə taxta KÜrələrdi. Rus say
ğacı Avropa sayğaclarından birinci sırada 
10, sonraKilarda isə 9 Kürə olmaqla fərqlə

nir. Maraqlıdır Kİ, Avropada indi də onlara 
аЬак deyirlər.

Qadim Roma abam

Sayğaclar Şərqdə - Çin və Yaponiyada 
istifadə olunurdu. Çin sayğacları suan-pan- 
da hər sırada 10 və ya doqquz deyil, 7 Kürə 
olurdu, həm də bu Kürələrdən 2 Kürə qalan 5 
Kürədən ayrı olurdu. Bu Kürələrdən hər biri 
verilən mərtəbənin 5 vahidini ifadə edirdi. 
Belə təKmilləşmə sayğaclardaKi Kürələrin 
sayının azalmasına imKan verirdi.

Hələ yaxın Keçmişdə idarə və müəssisə
lərin mühasibatlarında sayğaclardan hesab 
zamanı yerləri dəyişən Kürələrin səsi gəlir
di. Yaponiyada isə hələ də saroban və müa
sir hesablama qurğuları ilə silahlanmış 
insanlar arasında yarışlar Keçirilir. Maraq
lıdır Kİ, məhz sayğaclarda hesablayanlar çox 
vaxt qalib olur. Axı maşının hesablaması 
üçün proqram qurulmalıdır.

Suan-pan sayğacları isə sanKİ qəsdən 
Roma rəqəmlərini hesablamağa yönəlib. Bu 
təəccüblü deyil, çünKİ hər İKİsi “barmaq he
sabı” sistemindən yaranıb. Beş barmaq - 
soldan İKİnci Kürə, sonra isə təKİiyə Keçid, 
yenə beş barmaq və növbəti mərtəbəyə ке- 
çid. Qərbi Avropa sayğaclarına uyğun ola
raq suan-panı mÜKəmməlləşdirməK olar: 
sağdan 5 daş əvəzinə dördünü saxlamaq, so
ldan İKİ daş əvəzinə isə yalnız birini saxla
maq olar.

Onluq sistemə Keçid abaKsız hesabla
mağa imKan verdi. Rəqəmlərin belə yazılışı 
hind hesabı adını aldı, belə Kİ, rəqəmlərin 
belə yazılışı və hesablanması Hindistanda 
yaranıb. DəyişiKİİKİər abaKdan da yan Keç
mədi: novçadaKi daşların yerinə üstündə rə
qəmlər yazılmış jetonlar qoymağa başladı
lar. Bu jetonların adı “арекв” idi. Amma 
apeKsli аЬак zamanın sınağına dözməyərəK 
unuduldu.
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VURMA

indi ədədlərin vurulmasını məKtəbin 
birinci sinfində Keçirlər. Orta əsrlərdə isə 
çoxları vurmanın incəlİKİəri ilə tanış deyil
di. Тэк-tÜK aristoKratlar, hətta onlar Avro
pa universitetləri qurtarsalar belə, vurma 
cədvəlini bilməyi ilə öyünə bilərdilər.

İnsanlar riyaziyyatın min illərlə inKİ- 
şafı boyu ədədlərin vurulmasının çoxlu 
üsullarını fİKİrləşib-tapmışdılar. İtalyan ri
yaziyyatçısı Ьика Paçoli öz “Hesab, nisbət
lər və mütənasibliyə dair bilİKİər məcmusu” 
traKtatmda vurmanın səkkİz müxtəlif me
todunu gətirir. Onlardan biri “qısqanclıq və 
ya qəfəsli vurma” adlanır.

Əvvəlcə Kvadratlara bölünmüş düzbu
caqlı çəKİlir, özü də düzbucaqlımn tərəfləri
nin ölçüləri vurulan və vuranın onluq 
işarələrinin sayma uyğun gəlir. Sonra Kvad
rat damalar diaqonal boyunca bölünür və 
“... qəfəs taxma-jalüzlərə oxşayan mənzərə 
alınır, - Paçoli yazır. - Belə jalüzlər Venesi
ya evlərinin pəncərələrindən asılaraq, Küçə
dən Keçənlərin pəncərə önündə əyləşən 
xanımları və rahibləri görmələrinə mane 
olurdular”.

Bu üsulla 1998 ədədini 98 7-yə vuraq. 
Bundan ötrü, şəkİİ 1-də göstərildiyi Kİmi, 
cədvəlin yuxarısına 987, soluna isə 1998 
yazaq.

ŞdKİl 1. 987 və 1998 ədədlərinin “qısqanclıq” üsulu 
ilə vurulması.

İndi isə hər bir Kvadrata bu Kvadratla 
eyni sətirdə və eyni sütunda yerləşən ədəd-

VURMA VƏ TOPLAMA QANUNLARI
Yerdəyişmə (KommutativlİK) qanunu: 

а + b = b + a, 
ab = ba.

Qruplaşdırma (assosiativlİK) qanunu: 
(a + b) + c = a + (b + c), 
(ab)c = a(bc).

Paylama (distrubutivliK) qanunu: 
a(b + c) = ab + bc, 
(b + c)a = ba + ca.

Sıfır üçün qayda: 
a + 0 =a, 
a + (-a) = 0.

Vahid üçün qayda: 
a 1 = a.

vuruqların hasilini yazaq. Onluqlar aşağı, 
təKİİKİər isə yuxarı üçbucaqda yerləşirlər. 
Bütün üçbucaqlar dolandan sonra onlardaKi 
ədədlər hər bir diaqonal boyunca toplanır. 
Nəticə cədvəlin sağ aşağı Küncündə yazılır - 
1972026.

Bu üsul hamı tərəfindən qəbul edilmiş 
üsuldan heç də pis deyil. O hətta daha sadə
dir. Belə Kİ, cədvəlin damalarına ədədlər 
birbaşa vurma cədvəlindən, həm də standart 
metoddaKi toplama olmadan, daxil edilir. 
Sonra sadəcə toplamanı aparmaq qalır.

İKinci üsul “xırda qala” adlanır. Əvvəl
cə, adət etdiyimiz Kİmi, bir ədəd o birinin 
altında yazılır, sonra yuxarıdaKi ədədin rə
qəmləri növbə ilə aşağıdaKi ədədə vurulur, 
özü də yÜKSƏK mərtəbə rəqəmindən başlayır 
və hər dəfə lazımi sayda sıfır əlavə edirlər.

Şəkİİ 2-də 1998 və 987 ədədlərinin bu 
üsulla vurulması göstərilib. Onun üstünlü
yü ondadır kİ, artıq lap əvvəldən yuxarı 
mərtəbə rəqəmləri təyin olunur, bu isə Kə
miyyəti tezcə qiymətləndirməK lazım gələn
də vacib olur. Paçolinin təsvir etdiyi altı 
fənd də vurma cədvəlini bilməyə əsaslanıb.

LaKİn Rusiyada bir sıra quberniyaların 
Kəndliləri arasında bütün vurma cədvəlini 
bilməyi tələb etməyən üsul yayılmışdı. O, 
“rus Kəndli vurma üsulu” adlanırdı. Burada 
ədədi təKcə 2-yə vurmağı və bölməyi bacar
maq zəruri idi. Yenə 987 və 1998-ni bu 
üsulla vuraq.

Bir sətirdə ədədlərin birini soldan, o 
birini sağdan yazaq. SoldaKi ədədi 2-yə bölə- 
cək, sağdaKinı isə 2-yə vuracağıq və nəticə
ni bir sütunda yazacağıq (şəkİİ 3).

i ,

ŞəkİI 2. 1998 və 987 ədədlərinin “kİçİk qala” üsulu 
ilə vurulması.

Bölmə zamanı qalıq qalırsa (yəni böl
ünən təK ədəddirsə), o atılır. 2-yə vurma və 
bölməni solda 1 qalana qədər davam etdiri- 
rİK. Sonra sütunların solda cüt ədədlər da
yanan sətirlərini pozaq. İndi isə sağ sütun- 
daKi qalan ədədləri toplayaq - 1 972 026 alı
rıq. Bu da vurulan ədədlərin hasilidir.

Bu üsul niyə düzgün nəticə verir? Sən 
demə, o, vuruqlardan birinin, məhz birinci
nin, İkİİİk sistemdə təqdimi ilə bağlıdır 
(“Mövqeli say sistemləri” məqaləsinə bax):

987 = 1 • 29 + 1 ■ 28 + 1 ■ 27 + 1 • 26 + 0 • 25 +
+ 1-24 + 1 23 + 0 22 + 1 21 +1-2°.
İndi bu ifadəni 1998-ə vurmaq lazım

dırsa, alırıq:
1 1022976 + 1 511488 + 1 255744 +
+1 127872 + 0 63936 + 1 31968 +
+1 15984 + 0 7992+ 1 3996+ 1 1998.
Gördüyümüz Kİmi, 0 vuruğu məhz sağ 

sütundaKi pozulan ədədlərin qarşısında 
dayanır!

“Kəndli üsulu” vurma cədvəli ilə arası 
olmayanların işinə yarayar, doğrudur, bura
da daha çox toplama aparmaq lazım gəlir. 
LaKİn vurma cədvəlini hər halda öyrənməK 
lazımdır. Yoxsa hər biri 80 qəpiyə olan 7 kö-

987
493

1998
3996ПАПП

123
61

/УУ2
15984
31968

15
7
3
1

0-j v -j 0
127872 
255744 
511488 

1022976
1972026

ŞəkİI 3. 987 və 1998 ədədlərinin “rus Kəndli üsulu” 
ilə vurulması.

Kənin neçəyə olacağını aydınlaşdırmaq üçün 
Kağız-qələm götürməyəcəKsiniz kİ?!

BÖLMƏ

Qədimlərdə vurma asan iş sayılmasa 
da, bölmə daha da тйгэккэЬ idi. İtaliyada 
indiyə Kİmi “Bölmə ağır işdir” zərb-məsəli 
saxlanılır. SanKİ həllolunmaz məsələ ilə ras
tlaşanda belə deyirlər. Orta əsrlərdə bölmə 
apara bilən adamları barmaqla saymaq olar
dı. Onları hörmətlə “bölmə magistrləri” ad
landırırdılar. Onlar öz hesablarında nizam 
yaratmaq istəyən tacirlərin dəvəti ilə şəhər
bəşəhər gəzirdilər.

Çox bölmə üsullarını fİKİrləşib-tapmış- 
dılar. Rahib-riyaziyyatçı Herbert, gələcəK 
Roma Papası II Silvestr, öz əsərlərində 
abaKda bir neçə bölmə üsulunu göstərmiş
dir. Bu zaman o, aşağıdaKi prinsipləri gözlə
yirdi:

- vurma cədvəlindən bacardıqca az is
tifadə etməli, xüsusi halda, yaddaşda İKİrə- 
qəmli ədədlərin birrəqəmliyə vurulmasın
dan istifadə etməməli;

- çıxmaları toplamalarla əvəzləyərəK 
onlardan qaçmalı;

- iş avtomatİK, yoxlamalarsız yerinə 
yetirilməlidir, belə Kİ, onlar zamanı da səh
vlər yarana bilər.

O, hesablamalar aparan rahiblərin necə 
savadsız olduğunu nəzərə alaraq, belə ciddi 
məhdudiyyətlər qoymuşdu. Onların, deməK 
olar Kİ, heç biri vurma cədvəlini bilmirdi.
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LaKİn nəticədə Herbert qaydalarının elə тй
гэккэЬ olduğu məlum oldu kİ, onlar hətta 
ən çalışqan hesabdar-abaKçılar üçün belə an
laşılmaz qaldılar. Onda Avropada indi qəbul 
edilmiş mövqeli onluq say sisteminə əsasla
nan ərəb bölmə sistemi üzə çıxdı, o, “qızıl 
bölmə” adını aldı. Biz bu gün də ondan isti
fadə edirİK. Herbert metodunu isə “dəmir 
bölmə” adlandırmağa başladılar. Bunlar
dan başqa üsullar da vardı. Məsələn, böləni 
vuruqlara ayırır, sonra bölünəni ardıcıl 
olaraq bu ədədlərə bölürdülər. Bu zaman 
birrəqəmli ədədlərə bölməK üçün xüsusi me
tod var idi.

Uzun zaman Avropada İkİ bölmə üsu
lu: “qızıl bölmə” və “qalera” rəqabət aparır
dılar.

Hər şeydən əvvəl “qızıl bölmə” qayda
sını yada salaq. 987654-ü 346-ya böləK (Şə- 
Kİl 4).

ŞəkİI 4. 987654 ədədinin “qızıl bölmə” metodu ilə 
346-ya bölünməsi.

Əvvəlcə 346-ya vurulduqda 987-dən kİ- 
çİk olacaq ən böyüK ədədi tapaq. Bu ədəd 
2-dir, o, qismətin İİk rəqəmi olacaq. Sonra 
346-nı 2-yə vuraq, nəticəni bölünənin İİk üç 
rəqəminin altında yazırıq və çıxma əməliyy
atı həyata KeçirirİK. Sonra alman ədədin ya
nma bölünənin növbəti rəqəmini yazırıq və 
həmin əməliyyatları təKrar etməKİə prosesi 
davam etdirirİK.

Növbəti üsulu italyanlar ona görə qale
ra adlandırmışlar kİ, hesablamalar qurta
randa rəqəmlər bu avarlı gəmiyə bənzər 
fiqur şəKİində düzülürlər. İngilislərdə o, 
“üstdən xətt çəKmə metodu” Kimi tanmır, 
belə Ki, burada rəqəmləri daim xətləməK la
zım gəlir. Ьика Paçoli bu metodu ən sürətli 
metod sayırdı. Bəİkə də hər hansı bir oxucu 
məhz ondan istifadə etməK istəyəcəK.

“Qalera” metodu “qızıl bölmədən” 
onunla fərqlənir kİ, onda çoxrəqəmli ədədi 
birrəqəmliyə vurmaq yoxdur. O, birrəqəmli 
ədədlərin birrəqəmlilərə bir neçə vurulması 
və alman nəticələrin növbə ilə çıxılması ilə 
əvəz olunur.

BeləlİKİə, 987 654-ü 346-ya bölməK tə
ləb olunur. Bölünəni, altından da böləni ya
zaq. Böləndən sağda mötərizə açaq, onun 
ardınca ardıcıl olaraq qismətin rəqəmlərini 
yazacağıq. Adi bölmədə olduğu Kimi, seçmə 
yolu ilə qismətin İİk rəqəmini, verilmiş hal
da 2-ni tapırıq. Onu yazırıq (Şəkİİ 5, a).

ŞəkİI 5. 987654 ədədinin “qalera" metodu ilə 
346-ya bölünməsi.
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Sonra bölənin İİk rəqəmini, 3-ü 2-yə 
vururuq və nəticəni bölənin birinci rəqəmin
dən çıxırıq. 9-32=3 fərqini yuxarıdan, 9 
rəqəminin üstündə yazırıq, bundan sonra 9 

rəqəmini və böləndəKİ 3 rəqəmini pozuruq - 
onlar artıq “oyundan çıxmışlar” (Şəkİİ 5, b).

Bölənin İKİnci rəqəminə - 4-ə - Keçi- 
rİK. Onu 2-yə vururuq və alınmış 8 hasilini 
bölünənin bu rəqəmi altında dayanan 38-dən 
çıxırıq. Verilmiş halda 8 rəqəmini xətlə- 
тэк və onun üstündə 0 yazmaq Kifayətdir. 
İndi bölünəndə 4 rəqəmini də pozmaq olar 
(Şəkİİ 5, c).

Bölünənin axırıncı rəqəminə - 6-ya - 
KeçirİK. Onu 2-yə vururuq və əvvəIkİ mər
hələdən sonra yuxarıda əmələ gələn 307 ədə
dindən çıxırıq. 307-6 2 = 295 olduğundan 
307-ni pozuruq və onun üstündə 295 yazırıq 
(Şəkİİ 5, ç).

Bütün bu əməliyyatlardan sonra Şəkİİ 
5, ç -nin yuxarısmdaKi rəqəmləri 295 654 
ədədi Kimi oxumaq olar kİ, bu da “qızıl böl- 
mə”də birinci çıxmadan sonra almır.

İndi isə 346 ədədini Şəkİİ 5, e-də göstə
rilən Kimi yazırıq və qismətin İKİnci rəqəmi
ni seçirİK. Bu, 8 rəqəmidir. Onu yazırıq və 
2956 ədədindən 346 ədədinin 8-ə vurulmuş 
və müvafiq şəKİldə sürüşdürülmüş rəqəmlə
rini ardıcıl olaraq çıxırıq. Şəkİİ 5, e-də 
təsvir olunan düzüm alınır.

Bu halda xətlənməmiş rəqəmlər 18 854 
ədədini təşKİl edir. Elə bu ədəd də “qızıl böl
mədə” İKİnci çıxmadan sonra yarandı Kİ, bu 
da təəccüblü deyil.

ŞəkİI 6. “Qalera” metodu ilə bölmədə qayığa 
bənzəyən fiqur yaranır, xətlər isə avara çevrilir.

Bu prosesi davam etdirərəK (Şəkİİ 5,f, g) 
son nəticəni alırıq: 2854 və qalıq 170.

Axırıncı şəkİİ 90° döndərsəK, qayıq və 
ya gəmiyə bənzəyən fiqur əmələ gətirəcəK, 
bizim xətlərimiz isə qaleranın uzun avarla
rına bənzəyən bütöv xətlərə qovuşacaq.

Bu metod Hindistanda yaranıb, oradan 
ərəb öİKƏİəri vasitəsi ilə Avropaya nüfuz 
edib. Doğrudur, hindlilərdə bölmə zamanı 
gəmi-zad yaranmırdı. Axı o vaxt onlar he
sablamalarda Kağız işlətmirdilər, toz və ya 
qumla örtülən taxta lövhələrdə yazırdılar. 
Rəqəmləri xətləməK əvəzinə onları sadəcə 
pozurdular.

ƏDƏDİ ÇOXLUĞUN GENİŞLƏNMƏ 
MƏRHƏLƏLƏRİ

Burada natural ədədlər çoxluğu olan 
N-dən başlayaraq, birinci genişlənmədə 
Z-tam ədədlər çoxluğunu, sonra isə İKİnci 
genişlənmə olaraq Q-rasional ədədlər çoxlu
ğunu, daha sonra rasional ədədlər çoxluğu
nun genişlənməsi birinci irrasional ədədlər 
çoxluğu Rt-i, R2-ni və s. ədədlər çoxluğunu 
alacağıq.

Burada hər dəfə yeni genişlənmiş çox
luq aldıqda göstərəcəyİK Kİ, bu yeni çoxluq
da elə ədəd mövcuddur Kİ, bu ədəd 
genişləndirilən (genişlənmədən qabaqKİ) əv- 
vəİKİ çoxluğa daxil deyil.

Bu üsulun daha bir üstün cəhəti odur 
Kİ, məs. RK çoxluğunun hər elementini ana- 
litİK şəKİldə sonlu sayda ədəd üzərində so
nlu əməl aparmaqla alındığı göstərilir.

HESAB ƏMƏLLƏRİ

Yuxarıda söylənilənlərə qayıdıb, qəbul 
edəK Kİ,

N={1,2,3,4...}, +, (1.1)

verilmişdir. Yəni natural ədədlər çoxluğu 
və toplama əməli məlumdur. İxtiyari qayda 
ilə N-dən İKİ ədəd götürəK, meN, neN. onda

m+n&N, (1-2)

olur. Deməli N-də təyin olunmuş toplama 
əməli N-dən кэпага çıxmır. Bu əməl birinci 
mərtəbənin (və ya pillənin) düz əməli adla
nır. Asanlıqla görünür Kİ, ixtiyari m və n

89
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uçun
m+n=n+m, (1.3)

xassəsi ödənilir. Sonralar görəcəyİK Kİ, bu 
çox gözəl xassə həmişə ödənilmir.

indi toplama əməlindən istifadə etməK- 
lə, bu əməlin tərsi olan çıxmanı aşağıdaKi 
Kimi verəK. İxtiyari meN və neN üçün m-n 
dedİKdə elə к-nı başa düşəK kİ ш=к+п. Yəni 
o zaman

т—п=к, (1.4)

olur kİ,
т=к+п, (1.5)

olsun.
Aldığımız (1.4) dən görünür kİ ixtiyari 

m və n üçün (1.4)-ün nəticəsi olan к N çox
luğundan olmaya da bilər. Doğrudan da

7—3eA, 
olduğu halda,

4—4^A, 4—9&N.
İndi İkİ istiqamətlə getməK olardı, ya

(l,4)-də  m-i həmişə n dən kİçİk götürmə- 
məKİə alman к bir m=n olmaqdan başqa 
bütün hallarda N dən olardı, ya da (1.4) ün 
nəticəsi olan к-уа ədəd deyib onları N-ə qat
maqla N-i genişləndirməK. Riyaziyyat adə
tən bu İKİnci yolu qəbul etmişdir.

BeləlİKİə biz toplama əməlinin tərsi 
olan çıxma əməlinin Köməyi ilə alman sıfır 
"0" və mənfi tam ədədləri alırıq kİ, onları 
N-ə qatmaqla N-in genişlənməsi olan Z çox
luğunu almış oluruq. BeləlİKİə

NcZ, (1.6)

alınmış olur Kİ, bununla da birinci mərtəbədə

(1.7)

Kimi İkİ əməl almış oluruq.
Digər tərəfdən (1.4)-ün (1.5) dən alın

masına nəzər yetirsəK, görərİK Kİ,

к+п m, xassəsini ödəyir. Ona görə söyləməK olar Kİ,
olduqda, birinci toplananı təyin etməK üçün toplamada olduğu Kimi vurma əməlinin də 
cəmdən "m"dən, İKİnci toplananı çıxmaq la- tərsi yeganədir.
zımdır. Onda (1.5) dən İKİnci toplananı nə Əgər yuxarıda (1.8) Kimi təyin etdiyi-
cür təyin etməK olar? miz vurma əməlinə Z çoxluğunda baxsaq,

Bunun üçün (1.3)-ə nəzər salsaq,
(1.5)-i  aşağıdam Kimi yazmaq olar

п+к=т.

Buradan birinci toplananı təyin edəK: 
n=m— к.

BeləlİKİə (1.3)-ün ödənilməsi bizə im- 
кап verir Kİ, (1.5) də hər bir toplananı təyin 
etməK üçün yuxarıda təyin etdiyimiz bir 
tərs əməl Kifayət etsin.

Bununla birinci mərtəbənin əməlləri 
təyin edilmiş olur.

Asanlıqla görməK olar kİ Z çoxluğu 
(tam ədədlər çoxluğu) birinci mərtəbənin 
əməllərinə nəzərən Kamildir. Yəni Z-dən 
götürülmüş ixtiyari İkİ ədədin həm cəmi 
həm də fərqi Z çoxluğundandır.

Başqa sözlə desəK, Z çoxluğu toplama 
və çıxma əməllərinə nəzərən tamdır.

Burada biz Z-də toplama əməlinə xas 
olan çox gözəl bir xassənin də ödənildiyini 
görürÜK.

Belə kİ, İkİ müsbət ədədin cəmi 
müsbət, İkİ mənfi ədədin cəmi mənfi, 
müsbət və mənfi ədədlərin cəmi bu topla- 
manlardan hansı güclüdürsə (hansı Koordi
nat başlanğıcından uzaqdadırsa) onun 
işarəsini saxlayır.

İndi İKİnci mərtəbəyə KeçəK. Əvvəlcə 
bu mərtəbənin düz əməlini "Vurmanı" təyin 
edəK.

Qeyd edəK kİ, bu əməl artıq bizdən ası
lıdır. Biz onu istədiyimiz Kimi təyin edə bi- 
lərdİK. Bu əməl tarixən aşağıdaKi Kimi tərif 
olunmuşdur.

Eyni toplananların toplanmasına vur
ma deyilir".

Onda N-dən götürülmüş ixtiyari m və 
n ədədləri üçün onların hasili

m- n = n + n+...+n , (1.8)
4 V------------------- -

m

şəKİldə olar.
Asanlıqla görməK olar kİ, (1.8) Kimi tə

yin olunmuş vurma əməli də toplamanın 
ödədiyi (1.3) xassəsinə analoji olan

m • n - n ■ m, (İ-ə) 

tərifdən göründüyü Kimi m və n müsbət 
ədədlərdirsə

m • n >0,
m (-n) = (-n) + (-n)+...+(-n) <0,

m

ifadələrindən görünür Kİ, İKİ müsbət ədədin 
hasili müsbət, müsbət və mənfi ədədlərin 
hasili isə mənfidir.

Onda m>0
-m-(-!) ■ m, (1.10)

Kimi olduğundan n>0 üçün

(-m) (-n) = (-1) • m (-n) = (-1) (-znn), 

alınır. Amma (1.10) dan görünür Kİ, (-l)-ə 
vurulan ədəd işarəsini dəyişir. Ona görə də

(-/n) (-n) =(-l)(-mn) =/nzı >0, (1.11)

olduğunu alırıq.
Bu isə onu göstərir Kİ, Z-də təyin olun

muş vurma əməli Z-də təyin olunmuş topla
ma əməlinə xas olan yuxarıda verdiyimiz 
çox gözəl xassəyə malİK deyil. Bir daha yada 
salaq Kİ, İKİ müsbət ədədin cəmi müsbət, İKİ 
mənfi ədədin cəmi mənfi və nəhayət müsbət 
və mənfi ədədlərin cəmi güclu toplananın 
işarəsini saxladığı halda, Z-də təyin olun
muş vurma əməli üçün İKİ müsbət ədədin 
hasili müsbət, İKİ mənfi ədədin hasili 
müsbət və nəhayət müsbət və mənfi ədədlə
rin hasili mənfidir.

İndi İKİnci mərtəbənin düz əməli olan 
vurmanı aşağıdaKi Kimi təyin edəK:

ixtiyari meN, neN üçün m>n olarsa

m - n = n + (n + 1) + (n + 2)+...+ 
+(m-2)+(m-1) + m, (112)

onda Z-də təyin olunmuş bu əməl üçün, İKİ 
müsbət ədədin hasili müsbət, İKİ mənfi ədə
din hasili mənfi və nəhayət müsbət və mənfi 
ədədlərin hasili onların hansı güclüdürsə 
onun işarəsini saxlamış olardı.

Doğrudan da
(-3)-7=(-3)+(-2) + (-l) + 0 +
+1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 22, 

olur Kİ, (-3) və 7 vuruqlarından 7 güclü 
olduğundan nəticə onun işarəsini saxlamış 
olur.

Əfsuslar olsun Kİ, tarixən vurma əməli 
üçün tərif olaraq (1.12) deyil (1.8) 
götürülmüşdür. İndi İKİnci mərtəbənin tərs 
əməli olan bölməni bu mərtəbənin düz əməli 
olan vurmanın Köməyi vasiməsi ilə verəK. 
İxtiyari meN, neN üçün m:n dedİKdə elə 
к-nı basa düşəcəyİK Kİ,

m = к • n, (1.13)

olsun. Başqa sözlə desəK (1.13) dən birinci 
vuruğu təyin etməK üçün hasilin nəticəsini 
İKİnci vuruğa bölməK lazımdır. Əgər hasilin 
İKİnci vurugunu təyin etməK lazım gələrsə 
onda (1.13) də (1.9) xassəsini nəzərə almaq
la, onu

пк=т,

şəKİində yazıb, sonra birinci vuruğu təyin 
edirİK. Ona görə də

п=тп:к,

olur Kİ, bu da vurmada vuruqlarm hər biri
ni eyni əməl (vurmanın tərsi olan bölmə) va
sitəsi ilə təyin etmiş oluruq.

Əgər meN, neN üçün
т:п=к,

ifadəsində KgN, onda к-nı ədəd adlandırıb 
N-i (və yaxud Z-i) genişləndirəcəyİK. Bu ge
nişləndirilmiş çoxluq rasional ədədlər çox
luğu adlanır. Yəni İKİnci mərtəbədə

NclZcQ,

genişlənməsini almış oluruq.
Q rasional ədədlər çoxluğu sıfıra bölmə 

istisna olunmaqla bütün dörd hesab əməllə
rinə görə tamdır.

Yəni Q-dən götürülmüş ixtiyari İKİ 
ədədin cəmi fərqi, hasili və nisbəti (bölən sı
fır deyilsə) yenə də Q-dəndir.

Bununla biz dörd hesab əməllərini 
almış oluruq. Yuxarıda İKİ mərtəbə üçün al
dığımız əməllər 

şəKİldədir. Burada belə bir qanunauyğunlu-
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ğun da ödənildiyini gördÜK Kİ, düz əməllər 
olan toplama və vurma bizə heç bir yeni 
ədəd vermir. Yeni ədəd gətirən əməllər, tərs 
əməllərdir. Belə Kİ, çıxma əməli bizə sıfır və 
mənfi tam ədədləri, bölmə əməli isə rasional 
ədədləri vermiş olur.

CƏBRİ ƏMƏLLƏR

İndi üçüncü mərtəbənin (pillənin) düz 
əməli olan qüvvətə yÜKSəltmə əməlini təyin 
edəK Qeyd edəK Kİ, bu əməl də bizdən asılı
dır. Onu istədiyimiz Kİmi təyin edə bilərdİK. 
Amma tarixən bu əməl aşağıdaKi Kİmi təyin 
edilmişdir. Eyni vuruqların hasilinə qüvvə
tə yÜKSəltmə deyilir". Əgər m&N, n&N olar
sa,

m' = m-m--- m, (2.1)
n

belə Kİ, bu düz əməl də bizi heç bir yeniliyə 
gətirmir. Qeyd edəK Kİ, bu düz əməl əvvəİKİ 
İkİ düz əməllərdən fərqli olaraq,

mn = nm,

xassəsini ödəmir. Doğrudan da

8 = 23 * 32 = 9,

olduğundan gözləməK olar kİ, qüvvətə 
yÜKSəltmə əməlinin İkİ tərs əməli mövcud
dur.

Qüvvətə yÜKSəltmə əməlinin Köməyi ilə 
bu əməlin tərsini verəK. Belə kİ, m&N, n&N 
üçün m-in n-ci dərəcədən kökü elə к-уа de-
yƏCƏyİK Kİ,

кп - m, (2.2)

olsun. Bu zaman
к - n4m. (2.3)

BeləlİKİə biz qüvvətə yÜKSəltmə əməli
nin birinci tərs əməli olan KÖKalma əməlini 
vermiş oluruq. Bu əməl qüvvətə yÜKSəltmə 
əməlində əsası təyin etməK üçündür. Topla
ma və vurma əməllərindən fərqli olaraq 
qüvvətə yÜKSəltmə əməli üçün

mn * nm, (2.4)

olduğundan, (2.2) dən n-i təyin etməK üçün 
yeni əməl, loqarifmalama lazım gəlir. Belə 
Kİ (2.2) dən

n = logKm. (2.5)

Bununla da cəbrin yeddi əməli verilmiş 
olur.

Asanlıqla görünür kİ, (2.3) -ün təyin 
etdiyi к ədədi Q rasional ədədlər çoxluğun
dan olmaya da bilər.

ƏvvəİKİ İKİ halda tərs əməlin genişlən
mə verməsi aydın göründüyündən bu halda 
kök alma əməlinin Q-dən Kənara çıxa biləcə
yini göstərəK.

Tutaq Kİ peA-sadə (əsli) ədədir. Yəni p 
ədədi yalnız vahidə və özünə bölünür. Bu 
ədədin başqa böləni yoxdur. Əks fərziyyə
dən istifadə edəK. Başqa sözlə qəbul edəK Kİ 
-Jp rasional ədəddir. Yəni

f— mV p = — e Q, m& N, n&N, p & N, (2.6) 
n

belə Kİ, — ixtisar olunmayan Kəsrdir. Onda 
n

(2.6) dan

və ya
m2 = pn2, (2.7)

ifadəsini almış oluruq. Aldığımız (2.7) -nin 
sağ tərəfi p sadə ədədinə bölündüyündən, 
onun sol tərəfi olan m2 = m - m -də p-yə bö
lünməlidir. Onda m ədədi p-yə bölünməlidir. 
Əks halda p natural ədəd olmazdi. Deməli

т=рк, (2.8)

olduğunu alırıq. Bu (2.8)-i (2.7) də yazsaq,

_2,,2 __2p к — pn ,
və ya

n2 = рк2.

alarıq.

Burada da yuxarıdaKi mühaKİməyə 
əsasən görünür Kİ n ədədi p-yə bölünməli
dir. Bu isə (2.6) Kəsrinin ixtisar olunmama
sı şərtinə ziddir. BeləlİKİə göstərdİK Kİ, 
KÖKalma əməli rasional ədədlər çoxluğunu 
genişləndirir. Bu genişlənməni birinci irra- 
sionallıq (birinci irrosinal çoxluq) adlandı
rıb Rj ilə işarə edəcəyİK. Deməli bu vaxta 
qədər

NcZcQczRp

genişlənmələri ilə tanış olmuşuq.
Bu vaxta qədər aldığımız çoxluqlar 

üçün N və ya Z-in elementlərini m,n,K və s. 
ilə Q-nün elementlərini — ,p,q, və s. ilə 

n,

Rj-in elementlərini isə $ —,r, və s. ilə işarə 
V n

edəcəyİK. Bu o deməKdir kİ, 7^-in elementlə
rini (müsbət ədədləri) üç natural ədədin ко- 
məyi ilə, Q-nün müsbət elementlərini İkİ 
natural ədədin Köməyi ilə, nəhayət N-in (və 
ya Z-in müsbət elementlərini) elementlərini 
biz m və ya n Kİmi göstərə bilirİK.

Bu isə o deməKdir kİ, əgər axtarılan bir 
element Rrdəndirsə bu ədədi

şəKİində axtarmaqla, m,n və к ədədlərinin 
tapılması bu Rrdən olan ədədin tapılması 
deməKdir.

İndi yuxarıda təyin etdiyimiz yeni vur
ma əməlinə qayıdaq. Tutaq Kİ hesab əməlləri 
bu vaxta qədər bizim bildiyimiz əməllərdir.

Qüvvətə yÜKSəltmə əməlinə aşağıdaKi 
Kİmi tərif edəK. Əgər m&N, n&N və m>n 
olarsa onda
nm = n(n + 1) (n + 2)...(m - 2)(m - l)m, (2.9)

Kİmi qəbul etsəK, onda bu düz əməl üçün

nm = rnn, (2.10)

xassəsi ödənilmiş olacaqdır, yəni (2.9) düz 
əməlinin tərsi olan KÖKalma əməli yeganə 
olardı.

Əfsuslar olsun kİ, həqiqi ədəd oxunun 
doldurulmasında bu yeddi cəbri əməl ilə Ki

fayətlənirlər və rasional ədədlərdən birdəfə- 
İİk həqiqi ədədlərə Keçirlər.

Biz isə göstərəcəyİK Kİ, rasional ədəd
lər çoxluğundan həqiqi ədədlər çoxluğuna 
Keçid sonsuz sayda mərhələdən Keçməlidir. 
İndi bu mərhələlərin necə yaranmasın- dan 
söhbət gedəcəKdir.

HƏQİQİ ƏDƏDLƏR ÇOXLUĞUNUN 
ALINMASI

İndi ədədi çoxluğun inKİşaf mərhələlə
rindən dör- düncü mərhələnin (və ya mərtə
bənin) düz əməlini təyin edəK.

Bu əməli yandan qüvvətə yÜKSəltmə 
əməli adlandıraq. Onu İKİ cür verə bilərİK.

Birinci hal. Məsələn,

2a = aa,
3a = (aa)a =aa\
4 a = ((aa)a)a =(aa)a2 = aa°,

və s. Onda neN üçün
n o"4a - a (3.1)

İKİnci hal. Məs.

2 „ „act — n ,

3 aaa - a ,
4 a“aa - a ,

və s. Onda n&N üçün

(3.2)

burada a -larin sayı n dənədir.
Yuxarida aldığımız (3.1) və ya (3.2) 

ifadələrindən birini dördüncü mərtəbənin 
düz əməli olaraq, qəbul edəcəyİK.

Bunların hansının düz əməl Kİmi qəbul 
edilməsindən asılı olmayaraq,

2a = aa, (3.3)

münasibəti ödənilməlidir.
Ona görə (3.3) düz əməlinin tərsi olan 

yeni KÖKalma əməli (yandan KÖKalma) həmi
şə birinci irrasional çoxluqdan ola bilməyə
cəyini göstərməK Kifayətdir.
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BeləlİKİə
2x = Xх = 2, (3.4)

tənliyinə baxaq. GöstərəK Kİ (3.4)-dən
x^R] (3.5)

təyin olunur.
Bunun üçün ƏKSin fərz edəK. Yəni qə

bul edəK Kİ, (3.4)-ün həlli olan x&R. dir. 
Onda

Burada m&N, n&N və k&N olduğu qə
bul edilmişdir.

Digər tərəfdən — - ixtisar olunmayan 
n

Kəsr, (3.6) -da verilmiş KÖKdə k>1 dir. Əks 
halda (3.6) -daKi x rasional ədəd olardı.

Əsas tənliK olan (3.4) -dən görünür kİ, 
bu tənliyin həlli x&N ola bilməz, çünKİ x=l 
üçün Xх = 1, x=2 üçün isə Xх = 4 dür. 
Asanlıqla göstərilə bilər kİ, xeQ -də ola bil
məz. Əgər x=— olsaydı, onda

n

W

m

(3.7)

mm = 2" • nm,
olduğunu almış olardıq. Buradan görünür 
Kİ m>n olmalıdır. Əlavə olaraq (3.7) dən 
görünür Kİ, sag tərəf cüt olduğundan sol tə-
rəf də cütdür.

Yəni
т=2к,

onda

buradan da

22k -к2* = 2п-п2к,

п* = 22к-п ■ к2*. (3.8)
Alinan ifadənin sağ tərəfi cüt ədəd

olduğundan, onun sol tərəfi də cütdür.
Yəni n - cütdür. Bu isə — - in ixtisar 

n
olunmamasına ziddir. Deməli (3.4)-ün həlli 
rasional ədəd də ola bilməz.

İndi göstərəK Kİ, (3.5) hÖKmü doğru
dur. Bunun üçün (3.6)-nı (3.4) -də yerinə 
yazaq:

və ya

Bunun hər İkİ tərəfini к-cı qüvvətə 
yÜKSəldəK

1

(3.9)

Alman (3.9) ifadəsinin sol tərəfi a₽ 
şəKİindədir. Burada a cəbri ədəd 
a 0, a 1, (rasional ədəd), P-isə cəbri irra- 
sional ədəddir. Ona görə də deyə bilərİK Kİ 
(3.9) -un sol tərəfi transendent ədəd (yəni 
heç bir rasional əmsalli çoxhədlinin kökü 
şəKİində göstərilə bilməyən ədəd), sag tərəfi 
isə cəbri ədəddir (hətta tam ədəddir). Bu 
ziddiyyət isə (3.5)-in doğruluğunu göstər
miş olur.

BeləlİKİə ədədi çoxluğun aşağıdaKi ge
nişlənməsini almış oluruq:

N cZc-QcıR, c.R2.

Bu prosesi istənilən qədər davam etdir- 
тэк olar.

Onun üçün beşinci mərhələnin düz 
əməlini təyin edib, məsələn,

2a=“a, (3.10)
onun vasitəsi ilə tərs əməl versəK, bu əməl 
bizə yeni ədədlər verəcəKdir Kİ, onlar R2-yə 
daxil deyil. Bu da bizi

N cZ'Q^Rj ciR2<^R3.

genişlənməsinə gətirəcəKdir. BeləlİKİə bu 
prosesi sonsuz davam etdirsəK biz ədədi çox
luğun genişlənməsində sonsuz mərhələdən 
sonra (yəni limitdə) həqiqi ədədlər çoxluğu
nu almış oluruq.

BU İSƏ HƏQİDİ ƏDƏDLƏR 
ÇOXLUĞUNUN ALINMASININ YENİ 

ÜSULUDUR

Burada aşağıdaKi Kimi çox gözəl qanu
nauyğunluq mövcuddur.

Belə Kİ natural ədədlər çoxluğu А-in və 
ya tam ədədlər çoxluğu Z -in ixtiyari elə- 
mentini m və ya n, ya da к şəKİində göstər
məK olar (A -i nəzərə almaya bilərİK, çünKİ 
o bizdən asılı deyil. Biz çoxluqları Z dən 
başlayaraq almağa başladıq). Rasional ədəd
lər çoxluğu Q-nün ixtiyari elementini — 

n
şəKİində göstərməK olar. Birinci irrasional

çoxluq olan R1 -in ixtiyari elementini 

şəKİində göstərməK olar. Burada к, m, n, - 
natural ədədlərdir. Eyni qayda ilə İKİnci ir
rasional çoxluğun R2 -nin ixtiyari elementi-

şəKİində dörd natural ədəd vəsitəsi

ilə göstərməK olar. Bu prosesi davam etdir- 
sək ixtiyari R,. çoxluğunun ümumi elementi
ni ( к+2 ) natural ədəd vasitəsilə göstərməK 
olar. BeləlİKİə məsələnin həllinin hansı irra- 
sionallıq sinfindən olduğunu təyin etdİKdən 
sonra bu məsələnin həllini sonlu sayda natu
ral ədədin təyin olunmasına gətirməK olur.

Bununla da həqiqi ədədlər çoxluğunu 
R, Kimi almış oluruq.

İndi isə bu söylənilənləri bir qanunauyğ
unluq çərçivəsində birləşdirəK. Bunun üçün 
toplama işarəsi olan "+" istifadə ediləcəKdir.

Belə Kİ, düz əməllər düzülüş nömrəsi 
vasitəsi ilə üfüqü xətdən yuxarıda, tərs 
əməllər isə həmən xətdən aşağıda uyğun ola
raq öz nömrəsi vasitəsi ilə göstəriləcəKdir.

Riyaziyyatda qəbul edilmiş, işlətdtyi- 
miz əməllər şaquli xətdən sağda yeni adlan
dırdığımız əməllər isə soldan öz nömrələri 
vasitəsi ilə göstəriləcəKdir.

Məsələn qəbul olunmuş birinci mərhə
lənin düz əməli toplama

ŞəKİində, yeni düz əməldə (birinci mər
hələ üçün) həmən mənanı verməsinə baxma- ilə işarə edəcəyİK.

yaraq,

1

şəKİində işarə ediləcəKdir.
Onları tərs əməlləri olan çıxma əməli 

də eyni məna Kəsb etməsinə baxmayaraq, 
uyğun olaraq,

_________və_______________
1 1

Kimi işarə ediləcəKdir.
İKİnci mərhələyə gəldİKdə isə bu mər

hələnin düz əməli olan "vurma əməli"nin qə
bul olunmuş şəkü, yəni eyni toplananların 
toplanması əməli

2

şəKİində, yeni təyin edəcəyimiz vurma əməli 
isə, yəni m>n olarsa

m ■ n=m+( m-1)+...+(n+1 )+n 
şəKİində verilən vurma əməli

2

işarə ediləcəKdir.
Eyni olmayan bu vurma əməlləri hər 

İKİsi yerdəyişmə xassəsinə malİK olduqların
dan onların yeganə xassəsinə malİK tərs 
əməlli bölmə mövcuddur.

Bu tərs əməllər uyğun olaraq,



Riyaziyyat ensiklopediyasi - 1 Riyaziyyat ensiklopediyasi - I

Qeyd. Adi vurma əməlində ixtiyari ədə
di vahidə vurduqda dəyişmədiyi Kimi, yeni 
vurma əməlində hər bir ədədi özünə vurduq
da bu ədəd dəyişmir, yəni adi vurmada

5- 1=5,

olduğu halda, yeni vurmada

5- 5=5,

olduğu qəbul edilir.
Eyni qayda ilə bölmə əməli üçün

5 : 1=5,

olduğu halda, yeni bölmədə

5 : 5=5

olduğu qəbul olunur.
Yeni təyin etdiyimiz vurma və 

bölmə əməlləri üçün aşağıdaKi Kimi cədvəl
ləri verəK.

Birdən ona qədər ədədlərin hasi
li üçün....

41 = 10
4-2=9
4-3 = 7
4-4 = 4
4- 5=9

5 1 = 15
5- 2 = 14
5-3 = 12
5-4=9
5- 5 = 5

6- 1 = 21
6-2 = 20
6-3 = 18
6-4 = 15
6-5 = 11

4-6 = 15
4-7 = 22
4-8 = 30
4-9 = 39
4- 10 = 49

5- 6 = 11
5-7 = 18
5-8 = 26
5-9 = 35
5- 10 = 45

6- 6 = 6
6-7 = 13
6-8 =21
6-9 = 30
6 10 = 40

10 1 = 55 10 6 = 40 18:6 = 3 18:3 = 6
10-2 = 54 10-7 = 34 25:7 = 3 25:3 = 7
10 3 = 52 10 8 =27 33:8 =3 33:3 = 8
10-4 = 49 10 9 = 19 42:9 = 3 42:3 = 9
10 5 = 45 10-10 = 10 52:10 = 3 52:3 = 10

və həmin cədvəldən alınan bölmə əməli üçün
aşağıdaKi Kimi cədvəl mövcuddur 10:1 = 4 10:4 = 1

9:2 =4 9:4 = 2

1:1 = 1 7:3 = 4 7:4 = 3

3:1 = 2 3:2 = 1 4:4 = 4

6:1 = 3 6:3 = 1 9:5 = 4 9:4 = 5

10:1 = 4 10:4 = 1
15:1 = 5 15:5 = 1 15:6 = 4 15:4 = 6

22:7 = 4 22:4 = 7

21:1 = 6 21:6 = 1 30:8 =4 30:4 = 8

28:1 = 7 28:7 = 1 39:9 = 4 39:4 =9

36:1 = 8 36:8 =1 49:10 = 4 49:4 = 10

45:1=9 45:9 = 1
55:1 = 10 55:10 = 1 15:1 = 5 15:5 = 1

14:2 = 5 14:5 = 2

3:1 = 2 3:1 = 2 22:3 = 5 22:5 = 3

2:2 = 2 9:4 = 5 9:5 = 4

5:3 = 2 5:2 = 3 5:5 = 5

9:4 = 2 9:2 = 4
14:5 = 2 14:2 = 5 11:6 = 5 11:5 = 6

18:7 = 5 18:5 = 7

20:6 = 2 20:2 = 6 26:8 = 5 26:5 = 8

27:7 = 2 27:2 = 7 35:9 = 5 35:5=9

35:8 =2 35:2 = 8 45:10 = 5 45:5 = 10

44:9 = 2 44:2=9
54:10 = 2 54:2 = 10 21:1 = 6 21:6 = 1

20:2 = 6 20:6 = 2

6:1 = 3 6:3 = 1 18:3 = 6 18:6 = 3

5:2 = 3 5:3 = 2 15:4 = 6 15:6 = 4

3:3 = 3 11:5 = 6 11:6 = 5

7:4 = 3 7:3 = 4
12:5 = 3 12:3 = 5
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6:6 = 6
13:7 = 6
21:8 =6
30:9 = 6
40:10 = 6

28:1 = 7
27:2 = 7
25:3 = 7
22:4 = 7
15:5 = 7

13:6 = 7
7:7 = 7
15:8 =7
24:9 = 7
34:10 = 7

36:1 = 8
35:2 = 8
33:3 = 8
30:4 = 8
26:5 = 8

21:6 = 8
15:7 = 8
8:8 =8
17:9 = 8
27:10 = 8

45:1=9
44:2=9
42:3=9
39:4 =9
35:5 =9

13:6 = 7
21:6 = 8
30:6=9
40:6 = 10

28:7 = 1
27:7 = 2
25:7 = 3
22:7 = 4
18:7 = 5

13:7 = 6

15:7 = 8
24:7 = 9
34:7 = 10

36:8 = 1
35:8 = 2
33:8 =3
30:8 =4
26:8 = 5

26:8 =6
15:8 =7

17:8 =9
27:8 = 10

45:9 = 1
44:9 = 2
42:9 = 3
39:9 = 4
35:9 = 5

30:6=9
24:7=9 
17:8 =9 
9:9=9 
19:10=9

55:1 = 10
54:2 = 10
52:3 = 10
49:4 = 10
45:5 = 10

40:6 = 10
34:7 = 10
27:8 = 10
19:9 = 10
10:10 = 10

30:9 = 6
24:9 = 7
17:9 = 8

19:9 = 10

55:10 = 1
54:10 = 2
52:10 = 3
49:10 = 4
45:10 = 5

40:10 = 6
34:10 = 7
23:10 = 8
19:10=9

Bu prosesi davam etdirsəK, üçüncü 
mərhələnin düz əməli qüvvətə yÜKSəltmə 
əməlinin qəbul olunmuş variantı

ilə, yeni qüvvətə yÜKSəltmə əməli isə

Kimi işarə ediləcəKdir.
Bu əməllərin tərsi isə qəbul olun

muş qüvvətə yÜKSəltmə əməli üçün yerdə
yişmə doğru olmadığından İkİ tərs əməl 
(kök alma və loqarifmalama) mövcuddur.

Onları

ilə işarə edəcəyİK.
Yəni qüwətəyÜKSəltmə əməli üçün əgər 

İKİnci əməl olan vurma yeni deyilsə, onda 
qüwətəyÜKSəltmə əməli yerdəyişmə xassəsi
nə malİK olduğundan yeganə tərs əmələ (kö- 
Kalma əməlinə) malİKdir kİ, bu əməli

l4 = 1-2-3 4 = 24,

= 2-3-4 =
= 4 • 3 • 2 = 4 ■ 2 • 3 = 24,

= 9-8-7-6 = 
= 72-42 = 3024,

8 = 58 =5-6-7-8 =
= 30 56 = 1680,

(-3) =(-l)(~8) =
= (-3)(1)=(-l)(-2)-(-3) = -6l

(-5)=(-2)<-5’=(-2)-(-3)x
x(-4) (-5) = 120,

3 5 =

= 0 1-2-3-4 =

5 = 5® = 5- 5 = 5,

ilə işarə edəcəyİK.
Bu halda qəbul olunmuş işarələmənin 

Köməyi ilə üçüncü mərtəbənin düz əməli 
üçün aşağıdaKi misalları verəK:

3=(-2)3 =(-2)-(-l)x
xO 1 2-3 =

Eyni qayda ilə bu mərhələnin tərs əmə
li üçün alarıq:

1680

3024

3 (-2)=-5 (-5)=-2
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Yuxarıda söylənildiyi Kimi birinci mər
hələ üçün təyin olunmuş

_1_ 1və

düz əməlləri eyni olub, toplama əməlləri, 
onların tərsi də

1
və ___

1

Kimi işarə edilən eyni çıxma əməlləridir.
Əgər İKİnci düz əməl olan vurma yeni- 

dirsə, onda üçüncü düz əməl də yeni olarsa, 
bu halda işarələmə

3,2

Kimi aparılacaqdır. Yəni həm vurma, həm 
də qüvvətə yÜKSəltmə əməlləri yenidir.

3,2 2 2
5=2 ö

5=9+8+7+6+5=35

2 2 2
5 4 5—(5+4)

Məsələn,
Əgər

ifadəsini hesablamaq lazım gələrdisə, onda

2 5 =25 =2-2-2-2-2 = 32.

Əgər

hesablamaq lazım gələrdisə, onda

2 5 =2-3-4-5 120.

Qeyd edəK Kİ, əgər hesablama zamanı 
əvvəİKİ əməllər göstərilməyibsə, onda onları 
qəbul edilmiş əməllər hesab edəcəyİK.

Yəni

___ 3 2___ _ ___ 3____

BeləlİKİə biz bütün mərhələlər üçün 
həm düz, həm də tərs əməlləri yalnız 

işarəsinin Köməyi ilə vermiş oluruq.
Əgər bu cür işarələmə qəbul edilməsəy

di onda həqiqi ədədləri almaq üçün sonsuz 
sayda işarələmə qəbul etməli olardıq.

İNTEQRAL VƏ TÖRƏMƏ 
ANLAYIŞINA YENİ BAXIŞ

Yenidən yuxarıda haqqında söhbət et
diyimiz əməllər mərhələsinə qayıdaq.

İkİ ardıcıl düz əməlin ardıcıl aparılma
sına nəzər yetirəK:

Jf(xJAxK. (4.1)

Asanlıqla görməK olar kİ, bu bizə ədə
biyyatdan məlum olan Darbu cəmini xatırla
dır. Deməli inteqrala İKİ düz əməlin ardıcıl 
təsiri Kimi baxmaq olar. Bu additiv inteq- 

raldır. İndi İKİ tərs əməlin ardicıl təsirinə 
baxaq:

f(x + h) - f(x) 
(x + h)~ x

(4.2)

Bu isə bizə törəməni xatırladır. Deməli 
törəməyə İkİ tərs əməlin ardıcıl təsiri Kimi 
baxa bilərİK. Bu additiv törəmə adlanır. 
İndi şəKİldə bir pillə yuxarı qalxaq. Yenə də 
İkİ ardıcıl düz əmələ baxaq. Əvvəl qüvvətə- 
yÜKSəltmə əməli, sonra isə vurma əməli:

ГИ(х,.)А\ (4.3)
i=l

ifadəsi multiplİKativ inteqralı yada salır. 
Bu mərtəbədə tərs əməllər ardıcıllığına nə
zər yetirsəK, yenə də törəmə almış olarıq kİ, 
bu multiplİKativ törəmə adlanıb,

' f(x + Дх) V* (4.4)

Kimi işarə olunur.
Qeyd 1. Bizə orta məKtəbdən məlum 

olan və ali məKtəbdə təKmilleşdirilən inteq- 
ral və törəmə mövzulurı (4.1) və (4.2) nin 
uyğun olaraq AxK və h sıfra yaxınlaşdıqda li
mit vəziyyətidir. Bunlar additiv inteqral və 
törəmələrdir.

Qeyd 2. Eyni qayda ilə bir pillə yuxarı 
qalxaraq qurduğumuz (4.3) və (4.4) -ün 
uyğun olaraq, Axfvə h sıfıra yaxınlaşdıqda 
limit vəziyyətləri multiplİKativ inteqral və 
multiplİKativ törəmə adlanır. Bunlar haqda 
aditiv inteqral və törəmələrə nisbətən çox az 
işlər mövcuddur.

Qeyd 3. İndi isə üç düz əməlin ardıcıl 
aparılmasından alınan yeni inteqraldan söh
bət açaq. Belə Kİ, əvvəlcə qüvvətə yÜKSəl- 
tmə, sonra vurma və nəhayət toplama əməli.

Qeyd 4. Eyni qayda ilə qeyd 3 də veri
lən əməlin tərsindən söhbət gedə bilər. Belə 
Kİ əvvəlcə çixma əməli, sonra bölmə əməli və 
nəhayət KÖKalma əməli.

Bu cür təyin olunan inteqral və törəmə 
haqda hələ Kİ, heç bir məlumat belə yoxdur. 
Əvvəl onlara tərif verməK və sonra müxtəlif 
funKSİyaların inteqral və törəmələri üçün 

cədvəllər hazırlamaq lazımdır.
İndi yeri gəlmişKən bir neçə məsələni 

qeyd edəK. Yuxarıda gördÜK Kİ, bizi yenili
yə aparan tərs əməllər idi. Hər dəfə tərs 
əməllər bizə yeni ədədlər verirdi. Onda aşa- 
ğıdaKi suallara cavab verməyə çalışın.

1) Yuxarıda verdiyimiz (4.2) -nin limi
ti olan additiv törəmə bizə hansı yeniliyi ve
rir?

2) Eyni qayda ilə qurulmuş (4.4)-ün li
miti adlanan multiplİKativ törəmə bir tərs 
əməl Kimi bizi hansı yenilİKİərə aparıb çıxa
rır?

3) Nəhayət ardıcıl aparılan üç tərs 
əməlin nəticəsi olan bu yeni törəmə bizi han
sı yeniliyə aparır?

KƏSR ÖLÇÜLÜ FƏZALAR

Məlumdur kİ, ixtiyari hadisənin riyazi 
modelinin qurulması orta məKtəb şagirdinə 
tapşırılarsa onun qurduğu model xətti cəbri 
tənlİKİər sistemindən ibarət olacaqdır.

ÇünKİ onun bildiyi səviyyə o qədərdir. 
Əgər modeli quran şəxsin ali savadı varsa, 
onun qurduğu model müəyyən diferensial 
tənlİK üçün qoyulmuş məsələ olacaqdır. 
Əgər bu səviyyə bir qədər də yÜKSƏKdirsə 
alınan model qeyri-xətti tənlİK üçün məsələ 
və nəhayət кэсг tərtibli və ya törəməsinin 
tərtibi Kəsilməz dəyisən tənlİKİər üçün qo
yulmuş məsələlər alınacaqdır. Ona görə hər 
hadisəyə yuxarıdan baxmağı bacarmaq la
zımdır.

Bizə çox xoş olan bir təbii qanunauyğ
unluğu burada da qeyd etməK istərdİK. Belə 
Kİ bir mövzunu oxuyub başa düşmədİKdə 
heç də pəjmürdə olmayın.

Sözsüz Kİ, bundan sonra ondan daha 
тйгэккэЬ olan başqa mövzunu oxuduqda, 
onu da başa düşməyəcəKSİniz, amma əvvəİKİ 
mövzu sizin üçün yavaş-yavaş aydınlaşacaq
dır. Bu çəmiyyətin deyil təbiətin qanuna
uyğunluqlarından biridir.

Digər belə bir qanunauyğunluq bir ha
disəni тйткйп qədər çox təKrar edib özünü 
ona təlqin etməKdir. O hadisəni özünə inan
dırdıqdan sonra bu hadisəni başqalarına 
inandırmaq çətin deyildir.

Belə Kİ bir hadisə çox təKrar olunursa 
onun icrası asanlaşır.

Məsələn, Vahid təsdiq etməK istədiyi 
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bir Kəlami belə qələmə verərdi: "Bunu bir 
mən demirəm, cümlə İvanlar da deyir". 
Cümlə İvanlar böyüK çoxluq olduğundan bu 
söylənilən Kəlamın doğruluğuna dəlalət 
edir.

Yuxarıdan baxa bilməyə daur daha bir 
misal gətirəK.

Tutaq Kİ, müstəvi üzərində məhdud bir 
oblasta baxırıq. Məsələn dairəyə və ya 
düzbucaqlıya. Bu oblastda hərəKət edən 
nöqtərə və dür xətt parçalarına baxaq. Əgər 
düz xətt parçaları olmasaydı bu nöqtələr bir 
birini asanlıqla görə bilərdilər. Belə Kİ, A 
asanlıqla B və C -ni görür. Ancaq D -ni gör- 
тэк üçün yerini dəyişməsi Kifayətdir.

B-nin D-ni görməsi üçün onun azca 
yerdəyişməsi Kifayət deyildir.

Əgər müstəvi oblastdan qopmaq 
mümKÜn olsaydı, onda azca yuxarı qal
xmaqla bu oblasdaKi bütün eleməntləri gör- 
тэк çətin deyildir. İndi qəbul edəK Kİ, bizim 
olduğumuz otaqda bütün qapı və pəncərələr 
bağlıdır. Aydındır kİ biz bu otaqdan Kənara 
çıxmaq üçün ya qapıdan ya pəncərədən ya da 
divarı deşməKİə çıxa bilərİK.

Amma biz özümüz otaqdan çıxmadan 
bir müddət əvvəl harada olduğumuzu fİKrən 
yada salıb o yerləri bir daha səyahət edə bi
lərİK. Bu cür səyahət nəinKİ тэкап məhdud
luğuna heç zaman məhdudluğuna da qail 
deyil. Belə kİ, biz otaqdan çıxmadan həm 
Keçmişə həm də gələcəyə gedə bilərİK. "Vok- 
ruq sveta" jurnalından bir hadisə haqda belə 
yazılmışdır.

O zaman SSRİ dövründə bir qrup şəxs 
Krıma yığılırlar kİ, dəniz gəzintisinə çıx
sınlar. Gəminin çıxmasına 4-4,5 saat vaxt 
var imiş. Yığışanlar nahar etməK üçün res
toranlara gedirlər. Bir cavan bir də yaşlı qa
dın qalır. Yaşlı qadın cavana bir qədər 
dolanmağı təKİif edir. Onlar gəzdİKdə palma 
tipli ağaclıqla rastlaşırlar. Cavan qadının 
halı pisləsir. Yaşlı qadın buna fİKİr vermir, 
onlar bir dənizçilər (matros) məzarlığına ya
xınlaşırlar. Cavan qadının vəziyyəti bir qə
dər də pisləşir. Onlar qəbristanlığa girdİKdə 
artıq cavan qadın heç gəzə bilmir və yaşlı 
qadın onu Kənara çıxarası olur. Bir müddət
dən sonra özünə gələn cavan qadın deyir kİ, 
mən bu yerlərdə olmamışam. Birinci dəfədir 
Kİ, bu yerlərdə oluram. Amma bu palma tip
li ağaclığı və bu qəbristanlığı 10 ilə yaxındır

Kİ hər il İkİ və ya üç dəfə mən yuxumda gör
ürəm.

Deməli yuxarıda haqqında danışdığı
mız fİKİr üçün zaman məhdudiyyəti də yox
dur. O Keçmişə qayıda bildiyi Kimi gələcəyə 
də gedə bilir.

Nəhayət daha bir Kəlamı sizə çatdır
maq iştərdİK Kİ, heç nəyə məhdudiyyət qoy
maq lazım deyil. Belə kİ, Nyüton 
mexanİKasmda Kütlə sabit qəbul edilərəK, 
müəyyən məhdudiyyətlər daxilində sürətlər 
öyrənilirdi. Sonralar məlum oldu kİ, sürət 
artdıqca Kütlə də artir. Eynşteyn nəzəriyyə
sində işıq sürəti sabit (ən böyüK) götürülə- 
гэк nisbilİK nəzəriyyəsini bu məhdudiyyət 
daxilində qurmuşdur. Ancaq yuxarıda haq
qında söhbət gedən mövhum fİKİr bir anın 
içində təsəvvür olunmayan məsafəni qət 
edib geri qayıdır.

Deməli bu mühaKİmələrdən görünür 
kİ, elə ən azı dörd ölçülü fəzanın elementi 
mövcuddur kİ, (fİKİrdir, ruhdur, nə isə bir 
varlıqdır) biz onun bu üç ölçülü fəzada proy- 
eKsiyasıyıq.

BeləlİKİə tanri, xuda, allah adlanan 
varlıq sonsuz ölçülü fəzanın elementidir kİ, 
istənilən zamanda istənilən yerdə mövcud
dur. İndi bu fəlsəfəni bir Kənara qoyub, qa- 
yidaq riyariyyatm Kəsr ölçülü fəzasının 
qurulmasına. Yaddan çıxarmayaq Kİ, "riya- 
riyyat təbiətin dilidir".

Dünya ədəbiyyatında Kəsr ölçülü fəra- 
lar həndəsi olaraq qurulmuşlar. Bu fəzala
rın ölçüsü əsasən bir ilə İkİ arasında və İkİ 
ilə üç arasında olur. Bizim quracağımız Kəsr 
ölçülü fəzalar analitİK yolla qurulacaq və 
onların ölçüsü sıfırla bir arasında olacaqdır.

BeləlİKİə yuxarıda apardığımız ədədi 
çoxluğun inKİşaf mərhələlərini bir daha 
yada salaraq, həqiqi ədədlər çoxluğunu 
(mənfi olmayan) aşağıdaKi mühaKİmənin 
Köməyi ilə quraq.

HƏQİQİ ƏDƏDLƏR ÇOXLUĞUNUN 
ALINMASI

Natural ədədlər çoxluğu əsas çoxluq 
olduğundan biz bu çoxluqla işləyəcəyİK. 
Amma aparacağımız əməllər bizim verdiyi
miz əməl olan vurmanın tərsindən başlaya
caqdır. Biz burada yalnız tərs əməllərlə 
işləyəcəyİK.

Məqsədimiz aşağıdaKi cədvəli doldur
maqdan ibarətdir

123456789...

2

3

4

5

6

7

8

9

Bunun üçün əvvəlcə N-natural ədədlər 
çoxluğuna baxaq.

123456789 10 11 .....  ,

bu ədədləri vahidə böldÜKdə həmən ədədlər 
özləri almır. İndi bu ədədlərin hər birini İKİ- 
yə bölməKİə alman ədədləri bunların altında 
yazaq:

123456789 10 11

2 2 2 2 2 2

İndi bu natural ədədlər çoxluğunun 
hər bir elementini üçə bölüb alman ədədləri 
üyğun olaraq N-dən olan ədədlərin altında 
yazsaq, alarıq:

123 45 67 89 10 11 ........

4 — 5 —.......
2 2 2 2 2 2

12145278g1011
33 33 33 33

Bu prosesi davam etdirsəK, aşağıdaKi 
sonsuz cədvəli (matrisi) almış oluruq. 
Dördüncü sətri almaq üçün natural ədədləri 
dördə, sonraKi sətri almaq üçün beşə və s. 
bölməK lazımdır.

123456789 10 11 .....

—1—2—3—4—5—
2 2 2 2 2 2

12145278g1011
33 33 3 3 3 3 3

113 537 9511
424 4 2 4 4 2 4

1£Ş4i67892H
5555 5555 5

11125x743511
63236 63236

12345689101A
777777 77 7 7

1131537 95И
8482848 848

İ 2 1 4 5 2 7 S ]10 11
99399399 9 9

1 1 3 2 1 3 74 9 : 11 
10510525 10 5 10 10 ""

1 2 3 4 Ä 6 7 8 910
П 11 n n 11 11 11 11 11 11

İndi (l.l)-də verilmiş cədvəlin elemen
tlərindən üçüncü tərs əməl olan кока1та 
əməlini aparaq. Belə Kİ, (l.l)-in elementləri
nin birinci dərəcədən kökü elə həmən ədəd
ləri verəcəKdir. Bu ədədlər birinci mər
təbədə yerləşdirilirlər. İndi həmən (1.1) cəd
vəlinin elementlərinin İKİnci dərəcədən kök- 
lərini qurub alman

Cədvəli (l.l)-in üstündə (yəni İKİnci 
mərtəbədə) yerləşdirəK. Onun üstündə 
(üçüncü mərtəbədə) (l.l)-in elementlərinin 
üçüncü dərəcədən KÖKİərini yerləşdirəK. Bu 
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qayda ilə prosesi davam etdirərəK KÖKİəri 
yerləşdirməKİə üç ölçülü bir cədvəl (üç 
ölçülü matris və ya tenzor) almış oluruq.

İndi aldığımız üç ölçülü cədvəlin ele
mentləri üzərində dördüncü tərs əməl yan
dan qüvvətə yÜKSəltmə əməlinin tərsi olan 
yandan KÖKalma əməlini aparacağıq. Belə 
Kİ, \/ əməl elementləri dəyişmədiyindən bu 
üç ölçülü cədvəl olduğu Kimi qalır.

Bu cədvəlin 4~ЛГ’лГ’ və s. KÖKİərini 
dördüncü ölçü boyunca yerləşdirsəK nəticə
də dörd ölçülü cədvəl almiş olacağıq.

BeləlİKİə qeyri-məhdud sayda bu prose
si davam etdirsəK, nəticədə sonsuz ölçülü 
cədvəl alacağıq. Bu alman cədvəldəKİ ədəd
ləri bir çoxluqda birlləşdirsəK, həqiqi ədəd
lər soxluğunu almış oluruq.

Ədədlərdən ibarət olan cədvəllər qurul
duqda, hər sonraKi mərhələdə bir ölçü əlavə 
olunduqda alman ədədlər əwəİKİ mərhələ
nin ədədlərindən qat-qat çoxdur.

SIFIR ÖLÇÜLÜ ÇOXLUQ

İndi yuxarıda söylənilən sxemi aşağı
dam səpgidə aparaq. Başlanğıc çoxluq olan 
natural ədədlər çoxluğu N-in əvəzinə bu 
çoxluqdan götülmüş sonlu sayda elementi 
olan çoxluqdan başlayaq (bu N-nin sonlu 
elementli alt çoxluğudur)

Tutaq Kİ, bu çoxluq

^zij, n2, n3,..., tım }, (2.1)

m elementli (2.1) çoxluğudur. Onda birinci 
mərhələdə bu ədədləri əvvəlcə n;-ə, sonra 
n2-yə və s. axırda nm-ə bölməKİə alman sət- 
rləri alt-alta yazsaq, bir sonlu sayda elemen
ti olan matris almış oluruq. İKİnci 
mərhələdə bu matrisin elementlərindən nx, 
n2 və s. nm dərəcədən kök almaqla aldığımız 
matrisləri üst-üstə düzməKİə sonlu sayda 
elementi olan üç ölçülü matris (tenzor) al
mış oluruq. Bu prosesi davam etdirsəK (so
nsuz sayda), nəticədə alman çoxluğun 
elementlərinin sayı sonsuz olacaqdır. Amma 
bu çoxluq hesabi (elementləri sayıla bilən) 
olduğundan bu çoxluq hesabı çoxluqdur və 
ona görə də onun ölçüsü sıfırdır.

KƏSR ÖLÇÜLÜ FƏZALAR

İndi belə bir hala baxaq. Başlanğıc çox
luq olan N əvəzinə təK ədədlər çoxluğu olan

{1,3,5,7,9,...}, (3.1)

(3.1) -i götürəK. Bütün yuxarıda söylə
nilən mərhələləri (3.1) çoxluğundan başlaya
raq aparsaq, nəticədə alman çoxluq - ölçülü

2
ı

çoxluq olar və onu Rf ilə işarə edəcəyİK.
Eyni qayda ilə əqər çüt ədədlər çoxluğu

{2,4,6,8,...}, (3.2)

(3.2) -dən başlasaydıq yenə də - ölçülü
2

ı 
bir çoxluq almış olardıq kİ, bu çoxluğu R 
ilə işarə edəcəyİK. Belə Kİ onların Kəsişməsi 
olan

1 1

(3.3)

(3.3) çoxluğu ölçüsü sıfır olan hesabi 
çoxluq, onların birləşməsi isə

1 1

(3.4)

bütün həqidi ədədlər çoxluğunu verir. 
Bu mərhələdə başlanğıc çoxluq olaraq 

N əvəzinə sayi sonlu olmayan

{L2,3,4,5,6,8,11,12,13,14,15,16,18; zo C4
(3.5) 

21,22,23,24,25,26,28;.}

(3.5) çoxluğunu götürəK. Asanlıqla görünür 
Kİ, bu çoxluğa hər on ədəddən (İdən 10-a qə
dər olan ədədlərdən, İldən 20-yə qədər olan 
ədədlərdən və s.) yeddisi götürülmüşdür.

Bu çoxluq üzərində yuxarıda söyləni
lən əməlləri aparsaq, R?'“ çoxluğunu almış 
olarıq. Alman çoxluğun ölçüsü 0,7-dir.

Əgər (3.5) əvəzinə başlanğıc çoxluq 
olaraq

{5,6,7,8,9,15,16,17,18,19;
(3.6) 

25,26,27,28,29;...}

(3.6)-a  baxsaq, onda aldığımız çoxluq -
2 

ölçülü çoxluq olaçaqdır kİ bu R,0'5 ilə əwəİKİ 
R%’‘ çoxluğunu Kəsişməsi

R^flR^5 =до,3> (3,7)

Kimi 0,3 ölçülü çoxluq olacaqdır.
Aldığımız ((3.5) və (3.6)-nm Köməyi 

ilə) bu İkİ çoxluğun birləşməsi isə

=R°’9, (3.8)

(3.8) Kimi alman 0,9 ölçülü çoxluq ola
caqdır.

Bu mühaKİmələrdən görünr kİ, burada 
əsas başlanğıcda götürülən çoxluqdaKİ ədəd
lər arasındam təKrarlanmada olan qanuna
uyğunluq (periodİKİİK) olur. Belə Kİ əgər 
başlanğıc çoxluq olaraq

{14,15,19,41,47,59,60,61,62,64,65,
71,72,78,79,80,82;97,98,102,124,130, (3 g) 
142,143,144,145,147,148,154,155, 
161,162,163,165;................}

(3.9) çoxluğuna baxaq. Burada perio- 
dİKİİK belədir Kİ, hər 83 ədəddən 17-si isti- 
гак edir. Ona görə də (3.9)-un Köməyi ilə 
alman çoxluq

17

R83,

17Kimi verilən və ölçüsü — olan çoxluqdur.
83

Çox ehtimal Kİ, yuxarıda göstərilən perio
dİKİİK pozula da bilər. Belə Kİ, əgər qurmaq 
istədiyimiz fəzanın ölçüsü rasional ədəd de
yilsə, məsələn,

72-1 = 0,4142.., (3.10)

(3.10) Kimi göstərilə bilən irrasional 
ədəddirsə (bu ədəd sıfır ilə bir arasında 
olmalıdır), onda başlanğıc çoxluq olaraq elə 
ədədləri götürməliyİK Kİ, birinci on ədəddən 

orada dörd dənəsi, birinci 100 ədəddən 41 
dənəsi, birinci 1000 ədəddən 414 dənəsi, 
10000 ədəddən 4142 dənəsi və s. iştiraK et
miş olsun. Belə kİ, birinci onluqdan iştiraK 
edən dörd ədəd, birinci 100-lÜKdə iştiraK 
edən 41 ədədin içərisində iştiraK etmiş 
olsun. Bu qayda ilə aldığımız başlanğıc çox
luğun Köməyi ilə qurulan fəzanın ölçüsü 
(3.10)-da verilən ədəd, yəni (4% -1) olacaq
dır.

BeləlİKİə biz gördÜK Kİ, ölçüsü sıfır ilə 
bir arasında olan ixtiyari həqiqi ölçülü çox
luq qurmaq mümKÜndür.

BÖLÜNÜR, YA BÖLÜNMÜR

Bəzən elə şərait yaranır kİ, bir ədədin 
digərinə bölünüb-bölünmədiyini təcili təyin 
etməK lazım gəlir. Fərz edəK Kİ, siz mağaza
dan 3 pozan, 6 Karandaş və 9 eyni cür dəftər 
almısınız, satıcı isə deyir: “Alqıya görə on 
manat verməlisiniz”. Alqının dəqiq qiyməti
ni bilmədən belə ani anlamaq olar Kİ, satıcı 
səhv edib. Axı cəmi dəyər mütləq 3-ə bö
lünməlidir, laKİn nə 10 manat, nə 1000 qə- 
pİK 3-ə bölünmür.

Ənənəvi “bucaqlı” bölməyə əl atmadan 
bir ədədin o birinə bölünüb-bölünmədiyini 
necə təyin etməK olar? BöyÜK olmayan bö
lənlər üçün sadə, asan yadda qalan əlamətlər 
mövcuddur.

2-yə bölünmə əlaməti, n ədədi yalnız 
və yalnız onda 2-yə bölünər Kİ, onun axı
rıncı rəqəmi 2-yə bölünsün.

4-ə bölünmə əlaməti, n ədədi yalnız və 
yalnız onda 4-ə bölünər kİ, n-in İKİ axırıncı 
rəqəmindən əmələ gələn ədəd 4-ə bölünsün.

8-ə bölünmə əlaməti, n ədədi yalnız və 
yalnız onda 8-ə bölünər Kİ, n-in üç axırıncı 
rəqəmindən əmələ gələn ədəd 8-ə bölünsün.

Misal gətirəK: 199 619 971 998 ədədi
nin 2-yə bölünüb-bölünməməsi yalnız onun 
axırıncı rəqəmi 8-lə (2-yə bölünür); 4-ə İKİ 
axırıncı rəqəmi ilə (98 4-ə bölünmür); 8-ə 
998 ədədi ilə (8-ə bölünmür, yeri gəlmişKən, 
bu artıq 199 619 971 998 ədədinin 4-ə bö- 
lünməməsi faKtından almır) təyin olunur.

2, 4, 8-ə bölünmə əlamətlərinə diqqətlə 
baxsaq, 2m-ə (m = 1, 2, 3, 4...) bölünmə əla
mətini tapmaq olar, n ədədi yalnız və yalnız 
onda 2m-ə bölünər kİ, n ədədinin axırıncı 
m rəqəmindən əmələ gələn m-rəqəmli ədəd
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2m-ə bölünsün.
Həqiqətən, iİKİn n ədədini İKİ toplana

nın cəmi şəKİində göstərməK olar kİ, onlar
dan biri m sıfırla qurtarır, digəri isə n 
ədədinin son m rəqəmindən əmələ gəlib. Bi
rinci toplanan 10m-ə, 10"‘ = 5m-2m olduğun
dan, deməli, 2m-ə də bölünür. BeləlİKİə, 
iİKİn ədədin 2m-ə bölünməsi məsələsi bü- 
tövlÜKdə İKinci toplananın 2m-ə bölünməsin
dən asılıdır.

5-ə bölünmə əlaməti, n ədədi yalnız və 
yalnız onda 5-ə bölünər kİ, onun axırıncı rə
qəmi 0 və ya 5 olsun.

n ədədinin beşin 5m (m = 1, 2, 3, ...) 
qüvvətinə bölünmə əlaməti n ədədinin İkİ- 
nin 2m qüvvətinə bölünməsi əlamətinə ox
şardır. Bu, tamamilə təbiidir, axı 2 və 5 
bölənləri onluq say sisteminin əsasının - 
10 = 2-5 ədədinin yaranmasında eyni rol 
oynayırlar.

Hər hansı bir yuvarlaq ədədi, məsələn 
20-ni götürəK. Əgər 20 ədədindən onun 
onluqlarınm sayını - 2-ni çıxsaq, nəticədə 
9-a bölünən 18 almar. Asanca yoxlamaq olar 
Kİ, bu xassə digər ədədlər üçün də - 10, 30, 
40, ...90 - ödənilir. Onu eləcə də daha iri 
yuvarlaq ədədlərə şamil etməK olar. Həqiqə
tən, m 10" ədədindən (burada m və к natu
ral ədədlərdir) m ədədini çıxsaq, 
m 10* - m = m (10* - 1), yəni 9-a aşKar 
bölünən ədəd almar, axı 10* - 1 vuruğu 
onluq mövqeli sistemdə yalnız doqquzlarla 
yazılır. Bu müşahidə bizə 9-a bölünmə 
əlamətini əsaslandırmağa imKan verir.

9-a bölünmə əlaməti, n ədədi yalnız və 
yalnız onda 9-a bölünər Kİ, onun rəqəmləri 
cəmi 9-a bölünsün.

Bu əlaməti isbat etməK üçün xatırlayaq 
Kİ, ixtiyari natural ədədi bir neçə yuvarlaq 
ədədin - onluqlarm, yüzlÜKİərin və s. - və 
ola bilsin Kİ, hər hansı miqdarda təKİİKİərin 
cəmi şəKİində təqdim etməK olar. Məsələn, 
522 ədədi 5 yüzlÜK, 2 onluq və 2 təKİİKdən 
ibarətdir. Bu ədədin tərKİb hissələrini başqa 
cür də qruplaşdırmaq olar. 522 ədədinin 
bütün rəqəmləri cəmini bir qrupa ayıraq (5 
+ 2 + 2 = 9). Onda yerdə qalan toplananlar 
içində “vergini” çıxmaqla yuvarlaq ədədlər 
qalacaq Kİ (500 - 5 = 495; 20 - 2 = 18), bu 
“vergini” ödəməK də onları 9-a bölünən edir. 
Bu mülahizənin daha formal əsaslandırılma
sı belədir.

QƏDİM ŞƏRQ PRİTÇASI

Qədim zamanlarda ölərKən öz üç oğluna 19 
dəvə miras qoyan bir qoca vardı. O, böyÜK oğluna mi
rasın yarısını, ortancıla dörddə birini, Kiçiyə isə beşdə 
birini vəsiyyət etmişdi. Müstəqil şəKİldə həlli tapa bil
məyən oğullar (axı məsələ “bütöv dəvələrlə” həll olun
mur) bir müdrİK şəxsə müraciət etdilər.

- Ey müdrİK insan! - böyÜK qardaş dedi. - 
Atamız bizə 19 dəvə miras qoyub və aramızda bölməyi 
tapşırıb: böyüyə yarısını, ortancıla dörddə birini, Kiçiyə 
beşdə birini. LaKİn 19 nə 2-yə, nə 4-ə, nə də 5-ə 
bölünür. Hörmətli şəxs, dərdimizi çözə bilərsənmi, axı 
biz atamızın iradəsini yerinə yetirməK istəyirİK.

- Bundan asan nə var Ki? - müdrİK cavab verdi. 
Mənim dəvəmi götürün və evə gedin.

Qardaşlar evdə 20 dəvəni asanca yarıya, 4 və 5 
yerə böldülər. BöyÜK qardaş 10 dəvə, ortancıl 5, Kiçiyi 
isə 4 dəvə aldı. Bu vaxt bir dəvə qaldı (10 + 5 + 4=19). 
Kədərlənmiş qardaşlar müdrİKin yanına gedib şixayət- 
ləndilər:

- Ya müdrİK, yenə atamızın vəsiyyətinə əməl et- 
mədiKİ Bu dəvə artıqdır.

- Artıq deyil, - müdrİK dedi, - bu mənim dəvəm
dir. Onu qaytarın və evə gedin.

n = 10*71 + 10*“ xn +...+lOn +n 
ədədim , burada nə, n^, n n1 n əbə

dinin onluq təqdimindəKİ rəqəmlərdir, 
n = +\-ı + - + "ı+no] + K10* _1)V

+(10'c_1 - l)n ч + ... + (10 - l)n2] 
cəmi şəKİində yazaq.
Bu bərabərliyin sağ tərəfindəKİ birinci 

Kvadrat mötərizə n ədədinin rəqəmləri cə
mindən başqa bir şey deyil, İKİncisi isə, rə
qəmləri cəmi çıxılandan sonra yerdə qalan
dır: bu ədəd, əlbəttə Kİ, 9-a bölünür.

BeləlİKİə, n ədədinin 9-a bölünməsi 
bütövlÜKİə onun rəqəmləri cəminin 9-a bö
lünməsindən asılıdır: bu cəm 9-a bölünərKən 
nə qalıq verirsə, n ədədi 9-a bölünərKən hə
min qalığı verir. Qeyd edəK Kİ, biz tələb olu
nandan da güclü hÖKm aldıq və ondan 
yuxarıda ifadə edilmiş 9-a bölümnə əlaməti 
çıxır (əlamət göstərilən qalıqların sıfıra bə
rabər olduğu hala uyğundur). Bundan əlavə, 
elə ondan 3-ə bölünmə əlaməti çıxır.

3-ə bölünmə əlaməti, n ədədi yalnız və 
yalnız onda 3-ə bölünər kİ, onun rəqəmləri 
cəmi 3-ə bölünsün.

3-ə və 9-a bölünmə əlamətlərinin diqqə
təlayiq xüsusiyyətləri var. Onlar çoxlu say
da: əvvəl ədədin özünə, sonra onun rəqəm
ləri cəminə, sonra alınan ədədin rəqəmləri 
cəminə və s. o qədər tətbiq oluna bilər Kİ, il

Kin Kifayət qədər nəhəng ədəd tədriclə 
bir-yeganə rəqəmə “bürmələnə” bilər.

Fərz edəK Kİ, məsələn, 1998 vahiddən 
ibarət 11... 11 ədədinin 9-a bölünüb-bölün
mədiyini bilməK gərəKdir. Onun rəqəmləri 
cəmi 1998-dir. Axırıncı ədəd 9-a bölünür, 
belə Kİ, onun rəqəmləri cəmi l + 9 + 9 + 8 = 
=27 9-a bölünür. Deməli, iİKİn ədəd də 9-a 
bölünür.

Qeyd edəK kİ, rəqəmlərin cəminin he
sablanması prosesində doqquzları sayma
maq da olar, belə Kİ, 1998-in 9-a bölünməsi 
məsələsi 1 + 8 ədədinin 9-a bölünməsinə 
müncər edilir kİ, bu da aşKardır.

Artıq məlum olan bölünmə əlamətləri
ni Kombinə edərəK verilən ədədin 6-ya bölü
nüb-bölünmədiyini bilməK olar. Bunun 
üçün o, eyni zamanda həm 2-yə, həm 3-ə bö
lünməlidir. Deməli, İKİ əlamət: 2-ə bölünmə 
əlamətini və 3-ə bölünmə əlamətini tətbiq 
etməK lazımdır. Oxşar olaraq 12, 15, 18 və 
digər тйгэккэЬ ədədlərə bölünmə 
əlamətləri çıxarılır.

PasKal əlaməti. XVII əsr fransız ri
yaziyyatçısı, fizİK və filosofu Blez PasKal 
bir gün özünə belə bir sual verdi: əgər natu
ral ədədin n = 10* n + 10*_1n + ...+ lOn

K к-l 1
+ n onluq ayrılışmda onun bütün qüvvətlə
rini - 10’, 102, ..., 10* - götürsəK və bu 
qüvvətlərin müəyyən qeyd olunmuş m ədə
dinə bölünməsindən alınmış m , m,, m, 
qalıqları ilə əvəz etsəK, nə olar?1 Sən“demə bü 
zaman p = m n + m ı +...+ n] + nə 
ədədi əmələ gəlir Kİ, 'feu da istər m-ə, istərsə 

də n-ə bölünəndə ey
ni qalıq verir. Pas- 
Kalın “Ədədlərin bö
lünməsi xüsusiyyət
ləri” Kitabında təsvir 
etdiyi əlamətin ma
hiyyəti bundan iba
rətdir.

Onun doğruluğu
nu yoxlayaq. Bundan 
ötrü n ədədinin onluq 
aynhşmdaKi onluğun 
hər bir 10' qüvvətini 
10' = qm + m şəK
İində göstərəK, “bura
da q 10'- nin (i = l,

2, ..., к) m-ə bölünməsində natamam qis
mətdir. Alırıq:

n = (qKm+mK)nK + (qK_,m + mK_1)nK_l + 
+...+(g1zn + mx)nx + n0 = mKnK + m^n^ + 
+-+znı"ı + n0 +(9^! + q2n2+...+qKnK)m =

= p+ (?!«! + q2n2+...+qKnK)m.
Buradan görünür kİ, n və p ədədləri 

m-ə bölünərKən eyni qalıq verir.
Təcrübədə bəzən m-ə bölərKən m , m , 

..., m qalıqlarını uyğun “Kəsirlərlə’^ əvə2z 
etməK*əlverişli olur - PasKal əlaməti bu hal
da da qüvvədə qalır. Eləcə də qeyd edəK Kİ, 
10, 102, 103 və s. ədədlərin m-ə ardıcıl bö
lünməsi zamanı növbəti, i-ci addımda 10'-nin 
m-ə bölünməsindən mt qalığı alınmışdırsa, 
sonraKi m / qalığını hesablamaq üçün on
dan əsrarəngiz surətdə istifadə etməK olar. 
İzafi iri ifadələrdən aşağıdaKi faydalı eynili
yin Köməyi ilə yaxa qurtarmaq olar: 

10i+1 =10 10' =10(ç,m+m;) =
= lOçrm + 10mr

Ondan görünür kİ, 10'+1 və 10 m ədəd
ləri m-ə bölündÜKdə eyni qalıq almır və bir 
halda Kİ 10/n ədədi böyÜK i və çox da böyÜK 
olmayan m üçün 10‘+1-dən çox-çox KİçİKdir, 
aydındır Kİ, sonraKi тп qalığını məhz 
10m-yə görə təyin etməK gərəKdir.

7-yə bölünmə əlaməti, n ədədi onda və 
yalnız onda 7-yə bölünər Kİ, p = n + 3n] + 
2n - (n + 3n + 2n_) + ... ədədi 7-yə 
bölünsün 3(burada əvvəläə olduğu Kİmi nə, 
n^, n,...n ədədinin təKİİK, onluq,
yuzlÜK...rəqəmləridir).

Buna əmin olmağa bizə universal Pas
Kal əlaməti KÖməK edər. 10, 102, 103, 
...ədədlərinin m =7-yə bölünməsindən alı
nan qalıqları və Kəsirləri taparaq alırıq

10 = 1-7 + 3, — 3;
10m, = 4 - 7 + 2, 7n2 = 2;
Ютп, = 3 7 - 1, m3 = -1;
10zn3 =-17-3, m4 = -3;
10m4 =-4-7-2, m5 = -2;
10m5 = -3 • 7 + 1, m6 = 1;
10m6 = 1-7 + 3, m7= 3 vəs.

Deməli, n ədədi 7-yə bölünərKən p ədə
dinin verdiyi qalığı verir.

Məsələn, 1999 ədədi 7-yə bölünmür, 
belə Kİ, p = 9 + 3 9 + 2 9-1 = 53 ədədi 7-yə 
bölünmür.
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11-ə bölünmə əlaməti, n ədədi 11-ə 
onda və ancaq onda bölünər kİ, onun təK 
yerdə duran rəqəmlərinin cəmi cüt yerdə 
duran rəqəmlərinin cəmindən 11-in misli 
olan Kəmiyyət qədər fərqlənsin.

İsbat üçün qeyd edəK Kİ, 10, 102,
103,...,  10K ədədləri 11-ə bölünərKən - 1, 1,
- 1, 1, (- 1)K Kəsirləri və qalıqları verir.
Deməli, PasKal prinsipinə görə, ixtiyari n 
natural ədədi 11-ə bölünərKən n - n + n - 
пз +...+ (- l)Kn -nın verdiyi qalığı verir. 
İndi yalnız qeyd etməK qalır kİ, axırıncı ifa
də n ədədinin cüt yerdə duran rəqəmlərin 
cəmi ilə təK yerlərdə duran rəqəmləri cəmi
nin fərqindən ibarətdir:

(n + n + n + ...) - (n + n + n +...).

Məsələn, 1969 ədədi 11-ə bölünür, 
çünKİ onun üçün bu fərq 18 - 7 = 11 11-ə 
bölünür.

13-ə bölünmə əlaməti, n ədədi 13-ə 
onda və yalnız onda bölünər kİ, ondan axı
rıncı rəqəmin xətlənməsi və alman ədədə bu 
rəqəmin dördqat qiymətini əlavə etməKİə 
alman l ədədi 13 ədədinə bölünsün. Məsələn, 
n = 52 ədədi 13-ə bölünür, belə Kİ, 
Z = 5 + 4-2 = 13 13-ə bölünür.

n ədədini 10a + b şəKİində yazaq. Qeyd 
edəK Kİ, n - 10a + b = 10(a + 4b) - 396 =
- 10Z - 13 ■ 36, burada 1 = a + 46. Buradan çı
xır Kİ, n və Z ədədləri 13-ə eyni zamanda ya 
bölünür, ya bölünmür.

Az sayda istisnalarla, Z ədədi iİKİn n 
ədədindən bir neçə dəfə KİçİKdir. Elə bil n 
ədədi estafet çubuğunu öz kİçİk qardaşına 
verir: bəs kİçİk qardaşımın 13-ə bölünüb-bö
lünmədiyini bilin, sonra mənlə maraqlanın. 
Z ədədi üçün axırıncı rəqəmi xətləməK və bu 
rəqəmin dördqat qiymətini nəticəyə əlavə 
etməK prosedurunu təKrarlasaq, daha kİçİk 
ədədə KeçməK olar və s. Nəhayət elə bir Kİ- 
çİk ədəd alınacaq Kİ, onun 13-ə bölünüb-bö- 
lünməməsi aşKar bilinəcəK. Bu əməliyyatı 
2002 ədədi üzərində apararaq alırıq: 

2002—» 208 -ə 52-> 13.
Deməli, 2002 ədədi 13-ə bölünür.
Həm 7-yə, həm də 11-ə aid olan əlamət

dar bir bölünmə əlaməti var. Onu eyni uğur
la hətta 13 ədədinə də tətbiq etməK olar! Bu 
möcüzə “Min bir gecə” nağıllarmdaKi seh
rlərə tən gəlir. Bu, təəccüblü deyil, axı 
1001 = 7 11 13.

103, 106,..., 103k ədədlərinin 1001-ə bö
lünməsindən alman qalıqları (və ya Kəsirlə
ri) tapaq:

103 = 1 1001-1, ^=-1;
İOX = 103 (-1) = -1 1001+h ın2=l; 
103m2 =103-1 = 1-1001-1, m3=-L

Buna görə də 1001-ə bölünərKən n ədə
di q = n ~ nx + n2~ пз+...+ (- l)Kn ədədi
nin vercfiyi qalığı verir3, burada nə, n*, n9,... 
n ədədinin təKİİK, minlİK, milyonluqlarım 
və s. göstərən üçrəqəmli ədədlərdir. Deməli, 
əgər q ədədi 7, 11 və ya 13-ə bölünürsə, 
onda n ədədi də 7, 11 və ya 13-ə bölünür. 
Məsələn, n — 2016 ədədi 7-yə bölünür, belə 
Kİ, bu halda ç=14-dür.

MƏNFİ ƏDƏDLƏR

Mənfi ədədlər, yəni O-dan kİçİk ədədlər 
haqqında riyaziyyatçılar hələ 2 min il əvvəl 
bilirdilər. Mənfi ədədlər haqqında xatırla
maya qədim Çin traKtatı “Doqquz Kitabda 
riyaziyyatın” səKKİzinci Kitabında rast gəli
nir. Onlara Yunanıstanda III əsrdə yaşamış 
Diofant baxmışdır. Onları hindlilər tanıyır 
(Brahmaqunta, VII əsr), onlardan ərəb riya
ziyyatçıları istifadə edirdilər (Əbül-vəfa, X 
əsr). Onlar hamısı bu ədədləri “varidat” - 
müsbət ədəddən fərqli olaraq, “borc”, “kə- 
sir” adlandırırdılar. Bu zaman söhbət heç də 
həmişə puldan və ya əmtəədən getmirdi.

Təcrübəyə mənfi ədədlər böyÜK zəh
mətlə, “olmaz” tabusundan KeçməKİə daxil 
olurdu. Uzaq zamanlardan qayda mövcud 
idi: böyÜK ədəddən Kiçiyi çıxmaq olmaz. Bu 
qayda tamamilə təbii və ağıllı qəbul edilirdi: 
a-nın 6-dən kİçİk olduğunu bilirsinizsə, mə
gər a - b yazmaq olarmı? LaKİn zaman gəldi 
Kİ, yasaq əl-ayağa dolaşan, sonra isə sadəcə 
qəbuledilməz oldu. Mənfi ədədlərin meyda
na gəlməsi cəbrin yaranmasına yol açdı.

Məsələn, belə bir məsələyə baxaq: “Al
ma və limon birlİKdə 3 manat edir, 3 alma və 
2 limon isə 7 manat edir. Alma limondan nə 
qədər bahadır?” Axtarılan Kəmiyyəti x, li
monun qiymətini z/-lə işarə etsəK, İKİ tənlİK 
alırıq:

(x + у) + y = 3,
3(x + y) + 2y = 7.

Bu sistemi həll edərəK alırıq Kİ, x = -1 
manat, bu isə o deməKdir Kİ, alma baha de

yil, 1 manat ucuzdur. Eyni ilə, məsələn, İKİ 
səyyah haqqında məsələni həll edərKən alı
nırsa Kİ, birinci A məntəqəsindən B məntə
qəsinə - 2 saat tez gəlib, aydındır kİ, o, 
İKİncidən 2 saat gec gəlib. Əgər biz mənfi 
ədədlərdən istifadə etməsəydİK, onda bir 
məsələnin yerinə İKİsini həll etməli olardıq: 
birində fərz edərdİK Kİ, birinci səyyah əvvəl 
gəlib, İKİncidə isə İKİnci səyyah əvvəl gəlib.

Mənfi ədədlərin meydana gəlməsi Kifa
yət qədər paradoKsal vəziyyətlərə gətirib-çı
xarırdı. Lütfən deyin, - 4-dən İkİ dəfə 
böyÜK ədəd hansıdır? ƏKSəriyyət ani olaraq 
cavab verəcəK: “Mənfi səkkİz”. Məgər - 8 - 
- 4-dən böyÜKdür? Bu etirazın cavabında 
adətən deyirlər: “Onda mənfi İkİ”. LaKİn fi- 
Kİrləşib bu cavabdan da imtina edirlər. Bəs 
hansı cavab doğrudur? Heç biri! Məsələ 
ondadır kİ, “İkİ dəfə çox” anlayışı ancaq 
müsbət ədədlər üçün təyin olunub, mənfilər 
üçün isə onu ya təzədən təyin etməK, ya da 
ümumiyyətlə istifadə etməməK gərəKdir.

Əlbəttə Kİ, mənfi ədədlər riyaziyyatçı
ların qayğılarını artırdılar. Yeni məhdu
diyyətlər daxil etməK lazım gəldi. Belə Kİ, 
Kvadrat kök və loqarifm işarələri altında 
mənfi ədədlər qadağan edilirdi. Bu, tə
əccüblü deyil. Axı - 1 ədədindən Kvadrat 
kök almaq elə bir x ədədi tapmaq deməKdir 
Kİ, Kvadratı - 1-ə bərabər olsun: x2 = -1. 
LaKİn həqiqi ədədin Kvadratı mənfi ola bil
məz. Oxşar olaraq, -1 ədədinin a əsasından 
loqarifmini tapmaq o deməKdir kİ, elə bir x 
tapmaq lazımdır Kİ, ax = -1 olsun, özü də 
a>0. LaKİn ixtiyari x üçün ax > 0.

Hər halda, mənfi ədəddən Kvadrat kök 
almaq olmaz, eləcə də mənfi ədədin loqarif
mini tapmaq olmaz deyəndə böyÜK səhv 
edirlər. Ali riyaziyyat öyrədir kİ, belə kök- 
lər və loqarifmlər mövcuddur. Doğrudur, 
onlar artıq həqiqi yox, KompleKS ədədlərdir 
(“Yeni ədədlər nəyə lazımdır” məqaləsinə 
bax).

MƏNFİ ƏDƏDLƏRİN TOPLANMASI VƏ 
VURULMASI QAYDALARI

Toplama qaydaları: а + (-6) = а - b, 
а-(-Ь) = а + b, 
а-а -0.

Vurma qaydaları: a(-b) = (-a)b = -ab,
(-a)(-6)= ab.

FAİZLƏR

Dəniz suyunda duz çoxmudur? Bu sua
lı müxtəlif cür anlamaq olar. Məsələn, də
nizlərdə və oKeanlarda ərimiş duzun çəkİsİ 
nə qədərdir? Ya da Kİ, bir vedrə dəniz suyu
na nə qədər duz düşür? Birinci suala cavab 
verməK üçün İKİnciyə cavab tapmaq və də
niz və OKeanlarda neçə vedrə suyun olduğu
nu bilməK Kifayətdir.

Sahil şəhərinin və ya qəsəbəsinin saKİ- 
ninə İKİnci suala cavab tapmaq o qədər də 
çətin deyil. Bundan ötrü bir vedrə dəniz 
suyu yığmaq, onu oçağa qoymaq və su qay- 
nayıb-quruyana qədər qızdırmaq, sonra dib
də qalan duzu çəKməK lazımdır. LaKİn 
qonşuda da eyni miqdarda duz alınacağını 
hÖKm etməK olarmı? Çox güman kİ, yox. 
Birdən onun vedrəsi böyÜK ya KİçİKdir, ya 
da o daha çox və ya daha az doldurulub? Nə
ticədə qonşu başqa su həcmini buxarlandıra
caq, buna görə də onda başqa miqdar duz 
qalacaq.

BeləlİKİə, bizim duzluluq ölçümüz - su 
vedrəsinin dibindəKİ duz - uğursuz alındı. 
Digər ölçünü - məhlulun Kiloqramında du
zun miqdarını götürəK. Yəni məhlulu qay
namağa qədər çəKməK və sonra alınan 
duzun miqdarını məhlulun çəKİsinə bölməK 
lazımdır. Qoy məhlulun çəkİsİ 8,4 Kq, duzun 
çəkİsİ isə 21 q olsun. Hesablayaq: məhlulun 
Kiloqramında 21/8,4 = 5/2 q duz var. Təc
rübəni davam etdirsəK, yenə, deməK olar Kİ, 
həmin Kəmiyyət almar.

Bəs niyə tonda sentner və ya pudda 
funt yox, Kiloqramda qram? Gəlin qramda 
qram hesablayaq. Kiloqramda min qram 
olduğundan nəticə min dəfə az olacaq: 
5/2000 = 1/400. Bir ton məhluldaKi duzun 
tonlarla çəKİsini və ya bir pud məhlulda du
zun pudlarla çəKİsini hesablasaq, eyni cavab 
alınacaq.

Münasib ölçü tapılıb, ancaq yazılış... 
Hansı ədədin böyÜK olduğunu deyin 
11/1002, yoxsa 12/1090? Birdən-birə anla
maq olmur, hesablamaq lazımdır. Onluq 
Kəsrləri müqayisə etməK daha asandır! 
0,01097 Kəsri 0,01101 Kəsrindən KİçİKdir, 
çünKİ təKİİK, ondabir və yüzdəbirlərin sayı 
onlarda eynidir, mindəbirlər isə İKİncidə 
çoxdur. Rahatdır? Əlbəttə! Qət etdİK: nəti
cələri adi yox, onluq Kəsrlə yazacağıq.

DüşünməK olar kİ, hər hansı dəniz su
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yuna görə bu sicilləmələr nəyə lazımdır? Bəs 
filizdə metalın, süddə yağın, dərmanda 
Kimyəvi maddənin tərKİbini dəqiq bilməK 
lazımdırsa? Axı məsələ həmin-həmindir.

BeləlİKİə, biz cavabı onluq Kəsr şəKİin
də yazmağı şərtləşdİK. Bəs hansı dəqiqlİKİə?

Karandaş və Kağızla milyardda birlərə 
qədər bölməK olar, laKİn iİKİn ədədlər hara
dan götürülür? Əgər mağazada tərəzi 520 q 
göstərirsə, həqiqətdə əşya 515 qram da, 524 
qram da gələ bilər, İkİ yüz-üç yüz il əvvəl isə 
çəKİlərin dəqiqliyi daha az idi. Buna görə də 
bir maddənin digərində miqdarına vergül
dən sonra İİk İkİ rəqəm dəqiqliyi ilə baxmaq 
daha məqsədəuyğundur: 0,27; 0,64; 0,37; 
yəni yüzdə 27, yüzdə 64, yüzdə 37.

Budur, biz faizlərə gəldİK, onlara la
tınca pro centum - “yüzdə bir hissə” deyir
lər. Xüsusi yazılış da mövcuddur: 27%, 
64%, 37%. Deyirlər Kİ, haçansa mürəttibin 
literləri sınmış və bu möcüzəli % işarəsi ya
ranmışdır. Nisbətlərin yazılışı rahatlaşdı, 
sıfır və vergül aradan qalxdı, % simvolu isə 
ani göstərir Kİ, qarşımızda qramlar, litrlər, 
manatlar, metrlər yox, nisbi Kəmiyyətdir.

Faizlər hindlilərə hələ V əsrdən məlum 
idi. Bu, təəccüblü deyil, çünKİ Hindistanda 
hesab qədim zamanlardan onluq sistemdə 
aparılıb. Avropada onluq Kəsrlər min ildən 
sonra peyda oldu, onları holland alimi 
Simon Stevin daxil etdi.

Zaman KeçdİKCə insanlar maddədən 
onun minlərdə birini təşKİl edən Komponent
ləri ayırmağı öyrəndilər. Onda sıfır və ver
gülü daxil etməməK üçün, yəni 0,6% yaz
mamaq üçün yeni Kəmiyyəti - promilleni - 
fİKİrləşib tapdılar. Onu %0 ilə işarə etdilər 
və 0,6%-in əvəzində 6%0 yazmağa başladı
lar.

QÜVVƏTƏ YÜKSƏLTMƏ VƏ 
KÖKALMA

Hesab əməliyyatlarının siyahısında İİK 
olaraq toplama, çıxma, vurma və bölmə gə
lir. Qüvvətə yÜKSəltmə və KÖKalmanı bəzən 
beşinci və altıncı əməliyyat adlandırırlar.

Qüvvətlərin hesablanması haqqında 
məsələlərə ən qədim riyazi mətnlərdə rast 
gəlməK тйткйп olsa da (“Qədim Misir” və 
“İkİ çayarası” məqalələrinə bax), riyaziy
yatçılarda müstəqil əməliyyat Kimi qüvvətə 

yÜKSəltməK haqqında təsəvvürlər birdən- 
birə formalaşmadı.

İsgəndəriyyəli Diofant öz məşhur “He
sab” Kitabında İİk natural qüvvətləri özünə
məxsus tərzdə təsvir edir:

“Sən bildiyin Kimi, bütün ədədlər 
müəyyən miqdar vahidlərdən ibarətdir, ay
dındır Kİ, onlar sonsuzluğa qədər artaraq 
davam edirlər. Onların arasında aşağıdaKi- 
lar var:

müəyyən ədədin özü-özünə vurulma
sından alınan Kvadratlar; bu ədəd özü Kvad
ratın tərəfi adlanır;

sonra Kvadratların onların tərəfinə ha
silindən alman Kublar;

sonra Kvadratların özlərinə hasilindən 
alman Kvadrato-Kvadratlar;

sonra Kvadratın onun tərəfinin Kubuna 
hasilindən yaranan Kvadrato-Kublar;

sonra Kubların özlərinə hasilindən ya
ranan Kubo-Kublar”.

XVI əsrin sonu - XX əsrin əvvəlində 
müasir qüvvətlər nəzəriyyəsini qurmağa 
cəhd edənlərdən birincisi holland riyaziy
yatçısı Simon Stevin idi. O, məchul Kəmiy
yəti dairə ilə O işarə edir, daxilində isə qüv
vətin üstünü göstərirdi. Məsələn, Ф,®,® 
onun yazılışında x, x2, x3 deməK idilər. Ste
vin Diofantın “Kvadrato-Kvadrat”, “Kvadra- 
to-Kub” ifadələrini inKar etdi və qüvvətləri 
üstlərinə görə - dördüncü, beşinci və s. ad
landırmağı təKİif etdi. Qüvvətlərin müasir 
a2, a3, ...işarələnməsini biz Röne DeKartda 
tapırıq.

* * *

Qüvvətə yÜKSəltmə əməliyyatını vur
ma əməliyyatına oxşar təyin etməK təbiidir. 
Doğrudan da, eyni ədədlərin çoxsaylı top
lanması bir əməl - vurma ilə əvəz edilirsə,

q + а+...+q - a n
nddfd

oxşar şəKİldə eyni ədədlərin hasilini də bir- 
ləşdirməK olar:

q ' а‘»»л*а^ — a •
nddfd

Axırıncı bərabərlİK a ədədinin n-ci 
qüvvətinin tərifindən başqa bir şey deyil. 
Bu zaman a qüvvətin əsası, n onun üstü ad
lanır.

Natural üstlü qüvvətlər asanca yoxla
nıla bilən aşağıdaKi xassələrə malİKdirlər:

eyni ədədin İKİ qüvvətini vurarKən 
onların üstləri toplanır:

an • am = an+m; (*)

V eyni a *0 ədədinin İkİ qüvvətini 
bölərKən onların üstləri çıxılır:

~ = anm. (**)a
İKİnci xassədə n > m fərz olunur.
Yoxlamaq üçün hər bir qüvvəti eyni 

vuruqlarm hasili Kimi yazmaq Kifayətdir. 
a 0 şərtinin meydana gəlməsi asanca izah 
olunur: sıfıra bölməK olmaz. LaKİn n>m 
məhdudiyyəti məmnuniyyətsizlİK hissi do
ğurur, elə deyilmi? Onsuz KeçinməK 
olmazmı?

Qeyd edəK kİ, m > n halında (**) bəra
bərliyinin sol tərəfində tamamilə anlaşılan 
ifadə almır:

nddfd

an _ a ■ a-... a _ 1 1
am a a... q a -a... a am~n’

V V V '

mddfd m-nddfd

əgər m >n və
fl" -— = 1, əgər m=n.
am

Bu, qüvvətə yÜKSəltmə əməliyyatını sı
fır və ya mənfi üstlü qüvvət halına genişlən- 
dirməK imKanı verir. Yeri gəlmişKən, adət 
etdiyimiz əməliyyatların daha yeni oblastla- 
ra yayılması əvvəllər işlənib-hazırlanmış 
üsulların tətbiq sferasını genişləndirməyə 
imKan verən çox münasib fənddir.

QÜVVƏTƏ YÜKSƏLTMƏ DÜSTURLARI

(a^0)

(n>0);

(a * 0, n> 0);

Təriflər:

an

a° = 1

a" = aa-...a
ndəfə

Xassələr:

(m * 0, a> 0);

Tərifə əsasən fərz edəK kİ, 
a° = l(a *0);

a " = — (а Ф 0, n > 0). 
an

BeləlİKİə, qüvvətə yÜKSəltmə əməliyya
tı bütün tam üstlər üçün təyin edilib. Bu za
man (*) və (**) bərabərlİKİəri n > m məh
dudiyyəti olmadan da qüvvədə qaldı. Gözəl, 
sadə və münasibdir!

Bəs an ifadəsini öz növbəsində /n-ci 
qüvvətə yÜKSəltsəK, nə olacaq? Qüvvətin 

(a’)m = q" an-...a",
mddfd

tərifindən isttifadə edərəK (*) düsturunu 
tətbiq edəK:

П+П+...+П

an ■ an-...an, = a md3,‘ = anmv------ f
mddfd

yəni

qüvvəti qüvvətə yÜKsəldən zaman 
üstlər vurulur:

KÖKalmanı qüvvətə yÜKSəltmənin tərs 
əməliyyatı Kimi təyin edirlər. Necə yəni 
“tərs”? a ədədini n-ci qüvvətə yÜKSəltməK 
lazım gələndə ədəd özü və qüvvətin üstü ve
rilmiş, x = an axtarılan Kəmiyyət hesab olu
nur. n-ci qüvvəti verilmiş a ədədinə bərabər 
olan (x" = a) x ədədini tapmaq tərs məsələ
dir.

Bu məsələnin həlli a ədədindən n-ci də
rəcədən KÖKalma adlanır:

Bir halda Kİ,“mənfiylə mənfi müsbət 
verir”, onda x2" = (-x)2" > 0. Buna görə də 
a < 0 olduqda cüt dərəcəli KÖKalma тйткйп 
olmur, a > 0 olduqda isə ancaq işarə ilə fər
qlənən İkİ kökə malİK oluruq. MüəyyənlİK 
xatirinə qəbul edirlər Kİ, л/а müsbət kökü 
(ona hesabi kök də deyilir) ifadə edir. İKİnci 
kök isə - ‘sfa - dır.

Ancaq müsbət əsaslarla məhdudlaşsaq, 
n-ci qüvvətə yÜKSəltməK və n-ci dərəcədən 
kök almaq qarşılıqlı tərs əməliyyatlar olur. 
Belə Kİ, 3 ədədini İKİnci qüvvətə yÜKSəltsəK, 
9 alırıq, 9-dan Kvadrat kök almış olsaq, 
yenə 3 alınır. Ümumi halda



Riyaziyyat ensiklopediyası - 1 Riyaziyyat ensiklopediyası - 1

KÖKalma qüvvətə yÜKSəltmənin sanKİ 
güzgü ƏKsidir və tərsinə. LaKİn riyaziyyatın 
böyÜK möcüzəsi ondadır Kİ, hər İKİ əmə
li...bir  əməl Kimi qələmə verməK olar. Bunun 
üçün daha bir addım atıb qüvvətə yÜKSƏİ- 
tməni Kəsr üstlərə də genişləndirməK 
lazımdır.

KÖK İŞARƏSİ NECƏ MEYDANA GƏLDİ

Əvvəlcə kök sözünün özü haqqında danışaq. 
Müstəqim, bioloji “ağac kökü”, “diş kökü” mənaların
dan başqa onun məcazi “zülmün kökü”, “nəsil KÖKİəri” 
Kimi metaforiK, məcazi mənaları da var. Kozma Prut- 
Kovun “Kökə bax!” Kəlamı problemin mahiyyətinə, iİKin 
əsasına, iİKin səbəbinə çatmağa çağırır.

Qədim Hindistanda naməluma “mula” deyirdilər 
Ki, bu da “başlanğıc”, “əsas”, “kök” deməK idi. Ərəblər 
bu məqsədlər üçün həmin mənanı verən “cizr” sö
zündən istifadə edirdilər. Avropalılar bu sözü latıncaya 
radix - “kök” Kimi tərcümə etdilər. “RadİKal” riyazi ter
mini belə yarandı. KöKün bizə məlum olan 7 işarəsi 
bu adla bağlıdır. Onun tarixçəsi belədir.

Riyaziyyatçılar bir neçə əsr ərzində Leonard Pi- 
zalının ardınca Kvadrat kökü R (radix sözündən qısalt
ma) adlandırırdılar. Tədricən R kİçİk r hərfinə çevrildi. 
Kristof Rudolfun cəbrə dair Kitabında - almanca yazıl
mış İİk belə aparıcı Kitabda (1525-ci il), r əvəzinə v işa
rəsi işlənilir. Bu simvol artıq bizim istifadə etdiyimizə 
bənzəyir. Müxtəlif dərəcəli KÖKİərin müasir 77 
yazılışını biz holland riyaziyyatçısı Alber Jirarda tapırıq. 
RadİKal altdaKi ifadənin üstündəKi üfüqi xətti isə 
1637-ci ildə Rene Dexart daxil etmişdir.

am nədir? Gəlin (***) düsturundan isti
fadə edib, bu ifadəni formal olaraq m qüvvə
tinə yüKsəldəK:

< «у nm
am =amm=an.

\ /
n

Deməli, am-i təbii olaraq an ədədinin 
m-ci dərəcədən kökü Kimi anlamaq təbiidir:

Bu da Kəsr üstlü qüvvətin tərifidir. Be- 
ləlİKİə, biz altıncı əməliyyatı - KÖKalmanı 
tamamilə beşinciyə - qüvvətə yÜKSəltməyə 
müncər etdİK: güzgü əksİ əks olunan оЬуек- 
tlə qovuşdu. Belə məlum olur kİ, bizim altı 
deyil, beş əməliyyatımız vardır.

ORTA QİYMƏTLƏR

“Orta yaş”, “orta boy”, “orta qazanc” 
deyəndə söhbətin nədən getdiyi hamıya ay
dındır. Riyaziyyatda isə müxtəlif “ortalar” 

çoxluğuna baxılır, buna görə də həmişə 
məhz hansı “ortanın” nəzərdə tutulduğunu 
aydınlaşdırmaq lazımdır.

Ən ümumi halda bir neçə ədədin orta 
qiyməti onlardan ən Kiçiyi və ən böyüyü ara
sında yerləşən müəyyən bir ədəddir.

İkİ müsbət a və b ədədləri üçün hər 
şeydən əvvəl aşağıdaKilara baxılır:

ədədi orta
a + b

həndəsi orta

harmoniK orta
, 2 2abh =------- =-------

11 a + b
a b

və KvadratİK orta 
a2 + b2

2
GöstərməK olar kİ, bu orta qiymətlər 

2a& гa + b la2 + b2
 < yab < < J---------- , yaxud 
a + b---------------2 V 2

h < g < m < s, 
bərabərlİKİərini ödəyir, özü də bərabərlİK 
işarəsi yalnız a = b halında olur.

Orta qiymətlərə həndəsə və cəbrdə 
tez-tez rast gəlinir. Məsələn, düzbucaqlı 
üçbucağın Kateti hipotenuzun və bu Katetin 
hipotenuza proyeKsiyasınm həndəsi ortası
na bərabərdir. Düzbucaqlı üçbucağın hipo
tenuza endirilmiş hündürlüyü isə Katetlərin 
hipotenuza proyeKsiyalarının həndəsi orta
sıdır (Şəkİİ 1).

Oturacaqları a və b olan ixtiyari trape- 
siyada ucları yan tərəflərdə yerləşmiş, otu
racaqlara paralel olan düz xətt parçası

- əgər yan tərəflərin ortasını birləşdi
rirsə (Şəkİİ 2), oturacaqların ədədi ortasına 
bərabərdir:

- diaqonalların Kəsişmə nöqtəsindən 
Keçirsə (Şəkİİ 2), oturacaqların harmoniK 
ortasına bərabərdir:

2ab
a + b'

KL =

deməli,

a + b

- trapesiyanı öz aralarında oxşar İKİ 
trapesiyaya ayırırsa (Şəkİİ 3), oturacaqların 
həndəsi ortasına bərabərdir:

EF = Vöü;

deməli, 
EF = Jab.

- trapesiyanı İkİ bərabər sahəli trapesi
yaya bölürsə (Şəkİİ 4), oturacaqların Kvad
ratİK ortasına bərabərdir:

/ I

ŞdKil 4.
So + 2S _ (a\2 

S “(J’

So +s = pQf 
s0 l b J

deməli, 2^ j -1 = və PQ2 a2 +b2
2

a, s, m, g, h, b parçaları a > b olduqda 
həmişə burada yazıldıqları nizamda yerləşə- 
cəKİər. Əlbəttə, bu, ortalar haqqında bəra- 
bərsizlİKİərdən almır. Nizamın məhz belə 
olmasını həndəsi mülahizələrdən təyin et- 
тэк (siz də cəhd edin, bu, asandır!) və belə- 
İİkİə, cəbri bərabərsizlİKİəri isbat etməK 
olar.

İndi isə cəbrdən bir neçə misal gətirəK. 
Ədədi silsiləni təyin edən və onun adını izah 
edən əsas xassə ondan ibarətdir Kİ, silsilənin 
İKİncidən başlayaraq hər bir həddi qonşu 
hədlərin ədədi ortasına bərabərdir. Uyğun 
olaraq, hədləri müsbət olan həndəsi silsilə
nin İKİncidən başlayaraq hər bir həddi qonşu 
hədlərin həndəsi ortasına bərabərdir (“Ədə
di və həndəsi silsilələr” məqaləsinə bax). 1, 
1/2, 1/3,..., 1/n ... elə təşKİl olunub Kİ, 
onun İKİncidən başlayaraq hər bir həddi 
qonşu hədlərin harmoniK ortasına bərabər
dir. Bu ardıcıllıq və onun hədlərindən tərtib
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ORTA QİYMƏTLƏRİ NECƏ QURMALI

AntiK riyaziyyatda, əsasən həndəsədə pərgar 
və xətKeşin Köməyi ilə qurmalara böyÜK yer ayrılırdı. İkİ 
verilmiş a və b parçalarına görə orta qiymətlərin qurul
ması üçün bir sıra üsullar qəbul edilmişdi. İsgəndəriy- 
yəli Pappın “Riyaziyyat toplusunda” (/// əsr) - bu əsər 
qədim yunan riyaziyyatının uğurları məcmusu idi - orta 
qiymətlərin müəllifin sələflərinin metodları əsasında 
müxtəlif qurmaları gətirilmiş, eləcə də üç orta qiymətin 
bir fiqur əsasında qurulması təsvir edilmişdir.

Bütün dörd orta qiymətin bir тйткйп qurulma
sını göstərəK. Düz xətt üzərində AM = а və MB=b qon
şu parçaları ayıraq. AB parçası diametr olmaqla, mər- 
kəzİ O nöqtəsində olan çevrə quraq; onun radiu

Pıaı + Рга2+’“+ Pnan

Pl + P2’*’“,+ Pn

düsturu ilə təyin olunan ölçülmüş ortaları
na da baxılır.

Belə ad sadə mexanİKİ modellə izah 
olunur: a9, ..., hansısa n maddi nöqtə
nin Koordinatları,"/? , p9, ..., p„ onların 
KÜtlələridirsə, (*) ölçülmüş orta onların 
Kütlə mərKəzinin Koordinatıdır.

Başqa misal da gətirməK olar. Fərz 
edəK Kİ, a, a. ..., a müəyyən Kəmiyyətin 12 n 

eKspert qiymətləndirmələri, p ,p , ...,p isə 
müvafiq qiymətlərə (və ya onları söyləyən 
eKspertlərə) bizim inam dərəcəmizdir. Onda 
ölçülmüş orta elə hesablanmış məcmu qiy
mətdir Kİ, daha etibarlı eKspertlərin fİKİrlə- 
ri az etibarlılarınKindan “ağır gəlir”.

ölçülmüş orta qiymətlər ehtimal nəzə
riyyəsində, riyazi statistİKada müşahidə və 
ölçmələrin nəticələrini emal edərKən istifa
də olunur.

olunmuş 1 + 1/2 + 1/3 +...+ 1/n +... sırası 
harmonİK adlanırlar (“Ardıcıllıqlar” məqa
ləsinə bax).

Ədədi, həndəsi və harmonİK orta qiy
mətlər hələ antİK riyaziyyatçılara məlum 
idi. Bu orta qiymətlər tənasüblər nəzəriyyə
si ilə bağlıdır Kİ, o da musiqi, ədədlərin hən
dəsi nəzəriyyəsi haqqında qədim yunan 
təlimində, sonralar isə sahələr və KonİK 
KƏSİKİər nəzəriyyəsinin əsasında durdu.

Həndəsi və ədədi ortalar haqqında
< a + b

2
bərabərsizliyindən aşağıdaKi teorem alınır:

J Bərabər cəm halında İKİ müsbət Kə
miyyətin hasili bu Kəmiyyətlərin bə
rabərliyi halında ən böyÜK qiymət 
alır; bərabər hasil halında İKİ müs
bət Kəmiyyətin cəmi toplananlar bə
rabər olduqda ən kİçİk qiymət alır.

Bu teoremi tətbiq etməKİə, məsələn, is
bat etməK olar Kİ, verilmiş perimetrli bütün 
düzbucaqlılardan sahəsi ən böyÜK olanı 
Kvadratdır və verilmiş sahəli düzbucaqlılar- 
dan perimetri ən kİçİk olanı Kvadratdır.

n sayda müsbət a , a , ..., a ədədi .... 12 nuçun
m = -- -------- 2------------

n 
ədədi ədədi orta,

S — ^n
ədədi həndəsi orta,

----  -J- ------r.• • I 
ai a2 an

ədədi harmonİK orta,_________

ədədi KvadratİK orta adlanır.
İkİ ədəd halında olduğu Kimi, bu orta 

qiymətlər
h < g < m < s, 

bərabərsizlİKİərini ödəyirlər Kİ, onlarda da 
bərabərlİK işarəsi yalnız və yalnız aı=a2= 
= ... =a halında doğrudur.

Eləcə də a^, a %, ..., ədədlərinin 
p2, ..., pn çəKİləri ilə

su ədədi ortaya bərabərdir.
M nöqtəsindən AB düz xəttinə MC perpen- 

diKulyarı qaldıraq. OCM düzbucaqlı üçbucaqdır. Pifaqor 
teoreminə görə СМ2 = ОС2 - OM2, laKİn ОС = OA, de
məli, CM* = OA2 - OM2 = (OA + OM)(OA - OM) = 
= AM ■ MB = ab. Buradan CM = yab həndəsi ortadır.

ОС-yə MN perpendiKulyarı endirəx. CMN və 
COM üçbucaqlarının oxşarlığından alınır Ki, CN : CM 

=CM : ОС, buradan CN = harmonİK
ОС a + b

ortadır.
OD = və OM = сЦ— olduğu DMO düzbu

caqlı üçbucağından DM-\ tapırıq: DM = VOZ?2 + OM2, 
1д2 +^г

yəni DM = J---------- KvadratİK ortadır.

Düzbucaqlı üçbucaqda Katet hipotenuzdan Ki- 
çİKdir, buna görə də СМ < ОС, yəni yab < a?-; 

CN<CM, yəni < 4äb', OD < DM, yəni
a + b

Əgər a və ö parçalarının uzunluqları bərabərdir- 
sə, onda O mə M nöqtələri üst-üstə düşür və bütün bə- 
rabərsizliKİər bərabərlİKİərə çevrilir.
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TAM ƏDƏDLƏR
SADƏ ƏDƏDLƏR

Vahiddən böyÜK ixtiyari natural 
ədəd azı İkİ ədədə: özünə və vahi
də bölünür. Əgər o, başqa heç bir 

ədədə qalıqsız bölünmürsə, onda sadə ədəd, 
yox əgər onun başqa tam bölənləri də varsa, 
тйгэккэЬ ədəd adlanır. Vahid isə nə sadə, 
nə də тйгэккэЬ ədəd hesab olunur. Niyə? 
Bu barədə aşağıda söhbət gedəcəK (“Hesabın 
əsas teoremi” məqaləsinə bax).

Hələ e. ə. III əsrdə məşhur İsgəndə
riyyə Kitabxanasının mühafizi Kirenli Era- 
tosfenin fİKİrləşib tapdığı qədim üsul bizə 
sadə ədədlərin kİçİk “KOİleKsiyasını” topla
mağa KÖməK edər.

2-dən başlayaraq bir neçə ardıcıl gələn 
ədəd yazaq (Şəkİİ 1). İKİni KOİleKsiyamıza 
götürəK, 2-yə bölünən digər ədədlərin üzə
rindən isə xətt çəkək. Ən yaxın xətlənməyən 
ədəd 3 olacaq. Onu da KOİleKsiyamıza götü
rəK və 3-ə bölünən bütün ədədlərin üzərin
dən xətt çəkək. Bu zaman məlum olacaq Kİ, 
bəzi ədədlər, məsələn, 6, 12 və s., artıq əv
vəllər xətlənmişdi. SonraKi xətlənməmiş ən 
kİçİk ədəd 5 olacaq. Beşi götürürÜK və 5-ə 
bölünən bütün ədədləri xətləyirİK. Bu prose
duru yenə və yenə təKrar edərəK son nəticə
də ona nail olacağıq Kİ, yalnız sadə ədədlər 
xətlənməməiş qalacaq. Onlar sanKİ ələKdən 
ələnəcəK. Buna görə də belə üsul “Eratosfen 
ələyi” adını almışdır.

ŞəkİI 1. Eratosfenin ələyi.

Şairi təqlid edərəK deməK olarmı Kİ, 
sadə ədədlər “göydəKİ ulduzlar, sudaKi ba
lıqlar” qədərdir? Bu suala cavabı EvKİidin 
məşhur “Başlanğıclar” əsərində - qədim 
dünyanın bu baKİrə abidəsində tapırıq. Bu 
KİtabdaKi iyirminci teoremdə deyilir: “ İİk 
(sadə) ədədlər onların ixtiyari göstərilən 
sayından çox mövcuddur”.

ƏKİZLƏR

5 və 7,11 və 13,17 və 19 Kimi biri-birindən 2 qə
dər fərqlənən İkİ sadə ədəd “əKİzlər” obrazlı adını al
mışlar. Maraqlıdır kİ, natural sırada hətta “üçəmlər” də 
mövcuddur-bunlar 3, 5,7 ədədləridir. LaKİn neçə əkİ- 
zin mövcud olması müasir elmə məlum deyil.

Eratosfen ələyini bir qədər “düzəldərəK” əkİz 
ədədləri verilmiş ədədlər siyahısından ələməK olar. 
Əgər Eratosfen üsulu ilə xətlənmiş hər birn ədədi üçün 
həm də n - 2 ədədininin üstündən xət çəksək, onda 
cədvəldə elə p ədədləri qalacaq Ki, onlar üçün p + 2 
ədədi də sadədir. İİk yüzlüK hüdudlarında sadə “əkİz” 
ədədlər aşağıdaKilardır: (3, 5), (5,7), (11,13), (17, 19), 
(29, 31), (41,43), (59,61), (71,73).

Sıfırdan uzaqlaşdıqca ƏKİzlər get-gedə azalır, 
laKİn “uzaq ədəd Kosmosunda” aparılan araşdırmalar 
bu əlamətdar və əsrarəngiz cütləri aşKar etməKdə da
vam edir. 1996-cı ilə, təbii Ki, EHM-də tapılan 
242206083 - 238880 ±1 ƏKİzləri reKordsmen hesab olu
nurdu.

ƏKİzlər (n - 4, n - 2, n + 2, n + 4) şəkİİİİ , məsə
lən, (5, 7,11, 13) və ya (11,13,17, 19), dördlüKİər ya
radaraq topalara yığışa bilərlər. Belə topaların nə 
qədər çox olması da hələ məlum deyil.

Bu teoremin isbatı belədir. Fərz edəK 
Kİ, ən böyÜK P sadə ədədi mövcuddur. Onda 
2-dən başlayıb P-də qurtararaq bütün sadə 
ədədləri bir-birinə vuraq və alınmış hasili 
bir vahid artıraq: 2 ■ 3 • 5 • 7-... P + 1 = M. Əgər 
M ədədi mürəKKəbdirsə, onda onun azı bir 
sadə böləni olmalıdır. LaKİn 2, 3, 5, ..., P 
sadə ədədlərindən heç biri bu bölən ola bil
məz, çünKİ M-i onlara bölərKən hər zaman 
qalıqda 1 alırıq. Deməli, M ədədi ya sadədir, 
ya da P-dən böyÜK sadə ədədə bölünür. Belə 
çıxır Kİ, ən böyÜK sadə P ədədinin mövcud
luğu fərziyyəsi doğru deyil və sadə ədədlər 
çoxluğu sonsuzdur.

SADƏ, YOXSA MÜRƏKKƏB

Hər bir ədədin sadə, yoxsa тйгэккэЬ 
olduğunu ani olaraq söyləməK mümKÜn de
yil. Məsələn, 1999 ədədini götürəK. Əl altın
da xüsusi məlumat cədvəlləri və KÖməKçi- 
Kompüter yoxdursa, Köhnə, laKİn etibarlı 
Eratocfen ələyinə əl atmaq lazım gələcəK. 
LaKİn uzun ədədlər sırasının üstündən xətt 
çəKmə Kİmi yeKnəsəq-darıxdırıcı perspeKtiv 
adamı dilxor edir. Əlbəttə, 1999 ədədi bu 
qəfəsdən çətinlİKİə ələnməK mənasında elə 

də böyÜK deyil, laKİn onun misalında digər 
üsulun nəticəsinə baxmaq ibrətamizdir.

BeləlİKİə, 1999-un fərz edilən bölənləri 
Kİmi iİKİn sadə ədədlər dəvət olunur. Bu za
man 2-ni götürməməK də olar - aydındır kİ, 
1999 ona bölünmür. Ən sadə bölünmə əla
mətləri (“Bölünür, ya bölünmür” məqaləsi
nə bax) nicbətən tez bir zamanda digər 
“namizədləri” də: 3, 5, 7, 11, 13-ü rədd et
məyə imKan verir. 19-u yoxlayırıq, o da ya
ramır. Bəs 23?.. Hər bir yeni cəhd ilə tez 
uğura ümid heç olur. 1999-a çatmaq üçün 
biz neçə ədəd-namizədi götür-qoy eləməli- 
yİK?

Stop! Axı niyə məhz zirvəyə çatmaq la
zımdır? QarşıdaKi məqsədə dağlararası aşı
rım vasitəsi ilə də çatmaq olar, axı əgər n İkİ 
natural ədədin hasilidirsə, onda onların azı 
biri Vn-dən böyÜK olmamalıdır. Deməli, 
Vn-dən böyÜK namizədlərə diqqət verməK 
lazım deyil. Bir halda Kİ, 44 < V1999 <45, 
onda yoxlamağa elə də çox ədəd qalmayıb - 
ancaq 23, 29, 31, 37, 41, 43. Yoxlama göstə
rir kİ, onlardan heç biri Keçmir. Deməli, 
1999 ədədi sadədir.

Hələ Pizalı Leonardın qeyd etdiyi bu 
fənd verilmiş n ədədinin mümKÜn bölənləri
nin axtarışını sürətləndirsə də, çoxluca zəh- 
lətÖKən iş də tələb edir. Belə işi Kompüterə 
yÜKİəməK daha yaxşıdır.

Necə gəldi hər hansı Kifayət qədər bö
yÜK natural ədədi götürsəK, o, böyÜK ehti
malla тйгэккэЬ olacaq. Bu, təəccüblü deyil. 
Axı sonsuzluğa uzaqlaşdıqca Eratosfen ələ
yi daha tez-tez olur və deməli, sadə ədədlərə 
daha gec-gec rast gəlinir. Bəs elə metod fi- 
Kİrləşib tapmaq olarmı Kİ, тйгэккэЬ ədədlə
rin böyÜK ƏKSəriyyəti üçün onların тйгэк
кэЬ olduğunu nisbətən asan təyin etməyə 
imKan versin? Onda qalan şübhəli hallarda 
biz yuxarıda baxılan zəhmətli üsuldan isti
fadə etmiş olardıq. Hər halda, orta hesabla 
götürdÜKdə, böyÜK qüvvəyə qənaət etmiş 
olardıq.

XoşbəxtlİKdən belə bir üsul vardır. 
Qoy n > 2 sadəliyinin isbat olunması tələb 
olunan natural ədəd olsun.

Kq = h
j2/c;, əgər 2kl < n 
[2/q - n,əks halda 

sxemi ilə ardıcıl olaraq к0, kx,..., кп_х qiymət

lərini hesablayaq, burada i = 0, 1, 2, ...n - 
2-dir. İndi əgər * 1-dirsə, onda n ədədi 
mürəKKəbdir, yox, əgər = 1-dirsə, mə
sələ açıq qalır: n ədədi həm sadə, həm də 
тйгэккэЬ ola bilər.

Bu metodun sirri aşağıdaKindadır. Sən 
demə к j 1-ə onda və yalnız onda bərabər 
olacaq Kİ, 2"’1 - 1 n-ə bölünsün. Kİçİk Ferma 
teoreminə görə isə n > 2 sadədirsə, 2n_1 -1 
n-ə bölünür. Tərsi heç də həmişə doğru de
yil. Bu barədə hətta bir ibrətamiz əhvalat da 
məlumdur.

2n-2 şəkİİİİ ədədlərlə experiment apa
ran qədim Çin alimləri gördülər: əgər n 
sadədirsə, 2"-2 n-ə bölünür, mürəKKəbdirsə 
- bölünmür və bu 2-dən 300-ə Kİmi n-lər 
üçün doğrudur. Onlar hesab etdilər kİ, bu, 
Kifayətdir - axı 2300 ədədi Kifayət qədər tə
sirlidir: onu yazmağa 90 rəqəm lazımdır! Və 
onlar nəticə çıxartdılar kİ, bu qayda həmişə 
ödənir. Əslində isə 341 = 11 31 ədədi artıq 
onu pozur. Qədim Çin riyaziyyatçıları bir 
qədər də səbirli olsaydılar, öz eKsperimen- 
tlərində bu ədədə çatardılar.

SADƏ ƏDƏDLƏR OVU

Sadə ədədlərin bizə məlum olan İİk cəd
vəlini 1603-cü ildə italyan riyaziyyatçısı 
Pyetro Antonio Kataldi tərtib etmişdi. O, 
2-dən 743-ə Kimi bütün sadə ədədləri əhatə 
edirdi.

1770-ci ildə alman riyaziyyatçısı İo- 
hann Henrix Lambert 102 000-i aşmayan və 
2, 3, 5-ə bölünməyən bütün ədədlərin ən kİ- 
çİk bölənlərinin cədvəlini çap etdirdi. Bu işə 
böyÜK этэк sərf edən Lambert bölənlərin 
sayını milyona çatdıracaq şəxsin ölməzliyi
nə zəmanət verdi. Onun çağırışma çoxlu 
hesablayıcı səs verdi.

XIX əsrin ortalarında artıq nəinKİ İİk 
milyonluğun ən kİçİk bölənləri, eləcə də 
doqquz milyona qədər sonraKiların cədvəllə
ri tərtib olunmuşdu. Elə həmin zamanda 
mətbuatda tamamilə fantastİK görünə bilən 
məlumat yayıldı: Vyana aKademiyasma əly
azma halında yeddi böyÜK cildlİK “2, 3, 5-ə 
bölünməyən bütün ədədlərin bölənlərinin və 
onlar arasındaKi 100 330 201 sadə ədədin 
böyÜK Kanonu” daxil oldu. Bu əsərin müəlli
fi Praqa universitetinin riyaziyyat profes
soru УакиЬ Filipp Kuİİk idi.

Sonralar sadə ədədlərin axtarışı Kütlə-
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vi ov səciyyəsi daşımırdı (cədvəllərin tərti
bini bununla müqayisə etməK olar) və 
ayrı-ayrı nümayəndələrin məqsədyönümlü 
seçiminə çevrilmişdi. Ədəd ovçuları arasın
da Mersenin sadə ədədləri daha məşhurdur. 
Onlar XVIII əsrdə Avropa elminin təşəK- 
Külündə görKəmli rol oynamış Maren Mer
senin şərəfinə adlandırılıb (“MÜKəmməl və 
dost ədədlər”, “Mersen ədədləri: çaşmalar 
və reKordlar” məqalələrinə bax).

SADƏ ƏDƏDLƏRİN PAYLANMASI 
QANUNU

Sadə ədədlərin paylanması haqqında 
müəyyən təsəvvürlərə artıq qədim yunanlar 
malİK idilər. Məsələn, EvKİidin isbatından 
çıxır Kİ, onlar bir yerdə toplanmamış, əksİ- 
nə, bütün ədəd oxu boyunca səpələnmişlər. 
LaKİn hansı tezlİKİə?

1845-ci ildə fransız riyaziyyatçısı Jo- 
zef Bertran 1-dən 6 000 000-adəK sadə ədəd
lərin cədvəlini tədqiq edərəK müəyyən etdi 
Kİ, n > 3 olduqda n və 2n - 2 ədədləri ara
sında azı bir sadə ədəd vardır. Bertran özü 
bunu əsaslandıra bilməsə də, bu xassə sonra- 
lar Bertran postulatı adını aldı. Onu 1852-ci 
ildə rus riyaziyyatçısı Pafnutiy Lvoviç Çe- 
bışyov isbat etdi. Çebışyovun nəticələrindən 

daha dəqiq qiymət çıxırdı. BeləliKİə, hətta 
çox böyÜK ədədlər arasında belə sadə ədədlər 
o qədər də nadir deyil.

Digər tərəfdən, özündə minlərlə, mil
yonlarla, milyardlarla və ümumiyyətlə, ixti
yari böyÜK miqdarda dalbadal gələn natural 
ədədləri ehtiva edən aralıqlar mövcuddur 
Kİ, onların arasında bir sadə ədəd belə tap
maq olmaz! Həqiqətən, ixtiyari böyÜK к na
tural ədədi üçün k!+2, k!+3, ..., k!+k 
(burada /c! = 1 ■ 2 • З-...-k) ardıcıllığı quraq. Bu 
ədədlərin hər biri mürəKKəbdir. Məsələn, 
к!+т m-ə bölünür, çünKİ к! m-ə bölünür və 
m özü zn-ə bölünür, x-dən kİçİk və ya bəra
bər sadə ədədlərin miqdarını ifadə edən n(x) 
funKsiyasına baxsaq, x-in böyÜK olmayan 
qiymətlərində onun qeyri-müntəzəmliyi gö
zə çarpır. LaKİn qrafinin miqyasını bir neçə 
min dəfə KİçiltsəK, gözümüz önündə gözəl 
hamar əyri canlanacaq (Şəkİİ 2).

On beş yaşlı Karl Qauss ona bağışlanan 
“Loqarifmlər cədvəlindəKİ” sadə ədədlər 
cədvəli ilə maraqlandı. Onun hər şeylə ma
raqlanan ağlı əlamətdar bir riyazi qanunu 
açdı: arqument artdıqca л(х) funKsiyası x / 
in x funKSİyasından praKtİKİ olaraq fərqlən
mir. İndi bu faKt sadə ədədlərin paylanma 
qanunu adlanır. Qauss dahilərə məxsus nü- 
fuzetmə qabiliyyəti ilə bu qanunu görmüş,

laKİn onun əsaslandırılması üçün əsaslı ar
qumentlər tapmaq ona nəsib olmamışdı.

6000
5000 л(х)
4000
3000
2000
1000 20000 40000 x

O 10000 30000 50000

ŞəkİI 2. л(х) funKsiyasının 
müxtəlif miqyaslarda qrafiKİ.

1852-ci ildə Çebışyov sübut etdi Kİ, 
7t(x): x / in x nisbətinin x -ə °°-da limiti va
hiddən fərqlənə bilməz. Yalnız onu isbat et- 
тэк qalırdı Kİ, bu limit həqiqətən mövcud
dur. Bunu 1896-cı ildə JaK Adamar və 
ondan asılı olmadan La Valle Pussen etdilər. 
Öz isbatlarında alimlər alman riyaziyyatçısı 
Bernhard Rimanın nəticələrinə əsaslanırdı
lar kİ, bunlar da riyaziyyatın sanKİ ədədlər 
nəzəriyyəsindən uzaq oblastıından - Kom
pleKS dəyişənli funKsiyalar nəzəriyyəsindən 
alınmışdı. BeləliKİə, bir çox riyaziyyatçının 
səyi ilə sadə ədədlərin paylanması xaosunda 
gizlənmiş harmoniya aşKar edildi.

MÜKƏMMƏL VƏ DOST ƏDƏDLƏR

MÜKƏMMƏLLİYİN CİDDİ QANUNLARI

öz bölənlərinin (yəni vahid daxil ol
maqla və ədədin özü istisna olmaqla bütün 
bölənlərinin) cəminə bərabər olan ədədlər 
mÜKəmməl ədədlər adlanır. 6 = 1 + 2 + 3, 28 
= 1 + 2 + 4 + 7 + 14 olduğundan 6 və 28 
ədədləri mÜKəmməl ədədlərdir. İnsanlar on
lara ta qədimdən diqqət ayırmışlar. Qədim 
Misir ölçü vahidi dirsəK 28 barmaqdan iba
rət idi. Qədim Romada ziyafətlərdə altıncı 
yeri ən ali və hörmətli qonaqlara ayırmaq 
dəb idi. MÜKəmməl ədədlərlə pifaqorçular - 
qədim yunan riyaziyyatçısı Pifaqorun тэк- 
təbinin ardıcılları maraqlanırdılar.

EvKİid “Başlanğıclar”ın doqquzuncu Kİ- 
tabındaKi teoremlərdən biri Pifaqorun şa
girdlərinin açdığı güman edilən əlamətdar 
xassəsinə həsr olunub: əgər p = l + 2 + 4 + 
...+ 2" = 2n+1-l ədədi sadədirsə, onda 2n ədə
di mÜKəmməldir. HÖKmün doğrululuğuna 
2" • p ədədinin bütün məxsusi bölənlərinə: 
2" ■ p: L 2, 4, ..., 2", 2"+1-L 2 (2n+1-l), 
4 (2n+1 - 1),..., 2"_1 (2n+1 - 1) baxmaqla və 

Müqəddəs SiKstin əlində altı barmaq var. Rafaelin 
“SiKstin Madonnası” şəKlindən fraqment 

(1517 - 1519).
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onların cəmini hesablamaqla əmin olmaq 
olar. EvKİid qaydası qədin yunan riyaziyy
atçısı Heraslı NİKomaxa (Z - II əsrlər) 6, 28, 
496, 8128 (n = 1, 2, 4, 6 olduqda) Kİmi 
mÜKəmməl ədədləri tapmağa imKan verdi. 
Növbəti, hesabla beşinci Kamil 33 550 336 
(n = 12) ədədi yalnız XV əsrdə aşKar olundu.

ALTI YÜZ ALTMIŞ ALTI

MüdriKİiK buradadır. Kimin ağlı varsa, heyvanla
rın sayını biləcən, çünKİ bu insan ədədidir, o, altı yüz 
altmış altı ədədidir.

İoann Boqoslovun açıqlamaları (Aponalipsis).

13.18.

L. N. Tolstoyun “Hərb və sülh” əsərində Pyerin 
Napoleonun “rəqəm çəKisinin” heyvan ədədinə - 
666-ya bərabər olduğunu hesabladığı epizod var, öz 
adının yazılışını da belə qaydada düzdü, bunda əlamət 
gördü və Bonopartı öldürməyə getdi. Pyerin hesabını 
təKrar etməyə ərinməyin - bəkə bu, onun uğursuzlu
ğunun səbəbini açıqlayar.

Ədəd isə doğrudan da qeyri-adidir. Onun yalnız 
bir qism heyrətamiz riyazi səciyyələri bunlardır:

- heyvan ədədi İİk yeddi əsli ədədin Kvadratları 
cəmidir:

666 = 22 + 32 + 52 + 72 + 11 2 + 132 + 172;

- heyvan ədədi İİk 36 natural ədədin cəmidir:

36
666 = X '■

/=1

- heyvan ədədi İİK üç natural ədədin altıncı 
qüvvətlərinin fərqi və cəmidir:

666 = 16 - 26 +36;

- heyvan ədədini doqquz rəqəmlə İkİ üsulla ar
tan və yalnız bir üsulla azalan qaydada yazmaq olar:

666 = 1 + 2 + 3 + 4 + 567 + 89 = 123 + 456 + 78 + 9,
666 = 9 + 87 + 6 + 543 + 21.

Öz yazılışında 666-nı saxlayan 2' şəkİIIİ ədəd 
apoKaliptiK ədəd, yazılışında düz 666 işarə olan ədəd 
isə ApoKalipsis ədədi adianır.

MÜKəmməl ədədlərin tarixində parlaq 
səhifə fransız vaizi və riyaziyyatçısı Maren 
Mersenin adıyla bağlıdır. Qaynar ictimai fə
aliyyət Patrenin riyaziyyatla məşğul olmağı
na mane olmurdu. Sadə p-lərdə M =2P-1 
şəkİİİİ sadə ədədlər onun şərəfinə sacfö Mer
sen ədədləri adlandırılıb. EvKİid qaydasına 
əsasən, hər bir sadə M ədədi Mn ■ 2P_1 mü- p '
Kəmməl ədədini təyin edir.

Mersen özü bəyan etmişdi Kİ, 33 550 
336-dan sonraKi növbəti altı mÜKəmməl 
ədəd M , M , M , M , M və M _ -yə 
uyğun gəlir. Məlum olcfu kİ, Wersen aflı ha
lın İKİsində yanılıb. M və M ədədləri 
mürəKKəbdir və deməli, onlara uyğun olan 
Mp -2₽ 1 ədədləri mÜKəmməl ədəd deyil.

EvKİid qaydası ilə tapılması тйткйп 
olan bütün mÜKəmməl ədədlər cütdürlər. 
Bəs təK mÜKəmməl ədədlər mövcuddurmu? 
Bu, indiyə Kİmi məlum deyil. Hərçənd Kİ, 
XX əsrdə aparılan çoxsaylı araşdırmalar şə
hadət verir: bu ədədlər mövcud olsa belə, 
onlar çoxsaylı “hiyləgər” şərtlərə tabe olma
lıdır. Müasir alman riyaziyyatçısı Valter 
Boro necəsə demişdir: “Tək mÜKəmməl ədəd
lərə həsr olunan işlər Kabus ovuna bənzəyir: 
heç kəs heç haçan onu görməyib, laKİn onun 
necə nəzərə çarpmadığı barədə çoxlu ağıllı 
araşdırmalar aparılıb”.

ƏDƏDLƏR ALƏMİNDƏ DOSTLUQ 
TELLƏRİ

m-in məxsusi bölənlərinin sayı n-ə, 
n-in məxsusi bölənlərinin sayı isə m-ə bəra
bər olarsa, m və n natural ədədləri dost 
ədədlər adlanır.

Dost ədədlərin tarixi əsrlərin dərinlİK- 
lərində itir. AntİK filosof Yamvlixın (III - 
IV əsrlər) şəhadətinə görə böyÜK Pifaqor 
Kİmi özünün dostu saymaq lazımdır sualına 
“Kim Kİ, 220 və 284 ədədləri Kİmi mənim 
İKİnci Mənimdir” cavabını vermişdir. Lüt
fən, 220 və 284 ədədlərinin dost ədədlər 
olduğunu yoxlayın.

Ərəb alimi Sabit ibn Kürrə (IX əsr) 
ağıllı üsul təKİif etdi: n ədədi verildİKdə 
p = 3-2n l-l, ç-3-2"-lvər=9 22n-Ikö- 
məKçi Kəmiyyətlərini hesablamaq. Əgər aş
Kar olsa Kİ, p, q, r ədədləri sadədir, onda 
A=2npq və B=2nr ədədləri dost ədədlərdir.

220 və 284 Pifaqor cütü bu metoddan 
n=2-də almır. Digər ədədlər cütünü - 
17 296 və 18 416 - bir-birindən asılı olma
dan MəraKeş alimi İbn əl Bənna və üç yüz il 
sonra fransız Pyer Ferma almışlar. Bu hal
da n=4-dür. Üçüncü cütü - 9 363 584 və 
9 437 056 (n = 7) - 1638-ci ildə Röne DeKart 
göstərmişdir. BöyÜK olmayan n-lərdə dost 
cütlər tapmaq cəhdləri uğura gətirmir. Da
ha pisi, n-i 20 000-ə qədər artırsaq, Sabit 

ibn Kürrənin üsulu bir dost ədəd cütü belə 
aşKar etmir. Doğrudanmı dost ədədlər al
maz Külçələridir və onların sayılması üçün 
bir əlin barmaqları belə çoxdur?

1747 - 1750-ci illərdə Leonard Eyler 
unİKal ədəd “qazıntıları” apardı. O, orijinal 
axtarış metodları fİKİrləşib tapdı və birdən- 
birə 61 yeni dost ədəd cütü aşKar etdi. Əla
mətdardır Kİ, onların arasında təK ədədlər: 
69 615 və 11 498 355; 87 633 və 12 024 045 
də vardı. Maraqlıdır kİ, 1866-cı ildə hiək- 
təbli N. Paqanini (böyÜK SKripKaçınm fami- 
liyadaşı) hamının, hətta dahi riyaziyyat
çıların belə nəzərdən qaçırdığı 1184 və 1210 
dost ədədlər cütünü tapdı!

100 000 hüdudlarında dost ədədlər 
bunlardır:

220 - 284,
1 184 - 1 210,
2 620 - 2 924,
5 020 - 5 564,
6 232 - 6 368,
10 744 - 10 856,
12 285 - 14 595,
17 296 - 18 416,
63 020 - 76 084,
66 928 - 66 992,
67 095 - 71 145,
69 615 - 87 633,
79 750 - 88 730.

Dost ədədlər çoxlu sirlər çoxluğunu 
gizlətməKdə davam edir. Bir ədədi cüt, digə
ri təK olan qarışıq cütlər varmı? Bütün dost 
ədədləri təsvir edən ümumi düstur mövcud
durmu? Bu cütlərin sayı sonlu, yoxsa son
suzdur? Bu və digər suallara cavab hələ 
tapılmayıb.

NATURAL VƏ TAM ƏDƏDLƏR 
ÇOXLUĞU

N ilə natural ədədlər, Z ilə isə tam 
ədədlər çoxluğu işarə edilir:

V = {l;2;3;...},Z = {0;±l;±2;±3;...}

Bildiyimiz Kİmi, istənilən İkİ natural 
ədədin cəmi və hasili natural ədəddir, istə

nilən İKİ tam ədədin cəmi, fərqi, hasili tam 
ədəddir.

A çoxluğunda təyin edilmiş əməl B 
altçoxluğunun elementləri üzərində yerinə 
yetirildİKdə alınan nəticə də B çoxluğuna 
aiddirsə, B çoxluğu verilən əmələ nəzərən 
qapalı çoxluq adlanır.

Yuxarıda söylədİKİərimizə əsasən natu
ral ədədlər çoxluğu vurma və toplamaya 
nəzərən, tam ədədlər çoxluğu isə vurma, 
toplama və çıxmaya nəzərən qapalı çoxluq
lardır. Yəni, adı çəKİlən əməlləri verilən 
çoxluqların istənilən İKİ elementi üzərində 
yerinə yetirdİKdə alman nəticələr həmin 
çoxluqlara aid olur. Vurma və toplama 
əməlləri üçün yerdəyişmə, qruplaşdırma 
və onların İKİsi üçün birlİKdə isə paylanma 
qanunları ödənilir: X/a,b,c&Z yerdəyişmə 
və ya KommutativlİK xassəsi

a + b = b + a; ab = ba

qruplaşdırma və ya assosiatvlİK xassəsi

(a + b) + c = a + (b + c)', (ab)c = a(bc)

paylanma və ya distributivlİK xassəsi

a(b ± c) = ac ± bc

Natural ədədlər çoxluğunda aşağıdaKi 
təKİifi aKsiom Kİmi qəbul edəcəyİK:

Peano aKsiomu. Natural ədədlər çoxlu
ğunun istənilən altçoxluğunun ən kİçİk ele
menti var.

Arximed prinsipi. a,b natural ədədlər- 
dirsə,

3m G N => (m-V)a < b < ma .

Natural ədədlər çoxluğunun 
A = {k e N :ka> b} 

qaydası ilə təyin edilmiş altçoxluğuna ba
xaq. Bu çoxluq boş çoxluq deyil, sonsuz 
çoxluqdur. Peano aKSİomuna əsasən bu 
çoxluğun ən kİçİk müəyyən bir k0 elementi 
var. Onda
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bərabərliyi ödənilməlidir. Digər tərəfdən, 
k0 ədədi bu bərabərsizliyin ödənildiyi ən 
Kİçİk natural ədəd olduğu üçün

(k0 -V)a<b

bərabərsizliyi ödənilməlidir. Onda m = k0 
məhz axtarılan natural ədəddir. Teorem is
bat edildi.

a,b tam ədədlərdir və müəyyən bir c 
tam ədədi üçün a = bc . Onda deyirlər kİ, a 
ədədi b ədədinə tam bölünür, c-yə a-nın 
Z>-yə bölünməsindən alman qismət deyilir. 
Ədəbiyyatda a ədədinin b -yə bölünməsi 
çox vaxt ö|<7 Kimi işarə edilir.

b\a <=> a ədədi b ədədinə bölünür 
<=> Bc e Z : a - bc

a ədədi b ədədinə bölünürsə, b -yə a 
ədədinin böləni, o-ya isə b ədədinin bölü
nəni deyilir. Aydındır kİ, istənilən ədədin 
bölənləri çoxluğu sonlu, bölünənləri çox
luğu isə sonsuz çoxluqdur.

QALIQLI BÖLMƏ

a,b verilmiş natural ədədlərdir. Onda

3m,r e N,0< r < a => b = (m -l)a + r 

göstərilişi mümKÜndür və bu göstəriliş ye
ganədir.

Arximed prinsipinə əsasən
Вт e N => (m -1) a < b < ma 

bərabərsizliyi ödənilir, r = b - (m - l)a qəbul 
etsəK,

b = (m-l)a + r 0<r<a

alarıq. İndi isə isbat edək ki, b ədədini 
yeganə üsulla bu şəkildə göstərmək olar. 
ƏKSİni fərz edəK. Tutaq Kİ, bundan əlavə

b = - l)a + rt şəklində də göstərmək müm
KÜndür. Onda

(m - l)a + r = (mi -1)<2 + r} => {m - m^a - rx - r 

olmalıdır. Bu isə yalnız m = mx,r = r, olduqda 
mümKÜndür. Doğrudan da, m * mx olarsa,

| (w - m^a |> a

bərabərsizliyi ödənilməlidir. Digər tərəfdən 
I r - Г] |< a olması aşKardır. BeləlİKİə, zid
diyyət almış oluruq. Teorem isbat edildi.

Xüsusi halda r = 0 olarsa, b ədədi a 
ədədinə tam bölünür. Əgər r * 0 olarsa, r 
ədədinə b ədədinin a-ya bölünməsindən 
alman qalıq deyilir.

Tam ədədlər çoxluğunda da eyni anla
yışları daxil etməK olar.

b tam, a isə verilmiş natural ədəd
lərdir. Onda b ədədini yeganə üsulla

BmeZ,Br &N,Q<r <a^>b = ma + \

şəklində göstərmək mümKÜndür.
Teoremdə iştiraK edən m ədədinə b 

ədədinin a ədədinə bölünməsindən alman 
qismət, r ədədinə isə alınan qalıq deyilir. 
Qalıq sıfıra bərabər olarsa, söylənilir kİ, b 
ədədi a ədədinə tam bölünür. Bu zaman 
b -yə a-nın bölünəni, a-ya isə b ədədinin 
böləni deyilir.

17 ədədinin 10-a qalığı 7-yə, (-17) ədə
dinin isə 10-a qalığı 3-ə bərabərdir. Doğru
dan da,

17=1-10+7
-17=(-2)-10+3

x,y natural ədədlərinin z ədədinə bö
lünməsindən alman qalıqlar bərabərdirsə, 
deyəcəyİK Kİ, x və y ədədləri z -ə bölün
məyə nəzərən tutuşdurula biləndirlər və 
ya müqayisə oluna biləndirlər. Bunu aşa
ğıdam Kimi yazacağıq

x = y(modz)

İsbatı daha sonra veriləcəK aşağıdaKi teo
remi qeyd edəK:

Verilmiş ədədə nəzərən İkİ ədədin ha
sili (cəmi, fərqi) ilə uyğun olaraq onların 
verilən ədədə bölünməsindən alman qalıq
ları hasili (cəmi, fərqi) tutuşdurula bilən
dirlər.

Başqa sözlə, İKİ ədədi bir-birinə vur
duqda uyğun qalıqlar vurulur, topladıqda 
uyğun qalıqlar toplanır, çıxdıqda isə uyğun 
qalıqlar çıxılır.

x = r(modz) fx±y = r±q(modz) 
y = <y(modz) [xy = r^(modz)

SAY SİSTEMLƏRİ

Biz, adətən, ədədlərin onluq say siste- 
mindəKİ yazılış və oxunuş ilə rastlaşırıq. 
Eyni ilə digər say sistemləri də daxil et- 
тэк olar. Qədimlərdə on İkİİİk say siste
mindən istifadə edilmişdir. Kompyuterlər
də İkİİİk, səkkİzİİk və s. say sistemlərindən 
istifadə edilir.

Onluq say sistemində 10-u aşmayan 
ədədlər (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) rəqəmlər adla
nır və istənilən ədəd bu rəqəmlərin vasitə
silə yazılır. Hər bir yeni onluğun əmələ 
gəlməsi ədədin yazılışında dəyişİKİİK yara
dır. Onluqlarm sayı 10 ədədinin qüvvətlə
rini aşanda yazılışda yeni mərtəbə daxil 
edilir. 10 ədədinin hansı qüvvətinin daxil 
olmasından asılı olaraq ədəd mərtəbələnir.

1 + 10 = 11,1 + 2-10 = 21,..., 1 + 9-10 = 91,1 + 10-10 = 
= 1 + 0-10 + 1 -100 = 101,2 + 3-10 + 5-104 = 50032 
və s.

ƏKSinə, müəyyən ədəd verilmişsə, hə
min ədədi 10-un qüvvətlərinin Köməyilə 
cəm şəKİində göstərməK olar. Bu, ədədin 
onluq say sistemində göstərilişi adlanır. 
Məsələn,

347 = 3 ■ 102 +4-10 + 7,
602305 = 6-105 + 0-104 + 2-103 +

+ 3-102+0-10 + 5 = 6-105 + 2-103 + 3-102 +5

Ümumi halda p -Ик say sistemində 
0,1,2,..., p-\ ədədləri rəqəmlər adlanır və 
istənilən ədəd bu rəqəmlər vasitəsilə yazı

lır. Məsələn, İkİİİk say sistemində yalnız 
İkİ rəqəmdən 0 və 1-dən istifadə edilir; 
səkkİzİİk say sistemində yalnız 0,1,...,6,7 
rəqəmlərindən istifadə edilir. Ədədin müx
təlif p -İİk say sistemində yazılışını on
luq və digər say sistemlərindəKİ yazılışlar 
ilə qarışdırmamaq üçün yazılışın sonunda, 
indeKsdə verilən say sistemi qeyd edilir:

bobx...bn(p=bopn +bxpn-' +... + bn_xp + b„ (1)

Sağ tərəfdəKİ cəmi onluq say sistemin
də adi qaydada toplasaqbobx...bn } ədədinin 
onluq say sistemində göstərilişini alarıq. 
Başqa sözlə, p -İİk say sistemində verilmiş 
istənilən ədədi onluq say sistemində yaz
maq üçün (1) göstərilişinin sağ tərəfini adi 
qaydada hesablamaq lazımdır. Bəzi misal
lara baxaq:

1111(2) =l-23 +1-22 +1-2 + 1 = 13.
3201(4) =3-43 +2-42 +1 = 225.

ƏKSinə -onluq say sistemində verilmiş 
istənilən ədədin p -ük say sistemində gös
tərilişi haqqında nə söyləməK olar və bu 
göstərilişi əldə etməK üçün alqoritm nədən 
ibarətdir?

p,aeN verilşmiş natural ədədlərdir 
və p>l. Onda 3a0;ax’,...-,an < p mənfi olma
yan tam ədədləri var Kİ, a ədədini yeganə 
üsulla

a = aopn + axpn~' +... + an_lp + an

şəklində göstərmək mümKÜndür.
Verilən şərtlər daxilində müəyyən mən

fi olmayan ne Z ədədi üçün p" <a< p"+' 
bərabərsizliyi ödənilir. Arximed prinsipinə 
əsasən müəyyən mənfi olmayan a0 < p ədə
di üçün

aopn < a <(a0 + l)p”

bərabərsizliyi ödənilir. Anoloji mühaKİmə- 
ləri a-aopn ədədi üçün də yerinə yetirməK 



Riyaziyyat ensiklopediyası - 1
Riyaziyyat ensiklopediyası - 1

olar: müəyyən mənfi olmayan k + \<n 
ədədi üçün pk <a~aop" < pk+' və müəyyən 
bir an_k < p ədədi üçün

< (a„-k +1)/

bərabərsizlİKİəri ödənilməlidir. к +1 < n 
olarsa,

a\ ~ a2~ •" ~ an-k-\ =ə
qəbul edirİK. a-aop" -an_kpk fərqinə də 
eyni qaydada yanaşmaq olar. Bu prosesin 
sonlu olması aydındır. ÇünKİ, hər dəfə alı
nan fərq verilən ədəddən kİçİk olmalıdır. 
Nəticədə, müəyyən sayda addımdan sonra 
sıfır alınmalıdır. Bu isə müəyyən mənfi ol
mayan a0;a,;...;a„ < p tam ədədləri üçün

a = aopn + axp"~] +... +a„_xp + a„

bərabərliyinin doğru olması deməKdir.
İndi isbat edək ki, a ədədini yeganə 

üsulla bu cür göstərmək olar. ƏKSini fərz 
edəK, a ədədinin başqa bir

a = bGpm +bxpm-' +... + bm_xp + bm

şəklində də göstərmək olar. Onda

a = bGpm +ъхрт 1 + ...+Vı/’ + ^m=

bərabərliyindən

an "bm = boPm + bxpm~' +... + bm_xP - 
-(aop"+aIp'’_l+...a„_ı^)

bərabərliyini alarıq. Sol tərəfdə duran fərq 
p ədədindən kİçİk olmalıdır. Eyni zaman
da sağ tərəfdə iştiraK edən ifadə p ədədinə 
tam bölünür. Bu isə yalnız və yalnız an = bm 
bərabərliyi ödənildİKdə mümKÜndür. Onda 

bopm + bxpm~' + ... + bm_xp = aopn + axp"~l + ...an_xp 

bərabərliyini almış olarıq. Hər İkİ tərəfi p 
ədədinə bölsəK 

bQp"' 1 + bxpm ~ + - + bm_x = aop"~' +axp” - + ...an_, 

bərabərliyini alarıq. YuxarıdaKi mühaKİmə- 
ləri təKrar etsəK bm_x = an_x bərabərliyi alı
nar. Və bu ardıcıllıqla davam edilərsə, 
m = n; bt = a.; i = 1,2,...;« bərabərlİKİərialmar. 
Bu isə onu göstərir ki, a -m yuxarıdakı şə
kildə yeganə üsulla göstərmək olar. Teorem 
isbat edildi.

Teoremin isbatından verilmiş ədədin 
p -İİk say sistemində yazılışını əldə etməK 
üçün alqoritmi də əldə etməK olar: Verilmiş 
a ədədinin özündə saxladığı p-nin ən уйк- 
sək qüvvəti tapılır, a-nı həmin qüvvətə bö
lüb qisməti və qalığı tapırlar. Qismət p-Uk 
say sistemində Uk rəqəm olur. Qalığın üzə
rində yenidən həmin əməliyyat yerinə yeti
rilir: p -nin bir vahid əskİk qüvvətinə bölüb, 
qismət və qalıq tapılır (İKİnci addımdan 
başlayaraq qismət artıq sıfıra bərabər ola 
bilər, bu halda İKİnci rəqəm olaraq sıfır ya
zılır). Tapılmış qismət yazılışın İKİnci rəqə
mi olur. Qalığı p -nin İKİ vahid əskİk qüvvə
tinə bölüb qismət və qalığı tapırlar və s. bu 
ardıcıllıqla davam edilir. Sonda qalıqda p - 
dən kİçİk ədəd alınır, bu p -Uk say sistemin
də sonuncu rəqəmdir.

Misal. 38 ədədinin İkİİİk, üçİük, dörd- 
Iük say sistemlərində yazılışlarını tapaq.

*0|

38132=25 38127=33 38116=42
32| 1* 27| 1 32| 2*

6|16=24 111 9=32 6]4
0| 0* 21 1 4| 1*
6I8=23 *2 *2|
0| 0*
6|4=22
4] j*
2|2=2'
2| 1* 38=100110(2,=■ 1102(3)=212(4)

Belə də etməK olar: ədədi ardıcıl ola
raq, qismətdə böləndən kİçİk ədəd alınana 
Kimi, say sisteminin əsasına bölürlər. So
nuncu natamam qisməti və ondan əvvəİKİ 

qalıqları axırdan əvvələ yazmaqla yeni say 
sistemində ədədin yazılışını əldə etmiş olu
ruq. Məsələn, 38 ədədinin dördlÜK say sis
temində yazılışını aşağıdaKi Kimi də tapa 
bilərİK:

381 4
36|9|4
2|8J2

1 38 = 212(4)

10-u aşmayan say sistemlərində ədəd
lərin yazılışında istifadə edilən rəqəmlər 
onluq say sistemində rastlaşdığımız rəqəm
lərdən ibarətdir. 10-u aşan say sistemlərin
də isə artıq bildiyimiz İkİ rəqəmli ədədlərə 
rəqəm Kimi baxmaq lazım gəlir. Onluq say 
sistemində İKİ və daha çoxrəqəmli ədədə 
verilən say sistemində rəqəm Kimi baxmaq 
üçün həmin ədədi mötərizələrin içərisində 
yazacağıq.

(11)(12)(20) =11-20 + 12 = 232
1112(20) = 1-203 +1-202 +1-20 + 2 = 8422
(15)69(16) = 15 -162 +6-16 + 9 = 489
156(16) =1-162 +5-16 + 6 = 342

BÖLÜNMƏ ƏLAMƏTLƏRİ

Müəyyən bir say sistemində verilmiş 
b ədədinə bölünmə əlamətini tapmaq üçün, 
adətən, ədədin say sistemində göstərilişin- 
də müəyyən çevirmələr aparmaqla, b -yə 
bölünən toplananı ayırıb, yerdə qalan top
lanan əsasında bölünmə əlaməti ifadə edi
lir. Bəzi hallarda bu həqiqətən çox əlverişli 
əlamətləri əldə etməyə imKan verir. Ancaq 
ola da bilər Kİ, alınan əlamət praKtİKİ cə
hətdən heç də əlverişli olmasın.

Misal 1. Onluq say sistemində 2-yə 
bölünmə əlamətini tapaq. İstənilən xa na
tural ədədi (a sonuncu rəqəm, x isə natu
ral ədəddir) 10x + ö şəKİində göstərməK 
olar. Alınan göstərilişdə İİk toplanan 2-yə 
bölündüyü üçün verilən ədədin İKİyə bölün
məsi yalnız və yalnız İKİnci toplananın- a 
rəqəminin 2-yə bölünməsi ilə eyni zamanda 

mümKÜndür. BeləlİKİə, onluq say sistemin
də verilən ədədin 2-yə bölünməsi üçün zə
ruri və Kafi şərt onun sonuncu rəqəminin 
2-yə bölünməsidir.

Misal 2. p cüt ədəd olarsa, p -Ик say 
sistemində İKİyə bölünmə əlaməti onluq say 
sistemindəKİ Kimi qalacaq. ÇünKİ, /?-1İk 
say sistemində istənilən ədədi px + a şəK
İində göstərməK olar. Bu halda da İİk top
lanan 2-yə tam bölünür. Buna görə də veri
lən ədədin İKİyə bölünməsi sonuncu rəqə
min 2-yə bölünməsinə eynigüclüdür.

Misal 3. p təK olduqda artıq bu qay
da doğru olmur. Məsələn 3-1ük say siste
mində 1111(3) = 40 ədədi 2-yə bölünür, an
caq sonuncu rəqəm təKdir.

Misal 4. Onluq say sistemində 13-ə 
bölünmə əlamətini tapmağa çalışaq. Üç- 
rəqəmli ədədlərə baxaq

abc = 100a + 1Z> + c = (104a +13b) - (4a + 3b- c))

İİk toplanan 13-ə bölünür. BeləlİKİə, abc 
şəKİində üçrəqəmli ədədin 13-ə bölünməsi, 
4a + 3b-c ifadəsinin 13-ə bölünməsinə ек- 
vivalentdir. Rəqəmlərin sayı artdıqda alı
nan ifadələr daha тйгэккэЬ formalı olur
lar və ümumi şəKİldə alman əlaməti tətbiq 
etməK heç də asan deyil.

Çıxıqlar nəzəriyyəsində görəcəyİK Kİ, 
istənilən say sistemində istənilən ədədə bö
lünmə əlaməti təyin etməK olar. Ancaq yu
xarıda söylədiyimiz Kimi bunların heç də 
hamısı praKtİKİ nöqteyi-nəzərdən yararlı 
deyildirlər.

Əldə olunmuş əlamətlərin vasitəsilə 
digər ədədlərə bölünmə əlamətləri əldə et- 
тэк olar. Aşağıda görəcəyİK Kİ, c,d qarşı
lıqlı sadə ədədlərdirsə, ədədin b-cd hasi
linə tam bölünməsi, ədədin eyni zamanda c 
və d ədədlərinə bölünməsinə eKvivalentdir.

ÇIXIQLAR HAQQINDA

Bildiyimiz Kimi a,c verilmiş tam 
ədədlərdirsə,

3m e Z, r e V,0 <r<c=>a = mc + r 



Riyaziyyat ensiklopediyası -1 Riyaziyyat ensiklopediyası - 1

göstərilişi mümKÜndür. Yuxarıda söylədi
yimiz Kimi, r ədədinə a-nin c-yə bölünmə
sindən alınan qalıq deyilir. Aydındır kİ, к - 
cı (£=0,1,2,..., c-1) sinif olaraq, c-yə böl
mədə qalığı к -ya bərabər olan bütün tam 
ədədləri götürsəK, c ədədinə nəzərən bütün 
tam ədədlər çoxluğunu c sayda Kəsişməyən 
siniflərə bölməK olar. Bu siniflərdən hər 
birinə c moduluna nəzərən çıxıqlar deyi
lir və к = 0,1,2,...,c-1 Kimi işarə edilir.

a,b,c tam ədədlərdir, a və b ədədləri
nin c ədədinə bölünməsindən alınan qalıq
lar bərabərdirsə (başqa sözlə, a-b fərqi c 
ədədinə tam bölünürsə), deyirlər Kİ, a və 
b ədədləri c moduluna nəzərən uzlaşan
dırlar və ya tutuşdurulandırlar və bunu 
aşağıdaKi Kimi yazırlar

a = £(modc)

ax,a2,...,an',bx,b2,...,bn tam ədədlər ardı
cıllığı, c isə tam ədəddir və

ak = (mode),£ = 1,2,...,« .

Onda

+ a2+... + an = bx+b2 + ... + £>Ä(modc) 
axa2...an = bxb2...bb(modc)

Riyazi induksiyasm tətbiq edək, n = 2 
halını araşdıraq.

(«ı + a2)-(bx + b2) = (ax-Ь}) + (а2-Ь2) 
a{a2 -bxb2 = (a, - b, )a2 + (ö2 - b2)b} 

göstərilişlərinin sağ tərəfindəKİ toplanan
lardan hər biri c-yə tam bölündüyü üçün, 
bu halda verilən təKİif doğrudur.

к = n halı üçün təKİifin doğru oldu
ğunu qəbul edəK. k = n+l halı üçün isbat 
edəK.

^(D -а{+а2+... + ап,
Sn(2) = bl+b2+--- + bn>

= axa2
= b,b2 

işarələmələrini aparaq. İnduksiyanm 
fərziyyəsinə gürə

SnW =^(2)(modc) və P„(1)=P„(2)(modc).

Onda

a[+a2+... + an + a„+l = Sni + an+l, 
b\ +b2 +... + bn + bn+ı =Sn2 +bn+l, 
a^2--^na„+l =Pnlan+l, 
bıb2---bnbn+1=Pn2bn+i

bərabərlİKİərindən və n = 2 halı üçün təKİi- 
fin doğru olmasından k = n + l halı üçün də 
verilən təKİifin doğru olması almır. Teo
rem isbat edildi.

e=ö(nıod c) olarsa, istənilən natural n 
ədədi üçün a" = b"(mode) münasibəti ödəni
lir.

İsbatı oxucuya həvalə edirİK.
a və b tam ədədlərdir, a" qüvvətinin 

ö-yə bölünməsindən alınan qalıqlar müəy
yən nömrədən başlayaraq dövri təKrarlanır.

b -yə bölmədə alman qalıqlar sonlu 
sayda olduğundan elə m və к natural qüv
vətləri (k>m) var kİ, am = </(mod£) bəra
bərliyi ödənilir, t = k- m işarələməsini qə
bul edəK. £-dan böyüK hər bir n natural 
ədədini

n-m = qt + r,r <t

şəKİində göstərməK olar. GöstərəK Kİ,

a" = am+r (modb)

münasibəti doğrudur. İsbatı r qalığının 
qeyd edilmiş qiymətində q-yə nəzərən in- 
duKsiya metodu ilə aparacağıq, q = 1 halına 
baxaq:

an =am^k-m)+r =ak+r =akar =am+r(modb).

Deməli, bu halda təKİif doğrudur. Tutaq 
Kİ, verilən təKİif q = i üçün doğrudur. 
q = i + 1 halı üçün təKİifin doğruluğunu is
bat edəK. Doğrudan da,

&n _ &т+(1+\)(к-т)+г _ &т+Цк-т)+г ^k-m 

_ O^a*-(modz,) = a"+'(modZ>)

münasibətləri doğrudur. (Sonuncu Keçiddə 
q = 1 halı üçün təKİifin doğru olmasından 
istifadə edilmişdir). Bu isə tələb edilən 
faKtdır.

Misalların həllində qalıqlar cədvəli 
tərtib etməK faydalı olur.

Misal 1. 7 2000 ədədinin sonuncu rəqə
mini tapın.

Həlli. Ədədin sonuncu rəqəmi, həmin 
ədədin 10-a bölünməsindən alman qalığa 
bərabər olduğundan 7-nin qüvvətlərinin 
10-a qalıqlar cədvəlini tərtib edəK. Növbəti 
qüvvətin qiymətinə uyğun qalığı tapmaq 
üçün əvvəIkİ qalığı 7-yə (qüvvətin əsasına) 
vurub, alman hasili 10-a bölərəK, yeni qa
lığı tapmaq lazımdır:

Bu cədvəldən aşağıdaKilar aşKarlanır:

n 1 2 3 4 5
7" 7 9 3 1 7

n = 4k şəKİində ədədlər üçün 7"=l(mod 10) 
n = 4k +1 şəKİində ədədlər üçün 7”=7(mod 10) 
n = 4к + 2 şəKİində ədədlər üçün 7"=9(mod 10) 
n = 4k + 3 şəKİində ədədlər üçün 7"=3(mod 10).

Xüsusi halda, «=2000 olduqda 7 2000 =1 
(mod 10) alınır. Yəni 72000 ədədinin sonun
cu rəqəmi 1 olmalıdır.

Misal 2. 72005 +32005 cəminin 5-ə bölün
düyünü isbat edin.

Həlli. 7 -nin və 3-ün qüvvətlərinin və 
onların cəminin 5-ə qalıqlarının birgə 
cədvəlini tərtib edəK

« 1 2 3 4 5 6 7 8
3" 3 4 2 1 3 4 2 1
7” 2 4 3 1 2 4 3 1

3” +7" 0 3 0 2 0 3 0 2

Başqa sözlə,

« = 4k şəKİində ədədlər üçün 3" + 7” =2 (mod 5) 

« = 4£ + l şəKİində ədədlər üçün 3"+7”=O 
(mod 5)
« = 4£ + 2 şəKİində ədədlər üçün 3”+7"=3 
(mod 5)
« = 4£ + 3 şəKİində ədədlər üçün 3''+7"=q 
(mod 5).

Xüsusi halda, «=2005=4-501+1 qüv
vəti üçün 32005 + 72005sO(mod 5) münasibəti 
doğrudur. Yəni з2005 + 7 2005 cəmi 5-ə qalıqsız 
bölünür.

SADƏ VƏ MÜRƏKKƏB ƏDƏDLƏR

Yadımıza salaq Kİ, b ədədi a ədədinə 
bölünürsə, a -ya b -nin böləni, b -yə isə a - 
nın bölünəni deyilir. İstənilən natural ədə
din bölənlər çoxluğu sonlu, bölünənlər 
çoxluğu isə sonsuz çoxluqdur. İstənilən 
natural ədəd özünə və vahidə bölündüyün
dən bu çoxluqlar boş çoxluq deyildirlər. 
Vahiddən fərqli istənilən natural ədədin 
ən azı İkİ böləni var.

Yalnız İkİ böləni olan natural ədədə 
sadə ədəd deyilir. Başqa sözlə, yalnız va
hidə və özünə bölünən, vahiddən fərqli na
tural ədədə sadə ədəd deyilir.

2,3,5,7, 11, 13, və s. ədədləri sadə 
ədədlərdir. Sadə ədədlərin sırasını təyin 
etməK üçün natural ədədlər sırasında ardı
cıl olaraq 2-nin, sonra 3-ün, sonra 5-in və 
s. sadə ədədlərin bütün bölünənləri silinir. 
Yerdə qalan ədədlər sadə ədədlərdir. Buna 
Eratosfen qəfəsi deyilir:

2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,1 
7,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30

İstənilən natural ədədin vahiddən 
fərqli ən kİçİk böləni sadə ədəddir.

İİk olaraq qeyd edəK Kİ, istənilən ədə
din vahiddən fərqli bölənlər çoxluğu natu
ral ədədlərin aşltçoxluğu olduğundan Pea
no aKsiomuna əsasən bu çoxluğun ən kİçİk 
elementi var. Tutaq Kİ, b ədədi a ədədi
nin vahiddən fərqli bölənləri arasında ən 
Kiçiyidir. İsbat etməliyİK Kİ, b sadə ədəd
dir. ƏKSİni fərz edəK: b sadə deyil. Başqa 
sözlə, b ədədinin vahiddən və özündən 
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fərqli hansısa c böləni var. b\a və c\b ol
masından c|a münasibətini almış olarıq 
Kİ, bu da b ədədinin a ədədinin bölənləri 
arasında ən kİçİk olmasına ziddir. Deməli, 
fərziyyəmiz doğru deyil. Buna görə də b 
sadə olmalıdır.

Təbii olaraq aşağıdaKi sual ortaya çı
xır: Sadə ədədlər çoxluğu sonsuzdurmu?

EvKİid teoremi. Sadə ədədlər çoxluğu 
sonsuz çoxluqdur.

Tutaq kİ p},p2,p3,...,p„ İİk n sayda 
sadə ədəddir. İsbat edəK kİ, bu ədədlərdən 
böyÜK sadə ədəd var. Yəni

P = РуР2Рз--,Рп+^

ədədinə baxaq, p ədədi P\,P2,P3,---, Pn 
ədədlərindən heç birinə bölünmür. Doğru
dan da,

/? = l(mod/?,.),/ = 1,2,3,...,«

Burada İkİ hal ola bilər a ) ya p özü sadə 
ədəddir. Başqa sözlə, İİk n sadə ədəddən 
böyÜK sadə ədəd var, b) ya da p sadə de
yil. Onda p ədədinin ən kİçİk böləni 
Px,P2,p3,...,p„ ədədlərinin hər birindən 
fərqli olan sadə ədəd olmalıdır. Teorem is
bat edildi.

Tutaq Kİ, p sadə ədəddir və p\ab. On
da ya p\a ya da p\b.

p və n verilmiş ədədlərdir.

mn = l (mod /?)

olarsa, m ədədinə n ədədi ıin p moduluna 
nəzərən tərsi deyilir. Aydmdır kİ, 1 ədədi 
istənilən p moduluna nəzərən özünün, 
p-\ ədədi isə p moduluna nəzərən özü
nün tərsidir.

Vilson teoremi, p ədədinin sadə ədəd 
olması üçün zəruri və Kafi şərt (p-1)!+1 
ədədinin p -yə tam bölünməsindən ibarət
dir. Yəni,

p sadə ədəd <=> /?|(/?-l)!+l

ZərurilİK. Fərz edəK, a = (p -1)!+1 ədə
di p -yə tam bölünür. İsbat edəK p sadə 
ədəddir. Aydındır kİ,

a = l(modz),z = 1,2,...,/?-1.

Şərtə görə a ədədi p -yə bölünür. Deməli, 
p ədədi a ədədinin ən kİçİk bölənidir. Yu- 
xarıdaKi teoremə əsasən p sadə olmalıdır.

Kafiliyin isbatı. İsbat edəK kİ, p sadə 
ədəddirsə, /?|(/?-l)!+l. Aşağıda 6.21-6.22 
tapşırıqlarından istifadə edilir.

p = 2 halında hötem birbaşa yoxlanır. 
Fər2 edəK p>2.Onda p təK olmalıdır.

(/?-l)2 = l(mod/?)

olduğundan 2;...; /?-2 ədədlərinin hər biri 
üçün p moduluna nəzərən tərs element bu 
ədədlər arasında olmalıdır (6.22 tapşırığına 
bax). Buna görə də (/? - 2)!= l(mod/?) müna
sibəti ödənilməlidir. Bu isə

(/? -1)! = p - l(mod /?)

münasibətinin doğru olması deməKdir.

Hesabın əsas teoremi. Vahiddən fərq
li istənilən natural ədədi yeganə qayda ilə 
sadə ədədlərin (vuruqların) hasili şəKİində 
göstərməK olar.

Mütləq qiyməti sadə ədəd olan tam 
ədədi sadə tam ədəd adlandıracağıq.

Qeyd. EvKİid teoremi aşağıdaKi daha 
ümumi Dirixle teoreminin xüsusi halıdır.

Dirixle teoremi, a və b qarşılıqlı sa
də natural ədədlərdirsə,

b, a + b, a + 2b, a + 2>b,...

ədədi silsiləsinin sadə ədəd olan sonsuz 
sayda həddi var.

BƏZİ XÜSUSİ HALLARDA ƏDƏDİN 
SADƏ VƏ MÜRƏKKƏB OLMASININ 

ARAŞDIRILMASI

İfadəni (ədədi və ya hərfi) vuruqlara 
ayırmaq mümKÜndürsə, onun aldığı qiy
mətlərin sadə və ya тйгэккэЬ olmasını 
söyləməK asan olur. Bunun əsasında aşağı- 
daKi mülahizələr durur: n natural və ya 
tam ədədindən asılı olan müəyyən bir 
P(n) ifadəsi verilmişdir. Müəyyən qayda 
ilə verilən ifadəni ümumi halda

/’(«) = Q(n)H (n)

hasili şəKİində göstərməK olur. Burada 
P(n), Q(ri),H(n) tam əmsallı çoxhədlilərdir. 
/’(«) şəKİində göstərilən tam ədədin sadə 
olması üçün ya (7(zz) = ±l, ya da /7(и) = ±1 
bərabərlİKİərindən biri ödənməlidir.

Misal 1. «3 +1 şəKİində göstərilə bi
lən bütün tam sadə ədədləri tapmaq istəyi- 
TİK.

«3 +1 = (« + 1)(«2 - n +1) göstərilişindən 
aydındır kİ, ya n + l = ±l, ya da 
«2 - n + 1 = ±1 bərabərlİKİəri ödənilməlidir. 
Bu halların hər birini ayrılıqda araşdır
maq lazımdır.

1-ci hal: я +1 = -1 => « = -2 => и3 +1 = -7 
sadədir,

2-ci hal: w + l = l=>« = O=>/z3+l = l
sadə deyil,

3-cü hal: n2 -n +1 — 1 => cz)/z = 0 =>
=> «3 +1 = 1 sadə deyil, b)n = 1 => w’ + 1 = 2
sadədir.

4-cü hal: л2-и + 1 = -1=> bu тйткйп 
deyil.

Deməli, yalnız (-7) və 2 sadə ədədləri 
ır +1 şəKİində göstərilə bilərlər.

Bəzən çıxıqlar nəzəriyyəsinin ele
mentlərini tətbiq etməK olur.

Misal 2. n və zz'+l ədədlərinin eyni 
zamanda sadə olduğu bütün natural n 
ədədlərini tapın.

«3+l ifadəsi л-in təK qiymətlərində 
cüt qiymətlər alır. Cüt ədədlərdən yalnız 2 
sadə ədəddir. BeləlİKİə, sualın araşdırıl
ması aşağıdaKi hallara gətirilir: ya и =2 

olmalıdır, ya da /z ’ +1 ifadəsinin qiyməti 
2-yə bərabər olmalıdır.

1- ci hal: « = 2=>и3+1 = 9 тйгэккэЬ 
ədəddir. Buna görə də bu hal ola bilməz.

2- ci hal: n +1 = 2=>« = 1 olmalıdır. 
Bu hal da ola bilməz.

BeləlİKİə, n ədədinin heç bir natural 
qiymətində n və «’ +1 ədədləri eyni za
manda sadə ola bilməzlər.

FERMANIN KİÇİK TEOREMİ

p sadə ədəddirsə, istənilən natural n 
ədədi üçün

np = w(mod /?)

münasibəti ödənilir. Başqa sözlə np və n 
ədədlərinin p -yə bölünməsindən alınan qa
lıqlar bərabərdir.

Qeyd. İsbata başlamazdan əvvəl bir 
KÖməKçi faKtı qeyd edəK:

, p\
p sadə ədəddirsə, Cn =----------- ,£^0;‘ p kl(p-ky.

ədədi p -yə tam bölünür.
Doğrudan da, p sadə olduğundan

C =---- —---- ifadəsinin surətindəKİ p
p kl(p-k)l

ədədinin məxrəcdə heç bir böləni ola bil
məz. Digər tərəfdən məlumdur kİ,

Ck =---- —---- tam ədəddir. Buna görə də
p k\(p-k)\

Ck - ———----  ədədi n-yə tam bölünür.
p k\(p-k)\

Qeyd edəK Kİ, /?-nin sadə olmayan ha
lında bu faKt doğru deyil. Məsələn /?=4, 
k =2 halında C2 = 6 ədədi 4-ə tam bölün
mür.

Teoremin isbatını p sadə ədədinin hər 
bir qeyd edilmiş qiymətində n natural ədə
dinə nəzərən tam induKSİya metodu ilə 
aparacağıq. «=1 olduqda aydındır Kİ, 
lp = 1 = l(mod /?). n =2 halını araşdıraq:
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2P =(\ + X)p =\ + C\+... + Cpp-x + l = 2(mod/?) 
BeləlİKİə, induKsiyanm bazası tam şəKİldə 
əsaslandırılmışdır. Tutaq Kİ, verilən təKİif 
n = k ədədi üçün doğrudur, n = к +1 üçün 
isbat edəK.

(к + \y = \ + к■ C'p + k2 ■ C2 +...+
+ kp~' ■ Cp~' + kp = 1 + &p(modp).

Digər tərəfdən n = k halı üçün təKİif doğru 
olduğundan kp = &(mod/?) münasibəti ödəni
lir. Onda teoremə əsasən

l + kp = l + £(mod/?) və ya

(k + iy = 1 + &(mod p)

münasibətinin doğruluğu almır. Teorem is
bat edildi.

Məsələn, n -in istənilən natural qiymə
tində

n2 - n ədədi 3-ə, n5 - n ədədi 5-ə, У - n 
ədədi 7-yə və s.

tam bölünürlər.
Teoremi sadə ədədlərə bölmədə alman 

qalıqların tapılması üçün də tətbiq etməK 
olar.

Misal. 19671985 ədədinin 13-ə qalığını 
tapaq.

Həlli. 1985 = 152-13 + 9
və 1967 = 151-13 + 4 olduğundan

19671985 = 196715213+9 (mod 13) =
= 1967152+9 (mod 13) =
= 19671213+5(modl3) =

= 196712+5 (mod 13) = 19675(modl3) =
= 45 (mod 13) = 10(mod 13)

2-ci, 3-cü və 4-cü müqayisələrdə Fer
manın kİçİk teoremi tətbiq edilmişdir.

ORTAQ BÖLƏN. QARŞILIQLI SADƏ 
ƏDƏDLƏR. EYLER FUNKSİYASI

İkİ ədədin hər İKİsinin bölündüyü ədə
də həmin ədədlərin ortaq böləni deyilir.

Artıq məlum olan aşağıdaKi xassəni 
qeyd edəK:

Xassə. c\a,c\b olarsa, Vn,mtN natural 
ədədləri üçün c|na+/nö. Başqa sözlə, istə
nilən xətti Kombinasiyada ortaq bölənlər 
saxlanılır.

İxtiyari ədədin bölənlər çoxluğu sonlu 
çoxluq olduğundan, istənilən sayda ədədin 
ortaq bölənləri çoxluğu da sonlu çoxluqdur. 
Digər tərəfdən, istənilən ədəd vahidə bölün
düyü üçün İkİ ədədin ortaq bölənlər çox
luğu boş çoxluq deyildir. Ola bilər Kİ, İKİ 
ədədin ortaq bölənlər çoxluğu yalnız vahid
dən ibarət olsun.

İkİ ədədin ortaq bölənlər çoxluğu yal
nız vahiddən ibarətdirsə, bu ədədlərə qarşı
lıqlı sadə ədədlər deyilir. Yəni, İkİ ədədin 
hər İKİsinin bölündüyü ədəd yalnız vahid
dən ibarətdirsə, bu ədədlər qarşılıqlı sadə 
ədədlər sayılırlar. Xüsusi halda, vahid istə
nilən natural ədədlə qarşılıqlı sadə hesab 
edilir.

a və b ədədlərinin qarşılıqlı sadə ol
ması üçün zəruri və Kafi şərt onların ortaq 
sadə vuruğunun olmamasıdır.

Teoremin isbatı oxucuya həvalə olu
nur.

a və b qarşılılı sadə ədədlərdir, c 
ədədinin ab hasilinə bölünməsi üçün zəruri 
və Kafi şərt həmin ədədin həm a, həm. də b 
ədədinə bölünməsindən ibarətdir.

ZərurilİK. Yaxşı məlumdur kİ, hasil 
vuruqlardan hər birinə bölünür. Əgər c 
ədədi ab hasilinə bölünürsə, aydındır Kİ, c 
eyni zamanda həm a -ya, həm də b -yə bö
lünməlidir.

KafilİK. Fərz edəK, a və b qarşılıqlı 
sadədirlər və c ədədi həm a -ya, həm də b - 
yə bölünür. İsbat edəK, c ədədi ab hasilinə 
bölünür, c ədədi a-ya bölündüyü üçün 
onun bütün sadə vuruqlarını özündə saxla
yır. Analoji olaraq c ədədi b -nin də bütün 
sadə vuruqlarını özündə saxlamalıdır. Di
gər tərəfdən a və b ədədlərinin ortaq sadə 
vuruqları olmadığından, c ədədinin sadə 
vuruqlar çoxluğu a və b ədədlərinin sadə 
vuruqları çoxluqlarının birləşməsini özün
də saxlamalıdır. BeləlİKİə, c ədədinin sadə 
vuruqlara ayrılışında a və b ədədlərinin 
bütün sadə vuruqları iştiraK etməlidir. Bu
na görə də c ədədi ab hasilinə bölünür.

Misal. Bu xassədən istifadə edərəK mə
lum bölünmə əlamətlərindən digər ədədlər 
üçün bölünmə əlamətləri əldə etməK olar.

20-yə bölünmə əlamətini araşdıraq. 
20=4-5 və 4 ilə 5 ədədləri qarşılıqlı sadə ol
duğundan ədədin 20-yə bölünməsi üçün zə
ruri və Kafi şərt onun eyni zamanda həm 
4-ə, həm də 5-ə bölünməsindən ibarətdir. 
Başqa sözlə, onun sonuncu İkİ rəqəminin 
əmələ gətirdiyi İKİrəqəmli ədəd 4-ə bölün
məlidir və sonuncu rəqəmi 0 olmalıdır. 
Yəni, yalnız son İkİ rəqəmi 00,20,40,60,80 
olan ədədlər 20-yə bölünürlər.

Eyler funKsiyası. n ədədinin 1, 2,..., 
/7 — 1 ədədləri arasında qarşılıqlı sadə oldu
ğu ədədlərin sayını göstərən funKsiyanı 
Eyler funKsiyası adlandırırlar və (p(n) Kimi 
işarə edirlər.

Qeyd. ç?(l) = 1 və 1 vahiddən fərqli is
tənilən ədədlə qarşılıqlı sadə hesab edilir.

p sadə ədəddir, к isə natural ədəddir. 
n = pk olarsa, cp(«) = pk - pk~x.

İsbatı riyazi induKsiya metodu ilə apa
racağıq. к = 1 halında n = p sadə ədəd oldu
ğundan 1,2,..., p-\ ədədlərindən hər biri 
ilə qarşılıqlı sadədir. Başqa sözlə,

(р(У) = p-\ = px -p°.

к -1 üçün verilən təKİifin doğruluğunu qə
bul edib, к üçün təKİifin doğruluğunu is
bat edəK. Verilən ədədin n-pk ədədi ilə 
qarşılıqlı sadə olması, onun pm ədədi ilə 
(m istənilən natural ədəddir) qarşılıqlı 
sadə olmasına eKvivalentdir (İsbat et!).
1,2,...,/?*  -1 ədədlərindən n = pk ədədi ilə 
qarşılıqlı sadə olan ədədləri İKİ Kəsişməyən 
sinifə ayırmaq olar:

1) 1,2,...,/?*’’-1 ədədləri arasında 
olanlar. Onlar həm də /?**' ədədi ilə qarşı
lıqlı sadə olduğundan və induKsiyanm fər
ziyyəsinə əsasən <p(/?*_1 ) = /?*"'-/?*-2 olma
lıdır.

2) pk~',pk~' +1,.,.,pk-1 ədədləri arasın
da olanlar. Verilmiş sırada pk ədədi ilə 
qarşılıqlı sadə olmayan istənilən a ədədi

nin p -yə nisbəti üçün aşağıdaKi bərabər
sizlİK ödənilir

pk~2 <-<pk~' -1.
P

Deməli, /?* ',/?* '+1,...,/?*-1 ədədləri ara
sında p’ ədədi ilə qarşılıqlı sadə olmayan 
ədədlərin sayı /?* ' - pk~2 ədədinə bərabər
dir. Onda, /?*"',/?*_1+1,...,/?*-1 ədədləri 
arasında pk ədədi ilə qarşılıqlı sadə olan 
ədədlərin sayı

Pk ~pk~' ~(pk-'-pk-2) = pk -2pk~l +Pk-2

ədədinə bərabərdir. BeləlİKİə,

<p(pk) = pk-'-pk-2+pk-2pk-l+pk-2=pk-pk-1 

bərabərliyini almış olarıq. Teorem isbat 
edildi.

Sadə vuruqlara ayrılışı n = pk' pk22 ...pk̂  
olan n ədədi üçün

ç?(«) = «(l-—).••(!-—) = 
P} Pm

= (pk'-pk'-xy.(pky-pkm^

düsturu doğrudur.
Daxiletmə və xaricetmə prinsipini tət

biq edəK. 1,2,..., /7-1 sırasında n ilə qarşı
lıqlı sadə olmayan, sadə vuruqlardan heç 
olmasa birini, heç olmasa İKİsini, üçünü və 
s. hamısını özündə saxlayan ədədlər çoxlu
ğunun elementlərinin sayını təyin edəK. 

Yazılışı sadələşdirməK məqsədilə x,= — 
A 

işarələmələrindən istifadə edəcəyİK.
1,2,..., n-l sırasında /?, vuruğunu 

özündə saxlayan ədədlərin sayı----- 1 ədə-
P, 

dinə bərabərdir. BeləlİKİə, hansısa sadə vu- 
ruğun heç olmasa birinci qüvvətini özündə 
saxlayan və n ilə qarşılıqlı sadə olmayan 
ədədlərin sayı
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n n n .
— + — + ... +------m = n(x, +... + x„)-C
Pl P2 Pm ‘ m

ədədinə bərabərdir.
pt və pj vuruqlarını özündə saxlayan

ədədlərin sayı------- 1, bütün belə variant-
PiP.

larin sayı isə C2m olmalıdır. BeləlİKİə, İkİ 
vuruğu özündə saxlayan və n ilə qarşılıqlı 
sadə olmayan ədədlərin sayı

«(хЛ+- + ^-1хт)-С^

ədədinə bərabərdir və s. m sayda vuruğu 
özündə saxlayan ədədlərin sayı

P\Pz-Pm
uyğun variantların sayı isə C” = 1 olacaq.

BeləlİKİə, 1,2,..., n-\ sırasında n ilə 
qarşılıqlı sadə olmayan ədədlərin ümumi sayı

«(Oı +... + xm)-(x1x2 +... + x,„_1xm) + ...+
+ (-l)'”x1x2...xJ— (cl-c>... + (-ırc:) =

= «((x, + ... + Xm)-(XjX2 + ... + xm_,xm) + ...+

+ (-l)'”x1x2...xm)-l

olmalıdır. Onda verilən sırada n ilə qarşı
lıqlı sadə ədədlərin sayı üçün aşağıdaKinı 
almış olarıq:

n-l-n((x, +... + xm)-(x1x2+... + xm_1xm) + ...+
+ (- l)m x,x2.. ,xm ) +1 = n(l - Xj )(1 - x2).. .(1 - xffl )

(Sonda çoxhədlilər üçün ümumiləşmiş Vi
yet teoremindən istifadə etdİK. Oxucu bu 
faKtı birbaşa riyazi induKSİya metodu vasi
təsilə əldə edə bilər.)

\/a,b qarşılıqlı sadə natural ədədləri 
üçün

ç?(aZ>) = ç?(a)ç?(Ä)

münasibəti ödənilir.
Bu teoremdən birbaşa nəticədir.

AşağıdaKi teorem artıq məlum olan Fer
manın kİçİk teoreminin ümumiləşməsidir.

Eyler teoremi, л və n qarşılıqlı sadə 
ədədlərdirsə,

•v'p<") = l(modn)

münasibəti ödənilir.
Xüsusi halın isbatı. Fərz edəK Kİ, 

n-pk. Onda cp(w) = pk - pk~x. Verilən xü
susi hal üçün teoremin doğru olduğunu is
bat edəK. Riyazi induKSİya metodunu tət
biq edəK (Z?-ya nəzərən), к = 1 halında hÖKm 
Fermanın kİçİk teoreminə eKvivalentdir. k- 
1 halı üçün (yəni n = pk l) hÖKmün doğru ol
duğunu qəbul edəK. Başqa sözlə, qəbul 
edəK kİ,

5<Р(Л) = l(mod pk~')
və ya

31 =lpk~' +] (*)

münasibətləri ödənilir. n = pk şəKİində 
ədədlər üçün hÖKmün doğruluğunu isbat 
edəK.

ф(«) = pk -pk~l = p(pk~' -pk~2) = pıp(h)

olduğunu və (*) münasibətini nəzərə alsaq 

s,₽(”) = (lpk~' +l)p s plpk~' +l(modp*) = l(mod/?*) 

lazım olan münasibətini alarıq.
Ümumi halın isbatı, n = pk'pk22...pkm” 

şəKİində olan ədəddirsə,

«?(«) = «(1—-)...(1——) =
Px Pm

olduğundan

svW = l(modp*')
və ya

svW-\ _j = o(modp*y yj = 1Д w

münasibətlərinin doğru olduğu alınır. 
pj,j = \,2,...,m müxtəlif sadə ədədlər olduğu 
üçün, onların istənilən qüvvətləri də öz 
aralarında qarşılıqlı sadədirlər. Buna görə 
də 5*’l”)-l ədədi и = p*'p22...p*"hasilinə də 
bölünür. Başqa sözlə,

5₽<л) s l(modn)

Teorem isbat edildi.

ƏN BÖYÜK ORTAQ BÖLƏN. 
ƏN KİÇİK ORTAQ BÖLÜNƏN.

Yuxarıda söyləndiyi Kimi istənilən 
sayda ədədin ortaq bölənlər çoxluğu boş de
yil və sonlu çoxluqdur. Buna görə də istə
nilən İkİ ədədin ortaq bölənləri çoxluğunun 
ən böyüK elementi var.

Bir neçə ədədin ortaq bölənlərinin ən 
böyüyünə həmin ədədlərin ən böyüK ortaq 
böləni deyilir və Əbob(a,Z>,c,...) Kimi işarə 
edilir. Xüsusi halda, a və b ədədləri üçün 
Əbob(a,/>) = 1 olması həmin ədədlərin qarşı
lıqlı sadə olmasına eynigüclüdür.

İstənilən İkİ a,b ədədi üçün elə üçün
cü c ədədi tapmaq olar Kİ, o eyni zamanda 
həm a, həm də b -yə bölünsün. Məsələn, 
c = akb”, (k və n natural ədədlərdir) şəK
İində istənilən ədəd eyni zamanda həm a- 
ya, həm də b -yə tam bölünür, c ədədi a 
və b ədədlərinin ortaq bölünəni adlanır. 
YuxarıdaKi misaldan aydın olur Kİ, istəni
lən İkİ ədədin ortaq bölünənləri çoxluğu 
sonsuz çoxluqdur. Peano ansiomuna əsasən 
ortaq bölünənlər çoxluğunun ən kİçİk ele
menti olmalıdır.

Bir neçə ədədin ortaq bölünənləri çox
luğunun ən kİçİk elementinə həmin ədəd
lərin ən kİçİk ortaq bölünəni deyilir və 
ЭкоЬ(а,/>,с...) Kimi işarə edilir.

a) c ədədinin a və b ədədlərinin or
taq böləni olması üçün zəruri və Kafi şərt 
c-nin sadə vuruqları çoxluğunun a və b 
ədədlərinin sadə vuruqları çoxluqlarının 

Kəsişməsinin altçoxluğu olmasından ibarət
dir.

b) c ədədinin a və b ədədlərinin ortaq 
bölünəni olması üçün zəruri və Kafi şərt c- 
nin sadə vuruqları çoxluğunun a və b ədəd
lərinin sadə vuruqları çoxluqlarının birləş
məsini özündə saxlamasından ibarətdir.

Qeyd. HÖKmdə ədədin sadə vuruqları 
çoxluğunda hər bir sadə vuruq verilən ədə
din sadə vuruqlara ayrılışında iştiraK et
diyi sayda iştiraK edir.

Bildiyimiz Kimi c ədədinin a ədədinin 
böləni olması üçün zəruri və Kafi şərt c -nin 
sadə vuruqlar çoxluğunun a-nın sadə vu- 
ruqlar çoxluğunun altçoxluğu olmasından 
ibarətdir. Bu hÖKmdən a ) və b) təKİifləri- 
nin hər İKİsi nəticə Kimi alınır.

Bu hÖKmdən isə öz növbəsində aşağı
dam hÖKm nəticə Kimi almır.

Əbob(a,/>) və ЭкоЬ (a, Z>)-un tapılması 
üçün alqoritm. Hər İkİ halda

1. ədədləri sadə vuruqlara ayırıb,
2. a) Əbob(a,b)-ni tapmaq üçün ayrı- 

lışlarda ortaq sadə vuruqları seçib, onların 
hasilini tapmaq lazımdır.

b) ЭкоЬ (a, Z>)-ni tapmaq üçün ayrılış- 
larda iştiraK edən bütün vuruqların maK
simal qüvvətlərinin hasillərini tapmaq la
zımdır.

Ədədlərin ən kİçİk ortaq bölünəni di
gər ortaq bölünənlərin bölənidir. Ən böyük 
ortaq bölən digər ortaq bölənlərin bölünəni
dir.

Ortaq bölünənin sadə vuruqları hər İkİ 
ədədin sadə vuruqlarının birləşməsini özün
də saxlayır. Ən kİçİk ortaq bölünənin sadə 
vuruqları çoxluğu istənilən ortaq bölünə
nin sadə vuruqlar çoxluğunun altçoxluğu 
olmalıdır. Buna görə də istənilən ortaq bö
lünən ən kİçİk ortaq bölünənə bölünür. 
Anoloji olaraq ikinci hökm isbat edilir.

Əbob (ac, bc) = c Əbob (a, b) və
ЭкоЬ (ac, bc) = c ЭкоЬ (a, b) 
Əbob (a, b) ЭкоЬ (a, b)-ab.

Doğrudan da, əgər p sadə vuruğu a 
ədədinin sadə vuruqlara ayrılışında к dəfə, 
b ədədinin sadə vuruqlara ayrılışında m 
dəfə iştiraK edirsə, Əbob (a, b) -də min(Ä,m) 
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dəfə, ЭкоЬ (n, 6)-də isə max(k,m) dəfə işti- 
гак edir, ab hasilində p sadə vuruğunun 
iştiraKi k + m dəfə olmalıdır. Həmçinin 
Əbob (a, Z>) ЭкоЬ (a, b) hasilində də p -nin iş- 
tiraKi

min(£, m) + max(£, m) = k + m

dəfə olmalıdır. İstənilən sadə vuruq üçün 
bu doğru olduğundan hÖKmdəKİ bərabərlİK 
doğrudur.

Əbob (a, b) = 1 olarsa, ЭкоЬ (a, b) = ab. 
Başqa sözlə, İkİ qarşılıqlı sadə ədədin ən 
kİçİk ortaq bölünəni onların hasilinə bəra
bərdir.

EvKİid alqoritmi. Bildiyimiz Kimi 
xətti Kombinasiyada ortaq bölən saxlanılır. 
Fərz edəK ki a > b. a = cb + r,r < b olarsa, 
r = a-cb olduğundan r qalığı Əbob(a,b)-yə 
bölünür, b - cxr + rx, rx < r göstərilişindən 
alman 6-clr = rl bərabərliyindən aydındır 
Kİ, Г] ədədi də Əbob (a,Z?)-yə bölünməlidir. 
Bu qayda ilə davam etsəK hər dəfə alman 
qalıq Əbob (a, b) -yə bölünməlidir. LaKİn qa
lıqlar növbəti addımda əvvəİKİndən daha 
kİçİk olur. Deməli, onlar sonlu çoxluq əmə
lə gətirirlər. Buna görə də hansısa addım
da qalıq sıfıra bərabər olmalıdır. Başqa 
sözlə, elə rk var kİ, = ckrk olmalıdır. Be- 
ləlİKİə, mühaKİmələr göstərir Kİ, 
ЭЬоЬ(а,/>)|г^ və digər tərəfdən rk\a,rk\b mü
nasibətləri ödənir. Bu isə Əbob(a,Z>) = rk ol
duğunu göstərir.

PraKtİKİ olaraq alqoritm ondan ibarət
dir Kİ, böyÜK ədədi kİçİk ədədə bölür, böləni 
alınmış qalığa, Uk qalığı alınmış yeni qa
lığa və s. bölürlər. Sonda qalıqsız bölmə baş 
verir. Bu sonuncu bölən məhz ən böyÜK or
taq böləndir.

48 və 18 ədədlərinin Əbob-unu tapmaq 
istəyirİK. Öncə 48 ədədini 18-ə bölürÜK, 
qalıqda 12 almır, 18 ədədini 12-yə bölü- 
гйк, qalıqda 6 alınır, 12 ədədini 6-ya bölü- 
rÜK qalıqda 0 almır. Deməli, Əbob 
(48,18)=6 olmalıdır. SxematİK olaraq bunu 
aşağıdaKi şəKİldə verməK olar.

*48118
13612 

*181121
121 1

*121(6)
1212
0

FİBONAÇÇİ ƏDƏDLƏRİ
Tutaq Kİ, bizə

X,,X2,...X„,...
ardıcıllığı verilmişdir və onlar arasında

x„ =x„_1+xn_2, w>2 (1)
reKurent münasibəti var. Aydındır Kİ, bu 
cür təyin olunmuş ardıcıllığın elementləri
nin birqiymətli təyin olunması üçün onun 
birinci Xj, və İKİnci x, elementləri də veril
məlidir. x,və x2-ni müxtəlif seçməKİə müx
təlif ardıcıllıqlar almaq olar. Məsələn, 
x, = 1, x2 = 3, olduqda

1.3.4.7.11.18.29.. ...,
x, = 2, x2 = 5 olduqda

2.5.7.12.19.31.. 50.... 
ardıcıllıqlarını alarıq.

x, = 1, x2=l olduqda isə 
1,1,2,3,5,8,21,34,55,89,144,233,377.....

ardıcıllığı almar.
x, =1, x2 = 1, olduqda

x„ = x„ , + x„,, n > 2 n n—1 n—2 1

bərabərliyini ödəyən ədədlərə Fibonaççi 
ədədləri deyilir, ardıcıllıq isə Fibonaççi ar
dıcıllığı adlanır.

Fibonaççi ədədlərinin çox maraqlı xas
sələri var.

1°. 5„=х1+... + хя cəmini tapaq (birinci 
n-həddin cəmi)

Хл-1 = Хл+1 ~Xn 

bərabərlİKİərini toplayaq: 
5„=x,+x2+... + x„ =x„+2-x, =x„+2-l. (2)

2°. x,+x3+... + x2n_, cəmini tapaq (birin
ci n təK nömrəli hədlərin cəmi)

X| =x2
x3 = x4 — x2
Xi = X6~X4

(3)

(4)

Х2л-1 - Х2л Х2л-2

bərabərlİKİərini toplasaq
Х,+Х3+Х5+.... + Х2п_х=Хгп

3°. х2+х4+...х2я cəmini tapaq (birinci n 
cüt nömrəli hədlərin cəmi)

$2П = X1 + X2 + .... + Х2я =

= Х2я+2 — 1, X, + x3 + ... + Х2я_! = х2я 
olduğundan

x2 + x4 +... + х2я = х2я+2 -1 - х2я = х2я+1 -1 
Analoji olaraq

xı -x2 +X3 — x4 +... +х2я_, -х2я =-х2я+1 +1
(5)-ə х2я+1-/ əlavə etsəK alarıq:

X1 ~X2 +X3 “X4 +•■ “Х2л + Х2л+1 = Х2л-1 +1 = Х2л + 1(6) 
BeləliKİə,

x, -x2 + x3 -x, + ...+(-l)"x„ =(-l)"+lx„_, +1 (7) 
İndi isə

x2 + x2 + ... + X2 =x„ -x„+1 
olduğunu isbat edəK. \/k üçün

xkxM - xk-ıxk = xk (xm - xt-ı ) = xk'xk= x2k 

Onda

(5)

(8)

x2 = x,x2

x2 =x2x3 -X]X2

x2 = x3x4 - x2x3

X„ =хяхя+1 -хя_1хя 
bərabərlİKİərini toplasaq alarıq:

X1 ■*" X2 + X3 + ••• + Хл = Хл ' Хл-1 • 

Fibonaççi ədədlərinin daha bir xassə
sini qeyd edəK.

X„+m = Хл-1Хл,+ХлХл,+| (ə)

(9)-u riyazi induKSİya metodu ilə göstə
rəK.

m -1 olduqda
X„+l = Хл-1Х1 + ХлХ2 = Хл-1 •1 + Хл •1 = Хл-1 + х„ 

doğrudur.
т = 2 olduqda da bərabərlİK doğrudur:

Хл+2 Хл-1 X2 + XnX3 — Хл-1 + 2x„ —

= (Хл-1+Хл)+Хл = Хл+1+Хл-

Tutaq Kİ, bərabərlİK m = k, m = k +1 
üçün doğrudur və m = k + 2 üçün bərabər
liyi isbat edəK:

Хл+* = Хл-!Х1 + XnXk+V

xn+m =хл-1-х*+1+х„-х*-2-

Bu bərabərlİKİəri toplasaq
Хл+*+2 = Xn+k + Xn+1+1 = Xn-1 Xk+2 + XA+3

Deməli (9) düsturu doğrudur.
(9) düsturunda xüsusi halda n = m yaz

saq alarıq:
Х2л = Хл-1Хл + ХлХл+1> Х2л = Хл (Х„-1 + Хл+1)

Buradan görürÜK Kİ, х2я həddi хя-э 
bölünür. Digər tərəfdən
Х2л =Хл(*л-1 + Хл-1)=(Хл+! "Хл-1)(Хл+-1 +V1)=XL ~Хл-

Analoji olaraq п = 2т götürsəK alarıq: 
хзл=х»+1+хл3+Bi

Indi isə daha bir xassə isbat edəK: 
x^x^+^r1- (10)

n = 2 olduqda x2 = x, • x3 -1 olduğu ay
dındır. Tutaq Kİ, müəyyən к üçün 
x* = xt-ıx*+ı + (“0

Bunun hər tərəfinə xkxk+x əlavə etsəK
xı + xkxM = xk-ıxk+I + xkxk+ı + (-!)*+1> 

x* (xı + Xi+1) = xm (xı-ı + XJ + (-!)*+1-
Buradan alırıq Kİ, 

хЛ+2=хт+(-1/+1 vəVa
xm =хЛ+2+("1) •

Biz Fibonaççi ədədlərini reKurent düs
turla vermişdİK. İndi isə onların tapılma
sının başqa bir üsulunu da göstərəK.

Aydındır Kİ,
хл=хл-2+хл-1 (U)

bərabərliyin ödəyən müəyyən ardıcıllıqlar 
ola bilər. Bunlardan biri də Fibonaççi ardı
cıllığıdır.

Əgər (11) ardıcıllığını ödəyir
lərsə, onda a) {cç>„} (c=const); b){<pn+y/„} 
də (11) bərabərliyini ödəyirlər.

Doğrudan da (pn - (pn_2 + (p„_x bərabərli
yini c-yə vursaq:
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C(Pn = c((pn_2 + (p„-x) = C(p„_2 + ccpn_x;

(pn = (p„-2 + (p„_x, ı//n = ıp„_2 + yn_x olduğun
dan

+ Vn = (P„-2 + ^„_ı +1/„_2 + =
= (^-2+^-2 ) + (^-ı+l/„-ı)-

Tutaq Kİ, bizim İkİ {t>'}, |l>”} ardıcıllı
ğınız var kİ, onlar (11) münasibətlərini ödə

yirlər, —7*6?. onda istənilən V = 

ardıcıllığının elementləri (ll)-i ödəyirsə, 
F = c1^+c2F2, (c,, c2 = const) şəKİindədir. Bu
rada r2 = {u:}.

isə onda ^*-7. Doğrudan da,

o[ u'ı ı ц' + u, c' „ əgər - = 4- onda -L—7 = -|- Buradan
u2 o2 v"{+v"2 v"2

Bu prosesi davam etdirsəK alarıq kİ,

—; = —7, VheN. Bu isə —şərtinə ziddir.

İndi göstərəK Kİ, F = c,^ +c2V2, yəni elə 
Cj və c2 tapaq kİ,

CtUj + c2v” = ц, c,u2+ c2u2 = v2.
Onda aydındır kİ:

К = С1К' + с2Г
olar. Biz c, və c2 -ni belə təyin edə bilərİK.

c = c u[ü2 -u2u,

1 u'u" - ı>'ı>2 ’ 2 u'u" - u2u2

olduğundan belə ct və c2 -lər
Ц V2

var.)
BeləlİKİə biz ümumi şəKİldə məsələni 

həll etməK üçün İKİ xüsusi həlləri, mütəna
sib olmayan belə ardıcıllıqlar tapmalıyıq. 
Biz onları həndəsi silsilə əmələ gətirən ar
dıcıllıqlar içərisində axtaraq. l,q,q2.....q".... 
ardıcıllığına baxaq. Onun (ll)-in həlli ol
ması üçün qn~2 + qn~' =q".

Buradan: 1 + q = q2 və ya ,

92=^y^ beləlİKİə, Vx ={^И},К2 = {?2"}

(11)-in xüsusi həlləridir.
Aydındır Kİ, 1 + qx = q2,1 + q2 = q2 və 

9ı92=~1- BeləlİKİə, c,+c2, с^+с^2, 
ctq2+c2q2.... Kİmi ardıcıllıqların da hədləri 
(ll)-i ödəyəcəK. Xüsusi halda c,və c2-ni elə 
seçəK kİ, biz Fibonaççi ədədlərini alaq.

Bunun üçün
A ”+* ^*2 ^1

6*1^1 4- c2<72 = xı
və ya

Cl^l+C2^2=1

Burada nəzərə alsaq Kİ,
1 + 1 — Vs

9.=—,92= —
1 + V5 л/5-l 

C‘“ 2V5 ,C2_ 2V5 
alarıq. Onda

ı+Tsp+TTr1
2M 2 ,

i-VsYi-TsY"1
2M 2 ,

V

fı+VsY
l 2 J l 2 J

Bu dustura Bine düsturu deyilir.
Biz gördÜK Kİ, «у2 = <7, +1, onda

f ı+Vsl
г

4\ ~4\4\ = 9ı(9ı + 1) = 92 + 9ı =9ı +l + 9ı =2^, +1, 
9* = ЯЯ5 = 4} (2^ +1) = 2#2 + q{ = 2q} + 2 + q, = 3qt + 2.

BeləlİKİə, q* =xkql+xk_i olduğunu isbat 
edəK. Tutaq Kİ, п=к və п=к+1 üçün bəra- 
bərlİK doğrudur.

4\ = Xk+\Q\+Xk'

Aydındır Kİ,
я" +9*_1 =(xk +^+ık +k-ı +**) 

və ya ç*+2 =x*+29ı+j£,*+ı • Deməli, bərabərlİK 
bütün к üçün doğrudur.

Analoji olaraq alırıq kİ,
9z =*„92+*„-!•

xn - Fibonaççi ədədi an = -ə ən yaxın 
v5

tam ədəddir.
Aydındır Kİ,

Л9ı ~<h 4\
V5 V5

LaKİn, |ç2l<l, onda İ72|" <1 və>/5>2 ol-

I Г 1 duğundan < —. Teorem isbat olundu.
V5 2

AşağıdaKi bərabərsizlİK doğrudur:

n— n+—

Bine düsturuna görə xn = -j=(q" ~qn2) və 
v5

9]92 =-1 olduğundan, Kifayətdir göstərəK 
я_1 | 2n ı

Kİ, <7, " < q"----- və ya q} " <q2" - l. Bura

dan isə
7]2"2-1<(72и-1)л (13)

n=l olduqda
9i^9i2~1 (9i=92-1)

Tutaq Kİ, n = 2. Onda q2 <(crf -1)’ ol
duğunu göstərəK. Bu bərabərsizliyi biz <7,- 
in dərəcəsini artıqmaqla da edə bilərİK. Mə- 
limdur Kİ, q* = 3qt +2

(q? -1)2 = (3<7, +1)2 = 9^ + 671 +1 = 15<7, +10
Onda biz göstərməliyİK Kİ, 

q2 = 13q} + 8 < 15qt +10
Bu isə doğru bərabərsizlİKdir.
Tutaq Kİ, n > 2 olduqda bərabərsizliyin 

doğruluğunu qəbul etsəK n + 1 üçün 
ç|2<n+1,2_l < (crfn+2 -1)'"1 olduğunu göstərməli
yİK. Bunun üçün göstərəK Kİ, (13) bərabər
sizliyində я-i w + l-lə əvəz etsəK, sol tərəf

7/" dəfə artar, sağ tərəf isə ondan daha 
sürətlə artır. Doğrudan da

+ ?.2 91-12(»+I) ^п+2 _}_ 2„+2
4\________ 2 _ 9ı 1 9ı
„2n 1 91 2n 1
9ı “İ 9ı “İ
= 9ı 9ı 1

„2л i n 2л-19ı “İ 9ı 9ı 
olduğundan

2« i9ı “İ

Л

= ?12л+«Г92(я+,)-Сn ( 1
2 . 1> 91 + 2л-1

l 9ı 1 J l 91 J

2и-2 
äfcr+->9!’ + l 
9ı

Deməli,
(~2(„+1) ıY+1 , .” , ~‘2 >(«“-"-fr+ı)=4-*!+r! -«r-1=

I9ı "“V

4л+2 . 2л/ 2 ı\ 1 4л+2 , 2л+1 ı . 4n+2
= 4\ + 9ı (9ı 1 = 9ı +91 -1>91

BeləlİKİə,
„и-1/л

V5 "
1Л+— 

Q n Analoji olaraq göstərirİK Kİ, xn <-L^.
v5

İndi isə əmsalları Fibonaççi ədədləri 
olan çoxhədlinin xassələrini оугэпэк.

S„(x) = atx + a2x2 +... + a„xn. (an=xn) 
olsun. Burada a,,a2,...a„ Fibonaççi ədədləri
dir.

Aydındır kİ, Bine düsturuna əsasən 
5(x) = ^Ç^x + İzMx4.... + t^xn =

’ y[5 V5 V5
= -^(7,x + 7,2x2 +...+q"x")-^(q2+q2x2+...+q2x")

Burada İKİ hal maraqlıdır: q}x^lvə q2x^l,
1 1yəni, x^— və хф— ■ 

qt 92

LaKİn x*- = -q2, x^- = -q}. Bu hal- 
9ı 92

larda
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(лЛ+1 Лfl * -<№
L 9^-1 ,

_ 1 (?Г’хи+1 - qxx)(q2x -1) - (уя+'хя+1 - q2x)(qxx -1) _
75 (yx-l)(yx-l)

s’^Ti ‘Ts
^2и+1х”+1 -q2x'
< 92^-1 ,

.«+1 «+1

Analoji olaraq tapırıq kİ, x = — olduq- 
92

da
Z—"l-—

92 J 75

onda

_ 1 Гq"+'q2xn+2 -q"+xx"+} + yx q^'x"*2 -q"2+lxn+i + q 
75^ q]q2x2-(q]+q2)x + \ q}q2x2-(qt+q2)x+l

Sn
19г J

I- =İ'

Burada x = — yazsaq

alarıq kİ,

( iVh-1 1+75 2„ 1+75
— (— 1) -------q, H--------v 10 1 10 (16)

Biz Fibonaççi ədədlərini ancaq n > 1 ol
duqda təyin etmişdİK. LaKİn bu ədədləri 
n < 0 olduqda təyin edəK:

S"W=7J

х-аихя+2-аи+1хя+1
1-x-x2

LaKİn yç2=-l, qt + q2 = 1, qx-q2=s[5 ol
duğunu nəzərə alsaq

ч 1-x-x2

(14)

Burada x=l götürsəK

s,(ı)=a, + a2+...+a, = t~+~g--'
Bu düsturu biz bilirİK. x=-l olduqda 

da məlum düsturu alırıq: 
й(-1)=Ц ~<h +...+(-l)"_1y =-■ 1 a”( a'

= °„+2-1

d-ıf'

halda
-]=-^(l+l+...+l)-

\9ıJ 75

f, •гЯ-РУЧ
( l+«? ,

LaKİn

S„

= ТГ = 7s l 1+9г 1+9г)

İndi isə
tini оугэпэк.

5”(X) = ?5 ^|X + +- + ^”x”)_

— (q2x + q2x +... + q2x )

olduğundan və mötərizə içində həndəsi sil
silənin cəmləri olduğundan |yx| < l,|ç2x| < 1 
olduqda cəmləri tapa bilərİK.

LaKİn, |y>| < yolduğundan |yx| < 1 olan

da |^2x| < 1 olar. Onda |x| < — olduqda 

lim5'n(x)-i tapmaq olar.
«—>00

LaKİn biz isbat

an - xn < ~ +1. Ona görə də
75

Л9.я+0
75 ,

л->оо olduqda S„(x)-in limi-

xn-2=^-^n-ı
Burada n = 2,1,0,-1,... və s. qiymətlər 

verdİKdə 0 və mənfi tam ədədlər üçün 
x0 = 0,x_] — l,x_2 = — 1, x_3 = 2,...

və nəhayət x_n =(—l)”+lxn alarıq.

FİBONAÇÇİ ƏDƏDLƏRİNİN 
BÖLÜNMƏ XASSƏLƏRİ

1

etmişİK kİ,

limanx"+2 < lim
n—КЮ «—>CO

xn+2 _ x Jjm^xy' + limx"+2, 
y5 n-ю n-m

, 2 „ n 1-75 5-75
1 + 92 =2 + 92 =2 + —^—= ^—və

92 _l + y_3-T5_5-T5
1 + ç2 ~ 2 + q2 _5-T5 _ 10

olduğunu nəzərə alsaq alarıq kİ,
« _2^1+(_1).,?2^E1 (15)
/5 10 V ’ 42 10 , 

alarıq.
Sn -

V9ıJ

5-1

|yx| < 1 və olduğundan

liman+Ix"'' = 0. BeləlİKİə,
«->00

Ixl < — < 1. Onda
9ı

x”+1r___
1-x-x2
limu„+,+x"+')= X —

' 1-x-x

~an+V

İndi Fibonaççi ədədlərinin müəyyən bö
lünmə xassələrinə nəzər yetirəK. AşağıdaKi 
teorem doğrudur:

Əgər n ədədi m -ə bölünürsə, onda xn 
ədədi x„ ədədinə bölünür.

Tutaq Kİ n - m • k,k e Z . Tutaq Kİ, k = \. 
Onda n = m x=xvəx„ ədədi x„-ə bölünür.n m n n

Tutaq Kİ, xmk ədədi xm-ə bölünür. GöstərəK 
Kİ, xm(jt+l) də xm -ə bölünür.

Л'т(А+1) = Xmk+m = Xmk-\ ' Xm + Xmk ' Xm+\

xmk-xm+„ şərtə Sörə, xm-ə bölünür, 
^mi-ı xm də xm ə bolunur. Deməli 
ədədi x„ -ə bölünür.

BeləlİKİə, hər hansı m ədədi üçün heç 
olmasa bir xn varsa Kİ, x„ ədədi m -ə bölü
nür, onda m-ə bölünən belə ədədlər son
suz saydadır. ÇünKİ bu halda х2я,х3я,х4я... 
ədədlərinin hamısı xn-ə deməli, m-ə də bö- 
lünəcəK. ÇünKİ 2«,3«,4«,.„ ədədləri n-ə bö
lünür.

İndi isə belə bir teorem isbat edəK.

m natural ədədinin istənilən quymətlə- 
rində Fibonaççi ədədlərindən içərisindən

İİk m' -1 dənəsindən heç olmasa biri m-ə 
bölünür.

Tutaq Kİ, k ədədi k ədədinin m -ə bö
lünməsindən alınan qalıqdır. x1,x2,...,xn... 
Fibonaççi ədədlərinin m-ə bölünməsindən 
alman qalıqlardan belə cütlər düzəldəK:

< Xj,x2 >,<x2,Xj >,...,<x„,xn+1 >,... (17) 
Hesab edəcəyİK kİ, <at,bt >=<a2,b2 > yalnız 
və yalnız y = a2,b} =b2. Onda, müxtəlif cüt
lər (m-ə bölündÜKdə qalıqla alman ədəd
lərə görə) m2 sayda olacaq. Ona görə (17) 
ardıcıllığına m2 +1 hədd götürsəK onda on
lardan ən azı İkİ bərabəri olacaq. Tutaq Kİ. 
<xJtxt+1 > İİk cütlÜKdür kİ, (17) ardıcıllığın
da təKrar olunur. GöstərəK Kİ, bu < 1,1 > 
cütüdür. Doğrudan da birinci cüt 
< xkxk+\ > U' > 1) olsaydı, göstərəK Kİ, (17)-də 
elə <x,,xe+l> cütü tapmaq olar Kİ, (£>k) 
<xixm >=<xk,xk+]>.

x,_! =XM -x( və xt_, =xi+1 -xk 
Xt+l=Xk+l VƏ Xt=Xk 

olduğundan xrı və xt_, -in m -ə bölünməsin
dən alman qalıqlar bərabər olar. Yəni 
x/A = xkl. Onda < хл_!,xk >=< xe_},xt> və 
<xk_\,xk >cütü (17)-də <xi,xi+1> cütündən 
əvvəl gələrdi. Buna görə də <xk,xk+x> bu
rada İİk təKrarlanan cütlÜK olmazdı. Bu isə 
şərtimizə ziddir. Deməli к > 1 ola bilməz. 
Onda k=1.

Deməli < 1,1 > (17)-də təKrarlanan İİk 
cütlÜKdür. Tutaq Kİ, o hər hansı t-də təK- 
rarlanır (1 < t < m2 +1). Deməli:

<x,,x,+1 >=< 1,1 >
BeləlİKİə x, və x,+1-ın hər birini m-ə böl- 

dÜKdə qalıqda 1 almır.
Deməli x,+1 - x, ədədi m-ə bölünür. La

Kİn xz+1 - x, = x,_( olduğundan xM həddi m-ə 
bölünür, t < m2 +1 olduğundan teorem isbat 
olundu.

BeləlİKİə < 1,1 > cütü İİK təKrarlanan 
cütllÜK olduğundan alırıq Kİ, (17) sırasında 
x, -dən başlayaraq qalıqlar ardıcıllığı da
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təKrarlanacaq. BeləlİKİə, qalıqlar ardı
cıllığı periodİK olacaq. Məsələn, m = 4 ol
duqda qalıqlar 1,1,2,3,1,0,1,1,2,3,1,0,... olar.

Burada period 6-ya bərabərdir. Əgər n 
ədədi 6k + 1,6& + 2, və ya 6k + 5 şəKİində ol
duqda xn-i 4-ə bölündiİKdə qalıqda 1, 
n = 6k + 3 şəKİindədirsə qalıqda 2, 6Л + 4 
şəKİindədirsə qalıqda 3 alınır. Əgər ədəd 
6k şəKİindədirsə qalıq 0 olur, deməli, 0,4-ə 
tam bölünür.

Fibonaççi ədədlərinin sadə və ya тй
гэккэЬ ədəd olması da maraqlıdır. O mü- 
rəKKəbdirsə bölənləri necə ədədlərdir?

n - тйгэккэЬ ədəddir və n * 4 . Onda 
xn -mürəKKəbdir.

Tutaq Kİ, n = n, • n2, \<n}<n, l<n2 <n, 
ya >2, ya da n2 > 2 . MüəyyənlİK üçün 
fərz edəK Kİ, и, > 2, buradan alınır kİ, n 
ədədi n} -ə bölündüyündən xn -də xn -ə 
bölünür. 1 < хЯ| < xn olduğundan alırıq kİ, 
xn -тйгэккэЬ ədəddir.

Fibonaççi ədədləri ardıcıllığında İkİ 
qonşu ədəd qarşılıqlı sadədir.

Yəni xn və xn+1 İkİ qonşu ədədlərdirsə 
onların ümumi böləni d>\ yoxdur. ƏKSini 
fərz edəK. Tutaq kİ, x„ 
x„+l = d-n2, d>l. Onda xn4 = хя+1 -xn ədədi d- 
yə bölünür.

Buradan alırıq Kİ, x„,x„_1 hər İKİsi d-yə 
bölündüyündən x„_2-də d-yə bölünür. Belə- 
İİkİə bu prosesi davam etdirsəK alarıq kİ, 
x2=l-də d-yə bölünür, bu isə d>l şərtinə 
ziddir.

Fibonaççi ardıcıllığında xmvə x„-in ən 
böyÜK ortaq böləni m və n -in ən böyÜK or
taq böləninə uyğun həddir:

ƏBOB(x„ ,xm) = xƏBOB(nm) .
Tutaq Kİ, m> n. EvKİiq alqoritminə 

görə
w, = nq0 + t\ 9 0 < r} < n
n = r}qx+r2 9 0 < r2 < Г]
«1 = Z2<?2 + Г3 9 0 < r3 < r2

r/-2 ='i-A-ı+'; , o<r, <r,_,
r/-ı=W-
Deməli ƏBOB (m, n) = rt. BeləlİKİə, 

m = nq0 + r, olduğundan ƏBOB
(xm,xn)=ƏBOB (xw x„),

ƏBOB
(x„,x„) = dBOB(x^xrı +хЧ1?охГ|+|,х„).

Onda
ƏBOB(xra,x„) = ƏBOB (x„,x„). 

Analoji olaraq alırıq kİ, 
ƏBOB{xrı,xn)=ƏBOB(xr2,xrı) 
ƏBOB (хГ2,хГ])=ЭВОВ(хГ},хГ2)

ƏBOB (xrı xJ=ƏBOB(xrı,xJ 
Deməli,

ƏBOB (x„x,)=ƏBOB (x,,xj
LaKİn ədədi r,-yə bölündüyündən 

xrədədi xr -yə bölünür. Onda 
ƏBOB (xf, xr ) = xr . LaKİn rt = ƏBOB (m, n) 
olduğundan

ƏBOB (x,. , ХГ/) = X əBOB(m.n)

deməli,
ƏBOB (xm, X„ ) = X ƏBOB(m;n)

Teorem isbat olundu. Bu teoremdən alırıq 
Kİ, əgər xn ədədi xm-ə bölünürsə onda m 
ədədi də n-ə bölünür. Doğrudan da x„ ədədi 
xm-ə bölünərsə ƏBOB(x,x)=x. Onda 
ƏBOB[xn,x^=xƏBOB(m;ny Yəni xm=x ƏB0B(m;n), 

yəni m=ƏBOB Bu isə o deməKdir kİ,
n ədədi m-ə bölünür.

BeləlİKİə, biz alırıq kİ,
xn - in xm -ə bölünməsi üçün zəruri və 

Kafi şərt n-in m-ə bölünməsidir.
Bu teoremdən istifadə edərəK bir neçə 

bölünmə əlaməti tapaq:
1. Fibonaççi ədədinin cüt olması üçün 

zəruri və Kafi şərt onun nömrəsinin 
3-ə bölünməsidir:

хя = 2£ <=> и = 3m
Doğrudan da x„-in 2=x3-ə bölünməsi 
üçün zəruri və Kafi şərt n-in 3-ə bö
lünməsidir: n = 3m.

2. Fibonaççi ədədinin 3-ə bölünməsi 
üçün zəruri və Kafi şərt onun nöm
rəsinin 4-ə bölünməsidir:

xn = 3k <=> n = 4n?
Doğrudan da x„=3, x„-in x4-ə, yəni 
3-ə bölünməsi üçün zəruri və Kafi 
şərt n=4m olmasıdır.

3. Fibonaççi ədədinin 4-ə bölünməsi
üçün zəruri və Kafi şərt onun nöm
rəsinin 6-ya bölünməsidir:

xn = 4ä <=> n = 6/и
Doğrudan da x6 - 8 ədədi 4-ə bölü
nür. x„-in 8-ə bölünməsi ümün 
п=6к olmalıdır.

4. Fibonaççi ədədinin 5-ə bölünməsi 
üçün zəruri və Kafi şərt onun nöm
rəsinin 5-ə bölünməsidir.
Doğrudan da x5 = 5. xn=5k <^> n = 5m.

5. Fibonaççi ədədinin 7-yə bölünməsi 
üçün zəruri və Kafi şərt onun nöm
rəsinin 8-ə bölünməsidir.

6. Fibonaççi ədədinin 16-ya bölünməsi 
üçün zəruri və Kafi şərt onun nöm
rəsinin 12-yə bölünməsidir. 
Fibonaççi ədədlərinin bəzi xassələ
rini göstərməK üçün müəyyən anla
yışlar verəK.

Əgər a-b fərqi m-ə bölünürsə onda a 
və b ədədləri m moduluna görə tutuşduru
lan (uzlaşan) adlanırlar və belə yazılır: 

a = b (modm).
Əgər a ədədi b -yə tam bölünürsə 

a = 0 (modm) yazılır.
Biz qısa da olsa bəzi faKtları verəK.

at - bt(modm),
a2 = b2 (modm),

an = bn(modm)
isə

a} + a2 + ... + am =bx+b2 +... +bn(modm) 
Doğrudan da

a} -b{,a2 -b2,....a„ -bn 
ədədlərinin hər birinə m-ə bölünürsə onda 
(a, -ft,)+(a2-b2) + ... + (an-b„) = (a, + a2 + ... + a4 
-(/>, +b2 + ... + b„)

ədədi də m-ə bölünür. Deməli, 
a, +U, +...+Ц, =l\ +...+bn(modm).

Misal. BilirİK Kİ,
, = p(p - 1)...( p - k + \)
' l-2...k

Əgər p sadə k*ü,k*p isə onda 
C* =o(mod p). Doğrudan da C*-binomial 
əmsal olduğundan tam ədəddir, yəni surəti 
məxrəcə bölünəndir. LaKİn 1,2,..., k<p 
ona görə 1.2...k=k! ədədi p-yə bölünmür. 
Deməli p ilə k\ qarşılıqlı sadədir. Digər tə
rəfdən

p(p - l)...(p - k +1) = p • ((p -1)...(/2 - k +1)).
p ilə k\ qaşılıqlı sadə olduğundan 

(p— \)...(p — k+ \) hasili k\-a bölünməlidir. 
Tutaq Kİ, (p-l)...(p-Ä + l) -t- k\ onda 
C* = tp. Deməli, C* =0 (mod p). Bunu belə 
də yazmaq olar

(0 < k < p -1) C*+1 = o(mod p).
Onda Ckp + C*+1 = ü(modp). Deməli, 
=0(modp).

Lemma. Tutaq Kİ,
a, =6, (mod/и),a, -b2(mo<3m),...pn =ğ,(modn). 

Onda а}а2...ап - b} • b2...bn(modm).
n = 1 olduqda lemmanm hÖKmü aydın

dır. Tutaq Kİ, müəyyən n üçün bu bərabər- 
İİk ödənir, onu n+1 üçün də isbat edəK. 
(ал+| =Z>„+I(modw) )• Deməli,

<X\<x2...an -b^b2...bn və un+1 — bn+y 
ədədlərinin hər biri m-ə bölünür. Onda

a^a2...an = b}b2...bn + m ■ k,k e Z 
an+, = bn+l+m-s,seZ

Buradan alırıq Kİ, 
a|(22...an ■ ая+1 = b}b2..b„b„+l + m(b}b2..J)„s + bn+lk + msk)

Onda
а}а2...ап+1=Ь}Ь2...Ьп+1(тоАт).

Lemma. ac=bc(modm) və ƏBOB(c,m)=l, on
da a = Z>(mod m).
ı_ Doğrudan da <2c = Z?c(modw) isə 
ac -bc ədədi m-ə bölünür. LaKİn 
ac -bc = (a - b)c və ƏBOB(c,m) = \ olduğun-
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dan a-b fərqi m-ə bölünür. Deməli, 
u = Z?(modm).

Çox vacib olan bir teoremi isbat edəK.
Fermanın kİçİk teoremi. /?-sadə ədəd, a 

ədədi isə /?-yə bölünmürsə
ap~' = l(mod p).

a,2a,...,(/?-l)a ədədlərinə baxaq. Bu 
ədədlərin istənilən İKİsi p ilə tutuşdurulan 
deyil. Doğrudan da b = /a(mod/?) olarsa, 
ƏBOB(a,/?)=l olduğundan k = /(modp). k-l 
ədədi p-yə bölünər, Q<k,l < p,k*l oldu
ğundan bu ola bilməz.

a,2a...,(p -l)a ədədlərinin heç biri də p- 
yə bölünmür. BeləlİKİə, bu ədədlərdən hər 
biri p-yə bölündÜKdə qalıqda müxtəlif 
ədədlər verir. Onları fl,r2,...,rp_} adlandıraq. 
LaKİn bu ədədlərin sayı (/?-l)-dir, ancaq 
p-yə bölünmədə sıfırdan fərqli qalıqların 
sayı da (p -1) -dir və onlar hamısı fərqlidir. 
BeləlİKİə, r},r2,...,rp_} qalıqlarının hər birin
dən l,2,...,/?-l ədədləri bir dəfə iştiraK 
edir. Onda
a = /] (mod/?), 2a = r2 (mod/?),...,(/?- l)a = (mod/?)
Buradan

1,2...(/?  - 1)арЧ = ^...r^/mod /?) 
laKİn çoxluğu {1,2,...,/?-1} ilə eyni
olduğundan biz alırıq kİ, rk =t,t 6{1,2,...,/?-1}» 
onda l-2...(p-l)ap =l-2...(/?-l)(mod/?).

Nəzərə alsaq Kİ,
ƏBOB(l-2-...(/?-l),/?) = l 

alarıq kİ, ap = (p- l)(mod /?).
Teorem isbat olundu.
Bu teoremi tətbiq edəK.Fibonaççi ədəd

lərinin müəyyən xassələrini оугэпэк.
Fibonaççi ədədinin nömrəsi təKdirsə, 

onda onun bütün təK bölənləri 4t+l şəKİin- 
dədir.

Biz Fibonaççi ədədləri üçün n 
duqda (10)-a əsasən

X„2 = x„_1xn+1 +1 
düsturunu göstərmişdİK. Buradan

VÄ+ı - x2 = хл(хл_, + x„) - x2 =
= <ı+V„_,-x2=-l 

alarıq.

təK ol-

(18)

(19)

Tutaq kİ, p-sadədir və xn-in böləni
dir, p Ф 2. Onda alırıq kİ, (19-a bax) 
x2_, +1 = x2 - x„_,x„ ədədi də xn -ə bölünür, 
deməli, p-yə də bölünür. Buradan 

x2_ı =-l(mod/?).

Bunu (bu tam ədəddir) dərəcədən

qüvvət yÜKSəltsəK
fe-ı)^ = C-ı’ = (“D 2 mod(/?).

ЭВОВ(хл_|,х„) = 1, onda хл_, ədədi p-yə bö
lünmür. Fermanın kİçİk teoreminə görə

Cı‘ = l(mod/?)
Buradan alırıq kİ, 

p-ı
(-1) 2 = l(mod/?)

p-ı
Yəni, (-1) 2 =1.

BeləlİKİə ——cüt ədəddir. Buradan alı- 
2

rıq Kİ, p = 4t +1. Teorem isbat olundu.
Fibonaççi ədədlərinin bölünmə əlamət

lərinin əsas xassəsini verməK üçün aşağı
dam lemmanı verəK.

Lemma. p-5t± 2 şəKİində sadə ədəddir- 
sə, 5(p-'>/2_i ədədi /?-yə bölünür. p = 5t±2 
şəKİində sadə ədəddirsə 5(p“1)/2+l ədədi p-yə 
bölünür.

p = 5/ ± 1 sadə ədəddirsə, xp_, həddi p-yə 
bölünür, /? = 5/±2 sadə ədəddirsə xp+1 həd
di p-yə bölünür.

Tutaq kİ, p - 5/ ± 1 sadə ədəddir. Onda
Bine düsturuna görə

1 1
V5 ' 2"-1

x (1+c;_, Js+(^5 )* +...+c;;;(V5 f' -1+c;., -

Buradan
=i| d-.+ci. '5+■ 32+...+c;:,1 ■ 5^

2 \ 7

LaKİn biz göstərmişİK Kİ, p sadə olduq
da 0 < k < p isə Cp = 0(mod /?). Buradan 
Cp-! + Cp-i s°(rnod/’) və Уа 
C‘:; = -C*_,(mod/?).

Deməli,
^-с;>с2ч =-с^ s...sc;_-,1(mod/?) 

LaKİn C°_, -1 olduğundan alırıq Kİ, 
С'р_},Ср_},...,Ср^ əmsalları -1 ilə p modu
luna görə tutuşdurulandır. Onda

2₽_1x/,_1 s -2(1 + 5 + ... + 5 ? 3)(mod/?)

və ya
p-ı

5 2 -1 xp_, =----- -—mod(/?)
p-ı 

Bundan əwəİKİ lemmaya əsasən 5 2 -1 
ədədi p-yə bölünür. LaKİn ƏBOB (p,2) = 1 ol
duğundan

p-ı
5 2 -1

2
ədədi də p-yə bölünür. BeləlİKİə хр_, həddi 
p-yə bölünür.

İndi isə p-5t±2 halına baxaq.
Analoji olaraq alırıq Kİ,
= ^7 (C;., + Cj., 5 + 5 +... + C;*'5^ )(mod p)

P-1

Burada C^+1,C£+1-dən başqa hər bir 
hədd p-yə bölünür.

LaKİn C^+1 = Cp+l ədədlər p-yə böldÜKdə 
qalıqda 1 alınır. Ona görə də

1 ( '
= — 1 + 5 2 (mod /?)

21 >

1
Xn.. - p+\ 2

Lemmanı tətbiq etsəK alarıq Kİ, xp+1
həddi p-yə bölünür.

Teorem isbat olundu.
İndi isə Fibonaççi ədədlərinin bölünmə

sini araşdıraq.
x^-ı-x”.! həddi x2-a bölünür.
m = 1 olduqda

■*тл-1 -^n-1 ^p-l^Tı-l — ə

ədədi x,2 -a bölünür və göstərəK Kİ, 
x,„ 1 - x"', həddi x2 -a bölünürsəmn-1 n—1 n

•^(m+lja-l — ^n-l = (Xmn-lXn-l + XmnXn ) — Xn-l 

ədədi x2 -a bölünür. İnduKsiyaya görə
= xn-,(modx2)

onda
JC(m+D»-ı -<-ı‘ =<Vı +Vn -<-+ı’(modx2) . 

LaKİn xmn həddi xm-ə bölündüyündən 
W,s°(modjÖ

Onda
*(mu>-ı-C?=°(mod*«)

Teorem isbat olundu.
xm„ ~ x^\ + x? 1 ədədi x3 -a bölünür.WZ7 И + 1 П-l П

İsbatı induKsiya metodu ilə aparaq. 
m = 1 olduqda

Xm„ ~ Xn+l + C-l = Xn~ Xn+l + *„-l = 0 •

Tutaq Kİ, хтл-x"+1+x”_! ədədi x3-a bölü
nür.

İsbat edəK Kİ, x(m+1)„-x”+7 + хл_7 ədədi də 
x3 -a bölünür. Aydındır Kİ, 
х(и+1)я - c?+c.1=хтп-л+х.л+1 - c?+с?1-

LaKİn İnduKsiyaya görə 
^™ = Cı-C-ı(modxn)-

Onda
^(m+l)n -Cl' +Cl' +^(C1 -O-
-C+C-Vimodx3)

və ya 

'mn

Y _  y-m + l 1 ym+l = y Y —
Х(т+Г)п Xn+1 An-1 — лтп-1лп

-x”-ı(x„+ı -x„_ı)(modx3n).
Buradan

*(„+I)„ "Cı* + C-1' ^nU™-ı -<ı) (modC 
LaKİn əwəİKİ teoremə əsasən хЛ1Л_1 - x''«-1

ədədi x2-a bölünür. Onda х„(хЛ1Л_1-x™+1) 
ədədi də x3 -a bölünür. Nəticədə

^+1)n-C+'+C-ı1=0(mod^)-

Teorem isbat olundu.
İndi isə Fibonaççi ədədlərinin sadə bö

lənlərinin bir xassəsini isbat edəK.
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Tutaq kİ, q ədədi xn həddinin sadə bölə
nidir və q*p,p- sadə ədəddir. Onda

x
1. — ədədi g-yə bölünmür;

Xn

2. Əgər p sadə ədədi x„-in təK böləni-
x

dirsə, onda —— ədədi p-yə bölünür, 
Xn

laKİn p* 1 2-a bölünmür;

A Q B

ŞdKil 1.

Parçanın böyÜK hissəsini x ilə işarə et- 
sək, onda kİçİk hissə (1-x) olar. Şərtə 
görə

1 _ x
x 1-x

Buradan
x2 + x -1 = 0

Buradan alırıq Kİ, x>0 olduqda,
-1 + 75x =--------- .

2
Onda

1 _ 2 _ 2(75+1) = 1 + 75 =
x -1 + 75 (_1 + а/5)(-1 + 75) 2

AB parçasının belə bölünməsinə onun 
qızlı bölünməsi və ya qızıl Kəsilməsi deyi
lir.
C2

I------------------1-------------------------------------- 1
A B

ŞdKil 2.
Əgər biz

x2 + x -1 = 0
tənliyinin mənfi кокйпй götürsəK, yəni

x, = —----- — götürsəK onda parçanı bölən
2

nöqtə C2 parçadan Kənarda olacaq (buna xa
rici bölmə deyilir).

C2B AB _
~AB ~ C2A ~ q'

alarıq (şəkİI 2).

3. Əgər xn həddi 4-ə bölünürsə, onda

— həddi 2-yə bölünür, ancaq 4-ə 
Xn

bölünmür;
4. Əgər xn həddi 2-yə bölünürsə, laKİn

4-ə bölünmürsə, onda —ədədi 4-ə
Xn

bölünür, laKİn 8-ə bölünmür.
1. Bundan əvvəl isbat etdiyimiz teo

remdə m = p götürsəK, alarıq kİ, 
xnp ~ xn+ı + xn-\ ədədi x3n -a bölünür.

LaKİn xnp həddi xn-ə bölünür (np ədədi 
n-ə bölündüyü üçün). Digər tərəfdən 
xpn+l - xp_} = (xn+1 - x„_, Xx;-1 + x^x^ +... +xpn:})= 
= x„ «■' + Cı2 • Vı +•••+ <’ı' •

Onda

—-(x'7 +x„712xn_1 +... + ХГ/) (21) 
x„

ədədi x2 -a bölünür.
Buradan alırıq kİ, (21) fərqi x„-ə bölü

nür. Yəni

— = xp;'+xp^2xn_}+... + x^ (modx„) .(22) 
x„
LaKİn x„+l =xn_](modxn) olduğundan 

(22)-dən alırıq Kİ,

—+...+x:+-1ı(modx„)
Xn

Bərabərliyin sağ tərəfində p hədd oldu
ğundan

^Spx^(modx„)
x„

BeləlİKİə, —və xn hədlərinin hər han- 
x„

sı bir ortaq böləni p ədədinə bölünməlidir 
və tərsinə. Deməli,

ƏBOB
\

7
= ƏBOB(p,xn)

Əgər g-sadədirsə və q p , q ədədi x„-in 
bölənidirsə onda ƏBOB(p,xn) = 1, və ya 
ƏBOB (p,xn) = p olduğundan 1 və p g-yə

bölünmür. BeləlİKİə, ƏBOB
x

ya 1,
/

ya da p olduğundan g-yə bölünmür. LaKİn 

x„ həddi ç-yə bölündüyündən alırıq kİ, —— 
x„ 

həddi g-yə bölünməz.
2. Əgər p ədədi xn həddinin bölənidirsə, 

onda (21) fərqinin x2-a bölünməsindən alı
nır Kİ,

— = <ı' + x„C2 • xn_. +... + x£ (mod p2) 
x„

xn+1 və xn-i р2-аЬ01эк:
x„+1 sfiP + rXmodp2), x„+1 = r2p + r"(modp2)

Burada 0 < r1,r2,r',r"<p, çünKİ 
xn+ı-x„_!=xn oduğundan o p-yə bölünür, 
onda r',r’ bərabər olmalıdır. Bu halda 
r' = r" = r olar. LaKİn г * 0, çünKİ nə хпЛ nə 
də x„+ı p-yə bölünmür. BeləlİKİə,

—=(w+rY~' +(rıP+rY" (w+>•)+...+
+ (rp + r)"’Ä -(r2p + r)*4 + ...+(r2p + ry*'(modp2)

Sağ tərəfi sadələşdirəK və p2 bölünən 
hədləri ataq, к-cı hədd (r}p + r)p~k (r2p + r)k ' - 
dan aşağıdaKinı alarıq:

С'Р-ЛРгР~к-'гк-' +rp~kC}k_lr2prk-2 + rp-k-Л1
və ya

(p-£)pr1r/’~2 + (k-\)pr2rp~2 + rp~\
Onda

x p(p-l) p_2
— = —-—P^p x„ 2 2 (23)
+ prp '(modp2).

Buradan p + 2 olduqda —nin tam ol

duğunu nəzərə alsaq (23) bərabərliyində 
sağ tərəfdə duran İİk İkİ hədd p2 - a bölü

nər və nəticədə də —= prp_l(modp2) ala- 
Xn

rıq. Ferma teoreminə görə rp~'-1 ədədi p- 
yə bölünür. Onda prp'‘ - p ədədi p2-a bölü
nür.

BeləlİKİə alırıq kİ, —— = p (modp2). 
Xn

Yəni —— ədədini p2-a böldÜKdə qalıqda p 
Xn

ədədi alınır. Deməli, —— ədədi p-yə bölü- 
x„

nür, amma p2-a bölünmür.
3. p=2 olduqda isə

— = 2(q + r2 + r)(mod 4).
x„

xn həddi 4-ə bölünərsə periodİK olaraq 
qalıqların 1,1,2,3,1,0 olduğunu nəzərə al
saq, görərİK Kİ, хя_] və xn+1 4-ə bölündÜK- 
də qalıqda 1 alınır. Bu halda r, = r2 =0,r = l 
olur və

^- = 2mod(4)
Xn

4. Tutaq Kİ, x„ həddi 4-ə bölünmür. On
da 1,1,2,3,1,0 qalıqlar sırası göstərir kİ, 
r, - l,r2 = 0,r = 1. Onda ^- = 0(mod4).

x„

GöstərəK Kİ, — ədədi 8-ə bölünmür. 
x„

Doğrudan da — ədədi 8-ə bölünərsə onda 
Xn

x2n həddi 16-ya bölünərdi. Onda 2n ədədi 
12-yə bölünməlidir, yəni n ədədi 6-nın bö
ləni olmalı idi. Onda x„ ədədi x6-ya bölün
məli idi. Buradan alırıq Kİ, x„ ədədi 8-ə 
bölünməlidir. Bu isə şərtə ziddir, çünKİ x„ 
8-ə bölünərsə 4-də bölünür. Teorem isbat 
olundu.

FİBONAÇÇİ ƏDƏDLƏRİ HƏNDƏSƏDƏ
Fibonaççi ədədlərinə həndəsədə də rast 

gəlməK olur. Müstəvi üzərində AB parçası 
götürəK və hesab edəK Kİ, |AB\ = 1, yəni 
AB -nin uzunluğu 1-dir. Bu parçanı elə İkİ 
hissəyə ayıraq Kİ, onun böyÜK hissəsi veril
miş parça ilə kİçİk hissə arasında orta mü
nasibətdə olsun (şəkİI 1).



Riyaziyyat ensiklopediyası -1
Riyaziyyat ensiklopediyası - 1

1°. Biz indi verilmiş parçanı hansı qay
da ilə qızıl Kəsiyə ayırmağı göstərəK. Tutaq 
Kİ, |Л5|=1 (şəkİİ 3) .

A nöqtəsindən AE perpendİKUİyarı qal
dıraq və \AE\ = ± ayıraq (Parçanı İkİ bəra

bər hissəyə bölməK mümKÜndür, ona görə 
də |j£’| = — olan parçanı qurmaq olar).

Onda Pifaqor teoreminə görə

İndi isə £-ni тэгкэг qəbul edib 

EA radiuslu ( — radiuslu) çevrə çəksək və 

onun EB -ilə Kəsişməsini D işarə etsəK onda

və 

1 2 2 2

alarıq.
Bundan sonra mərKəzi B nöqtəsində 

olan radiusu BD-yə bərabər çevrə çəksək və 
onun AB ilə Kəsişməsini C\ ilə işarə etsəK 
onda AS-ni qızıl nisbətdə bölən C\ nöqtə
sini taparıq.

Biz C2-ni tapmaq üçün isə, AC2 = BC{ 
bərabərliyindən istifadə edərəK tapa bilə
rİK.

2°. Diametri ACX olan (şəkİİ 4) yarım
dairənin daxilinə çəKİlmş CDEB Kvadratın 
C nöqtəsi AB-ni qızıl nisbətdə bölür. Do
ğrudan da Z.AECX - 90° olduğundan

|5E|2=|jb|-|bc,|
LaKİn BC = BE olduğundan 

|äc|2 = |Л5|-|5С1|.
Onda

|вс|2 = |лв||лв-вс|
Buradan

AB bc|
BC \ab-bc\

3°. Düzgün 10 bucaqlının qurulmasına 
baxaq.

BilirİK Kİ,
a.0-2R sin -60 = 2R sin 18°

° 2-10
Deməli, sinl80-ni hesablamaq lazımdır. 
BilirİK Kİ,

sin 36° = 2 sin 18° cos 18°,
cos 36° = cos218° - sin218° = 1 - 2 sin218°.

LaKİn
sin 72° = 2sin369 -cos369 =
= 4sinl80-cosl80(l-2sin2180)’ 

Onda
cos 18° = 4 sin 18° cos 18° (1 - 2 sin218).

I = sinl8°(l-2sin2182)
sin 18°=x qəbul etsəK.

l = 4x(l-2x2)

və ya
8x3-4x+1 = 0.

Buradan 
8x3-l-4x-2 = 0, 
(2x -1) (4x2 + 2x +1)- 2(2x -1) = 0, 

(2x-
Onda 

l)(4x2 + 2x-2)= 0.

2x-l = 0,
1x, = —
2

4x2 + 2x-1 = 0və 
alarıq.

Axırıncı tənlİKdən isə 
-1 + 75 -1-75

x, =--------- , x, =---------
2 2 3 2 

alarıq.
sin 18°*-^, sin!80 >0 olduğundan

■ 1Я0 1
sın 18 =-------=---- .

4 2q{
Buradan cos360-ni də tapa bilərİK 

cos36° = 1 - 2sin218° = 1 - 2 ~ = ^-2-*-=
4<72 2<?2

= 2 + 2^-1 = 2g, +1 qx
2q2x 2qx 2qx 2

BeləlİKİə
,„75-1 n 75-1

aın = 2R------- = R--------- .
'° 4 2

BeləlİKİə al0 R radiusunun qızıl kəsİ- 
yindəKİ böyüK hissədir:

Göründüyü Kimi,
_ „ л/5-1 _ R

a\o ~ R , -2 qx
Bildiyimiz Kimi qx ədədi isə Fibonaççi 

ədədlərində mühüm rol oynayır.
4°. İndi isə düzgün beşbucaqlını öyrə- 

пэк. Onun dioqonalları beşbucaqlı ulduza- 
bənzər fiqur əmələ gətirir (şəkİİ 6).

Burada
AAED = Z.EDK = ÄDKG = Z.KGA = Z.GAE = 108°,

Z.EAB = ÄEDC = 36°,
Z4DF = 108°-72° =36°,

AAFD = 180° - 2 • 36° = 180 - 72° = 108°.

= — = 9,

AF = AC olduğundan,

nöqtəsi AD - ni qızıl kəsİk

Onda üçbucaq AFS-dən sinuslar teore
minə görə

AD sin 108° sin 72° „---- =--------T- =------ T- = 2cos36 =
AF sın 36° sın 36°

2 1 + 75 _1 + V5 __
4

LaKİn
AD AD _
AF~ AC~4x'

Deməli C 
nisbətində bölür. Digər tərəfdən qızıl Kəsi
yin xassəsinə əsasən

AC
— •CD

AB = CD olduğundan alırıq Kİ,
AC AB _ 
AB ~ BC~qı’

BeləlİKİə, BC, AB,AC,AD parçalarından 
hər biri özündən əvvəİKİndən qx dəfə bö- 
yÜKdür. Yenə də A4BD-dən alırıq Kİ, 
AD sin 108° sin 108° _ sin 108°
~ÄE~ . (180°-108°) ~ sin(90°-56°) ~ sin36° 

sın---------------
2

= ^ = 2cos36"=1±75
sin 36° 2 = ?ı-

5°. Tutaq kİ, bizə tərəfləri a,b olan 
düzbucaqlı verilmişdir, (a > b). Bu düzbu- 
caqlının daxilinə ardıcıl olaraq ən böyüK 
sahəli Kvadratlar çəkək. Məsələn, birinci 
addımda Kvadratların tərəfi b olsun. Sonra 
isə qalan hissədə (düzbucaqlıda) sahəsi ən 
böyüK Kvadratları çəkək. Onun tərəfi bx ol
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sun. Onda rx<b. Yeni düzbucaqlı alındıqda 
bu prosesi davam etdirəK.

Bu o deməKdir kİ, bu prosesin özü a 
və b tam ədədlər olduqda EvKİid alqorit- 
minə uyğun bir prosesin aparılmasıdır, 
yəni

a = bq0 + r, ,0 < r; <
Sonra isə ö-ni Г] -ə bölürÜK: 

b = rlql+r2 (O^crJ
Sonra isə

П=92г2+гз (0<r3<r2)
və s. beləlİKİə,

a = bq0 + rl,
Ь = га+г2,
rı=r2<İ2+r^

Гп-Х=Гп-^п+\+^

Гп-1=Гп<1„-

BeləlİKİə EvKİid alqoritminin tətbiqi ən 
böyÜK ortaq bölənin tapılmasına gətirir.

Əgər biz düzbucaqlını ardıcıl olaraq elə 
Kvadratlara ayırsaq Kİ, onların ardıcıl ola
raq tərəflərini Fibonaççi ədədləri Kİmi olsa, 
onda alman Kvadratların sahəsi (şəkİİ 8) 

5, — x,

S2 = x2

= x3

ŞəkİI 8.

. 1

* 1

olacaq. Onda bütün Kvadratların sahəsi
Sk = sı + S2 + ... + Sn=xx +x2 +... + X4

LaKİn düzbucaqlımn sahəsi xnxn+l oldu
ğundan

x^+x2 +... + x42 = x„x„+1 
alırıq. Bunu biz cəbri yolla isbat etmişdİK. 
Bu isə bu düsturun həndəsi isbatıdır.

6°. Biz indi fərz edəK kİ, verilən düzbu
caqlı elədir Kİ.

a 1 + 75 
~b~ 2 ~91

Belə düzbucaqlıları qızıl nisbətli düzbu
caqlılar adlandıraq. Qızıl nisbətli düzbucaq- 
lmın daxilinə tərəfi ən böyÜK olan Kvadrat 
çəkək. Bu zaman yeni bir düzbucaqlı alaca
ğıq. GöstərəK Kİ. alman düzbucaqlı da qızıl 
nisbətli düzbucaqlıdır (şəkİİ 9).

Tutaq Kİ,

AB = a,
BD = b.
a_AB__ л/5-l

A E B

/
II

ın

ŞdKİl 9.

AEFD Kvadrat olduğundan
AD = DF = EF = AE = a.

Onda
ЕВ - AB - AE = b-a

olar. Buradan

-1 = 1 = ^---- 1
9,-1

LaKİn qx = qx +1 olduğundan
9ı = 9, -9. = 92 = = 2

q (q.-Dq, q?-q, 1
alırıq kİ,

2,— Я \ 1 • EB 1
Digər tərəfdən

9,2 -l = 9ı-

BeləlİKİə alırıq Kİ, ----= qx.
EB

BeləlİKİə, bu prosesi davam etdirsəK biz 
yenidən qızıl kəsİkİİ düzbucaqlılar alacağıq.

7°. Biz göstərəK Kİ, düzbucaqlı üçün et
diyimiz prosesi qızıl kəsİkİİ üçbucaq üçün 
də edə bilərİK.

Biz bucaqları 36°, 72° və 72° olan itibu- 
caqlı bərabəryanlı üçbucağı və ya bucaqları 
36°, 36°, və 1080 olan Korbucaqlı üçbucağı 
qızıl kəsİkİİ üçbucaq adlandıracağıq.

Burada böyÜK üçbucağın tərəfinin Kİ- 
çİk üçbucağın tərəfinə nisbəti

<7ı +1 _ 42 _
— — </l

9ı 91

olar. Bu kİçİk üçbucağı ayırdıqdan sonra 
qalan hissədən trapesiyada yenidən bəra- 
bərtərəfli üçbucaq ayırsaq yenə İKİ üçbucaq 
alırıq Kİ, orada da böyÜK tərəfin kİçİk tə
rəfə nisbəti

qx :l = <7,-dır.
Digər üçbucaqda isə böyÜK tərəfin Kİ- 

çİk tərəfə nisbəti
9ı :((l + 9ı)-9.) = 9ı -dır

Bu prosessi davam etdirsəK, biz yenə 
də üçbucaqları söylədiyimiz qaydada ayır
saq qızıl nisbətli üçbucaqlar alacağıq.

FİBONAÇÇİ ƏDƏDLƏRİ VƏ 
KƏSİLMƏZ KƏSRLƏR

Fibonaççi ədədləri ilə Kəsilməz Kəsrlə- 
rin bir əlaqəsini göstərəK.

(24)
Pı +

ifadəsinə baxaq. Tutaq Kİ, px,p2,...,pn- 
müsbət tam ədədlərdir.

p0 isə 0-da ola bilər, yəni tam mənfi 
olmayan ədəddir. (24) ifadəsinə Kəsilməz 
Kəsr alınır.

Müəyyən ədədin Kəsilməz Kəsr şəKİində 
yazılması onun Kəsilməz Kəsrə ayrılması 
adlanır.

Adi — Kəsrinin Kəsilməz Kəsr şəKİldə 
b

yazılışını alqoritmİK vasitəsilə asanlıqla al
maq olar.

Doğrudan da
o = 6p0 + r„
Z> = r^ı+r2,
r, =г2А+гз,

n ’r„-2=rn_xpn_,+rn, 
r„-ı = rnpn.

Kİmi yazsaq, onda
ar. 1
b ° b ° b

rı
Digər tərəfdən

b r2 1_ = a+_2. = /?i + 
r\ П İ

Г2

Onda
a
- = Po+-

P\

1r3

Daha sonra

— = P2 + — = P2 +—’
Г2 Г2 1

Г3

p

Deməli,
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a
TPo +

Г3

Bu prosesi davam etdirsəK alarıq:
a
rPo +

1

EvKİid alqoritmindən məlum olur kİ, 
A əgər A=1 °lsa idi proses bir vahid
tez qurtarardı.

Asanlıqla göstərməK olar Kİ, —-nin kə- 
b 

silməz Kəsirlərə ayrılması yeganədir.
Tutaq kİ,

1" = A+-------- 1---
A +-----------

verilmişdir.
1

Po’ Po + ■> Po Г"5 Л A+±
Pl 

ədədlərinə baxaq və ixtisar olunmayan 
Ä = A
Qo 1 
A
Q

1
= Po+~ 

Pı

1
“T

A+ —
Pı

— -Kəsirləri <y Kəsilməz Kəsrinin uv- 
Qk

ğun Kəsrləri adlanır.
P P

Aydındır kİ, —^--dan —^--i almaq
Qk Qk+l

üçün рл-ш pk +— ilə əvəz etməK lazımdır. 
Pk

Kəsilməz Kəsirlərdə aşağıdaKi hÖKmün 
doğruluğunu isbat edəK.

Lemma. Hər bir
1

®=P0 +------------------- ;----------

А+-..Д-
Pn

Kəsri üçün

Pk+ı = Pk • Pk + Pk-X’

Qk+l — Qk ’ Pk+1 + Qk-1 ’

Pk+xQk-PkQk=(-^k 

bərabərlİKİəri doğrudur.
Bunu riyazi induKSİya metodu ilə isbat 

edəK:
Tutaq Kİ, k=1. Onda

Pı _ „ , 1 _ AA+1
r>~P°---------------------
Qı Pl Pl

Kəsri ixtisar olunmayandır. İkİ ixtisar 
olunmayan Kəsrlərin bərabərliyindən 

^=APı + l
Q=A

alırıq.
Digər tərəfdən

1
1

A+ —
Рг

A)(AA+1)
AA+1

Burada p0(pxp2 +1) + />2 və pxp2 +1 -in bö
yÜK böləni

ƏBOB (p2,pxp2 + \)-dır və
ƏBOB(p2,AA4-l)=ƏBOB(p2,l)=l
Deməli

a(aa+1)+a

P1P2

Kəsri ixtisar olunmayandır.
Onda,

Pı = Po(PıPı + 0+ A = (PoPı + OA + Po = P\P2 + po

Q2 = PiP2+1 = QiP2+Qo
Aydındır Kİ,

Л01-^Ö2 =(-!)'•
BərabərlİKİəri п=к üçün qəbul edəK, 

n = k +1 üçün doğru olduğunu göstərəK.

Pk+l _ PkPk + l + Л-1

C*+l QkPk+1 + 2*-l

Kəsrlərinə baxaq.
P P P

—--dən --ya KeçməK üçün —--in
Qk+ı Qk Qk+ı

ifadəsində

pk+x ədədini pk+x 4—— ilə əvəz etməK 
A+2

lazımdır.
Onda induKsiyaya görə

( 1
Pk Pk+---------

l Pk+2
+ Л-1

Pk+lPk+2 + Л-1 

n Qk+lPk+2+Qk 

+ Ok-1

Pk+2

Qk+2 ( 1
Qk Pk+ı+—
l Pk+2

GöstərəK Kİ, bu Kəsr ixtisar olunmayan- 
dır. ƏKSini fərz edəK, tutaq Kİ, /*+1A+2 + ^t 
və Qk+\Pk+2+Qk ədədlərinin ümumi d > 0 
böləni var. Onda,

(Л + l Pk+2Pk )Qk+1 ~ (Qk + l Pk+2 + Qk №k+l 

ədədi də d-yə bölünəcəK, laKİn bu ədəd 
(-l)*+l-ya bərabər olduğundan bu ola bil
məz, onda İKİ ixtisar olunmayan Kəsrlərin 
bərabərliyindən

Pk+2 ~ Pk + \Pk+2 + Pk’

Qk+2 ~ Qk+lPk+2 + Qk'

GöstərəK Kİ,
Pk+2'Qk+l -Pk+lQk+l=(-^'

LaKİn 
Pk +1 Qk + 1 “ ^t+löl+2 = Pk + \Qk+\Pk+2 ~ Pk ' Qk + l ~ Pk+\Qk + lPk+2 “ 

-Pk+ıQk

olduğundan və P*+IC*-P*Ct+1 = (-1)* bəra
bərliyinin induKSİya ilə qəbil olunduğun
dan

лад+.-л+1&+2=(-1)*+1 
alırıq.

Bu düsturdan alırıq Kİ,
p.., Л .. (-1)*
Qk+l Qk Qk ' Qk+ı

İsbat etdiyimiz lemmadan alırıq Kİ,
Po < Pi < P2 < ••• 

e0<öı<Ö2<-

İndi isə bu lemmanı tətbiq edib aşağı- 
daKi teoremi isbat edəK.

xn və x«+ı Fibonaççi ədədləri olarsa,

*■ ı+^i-
1 + 

■■+1
xn Fibonaççi ədədləri olsun. Onda

1 1 1 1

a, =l,a2 =l + -,a3 =1 + —= 14-
1 1 + -

1

1 

ı+—
1

••+1
ədədlərini təyin edəK.

İsbat etdİK Kİ,
p ı

a, = — . Onda a, = 1 = -
Qk ı

və ı 1 2
a-, = 1 + - = —

2 1 1

Bu halda
^л+l = PnPn+\ + Pn-\ ~ Pn+ Pn-l

olduğundan

Px = 1, P2 = 2. Daha sonra

Pn = A+ı
Analoji olaraq Qx = 1,Q2 =1 və 

Qn+1 = QnPn+1 + Qn-l =Qn+ Qn-l

Deməli Qn=xn.

BeləliKİə
x„+ı 
*n 

Teorem isbat olundu. 
İndi isə

1+^Z

1

sonsuz Kəsilməz Kəsrə baxaq. Aydındır Kİ,

Xn

LaKİn xn Fibonaççi ədədi ədədinə 
v5

ən yaxın tam ədəddir. Onda
^'/2

Buradan alırıq Kİ,
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lima,, = lim
H—>co n—>00

q' + /?+Ə'
= lim —

xn ™

'»+ı ^ı+- „
— = lim-------

~1+^
V5 91

П~><П )
n ' ~ 

я" J«—>00

LaKİn

Deməli,

/

lim q} +
<_____

<

lim 1 +
k

|<?„| < y olduğundan \д751 < —. 
z 2

.. (?T5 / 4
lim —— = 0. (<7. > 1) и->оо q" W1 >

BeləlİKİə,
a - lima„ - qx.

«->00

Qeyd edəK kİ, biz bu sonsuz Kəsrin qiy
mətinin verildiyini bildİKdən sonra onu 
belə də hesablaya bilərİK.

x = l h------ ------
ı+—!—

1 + ....
olduğundan

x = l + —.
x

Buradan
x2 = x +1,
x2 - x-1 = 0

1±V5
•^12 —

2
LaKİn x> Odduğundan

1 + 75
2 **

MERSEN ƏDƏDLƏRİ: YANILMALAR 
VƏ REKORDLAR

Asanca əmin olmaq olar kİ, əgər n ədə
di mürəKKəbdirsə, onda 2" - 1 ədədi də mü- 
rəKKəbdir. Doğrudan da,

2" - 1 = 2к/ - 1 = (2K)Z - 1 = 
= (2K - l)(2K(l -X) + 2K(l ~ 2) + ...+ 1).

Düz 1536-cı ilədəK fİKİr yayılmışdı Kİ, 
tərs təKİif də doğrudur, yəni n sadədirsə, 
2n - 1 də sadə ədəd olur. LaKİn UndalrİKus

Regius aşKar etdi Kİ, 211 -1 = 2047 = 23 ■ 89. 
Buna baxmayaraq, dramatİK yanılmaların 
uzun yolu hələ irəlidəydi. XVII əsrin asta
nasında Pyetro Antonio Kataldi 217 - 1 və 
2 -1-in sadə ədədlər olduğunu yoxladı və
2" ~ 1-in n = 23, 29, 31, 37 üçün də sadə 
ədəd olduğunu hÖKm etməyi özünə rəva bil
di. 1640-cı ildə Pyer Ferma 23 və 37 üçün 
bu hÖKmün səhv olduğunu müəyyən etdi, 
1738-ci ildə isə Leonard Eyler onun 29 üçün 
səhv olduğunu göstərdi, laKİn 31 üçün 
həqiqiliyini təsdiq etdi.

Bununla belə, 1644-cü ildə fransız ra
hib-alimi Maren Mersen bəyan etdi Kİ, 2n - 
1 ədədi n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 
127, 257 üçün sadədir və qalan 257-dən kİ- 
çİk qalan 44 sadə n üçün sadə deyil. LaKİn 
bu fərziyyə ilə də Kolliziyasız KeçinməK 
тйткйп olmadı. LaKİn rahib hər halda nə 
isə əldə etdi: 2n — 1 ədədi sadə olanda onu 
Mersen ədədi adlandırırlar.

Mersenin yanılması 1883-cü ilə Kimi 
davam etdi, həmin il rus ruhanisi İvan Mi- 

xeyeviç Pervuşin 
isbat etdi kİ, 261 - 1 
ədədi sadədir, hal- 
buKİ 61 Mersenin 
siyahısında yox idi. 
Digər tərəfdən ar
tıq XX əsrdə tapıl
dı Kİ. 267 - 1 və 2257 
-1 ədədləri тйгэк- 
Kəbdirlər. Mersen 
ədədlərinin sonsuz 
sayda olub-olmama
sı məlum deyil, mə-

Maren Mersen lum olanlar isə aşa-
(1588-1648) ğıdaKi cədvəldə ve

rilmişdir.
Cədvəl bu əlamətdar ədədlərin “xaç 

atasının” necə yanıldığını göstərir.
Ümumnəzəri faKtlardan Mersen ədəd

ləri haqqında az şey məlumdur. Məsələn, 
əgər n = 3(mod 4) sadədirsə, onda 2" - 1 
2n+l-ə onda və yalnız onda bölünür kİ, 
2n+l sadə ədəddir.

Eləcə də Lük - Lemer testi adlanan 
ümumi meyar mövcuddur: təK n-lər üçün 
2" - 1 onda və yalnız onda sadədir kİ, S(n - 
1) 2n - 1-ə bölünür, burada

S(l) = 4, 
S(n + 1) = S(n)2 - 2.

Mersen ədədlərinin axtarışında re

s

Kordları indi Kompüterlər vurur və bu ədəd
lərin ümumi qanunauyğunluğu haqqında 
nəzəri nəticələr üzə çıxanadəK belə olacaq.

MERSEN ƏDƏDLƏRİ. REKORDLAR 
CƏDVƏLİ

Ədədin 
nömrəsi

n İl Ədədin 
nömrəsi

n İl

1 2 19 4253 1961
2 3 20 4423 1961
3 5 21 9689 1963
4 7 22 9941 1963
5 13 1456 23 11213 1963
6 17 1588 24 19937 1971
7 19 1588 25 21701 1978
8 31 1772 26 23209 1979
9 61 1883 27 44497 1979

10 89 1911 28 86243 1982
11 107 1914 29 110503 1988
12 127 1876 30 132049 1983
13 521 1952 31 216091 1985
14 607 1952 32 756839 1992
15 1279 1952 33 859433 1994
16 2203 1952 34 1257787 1996
17 2281 1952 35 1398269 1996
18 3217 1957 ? 2976221 1997

* * *

FERMA ƏDƏDLƏRİ

Pyer Ferma Maren Mersenə məKtublarının bi
rində belə fərziyyə irəli sürmüşdür kİ, əgər n İKinin 
qüvvətidirsə, 2" + 1 şəKİində ədədlər mütləq sadə 
ədəddirlər. O bunu л = 1, 2, 4, 8 və 16 üçün yoxladı. 
Ferma eləcə də bilirdi Kİ, n İKinin qüvvəti deyilsə, 2n +1 
sadə deyil. 22" +1 şəKİində olan ədədlər Ferma ədəd
ləri adlanır.

Ferma hipotezi yüz il, 1732-ci ildə Leonard Eyler

232 + 1 = 4 294 967 297 = 641-6 700 417 
olduğunu göstərənə Kimi yaşadı.

Sonra yoxlanılan Ferma ədədləri hamısı mürəK- 
кэЬ çıxdı, belə Ki, ikin fərziyyəyə əks olan təbii fərziyyə 
ortaya çıxır: Ferma ədədləri arasındaxı sadə ədədlərin 
sayı sonlu deyil Kİ?

Ferma ədədlərinin Kifayət qədər ümumi xüsu
siyyətləri məlumdur. Məsələn, ixtiyari ki Ferma ədədi 
qarşılıqlı sadədir. Karl Qauss isbat etmişdir kİ, düzgün 
л-bucaqlı pərgar və xətKeşin Köməyi ilə onda və yalnız 
onda qurula bilər Kİ, onun tərəflərinin sayı 
n = 22” pyp2...p^ olsun, buradaKi bütün sadə p, 
ədədləri 2г” +1 şəKİİndədir. İk 1000 qiyməti arasında 
belə n-lər yalnız 54 dənədir.

Ferma ədədlərinin sadə ədədlərin öyrənilmə
sində ümumnəzəri əhəmiyyətini aşağıdaKi teorem 
müəyyənləşdirir:

✓ Əgəra> 2vəa" + 1 sadə ədəddirsə, onda 
a cütdür vən = 2m.

Həndəsi silsilənin n həddinin cəmi düs
turuna əsasən,

1 + 2+...+2n_2 + 2n_1 = = 2n - 1.
2-1

Buradan görünür: Mersen ədədləri vu- 
ruğu 2 olan həndəsi silsilənin hədlərinin sa
də cəmindən başqa bir şey deyil. Bəs niyə biz 
başqa vuruqlu silsilələrə müraciət etməyəK?

a vuruqlu həndəsi silsilənin hədlərinin 
cəminin qiymətini:

, 2 n-ı an -11 + a + a +. ..+o —--------
a-1 

ümumiləşmş Mersen ədədləri adlandı
racağıq. Aydındır Kİ, bütün ümumiləşmiş 
Mersen ədədləri çoxluğu bütün təK sadə 
ədədlər çoxluğu ilə üst-üstə düşür, belə kİ, p 
sadədirsə və p > 2-dirsə, onda

(p-2)p (p - l)2 - 1 
p-2 (p-D-l’

İndi hamı müstəqil surətdə yeni, öz 
Mersen ədədlərini hesablaya bilər. Cədvəlin 
əvvəli budur, sizsə davam etdirin.

HESABIN ƏSAS TEOREMİ

a 1—-— ədədlərinin sadə olduğu 
a-1

n-lər
3 3, 7, 13, 71, ........
4 2.
5 3, 7, 11, 13, 47,.......
6 2, 3, 7, 29,........
7 5,13,.........
8 3.

Niyə sadə ədədləri bəzən “Kərpic” ədəd
lər adlandırırlar? Ona görə Kİ, ixtiyari 
тйгэккэЬ ədəd vurmanın Köməyi ilə sadə 
ədədlərdən qurulur. Məsələn, тйгэккэЬ 
1998 ədədini 2, 3, 37 “Kərpic” ədədlərdən 
belə qurmaq olar:

1998 = 2 3 3 3 37.
İndi asanca izah etməK olar kİ, niyə 1 

sadə ədəd sayılmır. Vahidin vurmadaKi rolu 
sıfırın toplamadaKi roluna bənzəyir: vahidə 
nə qədər vursan da, heç nə dəyişməz. 1998 
ədədini sadə vuruqlara ayıraraq 
1998 = 1 2 3 3 3 37, ya 1998 =1-1-2 3x 
x3 • 3 37 və ya daha sonsuz sayda üsulla yaz
maq olar. Onların hansı düzdür? Əlbəttə, hər 
biri. Axı onlar mahiyyətcə heç nəylə fərq
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lənmir. Buna görə də, yaxşı olar birdəfəlİK 
şərtləşəK kİ, vahid xüsusi vəziyyətdədir. 

Bütün təbiiliyinə baxmayaraq isbatı 
müəyyən fəhm tələb edən aşağıdaKi teorem 
doğrudur:

S İxtiyari n > 1 ədədi ya özü sadədir, ya 
da sadə ədədlərin hasili şəKİində gös
tərilir. Ədədin sadə vuruqlara ayrılı- 
şı, vuruqların ard-arda gəlmə niza
mına baxmasaq, yeganədir.

Bu hÖKm hesabın əsas teoremi adını al
mışdır.

33 = 3 x II

2 x 3 x S = 30

3 x S x 7 = 105

n ƏDƏDİNİN NEÇƏ BÖLƏNİ VAR?

BöyÜK olmayan ədədlərin bölənlərinin 
sayını təyin etməK çətin deyil. Məsələn, 2 
ədədinin cəmi İkİ böləni var: 1 və 2; 6 ədə- 
dinKİ çoxdur: 1, 2, 3, 6; məsələn, deyəK Kİ, 
180-inKİlər artıq 18 dənədir: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
9, 10, 12, 15, 18, 20, 30, 36, 45, 60, 90, 
180. Bəs araşdırılan n ədədi daha böyÜK olsa 
necə? Onun bütün bölənlərini yazmaq o qə
dər də cəlbedici iş deyil, n ədədinin KanonİK 
yazılışına diqqət yetirməKİə bu zəhmətli işi 
asanlaşdırmaq olar. Məsələn, 180 = 22 • 32 • 5 
yazılışı diqqətli müşahidəçiyə göstərir Kİ, 
180 ədədinin ixtiyari böləni yalnız aşağıda- 
Ki vuruqlardan yarana bilər: 2°, 21, 22, 3°, 
З1, 32, 5 , 51. Bu zaman İkİ qüvvətinin hər 
üç variantı 3 qüvvətinin hər üç variantı və 5 
qüvvətinin hər İkİ variantı ilə uzlaşa bilər. 
Cəmisi 3-3-2 = 18 sayda müxtəlif Kombina
siyalar ola bilər. Əvvəllər başqa, daha az qə- 
naətli üsulla məhz bu nəticəni almışdıq.

İxtiyari ədəd ya özü sadədir, ya da sadə ədədlərin 
hasili şənlində göstərilə bilir.

Qüvvət işarəsindən istifadə edərəK, 
1998 ədədinin sadə vuruqlara ayrılışını
21 З3 371 şəKİində yazmaq olar. Eyni ilə, ix
tiyari natural n ədədinin ayrılışı zamanı
eyni sadə vuruqları qüvvət şəKİində yığıb

yazmaq olar, burada, p%, ..., p n. ədədinin
müxtəlif sadə vuruqlarıdır, özüldə p^ ədədi 
cij dəfə, />2 ədədi a2 dəfə daxil olur və s. Əgər 
bu düsturda bütün P^P2^ '"’PK sac*ə ədədləri 
artma qaydasında düzülürlərsə: p^<p <...< 
p , onda belə ayrılış капотк ayrılış1 adfanır.

Ədədin KanonİK ayrılışı özünəməxsus 
“dosye”dir kİ, ondan bu ədəd haqqında çox
lu maraqlı məlumat əldə etməK olar.

BeləlİKİə, əgər (*) капотк ayrılışma 
hər hansı p sadə ədədi a qüvvəti ilə daxildir- 
sə, onda n p-nin O-dan a-ya qədər bütün 
qüvvətlərinə: p°, p\...,pa bölünür. Buna 
görə də yalnız bu sadə ədədin iştiraK etdiyi 
bölənlər düz a + 1 saydadır.

n-in bölünənlərində p ədədinin 
qüvvətlərinin a, + 1 qiymətlərinin hər biri
nə p9 ədədinin qüvvətlərinin a2 + 1 qiymət
lərindən hər biri, onların da hər birinə, öz 
növbəsində, p^ ədədinin qüvvətlərinin 
a3 +1 mümKÜn qiymətlərinin hər biri 
uyğun gələ bilər və s. Buna görə də т(п) - n 
ədədinin bölənlərinin ümumi sayı -

x(n) =(at + l)(a2 + l)...(aK + 1) 
düsturu ilə verilir.

т(п) funKsiyası və onun “yaxın qohumu” 
Tor(n) funKsiyası.

т(п) funKsiyası xam mustanq səciyyəsi 
daşıyır. O, ixtiyari qədər yuxarı cövlan edə 
bilər, laKİn hər dəfə n sadə ədəd olanda 
funKsiya İKİyə qayıdır. LaKİn x(n)-in bütün 
qəribəlİKİəri və möcüzələri ilə bahəm, onun 
“yaxın qohumu”

Kr(n) = - W) + T(2)+...+t(n)) n
funKsiyası özünü “ağıllı və sinİK” aparır. 
Alman alimi Peter Qustav Lejön Dirixle 
göstərmişdir Kİ, Tor(n)-ni yaxşı dəqiqlİKİə 
n-in natural loqarifmi, daha dəqiq desəK,

İLK 150 ƏDƏDİN KANONİK AYRILIŞI

I 1 1 51 3 • 17 101 101
2 2 52 22 ■ 13 102 2-3-17
3 3 53 53 103 103
4 22 54 2-3’ 104 23 • 13
5 5 55 5 11 105 3-5-7
6 2 • 3 56 2J - 7 106 2 53
7 7 57 3 19 107 107
8 23 58 2-29 108 22 - 33
9 32 59 59 109 109
10 2 • 5 60 22 • 3 • 5 110 2-5-11
11 11 61 61 111 3-37
12 22 ■ 3 62 2 • 31 112 24 • 7
13 13 63 32 • 7 113 113
14 2 7 64 2‘ 114 2-3-19
15 3 5 65 5-13 115 5 • 23
16 24 66 2-3-11 116 22 • 29
17 17 67 67 117 32- 13
18 2 ■ 32 68 22 • 17 118 2 - 59
19 19 69 3 ■ 23 119 7- 17
20 22 • 5 70 2-5-7 120 2‘-3 -5
21 3 ■ 7 71 71 121 II2
22 2 11 72 2’ 32 122 2 • 61
23 23 73 73 123 3 -41
24 23 ■ 3 74 2-37 124 22 • 31
25 52 75 3-52 125 5’
26 2 • 13 76 22 • 19 126 2 • 32■ 7
27 3’ 77 7-11 127 127
28 22 • 7 78 2-3-13 128 27
29 29 79 79 129 3 • 43
30 2-3-5 80 24 • 5 130 2 5-13
31 31 81 34 131 131
32 25 82 2 ■ 41 132 22 • 3 • 11
33 3-11 83 83 133 7-19
34 2 • 17 84 22 3 - 7 134 2-67
35 5-7 85 5 • 17 135 33 - 5
36 22 • 32 86 2 • 43 136 23 - 17
37 37 87 3-29 137 137
38 2 ■ 19 88 23 • 11 138 2-3-23
39 3 • 13 89 89 139 139
40 2’-5 90 2 • 32 • 5 140 22 • 5 ■ 7
41 41 91 7-13 141 3 • 47
42 2-3-7 92 22 ■ 23 142 2 71
43 43 93 3-31 144, 11-13
44 22 - 11 .94 2 ■ 47 144 24-32
45 32 5 95 5 ■ 19 145 5 29
46 2-23 96 25 • 3 146 2 - 73
47 47 97 97 147 3- 72
48 24 3 98 2 • 72 148 22 • 37
49 72 99 32 11 149 149
50 2 • 52 100 22 • 52 150 2 • 3 • 52

Tor(n) = lnn + (2C -l) + en
ilə yaxınlaşdırmaq olar, burada
C = 0, 577216... Eyler sabitidir və en topla
nanı n-in artması ilə sürətlə sıfıra yığılır.

n ƏDƏDİNİN BÖLƏNLƏRİ CƏMİ NƏYƏ
BƏRABƏRDİR?

(*) KanonİK ayrılışında verilmiş ədədin 
1 və n də daxil olmaqla bölənlərinin cəmini 
hesablamaq üçün XVIII əsrdə məşhur ingi
lis riyaziyyatçısı Con Vallis tərəfindən 
müəyyən edilmiş

_z_x №+1-i№+1-ı PK“‘+1-ı 
Ф) =------- ----------- —...------ —

Pı - 1 P2 - 1 - 1
düsturundan istifadə etməK olar. Onu çıxar
maq üçün qeyd edəK Kİ, n-in bölənləri bütün 
Pı' pi2... Phk şəkİİİİ ədədlər olacaq, burada 
qüvvət üstü 0-dan ax-dəK, t2 qüvvət üstü 
0-dan a2-dəK və s. qiymətlər alır.

(1 + Pı+...+jPıaı)(l+ P2 +
+...+p“2)...(l + PK+—+jP““) 

hasilindəKİ bütün mötərizələri açsaq, bütün 
belə ədədlərin cəmini; dairəvi mötərizələr- 
dəKİ hər bir ifadəni həndəsi silsilənin sonlu 
sayda həddinin cəmi düsturu ilə yazsaq, 
Vallis düsturunun özünü almış oluruq.

Misal üçün 2000 = 24 • 53 ədədinin bö
lənləri cəmini tapaq:

Leonard Eyler. 
E.Handmannın işi. 

1756-cı il

Riyaziyyatda indi ba
xılan problemlər içində 
ədədlərin və onların bölən
lərinin təbiətinə aidiyyəti 
olanlar qədər daha barsızı 
və tƏKİİfsizi yoxdur...Bu ba
xımdan indiKi riyaziyyatçılar 
bu növ araşdırmalara daha 
böyÜK əhəmiyyət verən qə
dim riyaziyyatçılardan çox 
fərqlənirlər...Bundan başqa 
həqiqət axtarışını onlar təri
fəlayiq və insan idraKina la
yiq iş hesab edirdilər, qədim 
adamlar yaxşı hiss edirdilər 
Ki, bu zaman fəhm güclü in- 
Kİşaf edir və insan zəkəsi 
qarşısında тйгэккэЬ məsə

lələri həll etməK imKanları açılır... Qədim riyaziyyatçılar 
indi çoxlarının xəyali barsızlığı ucundan əhəmiyyət ver
mədiyi məsələlərə bu qədər qüvvə sərf etməsəydilər, 
riyaziyyat, ehtimal kİ, belə Kamilliyə çatmazdı.

Leonard Eyler
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o(2000) = |—-  ---- - = 31 156 = 4836.
2 — 1 5-1

Bu qiyməti bilavasitə, yəni əvvəlcə 
2000 ədədinin bütün bölənlərini təyin edib, 
sonra onların cəmini hesablamaqla almaq 
çox-çox тйгэккэЬ olardı.

a-İ AŞMAYAN NEÇƏ NATURAL ƏDƏD 
n-LƏ QARŞILIQLI SADƏDİR?

Belə ədədlərin sayını təyin etməK üçün 
- onu (p(n)-lə işarə edəK, - bizə tanış olan ri
yazi alətdən, Eratosfen ələyindən istifadə 
edəK, 1-dən n = р/'p?2... p/K-dəK natural 
ədədlər ardıcıllığına baxaq. Ondan p -ə bölü
nənləri pozaq. Belə ədədlər düz n/p qədər 
olacaq, n - n/pı sayda p^ə bölünməyən ədəd 
qalacaq. İndi qalan ədədlərdən p -yə bölü
nənlərin hamısını pozaq, - onlar 2

nn ——
A

A

MM
l Pı)

sayda olacaq.
nn-----

n Pjn--------------—
Pı Рг 

qalacaq.
Həmin qayda ilə p , P4,..., p*-ya bölən

ləri ələməKdə davam edərəK son nəticədə
1

АЛ Pi) 
düsturuna gəlmiş oluruq. 
Məsələn, 2000-dən kİçİk

(p(n) =

və 
2000 = 24 • 53-lə qarşılıqlı sadə natural ədəd
lərin sayını tapmaq üçün hesablayırıq: 

<p(2000) = 2000^1 f1-!)
<p(n) funKsiyası Eyler funKsiyası adla

nır. Onu alim 1763-cü ildə Kəşf edib.

= 800.

QALIQLAR HESABI VƏ MÜQAYİSƏLƏR 
NƏZƏRİYYƏSİ

GörKəmli ingilis yazıçısı və riyaziyyat
çısı Lyuis Kerolun (bu, Çarlz Latuic Docso- 
nun ədəbi təxəllüsüdür) “Alisa möcüzələr 
ölKəsində” nağılında əyləncəli bir epizod 

var. Alisa, Mart Dovşanı və Müqəvva ustası 
çay süfrəsində dünyəvi söhbət edirlər:

“Birinci Müqəvva ustası dilləndi.
- Bu gün ayın neçəsidir? - o, Alisaya 

tərəf çevrilərəK və cibindən saat çıxararaq 
soruşdu. O, saata həyəcanla baxdı, onu sil- 
Kələdi və qulağına tutdu.

Alisa fİKİrləşdi və cavab verdi:
- Dördü.
- İkİ gün geri qalır, - Müqəvva ustası 

KÖKSünü ötürdü”.
Bəİkə də bizim eleKtronİKanın möcüzə

ləri içində üzən müasirimiz Müqəvva ustası
nın sözlərində qəribə heç nə tapmayacaq. 
LaKİn unutmamaq lazımdır kİ, bu əsərin ya
zıldığı XIX əsrdə saatlar əsasən günün saat
lar və dəqiqələrdə ifadə olunmuş hissəsini 
göstərirdi.

Möcüzələr öİKƏsinin qəhrəmanlarının 
düşdüyü vəziyyət XXI əsrin astanasında

ƏBƏDİ TƏQVİMİN DÜSTURU

Həyətdə, əzizlərim, hansı minilliKdir?
B. PasternaK.

Deyə bilərsinizmi, məsələn beş ildən sonra sizin 
ad gününüz həftənin neçənci gününə düşəcən? Bura
da bir çox başqa hallarda olduğu Kimi qalıqları hesabla
maq bacarığı dada yetir.

Biz istənilən yüzildə istənilən tarixin həftənin han
sı gününə düşməsini təyin etməK üçü universal düstur 
gətirəcəyİK. Fərz edəK kİ, n aşağıdaKi nizamla həftənin 
gününün nömrəsi: 0 bazar günü, 1 - bazar ertəsi, 2 - 
çərşənbə axşamı, 3 - çərşənbə, 4 - cümə axşamı, 5 - 
cümə, 6 - şənbə; d - ayın günü (tarix); m - saymağı 
martdan başlamaq şərti ilə ayın nömrəsi: 1 - mart, 2 - 
aprel, ...12 - fevral (belə nömrələmə düsturu çıxarar- 
кэп fevralda günlərin sayının dəyişxən olması ilə bağlı 
rahatsızlıqları aradan qaldırmağa imxan verir). Daha 
sonra, fərz edəK kİ, y ilin yüzillİKdəKi nömrəsi, c yanva
rın əvvəİKi ilin 11-ci, fevralın 12-ci ayı olmasını nəzərə 
almaqla yüzilliKİərin sayıdır. (Məsələn, söhbət 2000-ci 
ildən gedirsə, yanvar və ya fevrala düşən tarix üçün y= 
99, c = 19, digər aylara düşən tarixlər üçünsə y = 0, c = 
20 götürməK lazımdır).

Bu işarələrdə həftənin gününün tapılması üçün 
düstur belədir: n W ədədinin 7-yə bölünməsindən alı
nan qalıqdır, burada

13m- 1
+ y +W = d +

5
Burada Kvadrat mötərizələr ədədin tam hissəsini, 

yəni həmin ədədi aşmayan ən böyÜK tam ədədi göstə
rir. Məsələn, [3,4] = 3, [-3,14] = -4, [3] = 3.

W hətta mənfi ədəd olsa belə, onun yeddiyə bö
lünməsindən alınan qalıq sıfırdan böyÜK və ya sıfıra bə
rabər olacaq. Məsələn 8 mart 2000-ci il tarixi üçün 
W = -25 = 7• (-4) + 3. Buna görə də n = 3, yəni bu, 
çərşənbədir.

aKtual oldu: milyonlarla Kompüterin daxili 
xronometrlərini dairəyə KeçirməK zərurəti 
yarandı.

* * *

Belə bir vəziyyəti təsəvvür edin. Bir 
gün səhər sizə dostunuz zəng edir və bildi
rir: “Mən bu gün on sıfır-sıfırda yola düşü
rəm, mənim qatarımı doxsan səkkİz saatdan 
sonra qarşıla”. Siz vağzala haçan getməlisi
niz? 98 saata bütöv 4 sutKa yerləşir və əlavə 
2 saat qalıq qalır. Alınır kİ, siz 4 sutKa son
ra saat 12-də görüşəcəKsiniz.

Başqa vaxt siz özünüz Köhnə dostunuza 
dəyməK istəyəcəKSİniz və 45 gün əvvəl bilet 
sifariş edəcəKSİniz. Əgər bilet bazar ertəsi 
sifariş verilibsə, siz həftənin hansı günü 
yola düşəcəKSİniz? Həftə 7 gündür. 45-i 
7-yə bölsəK, qalıqda üç alırıq, deməli, siz çü- 
mə axşamı yola düşəcəKSİniz.

Atalar sözündə deyilir: “Qalıqlar şirin
dir”. Gətirilən misallar göstərir kİ, qalıqlar 
təKrarlanan, periodİK proseslərin qanuna
uyğunluqlarını aşKar edərəK, bəzən riyazi 
anlamda xeyli dərəcədə mühüm rol oynayır.

“SİNFİ TƏBƏQƏLƏŞMƏ”

Əgər hər hansı natural m ədədi gö- 
türsəK, onda digər tam ədədləri ona bölən 
zaman m müxtəlif qalıq qalacaq: 0, 1, 2, ..., 
m -1. m-ə bölünən zaman eyni qalıq verən 
ədədləri bir sinifdə birləşdirəK. BeləlİKİə, 
“m ədədi nöqteyi-nəzərdən” bütün tam 
ədədlər m müxtəlif sinfə bölünür. Aydındır 
Kİ, m nə qədər böyÜKdürsə, sinif dəstləri o 
qədər genişdir. Belə Kİ, m =1 olduqda cəmisi 
bir sinif - tam ədədlər sinfi; m =2 olduqda 
İKİ sinif - cüt və təK ədədlər alırıq və s.

Tam ədədlərin “cəmiyyətinin sinfi 
struKturunun” uçotu bir sıra məsələlərin 
həllində faydalı olur. Məsələn, belə məsələ
nin: ixtiyari tam n üçün n3 - n 6-ya bölünür.

n3 - n ifadəsində n-i mötərizə xaricinə 
çıxaraq, yerdə qalanları isə Kvadratların 
fərqi düsturu ilə ayıraq:

n3 - n = = n(n2 -1) = n(n -1) (n + 1) və 
ya (n-l)n(n + 1). Bu üçə bölünən zaman 
müxtəlif qalıqlar verən üç ardıcıl tam ədə
din hasilidir. Deməli, onlardan biri mütləq
3-ə  və azı biri 2-yə bölünür. Deməli, bütün 
hasil 6 = 2 • 3 -ə bölünür (axı 2 və 3 ədədləri 
öz aralarında qarşılıqlı sadədirlər).

n ədədi haqqında əlavə informasiyaya 
malİK olsaydıq, məsələn, n-in cüt olduğunu 
bilsəydİK, biz daha çox hÖKm verə bilərdİK, 
məsələn, n3 - n-in 12-yə və hətta 24-ə bö
lünməsi Kimi. (Bunu müstəqil surətdə əsas
landırmağa çalışın.)

Hər hansı m ədədinin doğurduğu bü
tün siniflərin nümayəndələrindən olan 
ədədlər dəstəsini formalaşdırmaq üçün m 
ardıcıl tam ədəd götürməK qətiyyən zəruri 
deyil. Bu məqsəd üçün

ŞəkİI 1. Təpəlari 0-dan m — 1-dəK ədədlarla 
nömralayaK və har hansı bir tapadan yola düşərəK n 
addımla o biri tapalara KeçacayiK. n va m qarşılıqlı 

sadadirsa, ilKin nöqtaya qayıdanadan bütün təpəlari 
KeçacayiK (burada m = 9, n = 4).

n, n + d, n + 2d, n + (m -l)d (*) 
ədədi silsiləsinin ardıcıl hədləri uyğun gələ 
bilər, bir şərtlə Kİ, d m-lə qarşılıqlı sadə 
olsun. Həqiqətən, (*) ardıcıllığının к-cı və 
Z-ci ədədlərinin fərqinə baxaq: d(K - Z). d 
m-lə qarşılıqlı sadə olduğundan və \k - Z| < m 
olduğundan d(K - Z) m-ə bölünmür. Deməli, 
bu ardıcıllığın hədləri arasında m-ə bölünər- 
кэп eyni qalıq verən İKİsi yoxdur.

İsbat olunmuş hÖKmdən, xüsusi halda, 
çıxır Kİ, əgər m və n ədədləri qarşılıqlı sadə- 
dirsə, onda

n, 2n, 3n,..., (m -l)n, mn 
ardıcıllığının hədləri m-ə bölünmə zamanı 
qalıqların 0-dan m - 1-dəK tam dəstini ve
rir. Buna əmin olmaq üçün (*) ardıcıllığında 
d = n yazmaq Kifayətdir.

Bu nəticəni fransız riyaziyyatçısı və fi- 
zİKİ Lui Puansonun etdiyi Kimi həndəsi il
lüstrasiya etməK mümKÜndür. Qabarıq m- 
bucaqlınm təpələrini 0-dan m- 1-dəK ədəd
lərlə nömrələyəK. Hər hansı bir təpədən yola



Riyaziyyat ensiklopediyası - 1 Riyaziyyat ensiklopediyası - 1

ŞəkİI 2. n və m ədədləri qarşılıqlı sadə deyilsə,
(m = 9, n = 3), biz yalni2 m / D təpədən Keçəcəyin, 

burada D m və n ədədlərinin ən böyüK ortaq 
bölənidir.

düşərən, onun digər təpələrinə ardıcıl yox, 
n addımı ilə, yəni n-1 nöqtəni buraxmaqla 
KeçəcəyİK. n m-lə qarşılıqlı sadədirsə, biz il- 
Kin nöqtəyə düşənə qədər bütün təpələr: 0, 
1, 2, ..., m - 1 kəçİİəcək (şəkİİ 1). n və m 
qarşılıqlı sadə deyilsə, biz onlardan yalnız 
тп/D -dən KeçəcəyİK, burada D m və n ədəd
lərinin ən böyüK ortaq bölənidir (şəkİİ 2).

MODULA GÖRƏ MÜQAYİSƏLƏR VƏ 
ONLARIN XASSƏLƏRİ

a və b ədədlərinin m natural ədədinə 
bölünmələri zamanı bərabər qalıqlara malİK 
olmaları faKtını alman riyaziyyatçısı Karl 
Fridrix Qauss belə yazmağı təKİif etmişdi: 
a = b (mod m) (belə oxunur: m moduluna gö
rə a ilə b müqayisə ediləndir). Bu yazılış mü
qayisə adlanır. Müqayisələrə bir neçə misal: 
-4 = 3(mod7); 1997 = l(mod4); 8k + 1 = l(mod8), 
burada к tam ədəddir.

İkİ a və b ədədlərinin b modulu üzrə 
müqayisə edilən olduğuna əmin olmaq üçün 
onların hər birinin m-ə bölünməsinin qalıq
larını tapmaq heç də vacib deyil. Onların 
fərqinə baxmaq Kifayətdir:

J a - b fərqi m-ə bölünürsə və yalnız bu 
halda a - b (mod m)

Müqayisələr xeyli dərəcədə bərabərlİK- 
lərin xassələrinə bənzəyən xassələr aşKar 
edir. BərabərlİKİəri bir-biriylə toplamaq, 
vurmaq, birini digərindən çıxmaq olar - nə
ticədə doğru bərabərlİK alınır. Eyni şey 

müqayisələr üçün də doğrudur:

Əgər ixtiyari a, b, c, d tam ədədləri elə
dirlərsə Kİ, m modulu üzrə a b ilə, c isə 
d ilə müqayisə ediləndir, onda a 4- c və 
b+d, a - c və b - d, ac və bd ədədləri də 
həmin modul üzrə müqayisə ediləndir.

Müqayisələrin əvəzinə müvafiq fərqlə
ri götürsəK, bu xassəni asanca isbat etməK 
olar. Məsələn, axırıncı xassəni isbat edəx. 
Fərz edəK Kİ, a = b (mod m) və 
c = d (mod m). Onda a — b m-ə bölünür və c 
- d m-ə bölünür. LaKİn ac - bd = a(c - d) 4- 
d(a - b) olduğundan ac - bd m-ə bölünür. 
Deməli, ac = bd (mod m), bunu da isbat et- 
тэк tələb olunurdu.

Natural qüvvətə yÜKSəltməK çoxqat 
vurmağa müncər edilir, buna görə də

S Əgər a = b (mod m), onda aK = bK 
(mod m).

Bərabərliyin sol və sağ tərəflərini sıfır
dan fərqli eyni bir Kəmiyyətə bölməK olar. 
Müqayisələrlə bunu, ümumiyyətlə, etməK 
olmaz, LaKİn

S Əgər c və m ədədləri qarşılıqlı sadədirsə 
və ac = bc (mod m), onda a = b 
(mod m).

Digər tərəfdən, müqayisənin hər İkİ tə
rəfini modulla eyni zamanda eyni bir ədədə 
bölməK olar:

Əgər ac = bc (mod mc), onda a = b 
(mod m).

Müqayisələrin xassələrini bilərəK, bizi 
yalnız hər hansı m ədədinə bölmənin qalığı 
maraqlandırırsa, тйгэккэЬ hesabi ifadələ
ri sadələşdirməK olar. Axı bu halda tam 
ədədlərdən toplama, çıxma və vurma əməl
lərinin Köməyi ilə alınmış ixtiyari cəbri ifa
dədə bu ədədləri, nəticəni dəyişmədən, on
ların m-ə bölünməsinin qalıqları ilə əvəz et- 
тэк olar.

Məsələn, fərz edəK kİ, 2199' ədədini 
7-yə bölərKən qalığı bilməK zəruridir. Bu 
məsələni birbaşa həll etməK çox çətindir. 
Müqayisələr nəzəriyyəsi xilas edir:

21997 = (23)®65 • 22 = Г65 • 4 s 4 (mod 7)
Cavab: 4.
Digər məsələ: x, y tam ədədlərində

7x - 23z/ = 1997
tənliyini həll etməK tələb olunur.
7x toplananından azad olmaq üçün bu 

tənliyin sol və sağ tərəflərini 7 modulu üzrə 
müqayisə edəK:

-2y = 2 (mod 7),
çünKİ 7x - 0 (mod 7) və -23y = -2y (mod 7), 
1997 = 2 (mod 7). 3 və 7 qarşılıqlı sadə oldu-

TURNİRİN CƏDVƏLİNİ NECƏ TƏRTİB 
ETMƏLİ

Fərz edəK Ki, idman yarışında N Komanda iştiraK 
edir və qalibi müəyyən etməK üçün onların hər biri digər 
hər bir Komanda ilə bir oyun oynamalıdır. Turnirin cəd
vəlini elə tərtib etməK tələb olunur kİ, Komandalarda ar
tıq “boşdayanmalar” olmasın. Bunda da bizə müqa
yisələr nəzəriyyəsi KöməK edər.

/V-in cüt olduğunu şərtləşəK. Belə deyilsə, bir fiK- 
tiv Komanda daxil edəK - onunla “oyun” Kimin üçünsə 
məcburi, digəri ücün halal istirahət olacaq. Hər bir Ko
mandaya turnir cədvəlində nömrə verəK: x = 1,2,..., N 
-1,/V,

İİk N - 1 Komandaya baxaq, л-ci turda (r = 1,2, 
..., N -1,/V) x Komandasının qarşıdaşı Kimi

(x + y =r (mod(N- 1))

şərtlərini ödəyən y Komandasını təyin edəK.
x + y =r (mod(N-1)) müqayisəsi ödənilərKən 

x və y nömrələrinin üst-üstə düşməsi ancaq 
2x =r (mod(N -1)) halında mümKÜndür. Bu da öz 
növbəsində cüt r üçün x = - vətəxrüçün x = —-— 

olduqda mümKÜndür.
Belə halda Komandaya qarşıdaş Kimi N nömrəli 

Komandanı təyin edəK.
BeləlİKİə, turnirin bütün şərtləri ödənəcəK:
1. Bir turda müxtəlif Komandalar müxtəlif rəqib

lərlə qarşılaşacaq.
2. İxtiyari Komanda müxtəlif turlarda müxtəlif 

qarşıdaşlarla oynayır.
3. N - 1 tur qurtaran zaman hər bir Komanda di

gər hər biriylə oynayır.
Altı iştiraKçı üçün turnir cədvəli aşağıdaKi Kimidir.

r-ci sətrin və x-ci sütunun Kəsişməsində Koman
danın r-ci turda oynayacağı qarşıdaşın nömrəsi durur.

X
Л

1 2 3 4 5 6

1 5 4 6 2 1 3
2 6 5 4 3 2 1
3 2 1 5 6 3 4
4 3 6 1 5 4 2
5 4 3 2 1 6 =äJ

ğundan alınmış müqayisənin hər İkİ tərəfini 
3-ə vura bilərİK:

-6y = 6 (mod 7)
Buradan -6y = y (mod 7) nəzərə almaq

la alırıq:
y - 6 (mod 7)

Deməli, y = 6 4- 7 к, burada к ixtiyari 
tam ədəddir. t/-in tapılmış qiymətini iİKİn 
tənlİKdə yazaraq alırıq: 7x - 23(7«: 4- 6) = 
=1997 və tapırıq Kİ, x = 305 4- 23«:. Cavab:

x = 305 + 23«:,
y = 6 4- 7k,

к ixtiyari tam ədəddir.
Müqayisələr nəzəriyyəsini тйгэккэЬ 

hesablamaların yoxlanması üçün də tətbiq 
etməK olar. Fərz edəK Kİ, 1997 1999 = 
= 3 991 003 vurması aparılıb. Alman bəra
bərliyin hər İkİ tərəfini 9 modulu üzrə mü
qayisə edəK. Ədədin özünün və onun rəqəm
lər cəminin 9 modulu üzrə müqayisə edilən 
olduğu faKtından istifadə etməKİə bunu 
asanca etməK olar (“Bölünür, ya bölün
mür” məqaləsinə bax). Bu halda müqayisə 
doğru olmadı: 1997 • 1999= 8 1 = 8(mod9) və 
3 991 003 = 7 (znod9). Deməli, hesablama
larda səhv var. Doğrudan da, düzgün cavab 
3 992 003-dür.

LaKİn hər halda nəzərə almalısınız: 
müvafiq yoxlama bir çox halda səhvi aşKar 
etməyə imKan versə də, onun yoxluğuna zə
manət vermir.

QEYRİ-MÜƏYYƏN TƏNLİKLƏR

İxtiyari məsələnin həllini düşünərKən 
onda hansı Kəmiyyətlərin istifadə olunması
na diqqət yetirməK həmişə xeyirlidir. Onlar 
tam olmaya bilərlərmi? Bəs müsbət və ya 
mənfi ola bilərlərmi? Cavabda böyüK, yox
sa, ƏKSinə, lap kİcİk ədəd gözlənilir? Hətta 
az əhəmiyyətli detal belə nəinKİ məsələnin 
həllində səhvi istisna etməK, eləcə də həllin 
özünü tapmağa imKan verir. Buna misalda 
əmin olaq.

Fərz edəK Kİ, aKvariumda səKKİzayaq- 
lılar və dəniz ulduzları yaşayır. SəKKİzayaq- 
lıların 8, dəniz ulduzlarınmsa 5 ayağı var. 
Cəmisi 39 ətraf sayılır. AKvariumda neçə 
heyvan var?

İİk baxışdan elə görünür Kİ, verilənlər 
çatışmır. Məsələn, əgər x-lə dəniz ulduzları
nın, y-\ə səKKİzayaqlıların sayını işarə etsəK, 
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məsələnin şərti bircə tənliK yazmağa imKan 
verər: 5x + 8y = 39. Məchulların sayı tən- 
lİKİərin sayından çox olduğu belə tənliK və 
ya tənlİKİər sistemi qeyri-müəyyən adlanır.

Qeyd edəK kİ, heyvanların sayı tam 
olmayan və mənfi ədədlərlə ifadə oluna bil
məz. Deməli, əgər x tam ədəddirsə, onda

39-5x
v=~r-
tam və qeyri-mənfi olmalıdır. Deməli, 39 - 
5x ifadəsi 8-ə qalıqsız bölünməlidir. Variant
ların adicə sərf-nəzər edilməsi göstərir kİ, bu 
yalnız x = 3-də ola bilər. Buradan y = 3 alırıq.

Bizim burada istifadə etdiyimiz vari
antların sərf-nəzər edilməsi metodu böyÜK 
ədədi verilənləri olan məsələlərdə narahat
lıq törədir. Qədim hind riyaziyyatçılarının 
səpilmə metodu və ya enmə metodu adlan
dırdığı ümumi metoddan istifadə etməK qat- 
qat yaxşıdır.

BİRDƏRƏCƏLİ TƏNLİKLƏRİ NECƏ 
HƏLL ETMƏLİ?

о. b məlum tam əmsallı 
ax + by = c (*)

bir dərəcəli qeyri-müəyyən tənliyinin tam 
ədədlərdə həllinin qədim reseptini bizə artıq 
tanış olan

5x + 8y = 39 
tənliyində araşdıraq.

Ən kİçİk əmsala malİK olan məchulu 
götürəK və onu digər məchulla ifadə edəK: 

39-8y
X~ 5 '

İndi isə tam hissəni ayıraq: 
_ 4-3ı/x = 7 - y +-------.

5
Əgər (4 - 3z/)/5-in qiyməti tam olacaq

sa, bütün ədəd tam olacaq. Bu o zaman 
mümKÜndür Kİ, 4 - 3y ədədi 5-ə qalıqsız bö
lünsün. Əlavə tam z dəyişənini daxil edərəK 
axırıncı şərti 4 - 3y = 5z şəKİində yazaq. Biz 
iİKİn tənliK tipli, laKİn daha az əmsallı tənli
yə gəldİK. Onu y və z dəyişənlərinə nəzərən 
həll etməK lazımdır.

Həmin prinsiplə hərəKət etməKdə 
vam edirİK:

4-52  . 1-2г
y 3 3

у-in tam olması üçün 1 - 2z-in 3-ə bö
lünməsi zəruridir: 1 - 2z = u (yenə də ancaq 

da-

tam qiymətlər qəbul edən əlavə u dəyişəni 
qəbul edilib). Buradan artıq işlənmiş sxem 
üzrə alırıq

1 - 3u 1 - u z = =--------- u.
2 2

Davam edəK...2 ədədi onda tam olar Kİ, 1 
- u 2-yə qalıqsız bölünsün: 1 - u = 2v, burada 
v ixtiyari tam ədəddir. Buradan u = 1 - 2v 
alırıq. Artıq Kəsrlər yoxdur, enmə qurtarıb.

İndi uğurla “yuxarı qalxmaq” qalıb. 
Əvvəl 2, sonra y, nəhayət x-i v vasitəsi ilə 
ifadə edəK:

2 = 3v - 1,

y = 3 - 5u,

x = 3 + 8v.

x = 3 + 8u, y = 3 - 5v düsturları iİKİn 
tənliyin tam ədədlərdə ümumi həllini verir.

Bizi təKcə qeyri-mənfi ədədlər maraq
landırdıqda isə bütün tam həllərin içində 
x > 0, y > 0 şərtlərinin ödəndiyi, deməli,

3 + 8ı> > 0,
3-5ı?>0

olduğu həlləri seçməK lazımdır. Bu 
tənlİKİər birlİKdə ancaq v = 0 olduqda ödəni
lir. Bu halda x = 3, y - 3.

(*) qeyri-müəyyən tənliyinin həllərini 
axtararKən biz fərz edirdİK kİ, onun tam həl
li mütləq var. Bu həmişə belədirmi? a, b əm
salları elədirlərsə Kİ, tənliyin sol tərəfi 
müəyyən ədədə bölünür, sağ tərəfi isə yox, 
onda bu tənliyin həlli yoxdur. Daha dəqiq: a, 
b, c əmsallı birinci dərəcəli qeyri-müəyyən (*) 
tənliyi onda və yalnız onda tam ədədlərdə 
həll ediləndir kİ, c sərbəst həddi avəb ədəd
lərinin ən böyÜK ortaq böləninə bölünür.

İKİDƏRƏCƏLİ TƏNLİKLƏR

Qeyri-müəyyən tənlİKİəri antİK dövrün 
axırıncı böyÜK riyaziyyatçısı İsgəndəriyyəli 
Diofantın (III əsr) şərəfinə diofant tənlİK- 
ləri adlandırırlar. Diofantın bizə gəlibçat- 
mış altı “Hesab” Kitabında həllər və izahat
larla birgə 189 məsələ var. Onlardan biriylə: 
“Verilmiş Kvadratı İkİ Kvadrata ayırmaq” 
məsələsi ilə tanış olaq.

Bu məsələ a parametrinin (Diofantda 
o, tam və rasionaldlr) verilmiş qiymətində x 
və y məchulları üçün İKİnci tərtib x2 + y2 = a2 

tənliyinə eKvivalentdir. Verilmiş tənliyin 
sadə həlləri məchulların birinin sıfır qiymə
tində alınır. Diofant digər həlləri

y = kx - a
əvəzləməsi aparmaqla axtarır, burada к ix
tiyari rasional ədəddir. Nəticədə iİKİn tənliK 
(kx - a)2 + x2 = a2 şəKİinə gətirilir, buradan 
x və y məchulları üçün:

2к к2 -1x = a^—y = a——-
к + 1 к + 1

rasional ifadəsi alınır.
ELEMENTLƏRİNİN UZUNLUQLARI TAM 
ƏDƏDLƏR OLAN FİQURLAR

Tərəflərinin uzunluqları tam ədəd olan düzbu
caqlı üçbucaqlar var. Bəs oxşar xassəli digər fiqurlar 
da varmı?

Sən demə, həm tilləri, həm də diaqonalları tam 
ədəd olan paralelepipedlər var. Onlardan biri tilləri, 4,6 
və 12 olan düzbucaqlı paralelepipeddir. Tilləri və yan 
üzlərinin diaqonalları tam ədədlər olan düzbucaqlı pa
ralelepipedlər də var. Bu şərti, məsələn, tilləri 44, 117 
və 240 olan paralelepiped ödəyir. Laxin həm tillərinin 
uzunluğu, həm öz diaqonalları, həm də üzlərinin diaqo
nallarının tam ədədlər olduğu paralelepipedlərin mövc
ud olub-olmadığı məlum deyil.

Tərəfləri 210, 280 və 350 olan ixi eyni düzbucaqlı 
üçbucağın hipotenuzlarının üst-üstə düşməsilə alınmış dör
dbucaqlı heyrətamizdir. Onun bütün tərəfləri, diaqonalları, 
daxilinə və xaricinə çəKİlmiş çevrələrin radiusları, çevrələrin 
mərxəzləri, çevrələrə toxunma nöqtələri və tərəflər və dia
qonallar arasındanı məsafələr tam ədədlərdir.

Diofant üsulu pifaqor ədədlər üçlÜKİə- 
rini - düzbucaqlı üçbucağın tərəflərini ifa
də edən, yəni x2 + y2 = z2 tənliyini ödəyən 
x, y, z tam ədədlər dəstini tapmağa imKan 
verir. Belə üçlüyə misal 3, 4, 5 ədədləridir.

x2 + y2 = z2 qeyri-müəyyən tənliyini

şəKİində yazaq. Ona Diofantın yuxarıda sa
dalanan mühaKİmələrini tətbiq edərəK

x 2к у _ к2 -1
2 К2 + 1 ’ 2 К2 + 1 

ifadəsini alırıq.

Həlli tam ədədlərdə tapmaq üçün 
к=т/п yazaq, burada m, n ixtiyari tam 
ədədlərdir və n Ф 0. Onda

x _ 2mn y _ m2 -n2 
z m2 + n2’ z m2 + n2

Və x = 2mn, y = m2 - n2, z = m2 + n2 
götürməK olar.

Təxminən 1630-cu ildə “Hesab”ın tər
cüməsi dahi fransız riyaziyyatçısı Pyer Fer
manın əlinə düşdü. Diofantın ölməz əsəri 
Fermanı çox incə və dərin nəzəri-ədədi araş
dırmalara ilhamlandırdı. Ferma Diofantın 
yolu ilə gedərəK, xüsusi halda, isbat etdi kİ, 
a natural ədədi onda və yalnız onda İKİ tam 
x, y ədədlərinin Kvadratları cəmi şəKİində 
göstərilə bilər Kİ, a-nın 4-ə bölünməsi zama
nı 3 qalığı verən bütün sadə bölənləri a-ya 
cüt qüvvətlə daxil olsun. O eləcə də belə 
ədədlərin müxtəlif (x,y) cütlərinin miqdarı 
üçün düstur tapdı.

Fermanın Diofantın Kitabının vərəqlə
rinin Kənarlarında qeyd Kimi yazdığı “Hipo
tenuzu, eləcə də düzbucaq əmələ gətirən tə
rəflərin cəmi Kvadrat olan düzbucaqlı üçbu
cağı ədədlərdə tapmalı” məsələsi də məşhur 
oldu. Bu, hipotenuzunun z uzunluğunun və 
Katetlərin uzunluqlarının x + y cəminin tam 
Kvadrat olduğu x, y, z pifaqor ədədlər üç- 
lÜKİərini tapmaq məsələsi sonsuz sayda həllə 
malİKdir. Onların ən minimalını Ferma 
tapmışdır: x = 4 565 486 027 761,

у = 1 061 652 293 520,
2 = 4 687 298 610 289 
(burada 2 = 2 165 0172 və 
x + y = 2 372 1592).
Daha bir qeyri-müəyyən tənliyin də ta

leyi əlamətdardır.
Arximed öz dövründə Günəş Allahı He- 

liosa məxsus olan dörd sürüdə otlayan dörd 
rəng çalarlı ÖKÜzlər haqqında məsələni tər
tib etmişdi. O, məsələni şeir formasında 
Kirenli Eratosfenə yolladı. Məsələ 
x2 - 4 729 494 у2 = 1 tənliyinə müncər edi
lir. ÖKÜzlərin ümumi sayı 7766 • 10206541 ədə
di ilə ifadə olunur. Qoca Helios bu boyda 
sürünü nəinKİ öz yuvasında - Günəş siste
mində, heç ağılın dərK etdiyi Kainatın 
hüdudlarında da yerləşdirə bilməzdi. Gö
rünür, öz opponentinə praKtİKİ olaraq həlle- 
dilməz məsələni yollayan və aşağıdaKi söz
lərlə müraciət edən Arximed hiyləgərlİK 
edirdi:
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Ey qərib diyarlı, əgər sən. baş işlədib 
hər sürüdəKİ ədədi tapsan

Və mənə dəqiq söyləsən,
Onda qələbə ilə qürurlanaraq get, 

hesab olunacaq kİ,
Bu müdriKliKdə sən hər şeyi ötmüsən. 

x2 - ay2 = 1

şəkİİİİ tənlİK “Pel tənliyi” adlanır. Eyler 
səhvən bu tənliyin bir həlli üsulunun riya
ziyyatçı Con Pelə məxsus olduğunu güman 
etmişdi. Ferma bu tənliyi tam ədədlərdə həll 
edə bilmişdi. Sonralar aydın olmuşdu kİ, 
XII əsr hind riyaziyyatçısı BhasKara onun 
öhdəsindən gəlibmiş, laxin onun üsulu elmə 
naməlum qalmışdı.

DIOPHANTI
Al. EXANDRINI

Rcrum Arichmcticarum
Libri Гек, 

quoröprimiduo «dicfta hıbent Scuowa, 
MaxiMi (вгсошсЛимсА)

Paaavpii.
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Diofantın “Hesab”ının titul vərəqi. 1575-ci il.

İkİ məchullu İkİ dərəcəli qeyri-müəy
yən tənlİKİər bizim günlərimizdə tam tədçpq 
olunub. Müasir metodlar, həllər varsa, bü
tün həlləri təyin etməyə və ya həllərin olma
masını əsaslandırmağa imKan verir. LaKİn 
dərəcəsi İKİdən yuxarı tənlİKİər üçün məsələ 
xeyli qəlizdir.

David Hilbertin 1900-cü ildə Parisdə 
Riyaziyyatçıların II beynəlxalq Konqresində 
ifadə etdiyi məşhur problemlərdən biri aşa- 
ğıdaKidır: fərz edəK kİ, ixtiyari diofant tən
liyi verilmişdir, onun tam ədədlərdə 
həllinin olub-olmadığını sonlu addımların 
sayı ilə bilməyə imKan verən metodu göstər
məK tələb olunur.

1970-ci ildə Leninqrad riyaziyyatçısı 
Yuri Vladimiroviç Matiyaseviç isbat etdi kİ, 
belə ümumi metod mövcud deyil.

BÖYÜK FERMA TEOREMİ

ƏSRARƏNGİZ HÖKM

Bu teoremi Pyer Ferma Diofantın İKİn
ci “Hesab” Kitabının səhifələrinin Kənarla
rında aşağıdaKi Kİmi səslənən 8-ci məsə
lənin qarşısında yazmışdı: “Verilmiş Kvad
ratı İkİ Kvadrata ayırmalı”. Başqa sözlə, ve
rilmiş a üçün

x2 + y2 = a2
tənliyini rasional ədədlərdə həll etməK gə- 
rəKdir. Ferma qeyd etmişdir: “Kubu İkİ 
Kuba, Kvadrato-Kvadratı İkİ Kvadrato-Kvad- 
rata və ümumiyyətlə, Kvadratdan yuxarı və 
sonsuzluğa qədər ixtiyari qüvvəti həmin 
üstlü İkİ qüvvətə ayırmaq olmaz. Mən bu
nun həqiqətən möcüzəli isbatını Kəşf etdim, 
laKİn Kitabın vərəqlərinin Kənarları bunun 
üçün çox dardır”.

BəIkə də nəsillər mənə minnətdar olacaqlar Ki, 
mən onlara qədimdəKilərin heç də hər şeyi bilmədiKlə- 
rini isbat etdim və bu məndən sonra məşəli oğullara 
ötürməyə gələnlərin şüuruna nüfuz edəcəK...

Pyer Ferma
(1601-1665)

Başqa sözlə,
xn + yn = zn 

qeyri-müəyyən tənliyinin n > 3-də 
x,y,z * 0 şərtini ödəyən x, y, z rasional 
həlləri yoxdur.

Bu hÖKm elə böyÜK və (ya sonuncu) 
Ferma teoremidir kİ, onun da isbatını riya
ziyyatçılar 350 il axtarmışlar.

Ferma özü böyÜK teoremin yalnız n = 4 
üçün isbatını qoyub getmişdir. 1738-ci ildə 
teoremin bu halını Leonard Eyler bir də is
bat etdi. LaKİn onun n = 3 üçün isbatı verə 
bilməsi üçün daha 30 il lazım oldu. Bu isbat
ların ideyaları ilə tanış olduqda görürÜK Kİ, 
dördüncü dərəcələr üçün isbat киЬипкип- 
dan niyə bu qədər asandır.

SONSUZ ENMƏ METODU

n = 2 halından başlayaq, belə Kİ, o, son
ralar lazım olacaq. Bir halda kİ

x2 + y2 = z2

tənliyini ödəyən ixtiyari rasional ədədlər 
üçlüyünü onların ortaq məxrəcinə vurmaqla 
tam ədədlərə çevirməK olar, bu tənliyi tam 
ədədlərdə həll etməK Kifayətdir. Bunun necə 
edildiyi haqqında “Qeyri-müəyyən tənlİK- 
lər” məqaləsində danışılıb. Nəticəni yada sa
laq: n — 2 üçün Ferma tənliyinin ixtiyari 
tam ədədli həllini

x = p2 - q2, y = 2pq, z = p2 + q2 
şəKİində yazmaq olar, burada p və q ixtiyari 
tam ədədlərdir, özü də bütün тйткйп olan 
qarşılıqlı sadəpyəq üçün tənliyin qarşılıqlı 
sadə x və у-li bütün həlləri alınacaq.

KİÇİK FERMA TEOREMİ

AşağıdaKi Гюкт kİçİk Ferma teoremi adlanır:

V Əgər а ədədi p sadə ədədinə bölünmürsə, 
onda elə Z üstü mövcuddur kİ, aK -1 p-yə 
bölünür, özü də X p- 1-in bölənidir, Xüsu
si halda, a₽ ' -1 p-yə bölünür.

Bu teorem bütün elementar ədədlər nəzəriyyə
sinin əsas teoremidir. Leonard Eyler onun üçün bir 
neçə müxtəlif isbat tapıb. Bundan əlavə, o, kİçİk teore
mi p sadə deyil, а ilə qarşılıqlı sadə olan ixtiyari tam 
ədəd olduğu hal üçün ümumiləşdirib.

Bu düsturlar hələ pifaqorçulara məlum 
idi və buna görə də onların verdİKİəri ədəd
lər üçlÜKİəri adətən pifaqor üçlÜKİəri adla
nır. Onların ən məşhuru (3, 4, 5) p = 2, q = 
1 olduqda alınır, p = 3, q = 2 yazsaq, daha 
bir məşhur və qədim həll - (5, 12, 13) - ta
pacağıq.

BeləlİKİə, n = 2-də Ferma tənliyi son
suz çox həllə malİKdir və n > 2 olduqda, o, 
bəyan etdiyi Kİmi, heç bir həll yoxdur!

BöyÜK Ferma teoremi, haqlarında irəli
də söhbət gedəcəK bir çox riyazi nəzəriyyə 
ilə bağlıdır. İndi yalnız onu deyəK Kİ. Ferma 
onun tam ədədli düzbucaqlı üçbucağın sahə
si ilə əlaqəsini bilirdi. Onun Diofantın “He
sabına” qeydlərindən birində deyilir: “ 
Ədədli düzbucaqlı üçbucağın (yəni tərəfləri 
tam ədədlər olan - RedaKtorun qeydi) sahəsi 
Kvadrat (tam ədədin) ola bilməz”. Ferma 

sonra bu hÖKmün n = 4 halında böyÜK teore
mə eKvivalent olduğunu göstərmiş və onu 
isbat etmişdir.

Həqiqətən, fərz edəK kİ, Katetləri x, y 
və hipotenuzu z tam ədədlər olan düzbucaqlı 
üçbucaq verilmişdir. Və onun sahəsi

S = - xy
2

tam ədədin Kvadratıdır. Fərz edəK Kİ, xvəy 
qarşılıqlı sadədirlər (əks halda x və y ədədlə
rini, eləcə də onlarla birgə z-i x və z/-in ən 
böyÜK ümumi böləninə bölməK olardı). Onda 
pifaqor ÜçlÜKİəri üçün düsturları nəzərə al
maqla S = pq(p2 - q2), burada p, q və p2 - q2 
- qarşılıqlı sadə ədədlərdir. LaKİn bir neçə 
qarşılıqlı sadə vuruğun hasili Kvadrata bə- 
rabərdirsə, onda bu vuruqların hər biri də 
Kvadrat olmalıdır: p = a2, q = p2,
p~ - q2 = y2, a4 - P4 = y2. BeləlİKİə, əgər mə
sələdə baxılan düzbucaqlı üçbucaq mövcud 
olsaydı, onda fərqi Kvadrat olan İkİ dördün
cü qüvvət (tam ədədlərin) göstərməK olardı. 
Ferma isbat etmişdir Kİ, bu, тйткйп deyil. 
Və deməli, belə fərqin dördüncü qüvvətə bə
rabər olması heç тйткйп deyil Kİ, bu da 
böyÜK teoremin n = 4 halında isbatıdır. Bu 
isbat Fermanın bizim günlərimizə gəlib çat
mış yeganə tam nəzəri-ədədi isbatıdır. Bura
da o, güclü metod - sonsuz (və ya qey
ri-müəyyən) enmə metodunu tətbiq etmiş
dir. Bu metodun ideyasını bizim misalımız
da izah edəK.

x4 + y4 = z2 bərabərliyinin тйткйп- 
süzlüyünü isbat etməK lazımdır. ƏKSİni fərz 
edəK: o, x , У z tam müsbət ədədləri üçün 
ödənilir. Änmənı həyata KeçirməK üçün ən 
böyüyünün (zj birinci üçlüyün ən böyÜK 
ədədindən (z ) kİçİk olduğu başqa bir x , y%, 
z tam ədədlər üçlüyünün də baxılan tənliyi 
mütləq ödəyəcəyini isbat edirİK. Yeni həll 
haqqında eyni mühaKİmələri yürütməK və 
üçüncü x , y,, z ədədlər üçlüyünü, burada 
z, < z , axtarmaq olar. Və Ferma yazdığı 
Kimi, ‘Ъе1эсэ sonsuzluğa qədər əwəİKİndən 
kİçİk olan tam ədədlər tapacağıq. LaKİn bu, 
тйткйп deyil, belə kİ, hər hansı bir tam 
ədəd verilibsə (Ferma onun müsbət olduğu
nu fərz edirdi. - RedaKtorun qeydi.), onda 
ondan kİçİk tam ədədlər sonsuzluğu mövcud 
deyil”.

Ferma bəyan edirdi Kİ, ədədlər haqqın
da bütün əlamətdar teoremlərini məhz bu 
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üsulla isbat edib. Enmə nəzəriyyəsi bu gün 
də ədədlər nəzəriyyəsində böyÜK rol oynayır.

n = 4 ÜÇÜN BÖYÜK FERMA TEOREMİ

Ferma n = 4 üçün öz teoreminin qənir
siz isbatını vermişdir, laKİn Eylerin isbatı 
daha aydın və daha qısadır. Buna görə də 
burada məhz ona baxacağıq.

Fərz edəK kİ, x4 + y4 = z2, yəni (x2)2 + 
(y2)2 = z2 şərtini ödəyən x, y, z ədədlər 
üçlüyünü tapmışıq. Pifaqor üçlüyü üçün 
düsturlardan istifadə edəK. Alırıq:

Х2=Р2-<А y2 = 2pq, z = p2 + q2.
Hesab etməK olar kİ, x və y, deməli, p 

və q ədədləri də qarşılıqlı sadədir. Onda y2 = 
2pq cüt olduğundan x2 təK olmalıdır. LaKİn 
x2 = p2 - q2, deməli,pvəq müxtəlif cütlüyə 
malİKdir, özü dəp təK, q cüt olmalıdır. Doğ
rudan da, cüt ədədin Kvadratı 4-ə bölünür, 
təK ədədin Kvadratı 4-ə bölünəndə 1 qalıq 
verir (belə Kİ, (21 + l)2 = 4Z2 + 41 + 1). Buna 
görə də p - cüt, q - təK ədəd olsaydı, p2 - q2 
fərqi 4/c-l şəKİində olardı, yəni Kvadrat ol
mazdı (axı bütün Kvadratlar 4-ə bölünərKən 
0 və ya 1 qalıq verir). Biz yenə də pifaqor 
tənliyi: x2 + q2 = p2 alırıq və g-nün cüt oldu
ğunu nəzərə almaqla onun həllini

x =r2-s2, q = 2rs, p =r2+s2

şəKİində yaza bilərİK.
x və q qarşılıqlı sadə ədədlər olduğun

dan (əks halda x və y2 = 2pq ümumi vuruğa 
malİK olardı), r və s də qarşılıqlı sadədirlər. 
Bu zaman rs (r2 + s2) pq/2 = y2/4 Kvadrat
dır, deməli, hər İkİ ədəd və r2 + s2 ədədi də 
Kvadrat olmalıdır: r= a2, s = p2, r2+s2 = y2. 
Eyni a4 + p4 = y2 tənliyi ödəyən yeni ədəd
lər üçlüyü - a, P, y tapılmışdır. Onun ən Kİ- 
çİk y ədədi z-dən KİçİKdir:

y2 -r2+s2 = p < p2 + q2 = z < z2.
BeləliKİə biz enməni həyata KeçirdİK və 

Ferma və Eylerin ardınca bu qərara gələ bi
lərİK Kİ, teorem isbat olundu.

л-3 HALINDA BÖYÜK FERMA 
TEOREMİ: EYLER CƏHDİ

Eyler n = 3 halında Ferma teoremini 
1768-ci ildə isbat etmişdir. Bundan ötrü ta
mamilə yeni ideya tələb olundu. Bu ideya 
adi tam ədədlər haqqında məsələləri araşdı- 
гагкэп a + bj-rı şəkİİİİ ifadələr tətbiq et- 
məKdən ibarət idi, burada a, b tam ədədlər 
və n > O-dır. (Mənfi ədədlərin KÖKİəri olan 
ifadələrə hansı məna verilməsi haqqında 
“KompleKS ədədlər” fəslinə bax.) Eyler bu 
barədə J. L. Laqranja yazırdı: “Mən sizin ir
rasional, hətta xəyali ədədləri analizin təKcə 
rasional ədədlər hissəsinə tətbiqinizə hey
ran qaldım. Artıq neçə ildir kİ, məndə də 
oxşar ideyalar baş qaldırıb...mən burada 
(Rusiyada. - RedaKtorun qeydi) rus dilində 
tam cəbri çap etdirərəK onda bu üsulu 
müfəssəl təsvit etmişəm və mən göstərmi
şəm Kİ, x2 + ny2 = (p2 + nq2)x tənliyini həll 
etməK üçün aşağıdaKi tənliyi həll etməK Ka
fidir: x + y4-n = (p + q4-n)k.”

Öz isbatında Eyler a = a + b4-3 şəK
İində ifadələrə baxmışdır. Və burada o, föv
qəladə mühüm addım etdi: bu ifadələrə tam 
ədədlərin xassələrini şamil etdi. Bu nə de
məKdir? Adi tam ədədlər üçün zəngin riya
ziyyat mövcuddur: onları nəinKİ toplamaq, 
çıxmaq, vurmaq olar, eləcə də onların ara
sından vahidi, sadə ədədləri, qarşılıqlı sadə 
ədədləri ayırmaq olar. Nəhayət, ixtiyari 
ədədin sadə vuruqlara ayrılmasının yega- 
nəliyi haqqında fundamental teorem mövc
uddur. Fərz edirdilər Kİ, həmin xassələr 
ancaq 1, 2, 3,...natural sırasına aiddir və 
“tam ədəd“ anlayışı heç bir ümumiləşməyə 
yer qoymur. Eyler fərz etdi Kİ, a = a + bsl-2 
şəKİində ədədlər eyni xassələrə malİKdir, 
onların arasında da sadə ədədlər var, onlar 
üçün də sadə vuruqlara ayrılmanın birqiy- 
mətliliyi qanunu doğrudur. Bundan çıxış 
edərəK o, n = 3 halında böyÜK teoremi isbat 
etdi. LaKİn Eyler öz fərziyyələrini əsaslan
dırmadı. Bu məsələlər XIX əsrdə yenə də 
riyaziyyatçıların qarşısında və yenə də Fer
ma teoreminin isbatı ilə əlaqədar durdu.

n = 3 HALINDA BÖYÜK FERMA TEOREMİNİN 
İSBATININ İDEYASI

x3 + y3 = z3 (*)

qeyri-müəyyən tənliyinin tam müsbət həllərinin olmadı
ğını isbat etməK tələb olunur. İsbatı enmə metodu ilə 
aparacağıq. Fərz edəK Ki, (*) tənliyi (x, y, z) həllərinə 
malİKdir. isbat edəK Ki, onda o, birincidən kİçİk olan 
başqa (x,,y,,z,) həllinə də malİKdir (x, ,y, ,z, ədədləri
nin ən böyüyü x, y, z ədədlərinin ən böyüyündən kİçİk- 
dir). Həmin mühaKİmə ilə (x^y^zj-dən (x2,y2,z2)-yə 
KeçiriK və s. LaKİn verilmiş tam müsbət ədəddən kİçİk 
olan yalnız sonlu sayda tam müsbət ədədlər var. De
məli, iİKİn fərziyyə doğru deyil.

BeləliKİə, fərz edəK kİ, (x, y, z) həlli mövcuddur, 
x, y, z ədədlərini qarşılıqlı sadə hesab edəcəyİK. Onda 
aydındır kİ, onların İKİsi təK, biri cüt olmalıdır. Fərz edəK 
Ki, x və y təK, z cütdür (əks halda, əgər x cütdürsə, 
mühaKİmə x3 = z3 - у3, y cüt olanda isə y3= z3-x3 
Kublar fərqinə nəzərən aparılacaq), p = (x + y)/2, q = (x- 
y)/2 yazaq, buradan x = p + q,y=p-q.pvəq ədədləri 
müxtəlif cütlüKdə olmalıdırlar. (*) tənliyində yazıb alırıq

x3+ y3= 2p(p2 + 3g2) = z3.

z cüt, p2+ 3q2 təK ədəd olduğundan z3 8-ə və 
p-yə bölünür və cüt olmalıdır. Deməli, q təKdir. Eləcə də 
qeyd edəK kİ, p мэр2 + 3q2 yalnız bir ümumi vuruğa- 
3-ə malİK ola bilərlər. Buna görə də Eyler İkİ hala baxır:

1) p 3-ə bölünmür,
2) p 3-ə bölünür.

BÖYÜK TEOREM VƏ CƏBRİ ƏDƏDLƏR 
NƏZƏRİYYƏSİ

1847-ci il martın 1-də məşhur fransız 
riyaziyyatçısı və fizİKİ Qabriel Lame Paris 
elmlər aKademiyasının iclasında böyÜK te
oremin yeni isbatını məruzə etdi. Bu za
man o,

b0 + 1
şəkİİİİ ədədlərlə əməliyyat aparırdı., burada 
b tam, Ç 1-dən fərqli elə bir KompleKS ədəd
dir Kİ, = 1. Qeyd edəK Kİ, Ä, = 3-də Lame 
ədədləri Eylerin tətbiq etdİKİərini saxlayır. 
Həqiqətən, - 1 =(^ - 1) (Ç2 + ^ + 1), laKİn 
E, * 1, deməli, Ç2 + Ç +1 = 0, buradan

e -1±V=3
" 2 ’

Lame öz isbatında o müddəadan çıxış 
edirdi Kİ, (*) şəkİİİİ ədədlər üçün adi hesa
bın bütün qanunları, xüsusi halda, sadə vu
ruqlara ayrılmanın birqiymətliliyi qanunu 
doğrudur.

Digər məşhur fransız riyaziyyatçısı,

İKİnci hal asanca birinciyə müncər edildiyindən 
biz yalnız birinci hala baxacağıq.

BeləliKİə, p mə q ədədləri qarşılıqlı sadədirlər, 
bundan əlavə, p cüt, q təKdir, laKİn bir halda Ki, p 3-ə 
bölünmür, deməli, p və p2 + 3g2 qarşılıqlı sadədirlər. 
SonraKi isbatı aparmaq üçün Eyler cəsarətli addım atır— 
p2 + 3p2-nı vuruqlara ayırır:

p2 + 3q2 = (p + q4^3)(p - qs/^3). Və bu vuruqla
ra elə baxır Ki, sanKi onlar tam ədəddirlər. Xüsusi halda 
2p(p + gV=3)(p - gV=3) = z3 olduğundan bütün vuruq- 
lar qarşılıqlı sadədirlər. Eyler fərz edir Ki,

2p = f3, p + qS~3 = (r+sV^ä)3, 
p-gV=^ = (r-sV=3)3.
r±sV-3-i KubayüKsəldərəKvə(V^3)2 = -3qəbul 

edərəK o alır:

p = r(r - 3s)(r + 3s), 
q = 3s(r + s)(r - s).

Burada r, s müxtəlif cütlüKİü ədədlərdir, özü də, 
göründüyü Kimi, rcüt, s təK olmalıdır.

Digər tərəfdən, 2p = f, yəni 2r(r - 3s)(r + 3s) = f. 
Bütün vuruqlar qarşılıqlı sadədirlər, onda onların hər biri 
Kub olmalıdır:

r + 3s = g2,r-3s = h\

Deməli, 2r = h3 + g3=f.
Biz (*) tənliyinin yeni (f, g, t) həllini aldıq Ki, o da 

(x, y, z) birinci həlldən KİçİKdir. BeləliKİə, höKm etməK 
olar Kİ, n = 3 üçün Ferma tənliyinin tam müsbət həlləri 
yoxdur.

Jozef Liuvil qeyd etmişdir: “...edilmiş cəhd
lər (yəni Lamenin isbatı. - RedaKtorun qey
di.) mənə göstərdi Kİ, KompleKS ədədlər 
üçün əvvəlcə hasilin sadə vuruqlara yalnız 
bir üsulla ayrıla biləcəyi haqqında elemen
tar fərziyyəyə oxşar olan teoremi təyin et- 
тэк lazım idi. Lamenin analizi mənim bu 
fİKrimi yalnız qətiləşdirdi. Burada doldu
rulması lazım gələn boşluqlar yoxdur kİ?” 

Toxunulan məsə
lələr cəbri ədədlərin, 
yəni tam əmsallı tənlİK- 
lərin KÖKİəri olan ədəd
lərin hesabına aiddir 
(“Transendent ədədlər” 
məqaləsinə bax). Liuvi- 
lin qeydi nəticəsində 
riyaziyyatın bu bölmə
si, deməK olar Kİ, bir il 
fransız alimlərinin diq
qət mərKəzində oldu.
Onunla israrla Lame Ernst Kummer 
özü, Pyer Vansel, hətta (1810-1893)
böyÜK Ogüsten Koşi
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BÖYÜK FERMA TEOREMİNƏ 
“AXIRINCI HÜCUM”

XX əsrin sonu riyaziyyatçılar üçün böyüK sensa
siya ilə əlamətdar oldu: böyüK Ferma teoremini isbat 
etməK cəhdləri axır Ki uğurla başa çatdı!

1995-ci ilin yayında aparıcı riyaziyyat jurnalların
dan birində - “Riyaziyyat annalları”nda - teoremin tam 
isbatı dərc olundu. İkİ məqaləyə bölünən bu isbat bütün 
nömrəni tutmuşdu. İsbatın əsas hissəsi Prinston uni
versitetinin (ABŞ) professoru, 42 yaşlı ingilis riyaziyyat
çısı Əndryü Vaylsa məxsus idi. O, teoremlə beş il 
ərzində “vuruşmuşdu”. Axırıncı mərhələdə işə OKsford 
universitetinin professoru Riçard Teylor qoşulmuşdu. 
O, Vaylsın ikin isbatındaKi boşluqları aradan qaldır
mağa KöməK etmişdi.

Bu iİKin isbatı Vayls 1993-cü il iyunun 23-də 
Kembricdə İsaaK Nyuton adına Riyazi elmlər institutun
da oxuduğu mühazirələr silsiləsində şərh etmişdi. Bu, 
gərgin zahid həyatının məhsulu idi. Vaylsın etirafına 
görə, zövcəsindən başqa heç Kim onun bu oblastda iş
lədiyini bilmirdi.

Vaylsın ideyaları xn+ yn = zn Ferma tənliyi və 

уг=х(х-ап)(х-сп) (*) 

tənliyi ilə verilən elliptİK əyrilər arasında əlamətdar əla
qəyə əsaslanırdı (İİk dəfə ona fransız riyaziyyatçısı İv 
Eleqarş 1970-ci ildə diqqət yetirmişdi). Əvvəllər, 
1955-ci ildə yapon riyaziyyatçısı YutaKa Taniyama el
liptİK əyrilər çoxluğunun modulyarlıq adlanan bir xassə
sini hipotez şəKİində ifadə etmişdi. 1985-ci ildə alman 
alimi Gerhard Frey fərz etdi Ki, (*) əyriləri üçün bu hipo- 
tezin doğruluğundan Ferma teoremini çıxarmaq olar, 
1986-cı ildə isə amerİKalı Kenet Ribert Freyin fərziyyə
sini isbat etdi. BeləlİKİə, Ferma teoremini isbat etməK 
üçün Taniyamanın hipotezini isbat etməK qalırdı. Məhz 
bunu da Vayls Kembric mühazirələrində şərh etdi.

Az tanınmış riyaziyyatçıdan belə cəsarəti Kimsə 
gözləmirdi. Mütəxəssislər Vaylsın isbatını yoxlamağa 

başladılar. Və bir neçə aydan 
sonra (böyüK teoremin isbatında 
dəfələrlə olduğu Kimi) onlar Vay- 
Isın isbatında boşluqlar gö
rdülər. LaKİn onu ideyalarının 
bütövlüKdə dərin, gözəl və müa
sir olduğu qəbul edildi.

Vayls isbatı düzəltməyə 
girişdi. DeməK olar Ki, bir il Keçdi 
və 1994-cü ilin avqustunda o, 
SürixdəKi növbəti Beynəlxalq ri
yazi Konqresə dəvət aldı. Riya
ziyyat aləmi səbirsizliKİə onun 
məruzəsini gözləyirdi. Vayls, əl
bəttə Kİ, öz çıxışına Kimi isbatı 
qurtarmaq istəyirdi, laxin çatdır

madı. НэткаИап görürdülər Ki. hətta məruzəyə lap az 
qalmış da o, auditoriya yanındaKi pilləKənlərdə oturub 
işləyir. Və nəhayət, Kafedraya qalxan Vayls gözləməK- 
də olan zala bildirəndə kİ, o hələ isbatı tamamlamayıb, 
sürəKİi alqışlar qopdu.

LaKİn artıq 1994-cü ilin 19 sentyabrında, Kon
qresdən cəmisi bir ay sonra, Uaylsın sözlərinə görə, 
ona vəhy gəldi və bu da ona (əməKdaşlığa cəlb edilmiş 
Teylorla birgə) mövcud boşluğu doldurmağa котэк 
etdi. Bu dəfə isbat ən vasvası yoxlamalardan çıxdı və 
dərc edildi. BöyüK teoremin 350 illi isbat tarixi belə ta
mamlandı.

Bəs Fermanın isbatı (o, mövcud olsaydı) Vaylsın- 
кта oxşar ola bilərdimi? Vaylsın bu barədə fiKri belədir: 
“Ferma belə isbata malİK ola bilməzdi. Bu, iyirminci əs
rin isbatıdır”.

pa oluna bilərdi. Ernst Kummer belə də elə
di. O, daxil etdiyi obyeKtləri ideal vuruqlar 
adlandırdı və onların Köməyi ilə n sadə 
üstlərin geniş sinfi üçün böyüK teoremi is
bat etdi. LaKİn o, teoremi ümumi halda is
bat edə bilmədi. Əvəzində onun (*) şəkİİİİ 
ədədlərin hesabını qurmaq yolu XIX əsrdə 
məhsuldar inKİşaf aldı. Cəbri ədədlərin ən 
ümumi halqalarının hesabını alman riya
ziyyatçıları L. Кгопекег və Y. В. P. Dede- 
Kİnd qurdular. DedeKİnd cəbrə yeni mühüm 
obyentlər - ideallar daxil etdi.

HƏR HALDA O SÜBUT EDİLDİ!

XX əsrdə böyüK teoremin sürətlə inKİ
şaf edən riyazi nəzəriyyə - cəbri həndəsə ilə 

əlaqəsi aşKar edildi. Məhz bu nəzəriyyənin 
çərçivəsində uğur əldə edildi. Teoremin isba
tında bir neçə riyaziyyatçının payı var, lanin 
nöqtəni ingilis alimi Əndryü Vayls qoydu. 
Vaylsın isbatı çox mürəKKəbdir. O, elliptİK 
əyrilərin bir məsələsinin həllinə, yəni üçüncü 
dərəcəli cəbri əyrilərə müncər edilir.

BöyüK Ferma teoremi elə bil xüsusi xa- 
raKter daşıyır. LaKİn onu isbat etməK cəhd
ləri riyaziyyatı yeni ideyalarla, metodlar
la, nəzəriyyələrlə zənginləşdirdi. BöyüK teo
remin yenilməz Keçilməz əhəmiyyəti elə 
bundadır.

məşğul olurdular. On- larin araşdırmaları 
sonralar halqa - tam ədədlərin toplama və 
vurmaya görə xassələrinin ən ümumi halda 
əks olunduğu riyazi obyeKt anlayışının for
malaşmasına gətirdi.

LaKİn 1847-ci ilə qayıdaq. Həmin yaz 
alman riyaziyyatçısı Ernst Kummer Liuvilə 
məKtubunda öz heyrətamiz Kəşfi haqqında 
məlumat verdi. Sən demə, (*) şəKİində ədəd
lərin sadə vuruqlara ayrılması haqqında te
orem doğru deyil. Bu zaman Kummer sadə 
ədəd anlayışının özünü dəqiqləşdirdi.

Natural sadə ədədləri aşağıdaKi xassə
lərin ixtiyari biri ilə səciyyələndirmən olar:

1) onlar vahiddən fərqli ixtiyari ini vu- 
ruğun hasilinə ayrılmırlar;

2) ab hasili sadə p ədədinə bölünürsə, 
onda vuruqlardan azı biri p-yə bölünməlidir.

Adətən bu xassələrin birincisini sadə 
ədədin tərifi Kimi qəbul edir, İKİncisini isə 
isbat edirlər.

Kummer müəyyənləşdirdi Kİ, (*) şənilli 
ədədlər 1 xassəsinə malİK olub, 2 xassəsinə 
malİK olmaya bilərlər. Bu necə ola bilər? Ən 
adi tam ədədlərlə misallar göstərən.

Fərz edəK ni, yalnız cüt ədədlərimiz 
var. Onda 2, 6, 10, 14, ...ədədləri 1 xassəsi
nə əsasən “sadə” olacaqlar (onların bölənlə
rindən biri təKdir, laKİn biz ona baxmırıq), 
lanin 2 xassəsi onlar üçün ödənmir. Məsə
lən, 60 = 2 ■ 30 = 6 • 10, yəni 6 10 hasili 30 
“sadə” ədədinə bölünür, laKİn vuruqlarm 
heç biri ona bölünmür. 60 ədədi burada İKİ 
müxtəlif üsulla “sadə” vuruqlara ayrılıb. (*) 
şənilli ədədlər üçün sadə ədədlərə ayrılma
nın birqiymətli olmadığını görməK çətin idi, 
lanin o, İİk dəfə X = 23-də üzə çıxır.

Cüt ədədlərlə olan misal belə bir ideya
ya gətirir: əgər (*) şəkİİİİ ədədlərə təK ədəd
lərin müəyyən oxşarını əlavə etsəydİK, onda 
sadə vuruqlara ayrılışın birqiymətliliyi bər-
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HƏQİQİ ƏDƏDLƏR

RASİONAL ƏDƏDLƏR

Əyləncəli riyaziyyat foİKİorunun 
xəzinəsində belə bir məsələ var: 
“Şüşə qab tıxacla birgə 11 sİkkə 
edir, özü də şüşə qab tıxacdan on sİkkə ba

hadır. Tıxac neçəyədir?” Bu məsələnin ləz
zəti ondadır kİ, çox düşünmədən hamı: “Tı
xacın dəyəri bir sİKKədir” cavabını verir. Və 
əlbəttə, səhv edirlər! Bəziləri, yoxlama apa
rır və öz səhvinə əmin olandan sonra bildirir 
Kİ, məsələnin ümumiyyətlə həlli yoxdur. 
Həqiqətən, bu məsələ tam ədədlərdə həll 
olunmur, laKİn onun həlli üçün uyğun gələn 
Kəsr ədədlər mövcuddur: qabın dəyəri on ya
rım sİkkə, tıxacmKi yarım sİKKədir.

Qədim zamanlarda tam və Kəsr ədədlə
rə müxtəlif cür yanaşırdılar. “Əgər sən va
hidi bölməK istəyirsənsə, riyaziyyatçılar sə
nə güləcəK və imKan verməyəcəK”, - Afina 
AKademiyasınm banisi Platon yazırdı. La- 
Kİn heç də bütün qədim yunan riyaziyyatçı
ları Platonla razılaşmırdılar. Arximed və 
İsgəndəriyyəli Heron Kəsrlərlə sərbəst rəf
tar edirdilər. Hətta natural ədədlərə müqəd
dəs həyəcanla yanaşan Pifaqor musiqi ŞKa- 
lası nəzəriyyəsini yaradaraq əsas musiqi in- 
tervallarını Kəsrlərlə əlaqələndirirdi. Doğ
rudur, Pifaqor və onun şagirdləri Kəsr an
layışının özündən istifadə etmirdilər. Onlar 
yalnız ədədlərin nisbətindən danışmağı öz
lərinə rəva görürdülər.

Maraqlıdır Kİ, XVIII əsrin bir çox Av
ropa hesab dərslİKİərində Kəsrlər bölməsi 
Kitabın sonunda yerləşirdi. İngilis maarifçi
si Con Kersi Vingetin “Hesab”ının 16-cı nəş
rinin (London, 1735) girişində bu adəti belə 
izah edir: “Riyaziyyatla onun pul haqq-he
sablarında, ticarətdə və digər oxşar əlavə
lərdə faydalı olduğu qədər tanış olmaq üçün 
...indi tam ədədlər hesabının sadə və faydalı 
şərhi verilir Kİ, bununla da Kəsrlərin dİK 
yollarına buraxılış açılır. Onları da görən 
bəzi tələbələr elə məyus olurlar kİ, dayanır 
və hayqırırlar: “Non plus ultra (latınca “ 
bundan artıq heç nə” - RedaKtorun qeydi.), 
biz o yana getməyəcəyİK!”.

Bizə məlum olan riyazi əsərlərin biri
nin məhz Kəsrlərlə əməliyyat çalışmaların
dan başlanması, buna görə, əlamətdardır.

KƏSRLƏRLƏ ƏMƏLİYYAT QAYDALARI

İxtisar: —əgər m * 0.
mb b

Toplama və çıxma: - + - = ?d + cb 
b d bd

a_c_ad-cb
b d bd

Vurma və bölmə: f =
b d bd

ac - ad
bd b c

ALİKVOT KƏSRLƏR

Raynd papirusu adlanan papirus e. ə. 
1650-ci ildə Katib Axmes tərəfindən üzü 
Köçürülmüş qədim Misir riyazi mətnidir 
(“Qədim Misir” məqaləsinə bax). Onda yal
nız surətləri 1 olan Kəsrlərə baxılır. İstisna

7 çörəyi 8 bərabər hissəyə necə bölməli.

yalnız 2/3 Kəsri üçün edilib. Misirlilərin 
üstünlÜK verdiyi 1/n (n natural ədəddir) 
şəKİində Kəsrlər müasir riyaziyyatda alİK- 
vot Kəsrlər (latınca aliquot - “bir neçə” sö
zündən) adlanır. Hər hansı ədədi alİKvot 
Kəsrlərin cəmi şəKİində təqdim etməK üçün 
bəzən böyÜK ixtiraçılıq göstərməK lazım gə
lirdi. Məsələn, 2/43 ədədi papirusda belə 
ifadə olunub:

2 1 1 1 1
43 " 42 + 86 + 129 + 301’

Ədədləri hər dəfə vahidin hissələrinin 
cəminə toplayaraq onlar üzərində hesabi 
əməllər aparmaq çox namünasibdir. Misirli
lərin alİKvot ədədlərə hərisliyinin hər hansı 
bir izahı varmı? Belə bir məsələyə baxaq: “7 
çörəyi 8 adam arasında bölməli”.

Müasir məKtəbli məsələni yəqin Kİ, 
belə həll edərdi: hər bir çörəyi 8 bərabər his
səyə bölüb hər bir adama hər çörəKdən bir 
hissə verməli. Axmesdə isə bu məsələ belə 
həll olunub:

7 111
— =---- h-----1-----
8 2 4 8

olduğundan hər bir adama bir çörəyin yarı
sını, dörddə birini və səKKİzdə birini ver- 
тэк gərəKdir. Və bizim məKtəbliyə 49 Kə
sim etməK lazım gələrdisə, Axmesə cəmisi 
17-si lazım gələrdi, yəni Misir üsulu, deməK 
olar Kİ, 3 dəfə qənaətcildir.

ALTMIŞLIQ VƏ ONİKİLİK KƏSRLƏR

Altmışlıq say sistemindən istifadə 
edən babillilər Kəsrlərlə çox incə rəftar edir
dilər. Beynəlnəhr (İkİ çayarası) əhalisinin 
öz ədəd sistemini yaratmalarındaKi ardıcıl
lıq və əsaslılıq heyrət doğurur: onlar altmış- 
lıq əsası nəinKİ tam ədədlərə, eləcə də 
Kəsrlərə də tətbiq edirdilər.

OnİKİÜK Kəsrlər qədim Romada yayıl
mışdılar. Sonralar çəkİ vahidi olan miss sİk- 
Kəni (ass) romalılar 12 bərabər hissəyə - un
siyalara bölürdülər. Qədim Roma məKtəblə- 
rində Kəsrlərlə hesablamalara xüsusi diqqət 
ayrılırdı. Horatsi “Poeziya elmi”ndə müəlli
min şagirdlə belə bir dialoqunu gətirir:

“Albinin oğlu! mənə söylə: əgər biz beş 
unsiya götürüb birini çıxsaq, nə qalar?”

- “Assın üçdə biri”.
- Çox gözəl!

LaKİn sən öz varidatını xərcləmə! Bəs 
əwəİKİ beşə birini əlavə etsəK, cəmi nə 
olar?”

- “Yarım”.
Gördüyümüz Kimi, gənc romalı qabi

liyyətlə onİKİlİK Kəsrlər üzərində əməllər 
aparırdı:

5 J_ = l12 12 " 3’ 12 + 12 " 2’

RASİONAL ƏDƏD ANLAYIŞI

Albinin oğlu orta əsrlər avropalılarına 
ləyaqətli misal ola bilərdi. Hətta min beş 
yüz il sonra da onlar Kəsrlər üzərində əməl
lərə qeyri-adi sənət Kimi baxırdılar. Məsə
lən, Peruc, Neapol, Milan, Florensiya, 
Roma və Venesiyada riyaziyyatı tədris edən 
LuKa Paçolini Kəsrlər barəsində “vurma” sö
zünün işlədilməsi özündən çıxarırdı, çünKİ 
bu zaman hasil vuruqlardan kİçİk olurdu.

Kəsrlərin vurulması ilə digər məna çə
tinliyi də bağlıdır. Ədədi n natural ədədinə 
vurmaq onu toplanan Kimi n dəfə götürməK 
deməKdir, laKİn nəyisə, məsələn, 2/3 dəfə 
götürməyin heç bir mənası yoxdur. “ 2/3-ə 
vurmaq” sözünü necə başa düşməK lazım
dır? Müasir məKtəbli deyər: “2/3-ə vurmaq 
İKİ dəfə üçdə biri götürməK deməKdir”.

Terminlərin mənasının dəyişməsi və 
genişlənməsi ilə biz digər hallarda da, məsə
lən, mənfi ədədləri daxil edərKən rastlaşı
rıq. Aydındır Kİ, 2 almadan 3 alma çıxmaq 
olmaz, laKİn bununla belə, temperatur 2 də
rəcədən 3 dərəcəyə düşə bilər. Bunu biz təbii 
qəbul edirİK.

BeləlİKİə, m/n şəKİində olan ədədlər, 
(burada m, n tam və n Ф 0,) rasional ədədlər 
adlanır. Əgər n = 1-dirsə, m/n rasional ədə
di tam ədəddir.

Bütün tam ədədlər çoxluğunda çıxma 
əməlinin qeyri-məhdud yerinə yetirilə bilən- 
İİk xassəsinə: ixtiyari tam ədəddən ixtiyari 
tam ədədi çıxmaq olar - uyğun olaraq rasio
nal ədədlər oblastında bölmə əməli qeyri- 
məhdud yerinə yetirilə bilənlİK əldə edir. 
Axı bir Kəsri digər Kəsrə bölərKən biz yenə 
Kəsr alırıq. Yeganə istisna sıfırdır: ona böl- 
тэк olmaz.

BeləlİKİə, rasional ədədlər üzərində ix
tiyari hesabi əməli (toplama, çıxma, vurma, 
bölmə) həyata KeçirərəK biz bu ədədlərin 
hüdudlarından çıxmırıq. Hər dörd hesabi
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əməlin verildiyi və onların bu çoxluğun hü
dudlarından çıxarmadığı belə ədədlər çoxlu
ğu meydan adlanır.

Niyə sıfır xüsusi vəziyyətdə bulunur? 
Məsələ bundadır kİ, heç olmasa bir dəfə sıfı
ra bölməyə icazə versəK, biz müxtəlif möcü
zələrə hazır olmalıyıq. Məsələn, 01 = 0- 2 
bərabərliyinin hər İkİ tərəfini sıfıra bölsəK, 
1 = 2 alırıq və beləlİKİə nə istəsən “isbat” et- 
тэк olar.

ONLUQ KƏSRLƏR

Bizim günlərdə adi Həsrlərdən nadir 
hallarda istifadə edilir, onluq Kəsrlərə üs- 
tünlÜK verirlər. LaKİn heç də hər bir adi 
Kəsri sonlu onluq Kəsr şəKİində təsvir etməK 
mümKÜn olmur. Belə kİ, 1/7-i onluq Kəsr 
şəKİində yazmaq üçün sonsuz sayda işarə tə
ləb olunur: 0,1428671...

Bəs niyə in
sanlar adi Kəsrlər- 
dən onluq Kəsrlərə 
Keçdilər? Ona görə 
Kİ, onlar üzərində 
əməllər, xüsusən 
toplama və çıxma 
çox sadədir. 3/50 
və 7/40 Kəsrlərini 
toplayaq. Əvvəlcə 
onların ən kİçİk or
taq bölünənini tap
maq (bu, 200 ədədi
dir), sonra onu

Simon Stevin 50-yə bölməK və nə-
(15481620) ticəni (4 ədədini) bi

rinci Kəsrin surət və məxrəcinə vurmaq la
zımdır. 12/200 alınır. Sonra 200-ü 40-a böl- 
тэк və nəticəni (5 ədədini) İKİnci Kəsrin 
surət və məxrəcinə vurmaq lazımdır. Biz 
Kəsrləri ortaq məxrəcə gətirdİK. Yalnız indi 
biz surətləri toplaya və 47/200 cavabı ala bi- 
lərİK. Bu Kəsrləri onluq yazılışda təqdim et- 
sək, 3/50 = 0,06 və 7/40 = 0,175, cəm ani 
almır. Əlbəttə Kİ, 1/7 ədədini müəyyən də- 
qiqlİKİə yazmaq lazım gəlir, məsələn, 0,143 
və ya 0,14387, laKİn axı həyatda hər şey öz 
dəqiqlİK hüdudlarına malİKdir.

Bu gün biz onluq Kəsrlərdən təbii və 
sərbəst istifadə edirİK. LaKİn bizə təbii gə
lən nəisə orta əsr alimləri üçün əsl əlhəd da
şına dönmüşdü. Qərbi Avropada XVI əsrdə 
tam ədədlərin geniş yayılmış onluq təsvir 

sistemi ilə birgə hesablamalarda hər yerdə 
hələ babillilərin qədim ənənələrinə gedib-çı
xan altmışlıq Kəsrlərdən istifadə olunurdu. 
Həm tam, həm Kəsr ədədlərin yazılışını va
hid sistemə gətirməK üçün holland alimi Si
mon Stevinin işıqlı zəkəsi gərəK oldu. Belə 
görünür kİ, Stevin üçün onluq Kəsrlərin 
Kəşfinə onun tərtib etdiyi тйгэккэЬ faiz 
cədvəlləri təKan vermişdir. 1585-ci ildə o, 
onluq Kəsrlərin izahını verdiyi “Onluq” Ki
tabını nəşr etdirdi. Stevinin işarələri, onun 
həmKarları və xələflərinKİ Kimi, Kamilliyi 
ilə fərqlənmirdi. Onlar 3,1415 ədədini belə 
yazırdılar:

3 © 1 (D 4 @ 1 © 5 ® (S. Stevin),

0 I II III IV
3. 1 4 1 5 (Y. X. Beyer),

311415 (A. Jirar).

Yalnız XVIII əsrin birinci çərəyində 
Kəsr ədədləri adi onluq nöqtənin Köməyi ilə 
yazmağa başladılar. Bir sıra öİKƏİərdə, o 
cümlədən, Rusiya və Azərbaycanda nöqtə 
əvəzinə vergüldən istifadə edilir. Onu 
1661-ci ildə alman riyaziyyatçısı Andreas 
BÖKİer daxil etmişdir.
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T H I E N D E

Btfcbrcvtn d„r Simon Stevin 
vtn Br*ube.

Lwrende door onghehoordc lichticheyt 
alien rekeningen onderden Menfchen 
noodich vallende, «fveerdighen door 
beeleghetalcn fonder ghcbrokenen.

Tot lhoi», 
By Chriftoffel Plancijn 

M. D. LXXXV

Simon Stevinin Kitabının titul səhifəsi

SONLU VƏ DÖVRİ ONLUQ KƏSRLƏR

Hər hansı adi m/n Kəsrini onluq Kəsr 
şəKİində göstərməK üçün “bucaqlı” bölmə 
məKtəb üsulundan istifadə etməK Kifayət
dir. Müəyyən hallarda belə bölmə sonlu say
da əməliyyatdan sonra qurtaracaq və biz 
sonlu onluq Kəsr alacağıq: 3/25 = 0,12, di
gər hallarda isə bölmə prosesi sonsuz olacaq: 
1/3 = 0,3333...m/rı Kəsrinin şəKİinə görə 
bunu əvvəlcədən deməK olarmı? Sən demə, 
əgər n ədədinin sadə vuruqlara ayrılışında 
ancaq 2 və 5 ədədlərinə rast gəlinirsə, onluq 
Kəsr sonlu olacaq; əks halda onluq yazılışda 
mütləq periodİK təKrarlanan ədədlər qrupu 
- dövr baş qaldıracaq.

Fərz edəK Kİ, 0,199819981998... dövri 
onluq Kəsri var... Onu həm də dövrü mötəri
zələrdə göstərməKİə 0,(1998) şəKİində yazır
lar. Onu müəyyən adi Kəsr şəKİində gös
tərməK olarmı? Qeyd edəK Kİ, əgər biz veril
miş Kəsri 10000-ə vursaq, yəni vergülü 4 
işarə sağa çəksək və 1998 çıxsaq, onda yenə 
də həmin şəKİldə Kəsrə malİK oluruq. Onu 
x-lə işarə edərəK 10000x-1998=x alırıq, 
buradan

1998 222
X ~ 9999 " 1111'

İİKİn Kəsrə başlanğıc həddi 0,1998 və 
vuruğu 1/10000 olan sonsuz azalan həndəsi 
silsilənin cəmi Kimi baxsaq, eyni nəticə alı
nır (“Ədədi və həndəsi silsilələr” məqaləsinə 
bax).

Alman riyaziyyatçısı Karl Fridrix Qa
uss hələ öz uşaqlıq illərində qarşıya belə bir 
sual qoydu: p 2 və 5-dən fərqli sadə ədəddir- 
sə, 1 /p Kəsrinin dövrü nəyə bərabər olacaq? 
Ədədlər nəzəriyyəsində teorem var Kİ (kİçİk 
Ferma teoremi), sadə p ədədi üçün 10p l-l 
p-yə bölünür, buna görə də 10p_1 = рк + 1 
yazmaq olar, burada к müəyyən natural 
ədəddir. Buradan 1/ p • 10₽_1 = к + 1/ p alı
rıq, bu isə o deməKdir kİ, əgər 1/p onluq 
Kəsrində vergülü p-1 işarə sağa KeçirsəK, 
eyni Kəsr hissəli ədəd alınacaq. Deməli, p - 
1 dövrün mislinə bərabərdir. Eyni mülahizə
ləri tətbiq etməKİə, dəqiqləşdirməK olar: pe- 
riodun uzunluğu r-in elə ən kİçİk qiymətinə 
bərabərdir Kİ, 10r-l p-yə bölünür.

Əgər biz 1/6 = 0,1666..., 7/30 = 
0,2333... Kimi ədədlərə baxsaq, görəriK Kİ, 
dövr vergüldən dərhal sonra başlanmır. Bu 

niyə belə olur. Sən demə, saf dövri onluq 
Kəsrlər, yəni, dövrü dərhal vergüldən sonra 
başlayanlar, yalnız o hallarda peyda olur kİ, 
ixtisar olunmayan m/n Kəsrinin məxrəci 2 
və 5-ə bölünmür.

Biz rasional ədədlərin çoxşaxəli xassə
lərinin yalnız kİçİk hissəsinə baxdıq. Onla
rın bir sıra müəmmalarını özünüz də aça 
bilərsiniz. Bundan ötrü sizə yalnız qələm, 
Kağız və bir az da dəyanət gərəKdir.

İRRASİONAL ƏDƏDLƏR

BilirİK Kİ, irrasional ədədlər sonsuz 
dövri onluq Kəsrlərlə ifadə olunur, məsələn 
1/1998 = 0,000500500500... ədədi Kimi. 
LaKİn heç şey onluq Kəsr şəKİində yazılı
şında heç bir dövrü olmayan ədədi təsəvvür 
etməyə mane ola bilməz. Belə ədədlər irrasi
onal ədədlər adlanır.

“AĞILSIZ” ƏDƏDLƏRİN TARİXİ

İrrasional ədədlərin tarixi hələ e. ə. VI 
əsrdə pifaqorçuların heyrətamiz Kəşfinə ge
dib çıxır. Hər şeysə, sanKİ sadə sualdan baş
ladı: tərəfi 1 olan Kvadratın diaqonalı nəyə 
bərabərdir?

Diaqonal Kvadratı hər birində hipote
nuz rolu oynadığı İKİ eyni düzbucaqlı üçbu
cağa ayırır. Buna görə də, Pifaqorun teore
mindən çıxdığı Kimi, Kvadratın diaqonalı 
712 + l2 = T2-yə bərabərdir. Dərhal mİKro- 
KaİKUlyatoru götürüb Kvadrat kök alma 
düyməsini basmaq istəyi yaranır. Tabloda 
1,4142135 görürÜK. Hesablamaları yÜKSƏK 
dəqiqlİKİə yerinə yetirən daha Kamil ка1- 
Kulyator 1,414213562373 göstərər. Güclü 
müasir Kompüterin Köməyi ilə T2-ni vergül
dən sonra yüzlərlə, minlərlə, milyonlarla 
işarə dəqiqliyi ilə hesablaya bilərİK. LaKİn 
hətta ən yÜKSƏK imKanlı Kompüter belə, nə 
qədər çox işləsə də, nə 72 ədədinin onluq 
işarələrini hesablaya bilər, nə də onlarda 
hansısa dövr aşKar edə bilər.

Pifaqorun və şagirdlərinin Kompüteri 
olmasa da, bu faKtı məhz onlar əsaslandırdı
lar. Pifaqorçular isbat etdilər Kİ, Kvadrat və 
onun tərəfinin ümumi ölçüsü (yəni diaqonal
da da, tərəfdə də tam dəfə yerləşən parça) 
yoxdur. Deməli, onların nisbəti - 72 ədədi - 
m və n tam ədədlərinin nisbəti şəKİində ifa-
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Tərəfi 1 olan Kvadratın 
diaqonalının uzunluğu 

irrasional ədəddir.

də olunmur. Əgər bu belədirsə, əlavə edəK 
Kİ, V2 ədədinin onluq ayrılışı heç bir müntə
zəm qanunauyğunluq aşxar etmir. Yeni ri

yazi obyext tapan pi- 
faqorçular tamamilə 
Karıxdılar. Onlar he
sab edirdilər kİ, dün
yanın ümumi harmo
niyasının əsasında tam 
ədədlər və onların ni
sbətləri dayanmalıdır. 
Onlar heç bir digər 
ədədləri tanımırdılar. 
Və birdən bu harmo
niya dağılır - prin
sipcə tam ədədlərin 

nisbəti olmayan ədədlər mövcuddur!
Pifaqorun şagirdlərinin yaşadığı təşviş 

haqqında əfsanələr gəzir. Onlar öz Kəşfləri
ni gizli saxlayırdılar. LaKİn Metapontlu 
Hippas insanlara ölçülməyən Kəmiyyətlərin 
“dəhşətli” sirrini açdı və Göylər onu cəza
landırdı: o, fırtına vaxtı dənizdə batdı.

Digər əfsanəyə görə, Hippasa qarğış 
edən pifaqorçular özləri ona rəmzi qəbir 
qazdılar, “elə bil kİ, haçansa onların yoldaşı 
olan adam həqiqətən fani dünyadan Köçdü”, 
- antİK filosof Yamvlix belə yazırdı. Buna, 
nəsə, inanmaq olmur, axı pifaqor ittifaqının 
üzvləri bir-birinin dadına yetmələri və möh- 
кэт dostluq telləriylə seçilirdilər.

Artıq Platon “Dövlət” dialoqunda 
Kvadratın diaqonalının və tərəfinin ortaq 
ölçüsüz olması haqqında mühaximə yürüdə- 
гэк “rasional” və “irrasional” anlayışların
dan istifadə etmişdi. Onlara EvKİidin “Baş
lanğıclarının onuncu Kitabında rast gəli
nir. “İrrationalis” sözü latıncadan tərcümə
də “ağılsız” anlamındadır. Maraqlıdır kİ,

PİFAQORÇULARIN KƏŞFLƏRİNİN İZİYLƏ

/2 ədədinin irrasional olduğunu necə isbat et
məli? Fərz edəK kİ, m! n = 42 şərtini ödəyən m/n rasi
onal ədədi mövcuddur, m/n Kəsrini ixtisar olunmayan 
hesab edəcəyin (axı ixtisar olunan nəsri həmişə ixtisar 
olunmayan hala gətirmən olar). Bərabərliyin hər ini tə
rəfini nvadrata yünsəldərən m2 = 2n2 alırıq. Buradan 
/77-in cüt olması qənaətinə gəlirin, yəni m = 2k. Buna 
görə də m2 = 4n2və deməli, 4№ = 2n2 vəya2№ = n2. 
Lanin onda alınır ni, n ədədi də cütdür, bu isə ola bil
məz, belə ni, m/n nəsri ixtisar olunmayandır. Ziddiyyət 
yaranır.

Bizə fərziyyəmizin doğru olmadığı və V2-yə bə
rabər olan m/n rasional ədədinin mövcud olmadığı nə
ticəsinə gəlmən qalır. 

orta əsr Avropasında irrationalis sözü ilə bi
rgə başqa termin - surdus - “каг” və ya 
“lal” da işlənirdi. Bu ada görə, orta əsrlər 
riyaziyyatçıları üçün irrasional ədədlər elə 
əndirabadi idilər kİ, onlar hərfi mənada “nə 
danışa, nə eşidə” bilirdilər.

LaKİn yunanlara qayıdaq. Onların əv
vəlcə irrasional ədədləri qarşıladığı heyrət 
və Kədər yeni riyazi obyextlərə maraq və 
diqqətlə əvəz olundu. E. ə. IV əsrdə Kirenli 
Feodor Va ədədlərinin irrasionallığını isbat 
etdi, onun şagirdi Teetet isə N dəqiq Kvad
rat olmayan tam ədəd olduqda л/з,7б,л/б, 
д/7, 78, V1Ö,V11,Vİ2,V13,Vİ4,Vİ5 şəkİİİİ 
bütün ədədlərin irrasionallığını əsaslandır
dı. Teetet bununla Kifayətlənmədi, sonralar 
o, sübut etdi kİ, N dəqiq Kub olmayan tam 
ədəd olduqda VÄ şəkİİİİ bütün ədədlər irra-
sionaldır və eləscə də 4M + N, 4m + Jn, 
■\İ4mJnŞəKİində irrasionallıqlara baxdı.

RASİONAL, YOXSA İRRASİONALDIR

Əgər a və ö ədədləri rasionaldırlarsa və b tam 
deyilsə, onda əxsər hallarda ab irrasionaldır. Məsələn, 

a = 2, b = 1/2, onda ab =2г = 42. Bəs ƏKSinə? Elə a 
və b ədədləri mövcuddurmu Ki, ab rasional olsun?

isbat edəK kİ, onlar mövcuddur. (V2)72 ədədini 
götürən. O, rasionaldırmı? Ani demən olmur, bu ədədin 
təbiətini necə aydınlaşdırmaq da aydın deyil. Laxin gə
lin hər İkİ imKana baxaq.

Əgər bizim c = (42)^ ədədimiz rasionaldırsa, 
deməli, o da axtarılan ədəddir. Bəs c ədədi irrasional 
olsa necə? Onda onu 42 qüvvətinə yüKsəldəx və d 
ədədi alaq:

d = c'2 = ((л/г)72)^ =(V2)72 = 2

Belə çıxır Ki, d nəinxi rasional, həm də tamdır. 
Buna görə də, əgər c irrasionaldırsa, onda axtarılan 
ədədlər

a = c, b= 42
olacaq.

BeləlİKİə, biz ab ədədinin rasional ədəd olduğu 
ayə b irrasional ədədlər tapmadıq, əvəzində isbat et- 
diK kİ, belə ədədlər mövcuddur. Riyaziyyat üçün belə 
vəziyyət tipiKdir. Tez-tez KonKret misallarla maraqlan
madan lazımi xassələri olan obyextin mövcudluğuna 
əmin olmaq mühüm olur.

Tərifdən istifadə edərəK, irrasional 
ədədləri uşaq KonstruKtorunun detalların
dan oyuncaq yığılan Kimi onluq rəqəmlər
dən yığmaq olar. Ədədlərin peyda olmasının 
heç bir periodİKİiyə tabe olmamasının qayğı
sına qalmaq lazımdır. Belə Kİ, vahidin ardı

cıl olaraq bir, İkİ, üç və s. mövqe sonra rast 
gəlindiyi 0,10100100010... ədədi və ya 
onluq yazılışında sıfırdan sonra bütün natu
ral ədədlərin yerləşdiyi

0, 12345678910111213... ədədi irra
sional olacaq.

Verilmiş ədədi KonstruKSİyanın məhz 
irrasional ədəd olduğunu isbat etməK 
qat-qat çətin olur. л = 3,1415927..., 
e=2,7182818... ximi məşhur ədədlərin irra- 
sionallığını əsaslandırmaq böyÜK этэк nəti
cəsində тйткйп oldu. C = lim(l + 1/2 + 
+1/ 3+...+1 / n - Inn) Eyler sabftı” haqqında 
isə hələlİK müəyyən heç nə deməK olmaz. 
Onun rasional olub-olmadığının aydınlaşdı
rılması hələ qarşıdadır.

İRRASİONAL ƏDƏDLƏRİN 
RASİONALLARLA YAXINLAŞMASI

Poçt yollayışında hər şey ardıcıl göstə
rilir: əvvəlcə öİkə, sonra bölgə, şəhər, küçə, 
ev, mənzil. Eləcə də ixtiyari irrasional ədə
din ədəd oxu üzərində mövqeyini onu təsvir 
edən onluq xəsrdə vergüldən sonra rəqəmlə
rin müxtəlif miqdarına baxmaqla ixtiyari 
dəqiqlİKİə bilməK olar. Belə Kİ, 1,41; 
1,414;... Kəsrləri \/2-ni onluq, yüzlÜK, min- 
İİk və s. dəqiqlİKİə təyin etməyə imKan ve
rir. Bu ədədlərin hər biri rasionaldır və biz, 
beləlİKİə, V2 irrasional ədədinin rasional 
ədədlər ardıcıllığı ilə yaxınlaşmasını alırıq.

İxtiyari irrasional ədədi ixtiyari dəqiq- 
İİkİə rasional ədədlər sırası ilə yaxınlaşdır
maq olar, belə Kİ, sonuncular ədəd oxunda 
“çox sıx” yerləşirlər: ixtiyari İkİ rasional 
ədəd arasında həmişə digər rasional ədədlər 
var. Məsələn, ixtiyari İkİ rasional ədədin 
ədədi ortasını götürsəK, onların arasında 
yerləşən rasional ədəd almaq olar. Ona görə 
də verilmiş irrasional ədədə “ən yaxın” rasi
onal ədəd mövcud deyil.

Müxtəlif ədədlərin Kvadrat KÖKİərinin 
müəyyən yaxınlaşmalarını artıq qədim ba- 
billilər bilirdilər - bu barədə eramızdan bir 
neçə əsr əvvəl tərtib edilmiş mixi lövhələr 
şahidlİK edir. 72-nin yaxınlaşmasını, (özü 
də verilmiş məxrəcdə ən yaxşısını) hələ qə
dim yunanlar bilirdilər. Onu Smirnalı Teon 
təsvir edib (II əsr).

Yeni dövrün riyaziyyatı qarşıya yeni 
məsələlər qoydu. Əgər m/n Kəsrinin n məx

rəcini qeyd etsəK, onda məxrəci n-ə bərabər 
və ya ondan kİçİk olan rasional ədədlər ara
sında verilmiş ıv irrasional ədədinə ən yaxşı 
yaxınlaşma axtarmaq olar. Elə görünə bilər 
kİ, yaxınlaşma dəqiqliyi kİçİk - haradasa 
1/n Kəmiyyəti tərtibində olacaq. Ancaq, sən 
demə, w ədədinə elə m/n rasional yaxınlaş
maları mövcuddur Kİ, onlar üçün yaxınlaş
ma dəqiqliyi yüz, min, milyon dəfə yaxşıdır!

Poçt göndərişində ünvan ardıcıl göstərilir...

XIX əsrdə alman riyaziyyatçısı Peter 
Qustav Lejön Dirixle göstərdi Kİ, hər hansı 
w irrasional ədədinin m/n şəKİində yaxın
laşmaları arasında u?-dən nəinKİ 1/n, hətta 
1 /n2 qədər fərqlənənlər var. Sonralar Dirix- 
lenin nəticələrini alman riyaziyyatçısı Adolf 
Qurviç və fransız alımı Emil Borel güclən
dirdilər. Onlar sübut etdilər Kİ, ixtiyari w 
irrasional ədədi üçün |ın - m/ n| < l/(n2Vö) 
bərabərsizliyinin ödəndiyi sonsuz sayda 
m/n yaxınlaşmaları mövcuddur, özü də bu 
formulda Vö ədədi artırıla bilməz.

RASİONAL + İRRASİONAL

Rasional və irrasional ədədlər bir yerdə 
həqiqi ədədlər çoxluğunu təşKİl edir. Həqiqi 
ədədlərin sisteminin qurulması XIX yüzil- 
lİKdə Y. V. R. DedeKind, Q. Kantor, K. T. B. 
Veyerştrass və digər riyaziyyatçıların səylə
ri ilə başa çatdırıldı. Həqiqi ədədlərin məc
musu obrazı düz xəttdir. Müstəvidə düz 
xətt KeçirəK, onun üzərində İKİ nöqtə seçəK 
və fərz edəK Kİ, onlardan biri sıfırı, digəri 
vahidi əks etdirir. Vahid parçanı sıfırdan 
hər İkİ tərəfə ayıra-ayıra düz xətt üzərində 
tam ədədlərin {m} təsvirini almış oluruq. 
Vahid parçanı yarıya böləK və onu hər İkİ tə
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rəfə ayıraraq {m/2} ədədinin təsvirini almış 
oluruq. Sonra parçanı 3,4,5,...,nvəs. his
səyə bölərəK biz 1/n uzunluqlu parçaları 
ayıracağıq və {m/n} ədədlərinin təsvirini 
alacağıq.

LaKİn hər halda bu yolla biz bütün düz 
xətti doldura bilməyəcəyin. Aydındır Kİ, sı
fırdan tərəfi 1 olan Kvadratın diaqonalını 
ayırsaq, bu parçanın sonu bizim qurduğu
muz rasional nöqtələrin heç biri ilə üst-üstə 
düşmür. У2 ədədini rasional ədədlərin ara
sındanı “yarıq” Kİmi təsəvvür etməK olar. 
Alman riyaziyyatçısı Yulius Vilhelm Rixard 
DedeKİnd “yarıq” sözünün əvəzində “kəsİk” 
terminini işlətmişdi. 42 ədədi rasional ədəd
ləri İkİ hissəyə bölür - Kvadratı 2-dən kİçİk 
olanlar və Kvadratı 2-dən böyÜK olanlar. Ra
sional ədədlər çoxluğu belə dedeKİnd kəsİk- 
ləri ilə dolur. İndi düz xətt dolmuş olur - 
onun hər nöqtəsinə müəyyən bir ədəd uyğun 
gəlir.

Karl Teodor Vilhelm Veyerştrass özgə 
yolla getmişdir: Kəsinlərin yerinə o, artan 
məhdud rasional ədədlər ardıcıllıqlarına 
baxdı (“Ardıcıllıqlar” məqaləsinə bax). 
Onların hər biri tamamilə müəyyən irrasio- 
nal ədədi təsvir edir. Məsələn, д/2-nin onluq 
işarələrini ardıcıl şəKİldə hesablayaraq biz 
bu ədədi təsvir edən {1; 1,4; 1,41; 1,414; 
1,4142;...} ardıcıllığını almış oluruq.

Həqiqi ədədlərin tipologiyası

Natural ədədlər:
1,2,3,...
Tam ədədlər: 
...,-2,-1,0,1,2,...

Kəsr ədədlər

Rasional ədədlər:
-3,-2,-1,0, 1,2,3, ... 
-1,-0, 123,0, 456(56) 
2 3

İrrasional ədədlər

Cəbri ədədlər:

апхп + a„_1xn_1+...+a1x + a0 =0

şəkİİİİ tənlİKİərin KÖKİəri, 
burada a tam ədədlərdir

Transendent 
ədədlər:

e, я və s. J

Həqiqi ədədlər üçün toplama, çıxma, 
vurma və bölmə (sıfıra bölmədən başqa) 
əməllərini yenidən təyin etməK lazım gəlir. 
Üsullardan biri a və & ədədlərinin hər birini
təsvir edən {a } və {b } götürməK, sonra isə n n

{a + b }, {a - b }, {a b }, {a /b } (axırıncı 
halda &" -lər "arasında sıfır olmamalıdır) ar
dıcıllıqlarını tərtib etməK lazımdır. Bu ardı
cıllıqlar a + b, a - b, ab və a/&-ni təsvir 
edəcəKİər.

Düz xətt həqiqi ədədlərin məcmusu obrazıdır.

Bu yolla qurulmuş ədədlər meydan 
(yeri gəlmişKən, bu termini məhz DedeKİnd 
daxil edib), onlar üçün “böyÜKdür” və “kİ- 
çİKdir” münasibətlərinin təyin olunduğunu 
nəzərə alsaq isə xətti nizamlanmış meydan 
əmələ gətirir.

ZƏNCİRVARİ KƏSRLƏR

Dişli çarx layihəçilərinə belə bir məsələ 
yaxşı tanışdır. Fərz edəK Kİ, İKİ dişli çarx
dan bucaq sürətlərinin nisbəti (ötürmə əm
salı) л/2-yə yaxın olan dişli ötürmə quraş
dırmaq tələb olunur. Ədəd irrasional oldu
ğundan, çarxlardaKi dişlərin heç bir sonlu 
sayında ötürmə əmsalının dəqiqlİKİə ona bə
rabər olmasına nail olmaq olmaz. Bunu bu 
və ya digər təqribilİK dərəcəsi ilə etməK 
olar.

Məsələn, böyÜK çarxda 14, KİçİKdə 10 
diş götürsəK, к = 1,4 ötürmə əmsalı alırıq. 
Bu, л/2-yə Kobud yaxınlaşmadır. Əgər böyÜK 
çarxda 14142, KİçİKdə 10 000 diş olarsa, ya
xınlaşma daha dəqiq olacaq: «=1,14242. 
Prinsipcə, istər bir, istərsə də digər çarxda 
dişlərin sayını artırmaqla ötürmə əmsalının 
V2-yə istənilən qədər yaxşı yaxınlaşmasını 
əldə etməK olar. LaKİn dişlərin miqdarının 
artırılması onların ölçülərinin Kİçilməsinə 
və deməli, möhKəmliyin itirilməsinə aparır.

Sual doğur: çarxlardaKi dişlərin elə m 
və n sayını seçməK olarmı Kİ, m/n nisbəti 
V2-yə yaxşı yaxınlaşsın, eyni zamanda m və 
n ədədləri nisbətən böyÜK olmasın? Qeyd 
edəK Kİ, n ədədinin 10-un qüvvəti olması qə
tiyyən şərt deyil.

BöyÜK olmayan məxrəcli Kəsrlərin ixti
yari tam olmayan ədəd üçün onun yaxşı ya
xınlaşmasının tapılması üsulu zəncirvari 
Kəsrlər nəzəriyyəsində təKİif edilir. Onunla 
da indi tanış olacağıq.

KANONİK ZƏNCİRVARİ KƏSRLƏR

Zəncirvari Kəsrlər (digər adı Kəsilməz 
Kəsrlərdir) İİk dəfə XVI əsrdə meydana gə
lib. KanonİK zəncirvari Kəsr

1ao +---------- i-----
«1 +------------j-

a2 + —-------
д3 +...

şəkİİİİ ifadədir, burada aQ ixtiyari tam ədəd, 
öp a2, a^, ...verilmiş Kəsrin natamam qis
mətləri və ya elementləri adlanan tam müs
bət (natural) ədədlərdir. Bu elementlərin 
miqdarına əsasən sonlu və sonsuz zəncirvari
Kəsrləri fərqləndirirlər. Məsələn,

1 +...
Kİmi ifadələr zəncirvari Kəsrlər olacaqlar. 
Onların birinci İKİsi sonlu, sonraKilar son
suz zəncirvari Kəsrlərdir.

Zəncirvari Kəsrlərin gözəl riyazi копз- 
truKSİya olub-qalmamağı üçün İKİ tip məsə
ləni həll etməyi öyrənməK mühümdür:

Zəncirvari Kəsrlər oyuncaqlara uyğun 
qurulublar: növbəti Kəsrin məxrəcində 

zəncirvari Kəsr “gizlənir".

1) zəncirvari Kəsr verilmişdir, onun 
qiymətini təyin etməK tələb olunur;

2) həqiqi ədəd verilmişdir, müvafiq 
zənzirvari Kəsr qurmaq tələb olunur.

ZƏNZİRVARİ KƏSRİN QİYMƏTİNİ 
NECƏ TƏYİN ETMƏLİ

Əgər zəncirvari Kəsr sonludursa, onda 
məsələ bu və ya digər zəhmətli hesablamaya 
müncər edilir, nəticə isə rasional ədəd ola
caq. O, sonsuz olanda isə işlər tamam başqa 
cür olacaq.

Sonsuz KanonİK zəncirvari Kəsri sonlu- 
ya “çevirməKİə”, yəni “quyruğunu” atmaqla 
onun təqribi qiymətini almaq olar:

1 + 17
12'

Bu zaman biz neçə “mərtəbə” saxlaya
cağıqsa, nəticə bir o qədər dəqiq olacaq. La
Kİn belə həll çətin Kİ, riyaziyyatçıların xo
şuna gələ.

Efto igit ar Fraflio ewftnedi 
«ontiaue fraäa quzlibct, fic 
defignau.

Cum igitur conrtet, rccepta 
■ıtthodo, redu&enttn inftitur 
po&adhBKauxlunı,
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fu fit‘rfdncrps4«untum oput erk. N«aWe h»nc «oliigiaa» 
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ufajibet cont inuandams
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Con Vallisin zəncirvari Kəsrlərin izah edildiyi 
“Sonsuzluğun hesabı” Kitabının bir səhifəsindən 

fraqment. 1656-cı il.
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Bəzən Kəsilməz xəsrin qiymətini tap
mağa uğurlu müşahidə köhiək edir. Məsə
lən,

1 +

ifadəsində birinci Kəsrin məxrəci bütün ifa
dədən tam bir vahid çoxdur:

2 + —^=1 + 1 + ^,-.
2 + _ 2 + ———

2 +... y 2 +... >
Axtarılan Kəmiyyəti x-lə işarə edərəK

x = 1 + —, yaxud
1 + x 

x(l + x) = (1 + x) + 1
tənliyini alırıq, buradan x2 = 2 və x = ±7İ. 
Mənfi kök aşKar şəKİldə uyğun gəlmir. Onu 
atırıq və son nəticədə alırıq:

2 + ———
2 +...

Eləcə də aşKar edirİK Kİ,

1 +...
Kəsri Ф = (Тб -1) / 2 Fidi ədədinə bərabərdir 
(“Fidi ədədi və qızıl kəsİk” məqaləsinə bax).

Belə üsul ixtiyari periodİK zəncirvari 
Kəsrin qiymətini müəyyən etməyə imKan ve
rir. Qeyd etməK lazımdır kİ, natamam qis
mətlərin periodİK təKrarlanması tam əm- 
sallı Kvadrat tənlİKİərin KÖKİəri olan bütün 
irrasional ədədlərə - və yalnız onlara - xas
dır. Bu faKtı 1770-ci ildə dahi fransız riya
ziyyatçısı və mexanİKİ Jozef Lui Laqranj 
isbat etmişdir.

Daha yÜKSƏK tərtibli çoxhədlilərin kök- 
lərinin struKturunda hər hansı qanunauy
ğunluğun olması hələlİK məlum deyil. Riya
ziyyatın bu oblastı tədqiqatlar üçün, deməli, 
Kəşflər üçün də açıq qalır.

ZƏNCİRVARİ KƏSRİ NECƏ QURMALI

İxtiyari ədədi KanonİK zəncirvari Kəsrə 
ayırmaq yeKnəsəq proses olub İkİ çoxdəfəli 
təKrarlanan və bir-biriylə növbələnən əməl
dən: “bolluğu almaqdan” və “qalığı çevir- 
məKdən” ibarətdir. Buna 1997/31-in misa
lında baxaq.

Əvvəlcə ədədi tam hissənin (bolluğun) 
və Kəsrin (qalığın) cəmi şəKİində göstərirİK: 

1997 13------ = 64-ı----- .
31 31

Əgər, bu halda olduğu Kİmi, qalıq sıfır
dan fərqlidirsə, onu - şəKİində (qalığın 

çevrilməsi) yazmaq olar. Özü də bu Kəsrin 
məxrəci həmişə vahiddən böyÜKdür.

İndi eyni əməlləri artıq 31/13 ədədi ilə 
edirİK:

31 = 2+A=2+ 1
13 13

və deməli,
1997

31

13/5

= 64 + 1 
2+1 

13/5
Bu prosesi davam etdirərəK son ucda 

alacağıq:
1^ = 64 +____ 1____ .

31 2+___ 1___
2+-----F

1+—ı
1 + - 

2
İrrasional ədəd üçün onun zəncirvari 

Kəsrə ayrılması prosesi sonsuz olaraq davam 
edir. LaKİıı bu halda da bəzən Kəsrin şəKİini 
təyin etməK olur. Misal Kİmi 75 =2,236.. 
ədədinə baxaq. Onun tam hissəsi 2-dir, de
məli qalıq Tö - 2-dir. Qalığın çevrilməsin
dən sonra ifadə

V5=2+ /
У (75-2)

şəKİini alır.

Mötərizə daxili Kəsrin surət və məxrə
cini 7K + 2-yə vuraq:

+ = 2 + 777= x = 2 +----------r5------------- •
1 (v5 - 2) Tö + 2

(Vö-2)(V5 + 2) 

Kvadratların fərqi düsturuna əsasən, 
(V5-2)(75 + 2) = 5-22 =1.

Buna görə də
Tö = 2 + —L=.

2 + 75
Axırıncı düsturun sağında 7ö yerinə 

onun özünü “sonsuz dəfə” yazsaq, alırıq: 
Ve=2+—Ц—.

4+-~r4 +-------
4 +...

MÜNASİB KƏSRLƏR

İxtiyari a ədədi üçün KanonİK zəncir
vari Kəsri qurmaq prosesini hansısa addım
da qırmaq olar və necə deyərlər, münasib 
Kəsr alınar. Bu termin təsadüfən meydana 
gəlməyib, münasib Kəsrlər doğrudan da 
ədədlərin yaxınlaşması üçün “münasibdir
lər”. özünüz mühaKİmə edin, münasib Kəsri 
adi ixtisar olunmayan p/q Kəsri şəKİində 
yazsaq, onda o, a ədədindən l/ç2-dan çox və 
məxrəci g-nü Keçməyən ixtiyari digər adi 
Kəsr qədər az fərqlənməyəcəK. BeləlİKİə, hər 
bir münasib Kəsr bu mənada ən yaxşı yaxın
laşma verir.

Zəncirvari Kəsrlərin bu xassəsi məqalə
nin əvvəlində qoyulmuş dişli çarxlar haq
qında məsələni həll etməyə imKan verir.

72 = 1 +---- Ц—

. Ardıcılədədi üçün münasib Kəsrlərə baxaq 
hərəKət edəcəyİK:

, 1 31 + - = - = 1,5;
2 2

1 +

1 171 +------- — = — = L4166..
n 1 12

Say hesabı ilə artıq beşinci Kəsr - 
99/70 = 1,4142857... dəqiqliyinə görə bizim 
əvvəldə İkİ çarxın ötürmə əmsalını yaxınlaş
dırmağa çalışdığımız 14142/10000 Kəsri ilə 
rəqabətdədir, surət və məxrəc isə bu dəfə, 
deməK olar Kİ, 150 dəfə azdır! BeləlİKİə, tə- 
səwürəgəlməz dərəcədə çoxsaylı dişlər - 
14 142 və 10 000 əvəzinə onların daha məq
bul sayı ilə də - 99 və 70 - KeçinməK olar.

ÜMUMİLƏŞMİŞ ZƏNCİRVARİ 
KƏSRLƏR

“Çoxmərtəbəlilərin” surətlərində müs
təsna qaydada vahidlərin dayanması tələ
bindən əl 
ğular” - 
alarıq:

çəksək, biz yeni tip hesabi “qur- 
ümumiləşmiş zəncirvari Kəsrlər

9flo +-------------- h------
«1 +-------- 2——

&
«2 + ---------a3 +...

burada a , a , a , ..., b , b , b , ... tam ədəd- ı i • 012 123lərdır.
Ümumiləşmiş zəncirvari Kəsrlər öz ка- 

nonİK prototipləri ilə xarici oxşarlıqlarını 
saxlayaraq hər halda onlardan fərqlənirlər: 
hər hansı həqiqi ədədi qeyri-KanonİK zəncir
vari Kəsr şəKİində təsvir etməK artıq təKcə 
yeganə üsulla olmur.

Belə Kİ, 7з ədədi

1 +----
2 +

2

*♦-V
2 +------

2 +...

1 + 99

1
1

1

2------
4-

4-
4-...

ayrılışına və bir çox başqa ayrılışlara malİK
dir.
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ZƏNCİRVARI KƏSRLƏR VƏ TƏQVİM

“Gündüz və gecə - gün Keçdi”, “Qış və yay - il 
Keçdi”...Uzaq zamanlardan insanlar aşxar etmişdilər 
Ki, ən mühüm zaman parçaları - il və sutxa- müxtəlif 
təbiət prosesləri ilə təyin olunur. Laxin ilin sutxaların 
tam sayı ilə ölçülmədiyini onlar çox sonra anladılar. Axı 
ili sutKaların tam sayı iıə öIçsək, tədricən “artıq” saniyə
lər, dəqiqələr yığılacaq (və ya qaçacaq) və onlar da 
vaxt Keçdixcə ğünlər, həftələr və ayları təşxil edəcəx.

B. e. 46-cı ilində Yuli Sezar alimlər qarşısında 
təqvimdəKi səhvlərdən yaxa qurtarmaq vəzifəsini qoy
du. Isgəndəriyyəli alim Sozigenin təxlifi ilə o belə bir 
sistem daxil etdi: hər dördüncü il 365 sutxahq adi ildən 
bir sutxa uzun olmalıdır. (Sonralar nömrələri 4-ə böl
ünən illəri uzun və ya visoxos illər hesab etməyə başla
dılar,) Yuli Sezarın şərəfinə belə təqvimi yulian təqvimi 
adlandırmağa başladılar. LaKİn o da xətasız deyildi - 
yulian ilinin orta uzunluğu əsil ilinxindən 11 dəqiqə 14 
saniyə çoxdur.

Avropada növbəti təqvim islahatına 1582-ci ildə 
Roma Papası XIII Qriqori cəhd etdi. Bu zaman əsil və 
yulian illəri arasındaxı fərq 10 günə çatırdı. O, italyan 
həximi və riyaziyyatçısı Luici Lilio tərəfindən təxlif edil
miş layihəni həyata Keçirdi. İndi də istifadə etdiyimiz bu 
təqvim qriqorian təqvimi adlanır.

və uzun
ləşməsi saxlanılır, laxin ona belə bir qayda əlavə edilir: 
əgər ilin nömrəsi İkİ sıfırla qurtarırsa və yüzlüKİərin sayı 
4-ə bölünmürsə, onda bu il sadə ildir (1700, 1800, 
1900-cü illər sadə, 2000-ci il uzun ildir). Qriqorian təq
viminə əsasən, ilin orta uzunluğu 365 sutxa 5 saat 49 
dəqiqə 12 saniyə təşxil edir kİ, bu da həqiqi ildən 26 sa
niyə çoxdur. Belə dəqiqlix tamamilə məqbuldur, çünKİ 
1 günlüK səhv təxminən 3300 ilə yığılacaq.

Ümumiyyətlə, sonsuz ümumiləşmiş zənc
irvari Kəsrlərlə son dərəcə ehtiyatla davranmaq 
gərəKdir. Yoxsa “palçığa batmaq olar”. Məsə
lən,

3-1
ifadəsinə baxaq. Əgər məxrəcdəKİ 1-i ------

3-1 
exvivalent ifadəsi ilə əvəzİəsək, alırıq:

3-1
Bu əməliyyatı məxrəcdə dayanan yeni

vahidə nəzərən təxrar etsəK və yenə də bu 
şəKİldə davam etsəK,

sonsuz Kəsrini qurmuş olarıq. Digər tərəf
dən, eyni qaydada hərəKət edərəK 2 ədədini

Gəlin təqvim probleminə zəncirvari xəsrlər nəzər 
nöqtəsindən baxaq, ilin uzunluğunu sutxalarla ifadə 
edəx və bu Kəmiyyəti

1 il = 3656, 242199...= 365 +----------- ------------gün.
4 +-------- 1____ _

7 + —-1—
1 + -J—

3 + ..,
sonsuz xəsri şəxlində təsvir edəx. Onun üçün 

münasib Kəsrlər ardıcıllığı belədir:
365; 365—; 365—; 365—; 365—;...

4 29 33 128
Bu xəsrlərin hansı sizin daha çox xoşunuza gəlir. 

365%-i götürəx. Bu halda 4 ildə 1 “artıq” gün qaçacaq və 
biz yulian təqvimini alacağıq.

365%?-i götürəK. İndi 33 ildə 8 “artıq” gün qaçır 
və bu, fars riyaziyyatçısı və şairi Ömər Xəyyamın təxlif 
etdiyi təqvimdir. O hətta qriqorian təqvimindən də də- 
qiqdir.

365%8 - i götürsəx, ona uyğun müvafiq fantastix 
dəqiqlixli təqvim alırıq Ki, ona görə də ilin orta uzunluğu 
həqiqi qiyməti ildə cəmi 1 saniyə asacaa! 1864-cü ildə
Derpt universitetinin (indiKi Tartu) professoru İohann 
Henrix Medler XX əsrdə Rusiyada belə bir təqvim daxil 
etməyi təKİif etdi. Ona görə, uzun illər yulian sistemi ilə 
sayılarsa, hər 128 ildən bir bir uzun ili buraxmaq lazım 
gəlirdi. Prosedur sadədir, laKin...Ya adi mühafizəKarlı- 
ğın, ya da başqa səbəblərin ucundan bu təqvim həyata 
Keçirilmədi.

sonsuz zəncirvari Kəsr şəKİində təsvir et- 
тэк olar:

2_ 2 2 2 
~2-2 _ 3__?_ "*"_3____ 2_’

3~2 8-_?-
3-...

Nə alınır? Qurulmuş zəncirvari Kəsrlər 
bir-birinə bərabərdir, deməli, onların alındı
ğı ədədlər də bərabərdir, yəni 1 = 2. Para- 
doKs!

* * *

Zəncirvari Kəsrlər üçün hesabi əməllə
rin sadə və rahat yerinə yetirilməsi qaydala
rı yoxdur, bununla belə onlar bir sıra nəzəri 
araşdırmalarda və tətbiqi məsələlərdə, mə
sələn, səma mexanİKası məsələlərində uğur
lu tətbiqlərini tapırlar.

HƏQİQİ ƏDƏDLƏRİN 
AKSİOMATİKASI HAQQINDA

R həqiqi ədədlərin ümumi nəzəriyyə
sinin aKsiomatİK qurulmasında dörd qrup 
aKSİom iştiraK edir:

1. Toplama əməli və onunla bağlı olan 
aKSİomlar,

2. Vurma əməli və onunla bağlı olan 
aKSİomlar,

3. Həqiqi ədədlərin müqayisəsi haq
qında aKSİomlar,

4. Və sonuncu-«həqiqi ədədlərin tam
lığı »nı təmin edən aKSİomlar qrupu. Bu 
qrup aKSİomlar həndəsi olaraq «ədəd oxun
da boşluğun olmaması» və ya «istənilən 
parçanın uzunluğa malİK olması» Kimi başa 
düşülə bilər.

Hesabi əməllər. X verilmiş çoxluğu
nun istənilən (a,b) şəKİində nizamlanmış 
cütünə müəyyən bir c elementi qarşı qo
yulmuşdursa, onda deyirlər kİ, X çoxlu
ğunda binar əməl təyin edilmişdir. Müstə
vinin altçoxluqları arasında birləşmə və Kə
sişmənin, Koordinat başlanğıcı ətrafında 
İKİ dönməyə qarşı onların ardıcıl yetiril
məsi ilə alınan dönmənin təyin etdiyi 
əməllər binar əməllərə misallardır. Həqiqi 
ədədlər çoxluğunda müəyyən xassələrə ma- 
İİk olan İkİ müxtəlif binar əməlin veril
məsi qəbul edilir. Şərti olaraq onlara top
lama və vurma əməli deyilir.

Toplama əməli. Həqiqi ədədlərin istə
nilən a və b cütü (a və b toplananları) 
üçün aşağıdaKi xassələrə malİK olan (+) 
toplama əməli təyin edilmişdir:

- KommutativliK xassəsi: a + b = b + a . 
Toplananların yerini dəyişdixdə cəm dəyiş
mir.

- AssosiativliK xassəsi: (a+b)+c=a+ 
+(b+c). Bu aKsiom üç və daha çox ədədin 
toplanmasında birqiymətliliyi təmin edir.

- Sıfırın varlığı: Elə 0 ədədi var kİ, is
tənilən həqiqi a ədədi üçün a + 0 = a.

- Ədədin ƏKSinin varlığı haqqında aK
siom.: İstənilən a ədədi üçün elə b ədədi 
var Kİ, a + b = Q. Verilən xassəyə malİK 
olan b ədədinə a ədədinin əksİ deyilir və 
b = -a Kimi işarə edilir.

Vurma əməli. Həqiqi ədədlərin istə
nilən a və b cütü üçün aşağıdaKi xassələrə 
malİK olan (•) vurma əməli təyin edilmiş
dir:

- KommutativliK xassəsi :ab = ba. Vu- 
ruqların yerini dəyişdİKdə hasil dəyişmir.

- AssosiativliK xassəsi: (ab)c = a(bc). 
Toplamada olduğu Kimi vurmada da bu 
aKsiomla üç və daha çox vuruğun hasili 
birqiymətli təyin edilir.

- Vahidin varlığı: elə 1 ədədi var Kİ, 
istənilən həqiqi a ədədi üçün a • 1 = a,

- Sıfırdan fərqli ədədin tərsinin varlığı 
haqqında aKsiom: İstənilən a 0 ədədi 
üçün elə b ədədi var Kİ, ab-\. Verilən 
xassəyə malİK olan b ədədinə a ədədinin 
tərsi deyilir və

a
Kimi işarə edilir. Başqa sözlə, sıfırdan 
fərqli istənilən həqiqi ədədin tərsi var.

- Toplama və vurma arasında əlaqə
ləndirici distrübutivliK xassəsi

(a + b)c = ac+ bc.
X çoxluğunda təyin edilmiş müəyyən 

bir əməl assosiativlİK xassəsinə malİKdirsə, 
bu əmələ nəzərən sıfır varsa və istənilən 
elementin əksİ varsa, onda deyilir Kİ, X 
çoxluğu verilən əmələ görə qrup əmələ gə
tirir. Bundan əlavə təyin edilmiş əməl 
KommutativliK xassəsinə malİK olarsa, alı
nan qrup Kommutativ qrup və ya Abel 
qrupu adlanır. Toplamaya nəzərən qrup 
additiv, vurmaya nəzərən qrup isə multip- 
İİKativ qrup adlandırılır.

BeləlİKİə,
a) Həqiqi ədədlər çoxluğu toplamaya 

nəzərən Abel qrupu əmələ gətirir,
b) R \ {0} çoxluğu isə vurmaya nəzərən 

Abel qrupu əmələ gətirir.
X çoxluğunda təyin edilmiş İKİ binar 

əməl a) və b) xassələrinə malİK olarlarsa, 
X çoxluğu sahə və ya meydan adlanır. 
BeləlİKİə, R həqiqi ədədlər çoxluğu topla
ma və vurmaya nəzərən sahə əmələ gətirir.

Həqiqi ədədlər çoxluğunda
a) sıfır yeganədir.
Z?) vahid yeganədir.
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c) (-a)b = a(-b) = -(ab).
d) istənilən ədədin əksİ yeganədir.
e) sıfırdan fərqli istənilən ədədin tərsi 

yeganədir.

a) Fərz edəK kİ, 0] və 02 verilmiş xas
sələrə malİK olan sıfırlardır. Onda

0, = 0j + 0, = 02 ■
Başqa sözlə, 0, = 02.
b) Fərz edəK kİ, 1] və 12 verilmiş xas

sələrə malİK olan vahidlərdir. Onda
1,=11-12=12.

Başqa sözlə, lj=l2.
c) Doğrudan da,
ab + (~a)b = (a + (~a))b = 0-6 = 0, 

ab + a(-b) = a(b + (-6)) = a • 0 = 0.
d) Tutaq kİ, a a verilmiş ədəd, b və c 

isə onun əksİ olan ədədlərdir. Onda
b = b + Q = b + (a + c) = (b + a) + c = (} + c = c.

e) Tutaq kİ, a*0 verilmiş ədəd, b və 
c isə onun tərsi olan ədədlərdir. Onda

b=bl=b(a c)=(b-a )c=lc=c.
a və (-b) ədədlərinin cəminə a və b 

ədədlərinin fərqi deyilir və a +(-&)= a -b Ki
mi işarə edilir. 6+0 olarsa, a və f-1 ədədlə- 

W 
rinin hasilinə a ədədinin b ədədinə qisməti 

deyilir və ~ Kimi işarə edilir.

Həqiqi ədədlərin müqayisəsi. Həqiqi 
ədədlər arasında aşağıdaKi xassələrə malİK 
olan < münasibəti təyin edilmişdir:

Tam nizamın olması haqqında ак- 
siom. a*b olarsa, yaa<6, ya da b<a. 
Başqa sözlə, bərabər olmayan istənilən İkİ 
həqiqi ədəd müqayisə ediləndirlər.

- AntisimmetrİKliK. a<b olarsa, b < a 
olması тйткйп deyil,

TranzitivlİK. a<b,b<c olarsa, a<c 
münasibəti doğrudur.

- a < b olarsa, istənilən c həqiqi ədədi
üçün a + c < b + c
münasibəti ödənilir.

Q<a,0<b olarsa, 0<ab 
münasibəti ödənilir.

ö<6yazılışı «a ədədi b ədədindən 
KİçİKdir» Kimi oxunur, a < b yazılışının 
əvəzinə b > a yazılışından istifadə edilə bi
lər və bu «b ədədi a ədədindən böyÜKdür» 
Kimi oxunur. Sıfırdan böyÜK olan ədədə 
müsbət, sıfırdan kİçİk olan ədədə isə mənfi 
ədəd deyilir. a<b yazılışı «a KİcİK və ya 
bərabərdir b « və ya «a ədədi b ədədini 
aşmır və ya b ədədindən böyÜK deyil» 
Kİmi oxunur və a = b və ya a < b təKİif ləri- 
nin dizyunKsiyasından ibarətdir. a>b ya
zılışı « a böyÜK və ya bərabərdir b « və ya 
«a ədədi b ədədindən KİcİK deyil» Kimi 
oxunur və a — b və ya a> b təKİiflərinin 
dizyunKsiyasından ibarətdir. Ucları a və b 
ədədləri olan açıq, qapalı, yarımqapalı in
tervallar va ya aralıqlar adi qaydada təyin 
edilirlər:

(a;b)= {x e R : a < x < b} 
a;b]={x e R:a <x<b} 
a;b) = {x e R : a < x < b} 

(a;b] = {x g R : a < x < b}
a) Qarşılıqlı əks ədədlər eyni işarəli 

ola bilməzlər.
b) İkİ müsbət ədədin cəmi müsbət 

ədəddir.
c) Əks işarəli İkİ ədədin hasili mənfi 

ədəddir.
d) İkİ mənfi ədədin hasili isə müsbət 

ədəddir.
e) a < b olması üçün zəruri və Kafi 

şərt 0 < b — a bərabərsizliyinin ödənilməsin
dən ibarətdir.

a) Tutaq Kİ, 0 < a. Bərabərsizliyin 
hər İkİ tərəfinə (- a) ədədini əlavə etsəK

-a = -a + 0<-a + a = 0 
bərabərsizliyini almış olarıq. Digər hal da 
anoloji isbat olunur.

b) Fərz edəK 0 < a və 0<b. Onda 
— b < 0 < a və ya -b<a. Sonuncu bərabər
sizliyin hər İkİ tərəfinə b ədədini əlavə et- 
SƏK

0 = -6 + 6<a + 6 
bərabərsizliyini alarıq.

c) Tutaq Kİ, a < 0,0 < b . İsbat edəK 
ab < 0. ƏKSİni fərz edəK 0 < ab. a < 0 oldu
ğundan 0 < -a olmalıdır. Onda 0 < -ab bə
rabərsizliyi ödənilməlidir. Digər tərəfdən 

ab və (-ab) ədədləri qarşılıqlı əks ədədlər
dirlər. Buna görə də onların hər İKİsi eyni 
zamanda müsbət ola bilməz. Deməli, fər
ziyyəmiz doğru deyil.

d) Tutaq Kİ, a<0,b<0. Onda c) bən
dinə əsasən

- (ab) = (-a)b = a(-b) < 0 
olmalıdır. Buna görə də (-ab) ədədinin эк- 
si olan ab ədədi müsbət ədəddir.

e) a < 6 bərabərsizliyi ödənilirsə, hər 
İkİ tərəfə (-a) ədədini əlavə etsəK

0 <b-a 
bərabərsizliyini və ƏKSİnə 0 < b - a bərabər
sizliyi ödənilirsə, hər İKİ tərəfə a ədədini 
əlavə etsəK a <b bərabərsizliyini almış ola
rıq.

e) bəndinin hÖKmünə əsasən İKİ ədəd 
arasında a <b müqayisə qaydası 0 < b - a 
qaydası ilə eyniləşdirilə bilər. Başqa sözlə, 
b və a ədədlərinin fərqinin müsbət ədəd 
olmasını b ədədinin a ədədindən böyÜK ol
ması üçün tərif qəbul etməK olar. MəKtəb 
Kursunda İkİ həqiqi ədəd arasında müqa
yisə qaydası bu üsulla təyin edilir.

Həqiqi ədədlərin tamlığı. Həqiqi 
ədədlərin tamlığını əks etdirən müxtəlif 
aKSİomlar daxil etməK olar. Adətən, bun
lardan müəyyən birini aKsiom Kimi daxil 
edib, digərlərini teorem Kimi isbat edirlər 
və ya bütün bu qrup aKsiomların eynigüclü 
olmaları müəyyən bir teorem şəKİində ifadə 
edilir. Bütün Kurs ərzində həndəsi olaraq 
aydın təsəvvür edilən İKİ faKtı aKsiom 
Kimi qəbul edəcəyİK:

1. Arximed prinsipi-vahid qəbul edil
miş parçanın ardıcıl toplanması ilə istəni
lən məsafəni aşmaq olar;

2. Bir-birinin daxilində olan parçala
rın ortaq nöqtəsinin olmasını əks etdirən 
Kantor prinsipi.

Riyazi olaraq bunları daha dəqiq aşa- 
ğıdaKi Kimi ifadə etməK olar:

Arximed prinsipi. 0 < a,0 < b olarsa, 
elə n natural ədədi var Kİ, b < na.

Kantor prinsipini ifadə etməK üçün 
aşağıdaKi anlayışı daxil etməyə ehtiyac 
var:

Z*=[at;6i], fc=l»2,3,... verilmiş qa
palı intervallar sisteminin istənilən İKİ I, 

və Ij elementi üçün /, a /yvə ya 
münasibətlərindən heç olmasa biri ödənilir
sə, verilmiş sistem biri-birinə daxil olan 
qapalı intervallar sistemi adlanır.

Kantor prinsipi. lk = [tq;6t], k= 1,2,3, 
... bir-birinə daxil qapalı intervallar sistemi - 
dirsə, onların Kəsişməsi boş çoxluq deyil.

Bu prinsipi bərabərsizlİKİər dilində 
aşağıdaKi Kimi ifadə etməK olar:

Tutaq Kİ, a, <a2 <a3 <...,
< b2 < by < ..., və istənilən /,j nömrələri 

üçün a^bj münasibətləri ödənilir. Onda
a. < x < bt,i = 1,2,3,... (1)

bərabərsizlİKİərinin heç olmasa bir ortaq 
həlli var. Başqa sözlə, (1) sisteminin həlli 
var.

İsbat etməK olar Kİ, verilən dörd qrup 
aKsiom həqiqi ədədlər çoxluğunu birqiy
mətli təyin edir və real model olaraq ele
mentar riyaziyyatdan yaxşı məlum olan 
ədəd oxunu qəbul etməK olar. Söylənilən 
faKtı isbatsız qəbul edəcəyİK.

Rasional ədədlər. Həqiqi ədədlərin 
axsiomatİK verilişində natural və rasional 
ədədlər anlayışları aşağıdaKi Kimi təyin 
edilə bilərlər.

Vahidin ardıcıl toplanması ilə alınan 
ədədlər natural ədədlər adlanır və artıq 
bizə məlum olan işarələmələr saxlanır:

1+1=2, 2+1=3, 3+1=4 və s.
Natural ədədlər çoxluğu ənənəvi ola

raq N hərfi ilə işarə edilir. Natural ədəd
lər, onların qarşılıqlı əksİ olan ədədlər və 
sıfır birlİKdə tam ədədlər adlanır. Tam 
ədədlər çoxluğu Z hərfi ilə işarə edilir. 
Bildiyimiz Kimi KİassİK mənada təyin edil
miş natural ədədlər çoxluğu həqiqi ədədlər 
çoxluğunun toplama və vurmaya, tam 
ədədlər çoxluğu isə toplama, vurma və çıx
maya nəzərən qapalı alt çoxluqlarıdır. Yeni 
daxil edilmiş mənada natural və tam ədəd
lər çoxluğu da verilən xassələrə malİKdir.

a) Natural ədədlər çoxluğu toplama 
və vurmaya nəzərən qapalı çoxluqdur.

b) Tam ədədlər çoxluğu toplamaya nə
zərən Abel qrupu əmələ gətirir; vurmaya 
nəzərən isə qapalı çoxluqdur.

a) İnduKsiya metodunu tətbiq edəK. 
w g N ədədinin qeyd edilimiş qiymətində
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İKİnci toplanana nəzərən induKsiya meto
dunu tətbiq edəcəyİK. w + 1 ədədi tərifə 
görə natural ədəd olmalıdır. Fərz edəK 
m e Onda aydındır kİ,
(m-1) g N.k = n + (m-V) ədədinin natural ol
ması qəbul edilərsə,

n + m = n + (m-l) = k + ].EN 
olması tərifə əsasən doğrudur.

n&N ədədinin verilmiş qiymətində 
İKİnci vuruğa nəzərən induKsiya metodunu 
tətbiq etməK olar. 1« və 2-n = n + n ədəd
lərinin natural olması aşKardır. Tutaq Kİ, 
meN və m *1. Onda induKSİyada qəbul 
edilmiş təKİif və natural ədədlər çoxluğu
nun toplamaya nəzərən qapalı olmasına 
əsasən

nm - n(m -1 +1) = n(m -1) + n e N 
münasibəti doğrudur, b) bəndinin hÖKmü 
də anoloji qaydada isbat edilir.

Tam ədədlərin bütün mümKÜn qismət
lərindən ibarət olan çoxluğa rasional ədəd
lər çoxluğu deyilir və Q Kimi işarə edilir. 
Bu çoxluğun hər bir elementi rasional ədəd 
adlanır. İstənilən Kəsri sonlu addımdan 
sonra ixtisar olunmayan Kəsr şəKİində gös
tərməK olar. Bundan sonra rasional ədəd 
deyildİKdə məhz ixtisar olunmayan Kəsrlər 
nəzərdə tutulacaq. Rasional olmayan həqiqi 
ədədlərə irrasional ədədlər deyilir.

Rasional ədədlər çoxluğu toplama və 
vurmaya nəzərən sahə əmələ gətirir.

Həqiqi ədədlərin aKsiomlarından aş- 
Kardır.

Verilən xəssənin ədədlərin rasional və 
ya irrasionallığının araşdırılmasına tətbiq
ləri ilə tez-tez rastlaşmaq olar.

Misal, ft və c müsbət ədədləri arasında 
b2 + 2b-3c4-18c2-26 = 0 

münasibəti ödənilərsə, onlardan heç olmasa 
birinin irrasional olduğunu isbat edin.

Həlli. Verilən münasibəti aşağıdaKi 
eKvivalent şəKİldə yazmaq olar:

b2 + 2Z> +1 = 3(c4 + 6c2 +9) 

və ya. (6 + 1)2
(c2+3)2

b və c ədədlərindən heç biri irrasional 
ədəd olmazlarsa, 3 ədədi hansısa rasional 
ədədin tam Kvadratına bərabər olardı kİ, 
bu da mümKÜn deyil.

Həqiqi ədədlər üçün müqayisə aKsiom- 
ları rasional ədədlər üçün də doğrudur. 
Ancaq, rasional ədədlər çoxluğunda Kantor 
prinsipi ödənilmir. BeləlİKİə, Kantor prin
sipinin həqiqi ədədlərin tamlığında həlle
dici rolu olduğu aşKar görünür.

Burada yenidən rasional ədədlərin adi 
nəzəriyyəsinə qayıtmaq istərdİK. Bildiyimiz 
Kimi, istənilən adi Kəsri sonlu və ya sonsuz 
dövri onluq Kəsr şəKİində göstərməK olar.

Rasional ədədi onluq Kəsrə çevirdİKdə 
məxrəcə bölmədə mümKÜn qalıqlar sonlu 
çoxluq təşKİl etdiyindən, sonlu addımdan 
sonra qalıqlar dövri təKrarlanırlar. Bu isə 
qismətdə uyğun yerlərdə rəqəmlərin təK- 
rarı deməKdir. Başqa sözlə, istənilən rasio
nal ədəd dövri onluq Kəsr şəKİində göstə
rilə bilər. İstənilən dövri onluq Kəsri adi 
Kəsr şəKİində göstərməK olar. Başqa sözlə, 
onluq Kəsrlər Kimi rasional ədədlər çoxluğu 
dövri onluq Kəsrlər çoxluğu ilə üst-üstə dü
şür.

Rasional ədədin sonlu onluq Kəsr şəK
İində göstərilə bilməsi üçün zəruri və Kafi 
şərt məxrəcin sadə vuruqlarının 2 və 5-dən 
ibarət olmasından ibarətdir.

r = — ixtisar olunmayan Kəsrində 
m

i («2’5*)m = 2 5’ olarsa, r = -—-—- ıo*+« göstərilişi doğ

rudur. Bu ədədin sonlu onluq Kəsr olması 
aydındır.

Fərz edəK r = — ixtisar olunmayan 
m

Kəsrinin məxrəcinin 2 və 5-dən başqa sadə 
vuruğu var və sonlu onluq Kəsr şəKİində 
göstərilə bilər. Başqa sözlə,

, ,, n b
m 10*

və ya 10* n = bm.
ƏBOB (n, m) = 1 olduğundan => w|l 0*. 

Bu isə m ədədinin 2 və 5-dən fərqli sadə 
vuruğu olmasına ziddir.

indi isə rasional ədədə uyğun onluq 
Kəsrlərin saf və qarışıq olmasını araşdıraq. 
Saf dövri onluq Kəsrlər

aia2...ak

k 

(2)

şəKİində, qarışıq dövri onluq Kəsrlər isə

99...9 •10'”
*

şəKİində göstərilə bilər. (2) göstərilişindən 
aydındır Kİ, saf dövri onluq Kəsr şəKİində 
yazılan rasional ədədin məxrəcində 2 və 5 
sadə vuruqları iştiraK edə bilməz. Digər tə
rəfdən, 2 və 5 ilə qarşılıqlı sadə olan istə
nilən q ədədi üçün

3neN => 10” =l(modç)
və ya

10" —1 = O(mod^) 
münasibətləri ödənir. Başqa sözlə, məxrəci 2 
və 5 ilə qarşılıqlı sadə olan istənilən Kəsr 
müəyyən tamamalayıcı vuruğa vurulmaqla 
(2) şəKİində göstərilə bilər. Yürüdülən müha- 
Kİmələri aşağıdaKi Kimi xülasə etməK olar:

Yalnız məxrəci 2 və 5 ilə (və ya 10 
ilə) qarşılıqlı sadə olan rasional ədədlər saf 
dövri onluq Kəsrlər şəKİində göstərilə bilər
lər. Ədədin qarışıq dövri onluq Kəsr şəKİin
də göstərilişə malİK olması üçün isə zəruri 
və Kafi şərt məxrəcin 10 ilə qarşılıqlı sadə 
olmamasından ibarətdir.

Zəncirvari Kəsrlər. ^(,ç2,...,ç„ natu
ral ədədlərdir.

1
«■ +--------F~

Я 2 +—7------
Яз +•

1
Я„-' + — 

я„

Yazılışı qısaltmaq məqsədi ilə Kəsrin 
əvəzinə [^1,д2,...,^п] yazılışından istifadə 
edəcəyİK. İstənilən sonlu zəncirvarı Kəsrin 
rasional ədəd olması aydındır. AşağıdaKi 
teorem bu faKtın tərsinin də doğru oldu
ğunu göstərir.

İstənilən müsbət rasional ədədi sonlu 
zəncirvari Kəsr şəKİində göstərməK olar.

Fərz edəK q = — verilmiş rasional 
n

n, 
ədəddir. m>n olarsa, q = qt+—,n,<m gos- m, 
tərişi mümKÜndür. Digər tərəfdən

«I 1— = — ;m>nl 
m 'u

”ı

olduğundan

və ya

m «,
— = q2 + — ;«2 <n\
«ı «1

• П2 göstərişi mümKÜndür. Anoloji prosesi — 
"ı 

Kəsri üçün də etməK olar. Alınmış 
nt,n2,n3,... ədədləri azalan natural ədədlər 
ardıcıllığı təşKİl etdiyi üçün bu proses son
lu olacaq. Başqa sözlə, müəyyən sayda ad
dımdan sonra nk_t >1 və nk =1 münasibət
ləri ödənilməlidir. BeləlİKİə, q ədədi üçün

1

Я1+ —
Яз +•

1
+ —

9*
və ya ? = [9i,92v,9*] göstərişi doğrudur. 
Burada q k = nk_2 qəbul edilmişdir.

29Misal 1. — ədədinin zəncirvari Kəsr
47

şəKİində yazılışını tapaq:

29
47
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BeləlİKİə, — =[0;l;l;l;l;l;l;3] göstə
rişi alınmış olar.

m və n natural ədədlərdir. — = 
n 

və ədədləri
teoremin isbatında alınan ədədlərdir. Onda 

ƏBOB (m, n) = 
münasibəti ödənilir.

Başqa sözlə, m və n ədədlərinin ən 
böyÜK ortaq bölənini tapmaq üçün m/n 
Kəsrini zəncirvarı Kəsrə ayırıb, məxrəcin 
surətə bölündüyü anda dayanmaq lazımdır. 
Alman surət məhz verilən ədədlərin ən bö
yÜK ortaq böləni olacaq.

Diqqət yetirilərsə, bu ƏBOB-un tapıl
ması üçün EvKİid alqoritmindən başqa bir 
şey deyil.

Teoremin isbatında alınmış nx,n2,n3,... 
ədədlərindən hər biri m və n ədədlərinin 
xətti Kombinasiyasından ibarətdir. Məsə
lən, aydındır Kİ,

nx = m~ q,n.
buna görə də nx,n2,n3,... ədədlərindən hər 
biri ƏBOB (m, n) ədədinə tam bölünür. Yu- 
xarıdaKi göstərilişdə

Як Пк-2 Пк-2

olduğundan nk_x ədədi nk_2 ədədinin böləni 
olmalıdır. Digər tərəfdən

Як-\Пк-2 + П к = Пк-3

olduğundan nk_x ədədi nk_3 ədədinin də bö
ləni olmalıdır. Anoloji mühaKİmələrdən alı
nır Kİ, nk ədədi ədədlərinin
və ən nəhayət m və n ədədlərinin də bö
ləni olmalıdır. Buna görə də

ƏBOB (m, n) = nk_x.
Misal 2. ƏBOB(18; 24)-ü tapaq.

... 18Həlli. — Kəsrının zəncirvarı Kəsr 
24

şəKİində göstərilişində
18 _ 1
24 = ı+—

18 

artıq İKİnci addımda 18 ədədi 6-ya tam bö
lünür. Buna görə də ƏBOB(18,24)=6.

Zəncirvari Kəsrlərdən adi Kəsrlərin ix
tisar edilməsi üçün istifadə etməK olar. 
Bunun üçün verilən Kəsri zəncirvari Kəsr 
şəKİində göstərib, sonuncu addımda (misal 
3-də olduğu Kimi) ortaq böləni ixtisar et- 
dİKdən sonra alman zəncirvari Kəsri yeni
dən adi Kəsrə çevirməK lazımdır.

90Misal 3. — Kəsrini ixtisar edəK. Ve-
24

rilən Kəsrin zəncirvari Kəsr şəKİində göstə- 
rilişini tapaq.

[3;1;3] zəncirvari Kəsrini adi Kəsrə çevir- 

sək—— ixtisar olunmayan Kəsrini alarıq.
4

Uyğun Kəsrlər.
Я ~ \.Я\>Я2’‘'‘’Як’Ям’“'’Яп\ verilmiş

sonlu zəncirvari Kəsrinin [<7ı,<72,...,<7t] par
çasına uyğun ixtisar olunmayan 

л 
Qk

Kəsrinə verilən Kəsrin к -cı parçasına uy
ğun Kəsr deyilir.

Verilən sonlu
zəncirvari Kəsrinin xassələrini araşdıraq. 

p
Bunun üçün — Kəsrinin əvəzinə ixtisar 

Qk

edilməmiş — Kəsrlərinə baxaq.
Q

Alınmış münasibət Bk; Ck ədədləri 
arasında

Bk =Як^к-\ + вк_2',Ск =ЯкСк-1 + C*-2 (4)
reKKurent münasibətlərinin ödənildiyini 
söyləməyə əsas verir və bu doğrudan da be
lədir. İsbatı tam induKsiya prinsipi əsasın
da aparacağıq. İnduKSİyanın bazası artıq 
(k-3 halında) əldə edilmişdir. (1) münasi
bətinin к ədədi üçün doğru olduğunu qə
bul edib, к +1 ədədi üçün isbat edəK.

1
*ı +------r~=

Я2 +-----------
Яз +•

1
Як +■--------

Ям

(Як ■+ )Лр1 + Bk-2
Ч к + \

(я к +■ —)С*-| + ^к-2
Ям

Як+>(ЧкВк-\ + Вк_2)+ Вк_х _ дк,}Вк +Вк_!

9к+1(Як^к-1 + Q-2İ+ Ck-i Як+^к +^к-1

11к bərabərlİKdə təKİifin к uzunluqlu 
parca üçün doğru olmasından istifadə edi
lib. Qeyd etməK lazımdır kİ, k-3 halında 
reKKurent formula əldə edilərKən qx,q2,q3 
ədədlərinin natural olmasından heç bir yer
də istifadə edilməyib. Deməli, verilən təK- 
lif qx,q2,q3 ədədlərinin istənilən həqiqi qiy
mətləri üçün də doğrudur. Düsturun doğ
ruluğu к uzunluqlu parça üçün qəbul edil

mişsə, qk -ı—— cəmini bir ədəd Kimi qəbul 
Ям

edib, (£-1-1) uzunluqlu parçadan к uzun
luqlu parçaya KeçməK olar. Yuxarıda adı 
çəKİlən bərabərlİKdə məhz bu faKt tətbiq 
edilib.

(4) münasibətindən alınan bəzi xassə
ləri qeyd edəK:

1. 5,-dən başqa (S, =0 ola bilər) bü
tün Bk və Ck ədədləri natural ədədlərdir 
və C, = 1

2. Bk və Ck ədədləri azalmayan ardı
cıllıq təşKİl edirlər. Doğrudan da,

вк =ЯкВм +Bk_2
^k -Як^к-l +^k-2 ~^k-\ 

bərabərsizlİKİərinin ödənməsi aşKardır.
3. BkCk_x-Bk_xCk=(-\)k (5)

bərabərlİKİəri ödənilir. İsbat üçün riyazi 
induKsiya prinsipini tətbiq edəK:

к - 2 olarsa,
B2CX - BXC2 = (q2qx + 1) • 1 - q2qx = (-1)2
Verilən təKİifin к üçün doğruluğunu 

qəbul edib (£ +1) üçün doğru olmasını isbat

Bk+ı^k ~ BkCk+x = (qk+xBk + Bk_x )Ck —
~ Bk (Ям^к + Q-l) ~ Bk-\Ck - BkCk_x - 
=_№q_1-^icİ)=(-1)‘+1
Bk və Ck ədədləri qarşılıqlı sadə 

ədədlərdir.
Doğrudan da d ədədi Bk və Ck ədəd

lərinin ortaq bölənidirsə,
Bk C*_ı - Bk_x Ck

ədədi də d ədədinə bölünməlidir. (5) bəra
bərliyi doğru olduğundan, bu yalnız d = 1 
olduqda mümKÜndür. Pk = Bk, Qk = Ck mü
nasibətləri ödənilir.

İkİ ardıcıl uyğun Kəsr arasında
(6) 

Qk Qm QkQk-y 
münasibəti ödənilir.

(6) münasibətini əldə etməK üçün (5) 
bərabərliyinin hər İKİ tərəfini QkQkx hasi
linə bölməK lazımdır.

к -nın təK qiymətləri üçün — < —.
Qk Qm

P Pк-nın cüt qiymətləri üçün —4=L 
Qk Qm 

bərabərsizlİKİəri ödənilir.
Cüt nömrələrə uyğun Kəsrlər ardıcıl

lığı azalır, təK nömrələr üçün alınan uyğun 
Kəsrlər ardıcıllığı isə nömrələrin artması 
ilə artır.

(6) münasibətlərini tətbiq edəK 
Pk Pm ... (-D* 
Qk Qm QkQM

Bu bərabərlİKİəri tərəf-tərəfə toplasaq
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pk pk_2 _(-ım-2-&) (7)

a a_2 aa-ıa-2
Bərabərliyi almır. Qk ardıcıllığının 

monoton artan olduğunu nəzərə alsaq (7) 
bərabərliyinin sol tərəfi /c-nin təK qiymətlə
rində müsbət, bnın cüt qiymətlərində isə 
mənfi qiymətlər alır.

BeləlİKİə, yuxarıdaKi nəticələrdən
P, P P2„ P2n+l P— > — > ... > —> ... > ' >...>—> — 
02 04 02л 02л+1 03 01

bərabərsizlİKİəri alınır. Başqa sözlə, cüt 
nömrəli uyğun Kəsrlər azalaraq yuxarıdan, 
təK nömrəli uyğun Kəsrlər isə artaraq aşa
ğıdan verilmiş zəncirvari Kəsrə yaxınlaşır
lar.

q = [ç,, q2,... ,qk, qk+l,..., qn ] zəncirvari
Kəsrinə k -cı uyğun KƏSr (&-l)-ci uyğun 
Kəsrindən daha yaxındır. Başqa sözlə,

5--« < p‘- -i
Qk Qk-l

xk+\ =\.4k+i’--->(ln\ işarələməsini aparsaq 
q _ Xk+lPk + Pk-\

Xk+lQk + 01-1 
bərabərliyini almış olarıq. Bu bərabərlİK- 
dən xt+1 ədədini tapaq

Л-1
_ Pk-l 4Qk-\ 

Л + 1 /Л Г) 01

BeləlİKİə,

0ı

014
(8)Xk+!

və
tə-

’-f
bərabərliyi ödənilməlidir. xi+1 > 1 
Qk > 2ı_ı > ə olduğunu nəzərə alsaq, sağ 
rəfdə surət və məxrəcdəKİ ifadələrinin eyni 
işarəli olması və

a^>, 

bərabərsizliyinin ödənilməsi zəruridir. Bu 
sonuncu isə yalnız və yalnız

A
01 Qk-.

<q

bərabərsizliyi ödənildİKdə mümKÜndür. Nə
ticə isbat edildi.

(Laqranj teoremi), k-cı uyğun KƏsr 
məxrəcləri Qk ədədini aşmayan Kəsrlər ara
sında verilən zəncirvari Kəsrə ən yaxın 
Kəsrdir. Başqa sözlə,

P<Qk,aeN=> Q
a
7

Bu ifadənin ƏKSİni fərz edəK. Tutaq

Kİ, 6Z
P <Qk şərtini ödəyən müəyyən bir —

Kəsri üçün
a
—~q < l-4
P

bərabərsizliyi ödənilir. YuxarıdaKi nəticə

lərə əsasən — Kəsri nəsrləri ara-
P Qk-ı Qk

sında yerləşir. BeləlİKİə,
« Pk-ı 

P Qk-> 

ödənilməlidir. Elementar 

A_A± 
01 01-1

1-1 <

bərabərsizliyi 
çevrilmələrdən sonra

a Qk-l ~ P Pk-\

PQk-ı

və ya

|«й-,-Ж-.|< A'
bərabərsizliyini almış olarıq, «,2^], ДРЛ_, 
ədədlərinin natural olduğunu nəzərə alsaq, 
bu yalnız və yalnız

aQk J5Pk , = 0 və ya — =—
P Qk-ı

olduqda mümKÜndür. Onda 
pk

-q >
Pk-!

Qk Qk-l

bərabərsizliyi ödənilməli olardı Kİ, bu da 
yuxarıdaKi nəticəyə ziddir. Başqa sözlə, 
fərziyyəmiz doğru deyil.

et-

p
YuxarıdaKi nəticələr— uyğun Kəsri- 

0t
nin q ədədinə yaxınlıq dərəcəsini təyin 
məyə imKan verir. Doğrudan da,

1 1^-4 < Pk Pk+1
Qk q

Qk Qk+l

q~ — 
Qk

Yəni, q~ —
Qk

M
l Q2,)

0101+1

Г. 1 P. p. P ,-f-------------- və ya —~q < k * £+1
\ QkQk+ı J Qk Qk Qk+l

qəbul etməK olar.

BƏZİ NƏTİCƏLƏR. İRRASİONAL 
ƏDƏDLƏRİN KƏSİLMƏZ KƏSRLƏR 

VASİTƏSİ İLƏ GÖSTƏRİLİŞİ

q müsbət rasional ədədinin zəncirvari 
Kəsr şəKİində göstərilişinə uyğun alqoritmi 
aşağıdaKi Kimi xülasə etməK olar:

İİk mərhələdə q ədədinin tam hissəsi 
ayrılır, İKİnci addımda q ədədinin Kəsr 
hissəsinin tərsinin tam hissəsi ayrılır; 
üçüncü addımda alınmış Kəsr hissənin tər
sinin tam hissəsi ayrılır və s.

AşağıdaKi işarələmələri aparsaq,
1 . 1 1

Xl q<X2~ < T - f )>**+l — ( p —W k-ıl W
bu alqoritmi aşağıdaKi Kimi yaza bilərİK: 

=kh2 =[•**];••• 
və k ədədinin istənilən qiymətində

q = k ;x*+ı ]=+-----------—
?2 +

bərabərliyi doğrudur. Nəticədə
Al-7

Qk _ Qk-l

Qk-! q_PL

Qk

münasibəti ödənilir. xi+I > 1 və
olduğundan

01>0*_,>О

a_,<a ö,., 
bərabərsizliyi ödənilməlidir. Bu isə q ədə

dinin
Qk-l 

diyini söyləməyə əsas verir və
1

p
və — ədədləri arasında yerləş- 

0ı

0ı0ı+ı 0ı
Diqqət yetirilərsə, sadalanan faKtlar 

və mühaKİmələrin əldə edilməsində q ədə
dinin rasional olmasından heç bir yerdə is
tifadə edilmir. Deməli, istənilən irrasional 
a ədədi üçün anoloji mühaKİmələr öz qüv
vəsində qalır və uyğun Kəsrlər verilən 
ədədə yığılır.

İstənilən a irrasional ədədini sonsuz 
zəncirvari (Kəsilməz) şəKİində göstərməK 
olar.

л/2 ədədinin zəncirvari Kəsr şəKİində 
göstərilişini tapaq.

V2=1 + (V2-1) = 1 + ^J—= 1 +---------- -----=
V2 + 1 2 + (V2-l)

1

=ı+___ !___
2+—L—

2 + (V2-l)

Artıq İKİnci addımda Kəsr hissə təKrar 
olmağa başlayır. BeləlİKİə, V2 = [1;2;2;...]= 
=[1;(2)] dövri zəncirvari Kəsr şəKİində gös- 
təriliş alınır.

Hansı irrasional ədədlər dövri zəncir
vari Kəsr şəKİində göstərilişə malİKdirlər? 
Verilən suala cavab olaraq isbatsız aşağıda- 
Ki teoremin doğru olduğunu qeyd etməK is- 
tərdİK.

Yalnız tam əmsallı Kvadrat tənliyin 
KÖKİəri dövri zəncirvari Kəsr şəKİində gös
tərilişə malİKdirlər.

Başqa sözlə, yalnız °+ ^;a,b,ceN 
c

şəKİində irrasional ədədlər dövri 
zəncirvari Kəsr şəKİində göstərilişə malİK- 
dirlər.

Qeyd edəK, tam əmsallı Kvadrat tənli
yin kökü olan irrasional ədədlərə Kvadra- 
tİK irrasional ədədlər deyilir.

186
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EVKLİD ALQORİTM

Bizim bircinsli cisimlərlə işimiz olan 
zaman tez-tez belə bir sual ortaya çıxır: 
onların hansı böyÜKdür? Boşqabdaxı hansı 
alma ən böyÜKdür? Hansı şəhər böyÜKdür: 
Gəncə, yoxsa Sumqayıt? İkİ düz xətt parçası 
varsa, onların hansının böyÜK olduğunu de- 
тэк çətin deyil. LaKİn onların uzunluqları 
nisbətinin nəyə bərabər olduğunu, başqa 
sözlə, birinin digərindən neçə dəfə böyÜK 
olduğunu deməK çətindir.
ı
ı

ч
b

4

a
4------------------------------

b
h 4

b 4

parçalarının ümumi ölçüsü yoxdur - onlar 
ortaq ölçülü deyillər.

Eyni metodu parçalara deyil, tam ədəd
lərə tətbiq etməK olar. Onda söhbət a və b 
ədədlərinin ən böyÜK ortaq bölənindən gedə- 
cək. Məsələn, a = 2000, b = 360 götürəK. Bu 
zaman ardıcıl surətdə alacağıq:

2000 = 360 5 + 200;
360 = 200 1+160;
200 = 160 1 + 40;
160 = 40 -4

Buradan belə qənaətə gəlirİK kİ, 2000 
və 360 ədədlərinin ən böyÜK ortaq böləni 
40-dır.

Bu metod İİk dəfə EvKİidin “Başlanğıc
larında xatırlanıb və tarixə “EvKİid alqo- 
ritmi” Kimi düşüb. Onu bərabərlİKİər zən
ciri şəKİində yazaq:

a = bnx +fp

b=ı\n2 +r2;
rı=r2n3 +r3;

^-ı=^nK+1.
Bu zəncirdən a/b təsviri капотк zənc- 

irvari Kəsr şəKİində (“Zəncirvari Kəsrlər” 
məqaləsinə bax) nisbətən asanlıqla almır:

a 1
fe * 1 & 1 r2

rı

b
1—r—1—r—1—;—1 

'1 '1 '2

ь-А-+.
r2 r3

ŞəkİI 1. a və b parçalarının ümumi ölçüsünün 
təyini.

Bu suala cavab verməK üçün a və ö par
çalarının ümumi ölçüsünü, yəni elə parçanı 
tapmaq lazımdır kİ (beləsi mövcuddursa), o 
istər a, istərsə də b parçalarında tam dəfə 
yerləşsin. Rahatlıq üçün bu parçaların 
uzunluğunu da a və 6 hərfləri ilə işarə edə- 
cəyİK. Aydındır kİ, a = b olduqda verilmiş 
parçalardan hər biri ümumi ölçü rolunu 
oynaya bilər. LaKİn fərz edəK Kİ, a > &-dir. 
Onda b parçasını a parçasında maKsimal 
dəfə yerləşdirə bilərİK. Əgər a parçası b par
çasının tam miqdarı ilə tÜKənirsə, onda b 
parçası onların ümumi ölçüsü olacaq. LaKİn 
çox ehtimal Kİ, b parçası a parçasında tam 
dəfə yerləşməsin və kİçİk r “tİKƏsi” qalsın. 
İndi onun özünü a və b parçalarının ümumi 
ölçüsü Kİmi sınaqdan KeçirməK təbiidir. O, b 
parçasında tam sayda yerləşərsə, bu rola 
uyğun gələ bilər. LaKİn bu dəfə yenə də 
qalığı alsaq, onda növbəti addımda r9 parça
sını, laKİn bu dəfə r parçasına nəzərən və 
s., sınaqdan KeçirəcəyİK. Əgər son ucda elə 
bir r parçası alınsa Kİ, əwəİkİ r qalığın
da yam sayda yerləşsin, elə o da bütün par
çaların ümumi ölçüsü olacaq. Yox, əgər bu 
proses heç vaxt qurtarmazsa, onda a və b

n2 + -2
rı

1 1= nı +------- J---- =...= raj +---------------- ---------.
n2 +------ П, 4------------------ -------r3 2 1

По + --- Ио + ---------
r2 n4 +...

Bax beləcə EvKİid alqoritminin qəflətən 
zəncirvari Kəsrlərlə bağlılığı məlum oldu.

FİDİ ƏDƏDLƏRİ VƏ QIZIL KƏSİK

Beşguşəli ulduz - pentoqram adamları 
həmişə formasının Kamilliyi ilə cəlb edirdi. 
Pifaqorçular məhz onu öz ittifaqlarının sim
volu seçmişdilər. Elə o da sağlamlıq amuleti 
sayılırdı. Bizim günlərimizdə də beşguşəli 
ulduz bir çox öİKƏİərin bayraqlarını və ger
blərini bəzəyir. Onun cazibədarlığının səbə
bi nədədir?

Məsələ bundadır Kİ, bu fiqurda onu 
təşKİl edən parçaların nisbətlərinin heyrəta

miz bərabərliyi müşahidə olunur. Şəkİİ 1-ə 
baxın: inanılmaz olsa da, laKİn AD : AC = 
AC : CD = AB : BC = =AD : AE = AE : ЕС. 
Ulduzun simmetriyasından istifadə edərəK, 
bu bərabərlİK sırasını hələ çox davam etdir- 
тэк olar.

ŞəkİI 1. Beşguşəli ulduz - pentoqram. Bu fiqurda 
parçaların nisbətinin heyrətamiz sabitliyi müşahidə 

olunur. Burada AD : AC = AC : CD = AB : BC =
= AD : AE = AE : ЕС və s.

Birinci bərabərliyə təfsilatı ilə baxaq. 
C nöqtəsi AD parçasını İkİ qeyri-bərabər his
səyə bölür və böyÜK hissə kİçİk hissəyə 
bütün parça böyÜK hissəyə olan nisbətdə 
münasibətdədir. Bəs bu nisbət nəyə bərabər
dir? Onu tapmaq üçün AD parçasını a, AC-ni 
b Kİmi qəbul edəK. CD = a - b olduğundan, 
a : b = b : (a - b) və ya a2 = ab + b2. Hər İKİ 
tərəfi t»2-a bölərəK və axtarılan a/b nisbəti
ni Ф hərfi ilə işarə edərəK

Ф2 = Ф + 1 (*)
tənliyini alırıq Kİ, onun da yeganə 
Ф =(Vö + l)/2 = 1,618034... müsbət KÖKÜ 
var. Çox vaxt böyÜK parçanın Kiçiyə nisbəti
ni deyil, tərs Kəmiyyəti - kİçİk parçanın 
böyüyə nisbətinə - l/Ф-уэ baxırlar. Onu ф 
hərfi ilə işarə edəK və o, (7ö —1)/2 = 
= 0,618034..-ə bərabərdir. Yeri gəlmişKən, 
(*) tənliyinin İKinci kökü ф - dir.

Ф və ф “fi” yunan hərfinin böyÜK və Kİ- 
çİk formalarıdır. Belə işarələmə e. ə. V əsrdə 
yaşamış qədim yunan heyKəltəraşı Fidinin 
şərəfinə qəbul edilmişdir. Fidi AfinadaKi 
Parfenon məbədinin tİKİntisinə rəhbərlİK 
edib. Bu məbədin ölçülərinin nisbətində ф 
ədədinə dəfələrlə rast gəlinir (şəkİİ 2).

Siz, əlbəttə, diqqət yetirdiniz kİ, Ф və ф 
ədədlərinin qiymətləri yalnız birinci rəqəm
lə fərqlənir. Bu faKt Ф üçün olan (*) tənliyi
nin özündə qoyulub. Onu Ф-yə Ьо1эк:

Ф = 1 +1 / Ф = 1 + ф,
buradan görünür Kİ, Ф və ф ədədləri düz 1 
qədər fərqlənirlər.

ŞəkİI 2. Parfeonun tənasüblərində <p ədədi dəfələrlə 
iştiraK edir.

Yeri gəlmişKən, əgər bu tənliyi 
Ф = V1 + Ф şəKİində yazsaq, onda kök altın- 
daKi Ф-ni + Ф ilə əvəz edərəK alırıq Kİ, 
Ф = д/1 +VF + Ф. Bu proseduru dəfələrlə son
suzluğa qədər təKrar edərəK

düsturunu çıxarırıq.
Daha bir gözəl düstur budur:

Ф = 1 +----- ------ .
1 + -J-

1+...
O, çevrilmliş Ф=1+1/Ф tənliyində məx- 

rəcdəKİ Ф-ni
ф = 1 + _1_

1 + - 
Ф

ifadəsi ilə əvəz etdİKdə və sonra bu prosesi 
sonsuz təKrar etdİKdə alınır.

ŞəkİI 3. AB parçasının pərgar və xətKeşlə həyata 
Keçirilmiş qızıl Kəsiyi.
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Parçam Ф nisbətində necə bölməli?
Pərgar və xətKeşim Köməyi ilə belə qurma 
artıq EvKİidin məşhur “Başlanğıclar”mda 
təsvir olunub. O, şəkİİ 3-də göstərilib. 
Əvvəlcə AB parçasına uzunluğu AB parçası
nın yarısına bərabər olan BC perpendİKUlya- 
rını quraq. Sonra AC parçasını KeçirəK - bu, 
ABC üçbucağının hipotenuzudur. Sonra İkİ 
çevrə təsvir edəK: biri mərKəzi C nöqtəsində 
və BC radiuslu, digəri isə mərKəzi A nöqtə
sində və AN radiuslu olmaqla, (burada N bi
rinci çevrənin AC parçasıyla Kəsişmə nöq
təsidir). İKİnci çevrənin AB parçasını Kəsdi
yi M nöqtəsi onu Ф nisbətində bölür, yəni 
AM : МВ = Ф. Ф ədədinin ifadə etdiyi ənda
zə, bir çox tədqiqatçıların şəhadətinə əsa
sən, göz üçün ən xoşdur. Leonardo da Vinçi 
hesab edirdi kİ, insan bədəninin ideal təna
sübləri Ф ədədi ilə bağlı olmalıdır. Parçanı Ф 
nisbətində bölməyi o, qızıl kəsİk adlandırdı. 
Bu termin bizim günlərə qədər saxlanılıb. 
İntibah dövründə qızıl kəsİk rəssamlar, hey- 
Kəltəraşlar və memarlar arasında çox məş
hur idi. Məsələn, yağlı boya ilə çəKİlən 
peyzajların ƏKSəriyyətində üfüq xətti Kətanı 
hündürlüyə görə Ф-уэ yaxın nisbətdə bölür. 
ŞəKİin ölçülərini seçəndə isə çalışırdılar kİ, 
enin uzunluğa nisbəti də Ф-уэ bərabər olsun. 
Belə düzbucaqlını “qızıl düzbucaqlı” adlan
dırmağa başladılar.

Əgər “qızıl düzbucaqlı”dan Kvadrat Kə
silsə, yenə də “qızıl düzbucaqlı” alınacaq və 
bunu sonsuzluğa qədər davam etdirməK 
olar. Şəkİİ 4-dən görünür kİ, birinci və İKİn
ci düzbucaqlıların diaqonallarını KeçirsəK, 
onların O Kəsişmə nöqtəsi bütün alman “qı
zıl düzbucaqlılara” aid olacaq.

ŞdKil 4. “Qızıl düzbucaqlı” Ondan Kvadrat kəssək, 
yenə də “qızıl düzbucaqlı” qalacaq və bu prosesi son
suzluğa qədər davam etdirməK olar. Birinci və İKİnci 
düzbucaqlıların diaqonalları isə bütün alınan “qızıl 
düzbucaqlılara” mənsub olan D nöqtəsində kəsİşəcək.

Əlbəttə kİ, “qızıl üçbucaq” da olur. Şə- 
kİİ 1-də bu, bərabəryanlı FEG, EAC və ВЕС

Leonardo da Vinçi “qızıl üçbucaqdan” öz məşhur 
“CoKonda”sında istifadə etmişdir.

üçbucaqlarıdır kİ, onların da yan tərəfləri 
və oturacaqlarının uzunluqları nisbəti Ф-уэ 
bərabərdir. Belə üçbucağın əlamətdar xassə
lərindən biri ondan ibarətdir kİ, onun otura
cağına bitişİK bucaqlarının tənbölənləri otu
racağın özünə bərabərdir (şəkİİ 5).

ŞəkİI 5. “Qızıl üçbucaq”. Onun oturacağına bitişİK 
bucaqların tənbölənlərinin uzunluğu onun 

oturacağının uzunluğuna bərabərdir.

“Qızıl Kuboid” də var - bu, tillərinin 
uzunluqları Ф, 1, (p olan paralelepipeddir. 
Onun səthinin sahəsi Ф, diaqonalı 2-dir 
(bunu yoxlaya bilərsiniz). Buradan alınır Kİ, 
onun ətrafına çəKİlmiş sferanın radiusu 1 
və deməli, onun sahəsi 4n-dir. Buna görə də 
bu sferanın səthinin “qızıl Kuboidin” səthi
nə nisbəti я: Ф-уэ bərabərdir.

Ф ədədinin üçüncüdən başlayaraq hər 
bir həddinin İKİ əvvəlinKİnin cəminə bəra
bər olduğu Fibonaççi ardıcıllığı ilə: 1, 1, 2, 
3, 5, 8, 13,...sıx bağlı olduğu məlum oldu 
(“Ardıcıllıqlar” məqaləsinə bax). Xüsusi 
halda, Ф ədədinin n-ci qüvvəti əlamətdar 
düsturla ifadə olunur:

Ф- =|(a,V5 + d.).

Burada a n-ci Fibonaççi ədədi, b isə 
Fibonaççi ardıcılığının prinsipi ilə qurulan 
1, 3, 4, 7, 11, 18, 2...ardıcıllığının n-ci həd
didir.

TRANSSENDENT ƏDƏDLƏR

“Transsendent ədəd” ifadəsini yəqin 
Kİ, hamı eşidib. MəKtəbdə adətən bildirirlər 
Kİ, n və e ədədləri transsendent ədəddir. La- 
Kİn bunun nə deməK olduğunu heç də hamı 
anlamır.

“Transsendentis” latın sözünü “o biri 
tərəfli” Kİmi tərcümə etməK olar. Doğru
danmı burada da “o biri dünya” var? Və 
onda riyaziyyatçılar “bu tərəfli” ədədlər de- 
dİKdə nəyi nəzərdə tuturlar?

1, 2, 3,... natural ədədlərindən çıxış et- 
sək, dörd riyazi əməlin - toplamanın, çıx
manın, vurmanın və bölmənin - Köməyi ilə 
bütün rasional ədədlər və yalnız onlar alı
nır. Buna görə də rasional ədədləri tam əsas
la “hesabi” adlandırmaq olar.

n-ci dərəcədən KÖKalma əməliyyatını 
daxil etməKİə başqa ədədlər də almaq olar, 
məsələn:

71998 + 71999199772; 71 + Тб; -=----- ..\ 1^97 + 19T7 V 2000
İsbat edilmişdir Kİ, ixtiyari belə ədəd 

bu və ya digər tam əmsallı cəbri tənliyin, 
yəni

anxn + an_xxn^+...+axx + a0 = 0
tənliyinin KÖKÜdür, burada a tam ədədlər
dir.

BeləlİKİə, cəbri ədədlər tam əmsallı 
cəbri tənlİKİərin KÖKİəri olan ədədlərdir. Ri
yaziyyatçılar məhz onları “bu tərəfli”, adi 
ədədlər hesab edirlər.

Doğrudur, XIX əsrdə məlum oldu Kİ, 
cəbri tənlİKİərin heç də bütün KÖKİərini 
dörd hesabi əməlin və KÖKalmanın Köməyi 
ilə ifadə etməK olmur (“Yüksək dərəcəli tən- 
lİKİər” məqaləsinə bax). Məsələn,

x5 - 4x - 2 = 0 
tənliyinin “radİKallarda” həlli yoxdur. Belə 
Kİ, cəbri ədədlər aləmi əvvəllər fərz edildi
yindən daha тйгэккэЬ çıxdı.

DAİRƏ MAGİYASININ AŞILMASI

İkİ min il yarım əvvəl qədim yunan ri
yaziyyatçıları təKcə pərgar və xətKeşin Kö
məyi ilə verilmiş dairəyə bərabər olan (yəni 
eyni sahəyə malİK olan) Kvadratın qurulma
sı məsələsinə girişdilər. Onlar hesab edirdi
lər Kİ, yalnız pərgar və xətKeş gözəllİK və 
harmoniyanın ilahi qanunlarına cavab verir 
və digər alətlərlə qurmaları inKar edirdilər 
(“Qədim dövrün üç məşhur məsələsi” məqa
ləsinə bax). “Dairənin Kvadraturası haqqın
da” bu məsələnin çoxsaylı uğursuz cəhdləri 
alimləri tədricən o fİKrə gəlməyə sövq etdi 
Kİ, o, ümumiyyətlə həlledilməzdir. LaKİn 
“sövq etməK” isbat etməK deməK deyil.

Dairənin Kvadraturası - çoxəsrliK tarixi olan 
məsələdir.
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Dairənin Kvadraturası məsələsini həll 
etməK - uzunluğu л/л olan parçanı qurmaq 
deməKdir. Axı belə parçada qurulmuş Kvad
rat л-yə bərabər olan sahəyə, yəni radiusu 
vahid olan dairənin sahəsinə malİK olacaq. 
Bununla belə pərgar və xətneşin Köməyi ilə 
aparılan qurmalar, onları cəbri dilə çevir
sən, dörd hesab əməlinin yerinə yetirilməsi
nə və Kvadrat KÖKİərin alınmasına müncər 
edilir. Belə Kİ, məsələ bu beş əməlin Köməyi 
ilə л ədədini ifadə etməndən gedir.

1882-ci ildə alman riyaziyyatçısı Karl 
Ferdinand Lindeman isbat etdi kİ, л ədədi 
transsendentdir və deməli, nəinKİ Kvadrat 
radinalların Köməyi ilə təsvir oluna bilməz, 
ümumiyyətlə tam əmsallı heç bir cəbri tənli
yin kökü ola bilməz. Dairənin Kvadraturası 
haqqında məsələyə belə nöqtə qoyuldu.

SAYSIZ-HESABSIZ QOŞUN

Kiməsə elə gələr Kİ, transsendent ədəd
lərin sayı cüzidir: л və e - vəssəlam. Əslində 
isə məsələ belə deyil. Müəyyən mənada 
transsendent ədədlər hətta cəbri ədədlərdən 
çoxdur: əgər cəbri ədədləri “nömrələməK”, 
yəni hər bir cəbri ədədə ayrıca natural ədəd 
qarşı qoymaq тйткйп olarsa, transsendent 
ədədlər belə hesaba gəlmirlər - onlar say
sız-hesabsız qoşundur!

Transsendent ədədlər saysız-hesabsız qoşundur.

Hələ 1744-cü ildə Leonard Eyler belə 
bir hipotez irəli sürdü Kİ, deməK olar Kİ, 
bütün a və &-lər üçün logab ədədləri tam əm- 
sallı çoxhədlilərin kökü ola bilməzlər. 
1844-cü ildə fransız riyaziyyatçısı Jozef Li- 
uvil transsendent ədədlərin İİk misallarını 
qurdu. Digər riyaziyyatçılar da Liuvilin re
septindən istifadə edərəK belə ədədləri aşKar 
etməyə başladılar. XIX əsrin axırlarına ya
xın artıq Eyler hipotezi sübut edilmişdi və 
Karl Veyerştrass deməK olar kİ, bütün cəbri 
a-lar üçün sina və cosa ədədlərinin trans- 
sendentliyini əsaslandırdı.

David Hilbert 1900-cü ildə Riyaziyyat
çıların II beynəlxalq Konqresində çıxış edə- 
гэк XIX əsrin gələcəK yüzilliyə miras 
qoyduğu 23 problemi ifadə etdi. Yeddinci 
problem a3 şəKİində ədədlərin transsendent- 
liyinə toxunurdu, burada a 0 və 1-dən fərqli 
cəbri ədəd, P rasional olmayan cəbri ədəddir. 
1934-cü ildə Hilbert problemini alman alimi 
Teodor Şnayder həll edərəK a3 ədədlərinin 
transsendentliyini təsdiq etdi.

л ƏDƏDİ

Çevrə uzunluğunun onun diametrinə 
nisbəti sabit Kəmiyyətdir və çevrənin uzun
luğundan asılı deyil. Bu nisbəti ifadə edən 
ədədi “periferiya” (yunanca “çevrə”) 
sözünün İİk hərfi л (“pi”) ilə işarə etməK qə
bul olunub, л ədədi sonsuz dövri olmayan 
onluq Kəsrlə ifadə olunur və təqribən 
3,141592653589...-a bərabərdir.

Uzaq qədimlərdə hesab edilirdi Kİ, çev
rə diametrdən düz üç dəfə böyÜKdür. Bu 
məlumatlar Qədim Beynəlnəhreynin (İkİ ça
yarası) mixi lövhələrində var. Eyni anlamı 
Bibliya mətnindən çıxarmaq olar: “Və bal
dan tÖKÜlmüş dəniz düzəltdi, - onun bu Kə
narından o biri Kənarına qədər on dirsəK idi, 
- tamam girdə idi. Otuz dirsəK mələK otu 
onu hər tərəfdən qucaqlayırdı”. BeləliKİə, л 
ədədinin birinci yaxınlaşması 3 idi. LaKİn 
atrıq e.ə. II minillİKdə qədim Misirin riya
ziyyatçıları daha dəqiq nisbət tapırdılar. 
Təxminən e. ə. 1650-ci il tarixli Raynd papi
rusunda л ədədi üçün (16/9)2 qiyməti gətiri
lir kİ, bu da onluq yaxınlaşmada 3,16-dır.

E. ə. VI əsrədəK riyazi elm qədim Yu
nanıstanda sürətlə inKİşaf etdi. Məhz qədim 
yunan həndəsəçiləri ciddi şəKİldə isbat etdi
lər kİ, çevrənin uzunluğu onun diametri ilə 

mütənasibdir (Z = 2nR, R - çevrənin radiu
su, Z - onun uzunluğudur), dairənin sahəsi 
isə çevrə uzunluğunun və radiusunun hasil
lərinin yarısına bərabərdir:

S = -ZR = kR2.
2

Bu isbatı Knidli YevdoKsa və Arxime- 
də aid edirlər.

л ƏDƏDİNİN İLK RƏQƏMLƏRİNİ NECƏ 
YADDA SAXLAMALI

л = 3,14... ədədinin İİk üç rəqəmini yadda saxla
maq çətin deyil. Daha çox işarənin yadda saxlanılması 
üçün isə əyləncəli deyimlər və şeirlər mövcuddur. Mə
sələn,

“Mən o sözü o qədər bilsəydim, nə olardı” deyi
mində sözlərdəki hərflərin sayı (л ~ 3,1415)ədədindəKİ 
işarələri müəyyən edir.

Yuvarlaqlanmamış 101 işarə isə belədir:

3, 14159 26535 89793 23846 26433 83279 
50288 41971 69399 37510 53209 74944 59230 78164 
06286 20899 86280 34825 34211 70679.

E. ə. III əsrdə Arximed “Dairənin 
ölçülməsi” əsərində 6-dan 96 bucaqlıyadəK 
çevrə daxilinə və xaricinə çəKİlmiş çoxbu- 
caqlıların perimetrlərini hesabladı. BeləlİK- 
lə o, müəyyən etdi Kİ, л ədədi 3% və 3 ^ 
hüdudlarındadır, yəni 3,1408 < л < 3,1428. 
3X qiyməti indiyə Kimi tətbiqi məsələlər 
üçün л ədədinin çox yaxşı yaxınlaşması he
sab olunur. Daha dəqiq 3 %o (K ~ 3,14166) 
yaxınlaşmasını Klavdi Ptolomey tapmışdır, 
laKİn ondan o qədər də istifadə olunmur.

Hindlilər və ərəblər elə hesab edirdilər 
Kİ, л = л/10. Bu qiyməti VII əsr hind riya
ziyyatçısı Brahmaqupta göstərir. III əsrdə 
Çin alimləri Tszu Çun Çji 355/113 yaxınlaş
masını aldı (л = 3,1415927). O, avropalılara 
naməlum qaldı və onu yenə yalnız 1585-ci 
ildə holland riyaziyyatçısı Adrian Antonis 
tapdı.

XVI əsrin axırlarında Avropa riyaziy
yatında rasional və irrasional ədədlər anla
yışları formalaşmışdı. ƏKSəriyyət л-nin ir
rasional olduğuna əmin olsalar da, bunu heç 
Kim isbat edə bilmirdi. Eyni zamanda bəzi 
riyaziyyatçılar л ədədini hesablamaqda da
vam edirdilər. Holland alimi Ludolf van 
Seylen 1615-ci ildə onun üçün 32 düzgün 
onluq işarə tapdı, bu yaxınlaşmanı ludolf 
ədədi adlandırdılar.

Riyazi analiz inKİşaf etdİKCƏ onun me
todları л ədədinin təyini üçün tətbiq olun

mağa başladı. Bu işdə, deməK olar Kİ, bütün 
məşhur riyaziyyatçılar: F. Viyet, X. Hüyg- 
ens, C. Vallis, Q. V. Leybnis, L. Eyler işti- 
гак edirdilər. Onlar л üçün sonsuz hasil, 
sıra cəmi, sonsuz Kəsr şəKİində müxtəlif ifa
dələr alırdılar.

Məsələn, Qotfrid Vilhelm Leybnis 
1674-cü ildə л / 4 ədədini sıra cəmi Kimi 
“Ədədi sıralar” məqaləsinə bax) ifadə edən 
aşağıdaKi düsturu müəyyənləşdirdi:

LaKİn bu sıra çox ləng yığılır. İsaaK 
Nyutonun qeyd etdiyi Kimi, л-nin on işarə 
dəqiqliyi ilə hesablamaq üçün 5 milyard ədə
din cəmini tapmaq və buna min ilə yaxın 
vaxt sərf etməK lazım gələrdi.

Daxilə və xaricə çəKİlmiş çoxbucaqlıların 
sayını iKiqat artırmaqla л ədədinin get-gedə daha 

dəqiq qiymətini almaq olar.

Londonlu riyaziyyatçı Con Meçin 
1706-cı ildə

x + uarctg x + arctg у = arctg----- —
1- x//

düsturundan istifadə edərəK
„ z 1 1arctg 1 = 4 arctg — arctg-----

5 239
ifadəsini aldı.

Onda arctgl = — əvəzləməsi aparmaq
4

və
,3 x5 — — x7+...)

5 7
z 1 3 1arctg x (arctg x = x — x + — 

3
sıralarını yazmaq

1
3 53 5 55

J4I--I
l 5

1 1 1
239 3 2393 5 2395
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ECAZKAR KAMİLLİK DÜSTURU

л ədədi ilə çoxlu gözəl düstur bağlıdır:
л-in böyüK qiymətlərində pn perimetri təxminən n 

ədədinə bərabərdir. /7=3 2* yazaq, onda 
pn = 3-2* sin. 60/2* bucağının sinusunu, yarım arqu
mentin triqonometrİK funxsiyalari üçün eyniliKİərdən isti
fadə etməKİə başqa cür də ifadə etməK olar:

Bizim zamanımızda EHM-lərin Köməyi 
ilə л ədədi vergüldən sonra milyonlarla

(F. Viyet),
(C. Vallis),

(L. Eyler),

(L. Eyler)
к = 1:

к = 2

1 - cosa а fi + cosa
2 ’ C0S2_ V

. a sın- 
2

Müxtəlif я-lar üçün tapırıq:
60° V3

cos------------- ,
2 2

2

s/л— =
4

-2_=1V^73,
2 2

(burada çoxlu nöqtə ədədi qurmaların davam etdirilmə
li olduğunu bildirir).

Belə bir düstur da var:

Əgər əvvəIkİ düsturlar riyazi analizin samballı 
Kurslarında əsaslandırılırlarsa, axırıncı münasibəti çı
xarmaq üçün standart məKtəb dərsliyindən götürülmüş 
məlumatlar Kifayətdir. Məlumdur kİ, 1 diametrli çevrə 
daxilinə çəKİlmiş n-bucaqlının tərəfi

60°

№ 3:

cos — = -72 + 72+Тз;
8 2

Pn
180° к:

= nsın------
n

sin~p = ^2-yİ2+yİ2+...+43.

к хасИка!
Ludolf van Seylen Arximed metodu ilə daxilə və xa
ricə çəKİlmiş çoxbucaqlıların tərəflərini İKİqat artı
rırdı. BeləliKlə o, çox illər sərf etmənlə я ədədinin 
32 onluq işarəsini hesabladı, n ədədinin hesablan

masının sonranı tarixi elə bir idman yarışını xatır
ladır ni, gah bu, gah da digər idmançı irəli çıxır, 
yıxılır, durur və yeni qüvvə ilə qələbəyə can atır.

ğmın limitinin varlığını isbat etməzdən əv
vəl onun monotonluğunu (bütün n-lər üçün 
x > x ) və məhdudluğunu (bütün n-lər 
üçün 2 < x < 3) təyin edirlər. Veyerştrass 
teoreminə əsasən, ardıcıllıq monoton və 
məhduddursa, o yığılır, yəni n-in sonsuzlu
ğa yaxınlaşması zamanı bu ardıcıllığın həd
lərinin yaxınlaşdığı ədəd var.

x -i Nyuton binomu düsturu ilə açsaq, 
sübut edə bilərİK kİ, e ədədi digər ardıcıllı
ğın da limitidir:

,11 1S — 1 H--------- 1--------- I-...4-------,
" 1! 2! n!

,. ,11 1e = lım s„ = 1 4------- 1---------F...+-------h..
n 1! 2! n!

n

Burada к! = l-2-З-...к (“к faKtori-
al”oxunur). Bu düstur, e ədədinin təyinin- 
dəKİ hesablamalar üçün daha münasibdir, 
belə Kİ, s qiymətini taparaq sonraKi qiymə
ti hesablamaq üçün əvvəIkİ ədədə cəmisi bir 
toplanan əlavə etməK lazımdır:

1
> 4----------------- .
" (П4-1)!

düsturu ilə hesablanır. Artıq buradan bilavasitə (*) düsturunu alırıq.

düsturuna gətirir kİ, o da bu çağa Kimi n 
ədədini təqribi hesablamaq üçün ən yaxşı 
düsturlardan hesab olunur. Həmin on dəqiq 
işarənin tapılması üçün cəmisi bir neçə saat
lıq əl əməyi tələb olunur. Con Maçin özü л-ni 
yüz düzgün işarə ilə hesablamışdı.

SADƏ ƏDƏDLƏR VƏ я

Kəsrlərin sonsuz hasilinə baxaq:
2 3 5 7 11 13
1 2 6 6 10 14

Burada surətlərdə ancaq sadə ədədlər dayanıb, 
məxrəclər isə bir vahid fərqlənir. Bu zaman məxrəc 4л 
+ 1 şəKİindədirsə, o, surətdən böyüK və əks halda Ki- 
çiKdir.

Leonard Eyler sübut etmişdir Ki, bu sonsuz hasil 
—-yə, yəni yarımçevrənin onun diametrinə nisbətinə 

bərabərdir.

1766-cı ildə alman riyaziyyatçısı İo- 
hann Lambert n ədədinin irrasionallığını 
ciddi isbat etdi: n ədədi, surət və məxrəc nə

qədər böyüK ədədlər olsa da, adi Kəsr şəKİin
də təsvir edilə bilməz. LaKİn л ədədinin tari
xi bununla bitmədi.

XIX əsrin sonunda Münhen universi
tetinin professoru Karl Ferdinand Linde
man isbat etdi kİ, л transsendent ədəddir, 
yəni o, heç bir anxn + a„_1xn’14-...4-a1x + 

+a0 = 0 tam əmsallı cəbri tənliyin kökü ola 
bilməz. Onun isbatı dairənin Kvadraturası 
haqqında qədim riyazi məsələyə nöqtə qoy
du. Min illər boyu o, riyaziyyatçıların səylə
rinə təslim olmurdu və “dairənin Kvad- 
raturası” deyimi hətta həlledilməz proble
min sinoniminə çevrilmişdi. Məlum oldu kİ, 
məsələnin “müəmmalı inadKarlığı məhz л 
ədədinin təbiəti ilə bağlıdır.

л ədədinin transsendentliyinin Kəşfi
nin xatirəsi Kimi Münhen auditoriyasının 
qarşısında Lindemanm büstü qoyulub. 
Onun postamentində içərisində л hərfi ya
zılmış bərabər sahəli Kvadratla Kəsişən dai
rə təsvir edilib.

düzgün işarə ilə hesablanıb. LaKİn belə də- 
qiqlİK elmilİKdən çox texnİKİ maraq Kəsb 
edir.

e ƏDƏDİ

e ~ 2,718281828459... ədədi riyaziyya
tın mühüm sabitlərindən biridir. Tərifə 
görə o, n intəhasız artıqda

H1+»J <*>
ardıcıllığımmn limitinə bərabərdir, e işarə
sini 1736-cı ildə Leonard Eyler daxil etmiş
dir. O, onluq yazılışda bu ədədin İİk 23 
işarəsini təyin etmişdir.

e ədədinin verilməsi üsulu riyaziyyat 
üçün mühüm olan belə bir faKtı gözəl əks et
dirir Kİ, bir çox ədədlər bəzi ardıcıllıqların 
limiti Kİmi təyin oluna bilərlər. (*) ardıcıllı-

n artdıqca (1 4- 1 /n)n ədədi nəhayətsiz artmır.

Artıq n = 10 olduqda s cəmi, e ədədi
nin əsl qiymətindən 3 10 8 qədər fərqlənir, 
buna görə də s)() e ədədinin yeddi düzgün 
işarə ilə yaxınlaşmasını verir.

e ədədi riyazi analizdə mühüm rol oy
nayır. EKsponent adlanan e əsaslı üstlü 
funKsiya heyrətamizdir, onun törəməsi özü
nə bərabərdir.
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SƏLƏMÇİ HAQQINDA MƏSƏLƏ

AşağıdaKi məsələnin ideyası məşhur İsveçrə ri
yaziyyatçılar sülaləsinin nümayəndəsi УакоЬ Bernulli- 
yə məxsusdur.

Bir sələmçi bir tacirə müəyyən miqdarda pulu o 
şərtlə vermişdi kİ, taçir bir ildən sonra istiqrazı İKİqat öl
çüdə qaytaracaq. Tacir növbəti dəfə ona pul üçün mü
raciət etdİKdə, sələmçi müqavilənin şərtlərini dəyişdirdi: 
birinci yarımildə qaytarılası məbləğ bir dəfə yarım arta
caq, müddətin İKİnci yarısı bitəndə isə yeni yaranmış 
məbləğ daha bir dəfə yarım artacaq. Sələmçi hesabladı 
Ki, beləlİKİə o, istiqrazın ikin məbləğini 9/4 dəfə artırar.

Tədricən sələmçinin beynində daha hiyləgər 
plan yarandı: qaytarılası məbləği Kəsilməz olaraq artır
maq. Məhz belə: tacirə borc verildiyi bütün vaxt 
müddətini böyÜK sayda n bərabər aralıqlarına bölməK. 
Hər bir aralıq qurtararKən borcun məbləği 1 + 1/n dəfə 
artmalıdır. Belə kİ, müddət bitərKən ikin istiqraz 
(1+1/n)" dəfə artmalıdır. “Bu, yəqin Ki, çox böyÜK ədəd
dir”, - sələmçi fİKİrləşdi.

Tacir bu düsturu özü üçün çıxararKən belə müha- 
Kimə yürütdü: “Bir tərəfdən qüvvət üstü n artaraq bütün 
qüvvəti sonsuzluğa dartır, belə Ki, onun əsası 1 + 1//7 
vahiddən böyüKdür. Belə görünə bilər kİ, borcun arası- 
Kəsilməz artması çox böyÜK pul məbləğinə — sələmçi 
üçün ifrat gəlirə, mənim üçünsə ifrat ziyana gətirəcəK. 
LaKİn digər tərəfdən, 1 +1/n əsası vahiddən böyÜK olsa 
da, o, n artdıqca sürətlə vahidə yaxınlaşır. Laxin bu tərs 
ədədi hansı qüvvətə yüxsəltsən də, ancaq vahid ala
caqsan...”.

Həqiqətən, (1 + 1/n) ifadəsi n artdıqca həm də 
eyler ədədi adlanan e = 2,718281828459045... ədədinə 
yaxınlaşır kİ, bu, ən əlamətdar riyazi sabitlərdən biri, na
tural loqarifmin əsasıdır.

e ədədinin ik işarələrini yadda saxlamaq çətin 
deyil: ki, vergül, 7, TürKmənçay müqaviləsinin bağlan
dığı il.

GÖZƏL İTTİFAQ

•»

ki sabitin - л və e - “taleyi” birləşib. Bir düsturda 
duran bu cütü riyaziyyatın müxtəlif sahələrində: ədəd
lər nəzəriyyəsində, sıralar nəzəriyyəsində, differensial 
tənlİKİər nəzəriyyəsində, ehtimal nəzəriyyəsində gör- 
тэк olar. Məsələn, hind riyaziyyatçısı Srinivaso Ra- 
manucanın Kəşf etdiyi düsturda olduğu Kimi. Əgər

a = 1 + —— +-------- +------------ +■•
13 135 1-35-7

1+—V-
1 + -4- 

1+...
onda

dinin təyinində iştiraK edən limit anlayışı 
Neperin dövründə riyaziyyatda hələ forma
laşmamışdı.

0') =
e əsaslı loqarif

mİK funKsiya natu
ral loqarifm adlanır 
və in x-lə işarə edi
lir. Onun törəməsi 
aşağıdaKi qayda ilə 
hesablanır:

(Inx)' = —,
x 

üstlü ax və loqarif
mİK loga x f unKsiya- 

Şarl Ermit J*™ törə™əbri
(1822-1901)

r 
(ax) = axlna, 

(logax)' = —L_ 
xlna 

düsturları ilə təyin edilir.
Eyler triqonometrİK funKsiyalar və xə

yali üstlü eKsponent arasında əlaqə müəyy
ən etmişdir:

eıx = cos x + i sin x, 
yaxud

eix + cos x =-----------.
2

Bu bərabərlİK 0, 1, e, n ədədlərini və 
xəyali vahidi əlaqələndirir.

e ƏDƏDİNİN İRRASİONALLIĞININ İSBATI

e 1 ədədini sıraya ayırmaq olar:
л-1 4 1 1 1e = 1 — +--------- +...

1! 2! “
İk n + 1 həddi an ilə: 

„ 1 1 1O-n — 1----h-----------H..+------- ,
1! 2! 3! n!

sonsuz “quyruğu” isə p„ ilə işarə edəK:
р„=нг+...

(n + 1)!
işarəsini növbə ilə dəyişən sıranın mütləq qiy

mətləri monoton artırsa, qalıq mütləq qiymətcə onun 
birinci həddindən Kiçkdir:

o<|₽„

3!

(-1)”

= (-1Грл<—L-.
(n+1)! (*)

an =n\an, bn = nipn yazaq. (*) bərabərsizliyin
dən istifadə etsəK, tapırıq kİ, an natural ədəddir və 

o<(-ır1d„<-L.
n +1

Buradan çıxır kİ, heç bir n üçün nle*1 = an +b„ 
ədədi tam deyil. Buna görə də 1/e deməli, e ədədi rasi
onal deyil.

2 ’
Bu düsturlardan əlamətdar bərabərlİK

çıxır:
etxn +1 = 0.

Hətta burada gətirilən azsaylı misallar 
da göstərir kİ, e ədədi ilə ali riyaziyyatın ən 
müxtəlif bölmələrində rastlaşmaq olar, e sa
bitini, lazımi əsas olmadan, loqarifmləri 
icad edən şotland riyaziyyatçısı Con Nepe- 
rin şərəfinə neper ədədləri adlandırırlar. 
Həqiqətən, 1614-cü ildə çap edilmiş loqa- 
rifmlər cədvəlini qurarKən Neper 
O,999999910000000 ədədindən istifadə etmiş
dir. LaKİn nəzərə almaq lazımdır Kİ, e ədə-

Bu düsturu, şübhəsiz, riyaziyyatın inciləri sırası
na aid etməK olar. Nə sonsuz sıra, nə onun solundaKi 
zəncirvari Kəsr ayrı-ayrılıqda я və e ədədləri ilə ifadə 
olunmur, laKİn cəmdə onlar belə bir heyranedici Kombi
nasiya verirlər!

1
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KOMPLEKS ƏDƏDLƏR

YENİ ƏDƏDLƏR NƏYƏ LAZIMDIR?

“Ədəd sözü”nü işlədəndə İİk ağlımıza 
gələn natural ədədlər - 1, 2, 3, 4, 5, ... 
olur. Natural ədədlərdən müxtəlif əşyaları 
sayarKən istifadə edirİK. Natural ədədlər 
çatışmadıqda rasional ədədlərdən istifadə 
edirİK. Daha doğrusu, sonlu onluq Kəsrlər- 
lə ifadə olunan Kəsr ədədlərdən istifadə 
edirİK. Sonlu onluq Kəsrlər istənilən dəqiq- 
İİkİə hər cür hesablamanı yerinə yetirməyə 
imKan verir.

Ədədlərdən daha nəyi gözləməK olar?
Son zamanlar bizə deyirlər kİ, ortaq 

ölçüsü olmayan Kəmiyyətlər də var. Məsə
lən, Kvadratın diaqonalı ilə tərəfinin ortaq 
ölçüsü yoxdur. Onların uzunluqları nisbəti 
rasional olmayan 72 ədədinə bərabərdir. 
Bu zaman ən asan üsul, yeni olan irrasio- 
nal ədədləri tanımaqdır. ÇünKİ hər dəfə 
“x2=2” tənliyini həll edin əvəzinə deyirİK 
Kİ, “elə x ədədi tapaq kİ, x2 ədədi 2-dən 
çox fərqlənməsin”.

Bu şəKİldə qurulmuş həqiqi ədədlər 
çoxluğu bizim təK praKtİKİ ehtiyaclarımızı 
ödəmir, həm də müəyyən nəzəriyyəni ta
mamlayır.

Həqiqi ədədlər çoxluğu bizə, müxtəlif 
məsələləri çətinlİK çəKmədən tənliK qur
maqla həll etməyə imKan verir.

Əlbəttə Kİ, bu çoxluğun da öz qayda
ları və çatışmazlıqları var. Məsələn, sıfı-ra 
bölməK olmaz, mənfi ədədlərdən cüt dərə
cədən kök almaq olmaz və s.

Əlbəttə Kİ, araşdırmanı ardıcıllıqla da
vam etdirsəK, bu, o qədər də çətin deyildir. 
Bununla da hər şey bitirmi? Belə bir mi
sala baxaq: 7F -i hesab etməK olar kİ, həm 
1-ə, həm də -1-ə bərabərdir. 7-T-i isə tə
yin etməK тйткйп deyil. Digər tərəfdən, 

1 2— nədir? Bu eyni zamanda---- dir. LaKİn
6 12

2 2.
7-T = (-1)6, (-l)l2=!^(-l)2 = ‘7F və axırıncı
dan kök almaq olur.

Daha bir məsələ:

= (7Л)4(-i)2=(-i)2
Bundan başqa, -1-in Kvadrat kökü ol

madığından, dördüncü dərəcədən də kökü 
yoxdur.

Deməli, hətta -1-i Kvadrata da уйк- 
səltməK olmaz? Kiməsə elə gəlir kİ, bu, hə
qiqi ziddiyyətlər deyil.

Ədədlər üzərində əməllərə əlavə elə 
məhdudiyyətlər qoymaq olar kİ, belə vəziy
yətlər yaranar. Ancaq belə məhdudiyyətlər 
həmişə ağlabatandırmı?

Təsəvvür edin kİ, hər hansı məsələni, 
bu məhdudiyyətlərə əməl etmədən həll et- 
тэк mümüün olduğu halda, “qanuni” üsul
la həllini tapmaq olmur. Bu halda bu məh
dudiyyətlərdən imtina etməK olmazmı?

Mənfi Kəmiyyətlərdən kök almağın 
тйткйп olmaması halı çevrilə bilməyən 
киЬ tənlİKİərin həlli zamanı baş vermişdi.

KUB TƏNLİKLƏRİN ÇEVRİLƏ 
BİLMƏYƏN HALI

Kvadrat tənlİKİərin həlli üçün olan 
ümumi düstur onun əmsalları vasitəsilə 
ifadə olunduğu Kimi, analoji düstur киЬ 
tənlİKİərinin həlli üçün də mövcuddur. 
(“Kub tənlİKİərinin həlli” məqaləsinə bax). 
Bu düstur Kardano düsturu adlanır. Bu 
düstur onu İİk dəfə çap etdirən Kardano- 
nun şərəfinə adlandırılmışdır. Məsələn, 
x3=30x+36 tənliyi üçün Kardano düstu
runa görə

x = V18 + 7-676 4-V18-V-676 
alınar.

Kvadrat кокйп altında mənfi ədəd alı
nır. Asanlıqla yoxlamaq olar kİ, tənliyin 
kökü x = 6-dır.

Fərz edəK kİ, mənfi ədəd olan KÖKİər 
mövcuddur. Onda, əgər A + sJ-B ifadəsin
dən киЬ kök almağı öyrənsəK, (Bax: 
“KompleKS ədədlərin qüvvətə yÜKSƏldilməsi 
və кокйпйп alınması”məqaləsinə)

V18 + V-676 və V18-V- 676

İfadələrini hesablamaq olar. Nəticədə,

з+7-ı və з-7-T
alarıq.

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

düsturundan istifadə edib, (3 + 7F )-i Kuba 
yÜKSƏldib,
(3 + 7^1)3 =27+ 3-9-7-F + 3-3(7^1 )2+
+ (T-F)3=27-9 + (27-1)7=T =

= 18 + 267^ = 18 + 7-676

alarıq.
Analoji olaraq (3 - 7-F )3 = 18 - 7-676 

olar.
Ona görə

x = V18 + 7-676 + V18-7-676 =

= (3 + 7=d) + (3-7Zl) = 6

Göründüyü Kimi, “qəribə” KÖKİər 
asanlıqla ixtisar olunur. Biz adi tənliyi həll 
etdİK və кокйпйп həqiqi (hətta natural) 
ədəd olduğunu tapdıq. Bunun üçün aralıq 
mərhələlərdə “qeyri-adi” ədədlərdən isti
fadə etməK məcburiyyətində idİK. Ən əsası, 
yalnız, düşünməKdən başqa heç bir üsulla 
bu həlli tapmaq тйткйп deyil!

İndi bizim üç yolumuz var:
- Məhdudiyyətlərə sözsüz tabe olub, 

hər cür yenilİKİərdən imtina edib, hesab et- 
тэк Kİ, bizdə çevrilə bilməyən tənlİKİərin 
heç bir həlli üsulu yoxdur;

- “Başımızı quma salıb” tənlİKİərin 
həllində hər dəfə 7- A (A=0) şəkİİİİ ifa
dəyə Keçəndə “bağışlayın” deməK, qayıdar- 
кэп “qanuni yerə” çatanda özünü heç nə 
baş verməmiş Kimi göstərməK;

- Yeni üsullardan aralıq mərhələlərdə 
istifadə etməK və bu üsulların araşdırıl
ması ilə məşğul olmaq, tərifini verməK, 
xassələrini araşdırmaq, hesab əməllərindən 
istifadə etməyi öyrənməK.

Dərhal olmasa da, riyaziyyatçılar 
üçüncü yolu seçdilər və mÜKafatlandırıldı- 
lar. Artıq “qəribə” KÖKİər eleKtrotexnİKa, 
aerodinamİKa və digər bilİK sahələrində is
tifadə edilir.

HƏQİQİ + XƏYALİ = KOMPLEKS

BeləlİKİə, adət etdiyimiz həqiqi (tam 
mənada həqiqi mövcud olan”) ədədlərdən 
başqa, müsbət həqiqi A ədədi 7- A şəkİİİİ 
ədədlərə də baxmaq lazımdır.

Bu hansı ədədlərdir? Onlara necə “əl 
vurmaq” olar? Bu sualların cavabı yoxdur. 
Biz sadəcə qəbul etdİK Kİ, onlar var. Təbii 
olaraq bu ədədləri xəyali ədədlər, yəni “hə
qiqi olmayan” ədədlər adlandırıblar.

Hər halda biz, az da olsa, xəyali ədəd
lər haqqında bilirİK. Məsələn, Kvadrata 
yÜKSəldəndə onlar mənfi ədədlər verir, son
ra isə -A = A(-1) onda 7- d = JÄ ■ 7-F, 
7d adi həqiqi ədəddir. Deməli, istənilən 
xəyali ədədi 7-F xəyali ədədi ilə ona uy
ğun həqiqi ədədə hasili şəKİində göstərməK 
olar. BeləlİKİə, bizim çoxlu sayda anlaşıl
maz obyeKtlərin yerinə yalnız bir dənə adi 
olmayan obyeKtimiz var, digərləri isə vur
ma əməli ilə yerinə yetirilir. Razılaşın kİ, 
belə hal daha asandır. 7-F ədədini xəyali 
ədədlər arasında “inşaat bloKu” Kimi isti
fadə olunan xəyali vahid adlandırırlar və 
Leonard Eylerin təKİifinə görə onu i hərfi 
ilə (latın dilində “imaginarius - xəyali”) 
işarə edirlər. Xəyali vahidin əsas xassəsi, 
onun sadə bərabərlİKİə ifadə olunmasıdır.

i2=-l

Amma киЬ tənlİKİərin həlli bizə göstə
rir Kİ, həqiqi və xəyali ədədlərdən başqa, 
biz, həqiqi və xəyali ədədlərin cəmi olan 
A + 7- B şəkİİİİ ədədlərə baxaq. Belə ədəd
lər KompleKS ədədlər, yəni kİ, тйгэккэЬ 
ədədlər adlanırlar.

İndi isə, bu dedİKİərimizin sonunda 
KompleKS ədədin tərifini verəK: a, b veril
miş həqiqi ədədlər, i isə xəyali vahid olduq
da a + bi şəKİində olan ifadəyə KompleKS 
ədəd deyilir.

KOMPLEKS ƏDƏDLƏRİN XASSƏLƏRİ
z=a + bi (*) KompleKS ədədində a və b 

həqiqi ədədlər, i = 7-F xəyali vahid, a top-
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lananı həqiqi hissə, Ы toplananı xəyali his
sə adlanır.

a həqiqi hissəsini və b hissənin əmsalını

a = Re • z b = Imz

KVADRAT TƏNLİK HAQQINDA

Əgər sizə desələr kİ, “DisKriminantı 
sıfırdan kİçİk olan Kvadrat tənliyin həlli 
yoxdur”, o zaman siz cavab verə bilərsiniz 
Kİ, “həqiqi ədədlər çoxluğunda həlli yox
dur, laKİn KompleKS ədədlər çoxluğunda 
İkİ kökü var”. Belə bir tənliyə baxaq:

x2-2x + 5 = 0 (*)
Ümumi düsturdan alarıq:

%! 2 = 1 ± V1 -5 = 1 ± V-4

Burada disKriminant D=-4 mənfi 
ədəddir. Amma KompleKS ədədlər ilə tanış
lıq bizi artıq şübhələrdən azad edir:

x12 = 1 ± V-4 = 1 ± 2-/-T = 1 ± 2/

BeləlİKİə, (*) tənliyin İkİ KompleKS 
kökü var: x, = 1 + 2i x, = 1 - 2i

Buradan almır kİ, istənilən həqiqi 
ədəd elə KompleKS ədəddir kİ, onun xəyali 
hissəsi sıfıra bərabərdir. Məsələn,

0=0+0/ və s.
1 = 1 + 0-/

Xəyali ədəd elə KompleKS ədəddir kİ, 
onun həqiqi hissəsi sıfıra bərabərdir. Xə
yali hissəsi isə sıfırdan fərqlidir.

i = 0 +1 • i

KompleKS ədədləri cəbri ifadələrdə ol
duğu Kİmi toplamaq və vurmaq olar. Eyni 
zamanda vurmanın və toplamanın qruplaş
dırma (assosiativlİK), yerdəyişmə (котти- 
tativlİK), paylama (distributivlİK) qanun
ları öz qüvvəsində qalır.

(z, +z2) + z3=z,+(z2+z3)
(Z1Z2)Z3 =Z'(z2Z3)

zı +z2=z2+zı
Z1Z2= Z2Z1

Z1(Z2 +Z3) = Z1Z2+ZIZ3

(Z1 +Z2)Z3 = Z1Z3'*’Z2Z3

Sıfırın və birin xüsusi qiyməti olduğu 
Kİmi qalır.

z + 0 = z, z-0 = 0, z-1 = z

/ - xəyali vahidin rolu tamamilə fərqli 
olub, “adi” hesabda oxşarı yoxdur.

/2=(-/)2=-l

“Çox” və “az” anlayışları KompleKS 
ədədlər çoxluğunda öz mənalarını itirirlər. 
Məsələn, 5 + 6/ və 6 + 5/ KompleKS ədəd
lərinin hansının böyÜK olduğunu deyə bil- 
mərİK. Yalnız onların həqiqi və xəyali his
sələrini müqayisə etməK olar.

TOPLAMA, ÇIXMA, VURMA

Şübhə etmirİK kİ, həqiqi ədədlər üzə
rində hesab əməlləri арагагкэп, nəticə hə
qiqi ədəd olacaq (sıfıra bölməK istisna ol
maqla)

KompleKS ədədlər üzərində hesab əməl
ləri арагагкэп, əmin olmaq lazımdır kİ, nə
ticədə KompleKS ədəd alınacaq. Bu o deməK
dir kİ, istənilən hesab əməlinin nəticəsi 
standart şəKİldə (*) düsturla verilməlidir.

Toplamadan başlayaq.

z, = a + bi
z2 = c + di
z, +z2 = (a + />/) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i

Deməli, İkİ KompleKS ədədin cəmi elə 
KompleKS ədəddir kİ, həqiqi hissəsi bu 
KompleKS ədədlərin həqiqi hissələrinin cə
minə, xəyali hissəsi isə xəyali hissələrinin 
cəminə bərabərdir.

Analoji olaraq İkİ KompleKS ədədin 
fərqini tapmaq olar.

z, — z2 = (a + bi)-(c + di) = (a-c) + (b-d)i

Vurmaya KeçəK. Əgər mötərizələri açıb, 

i2 =-l-/nəzərə alsaq, alarıq:

ZjZ2= (u + bi)(c + di) = ac + bci + adi -bd =
= (ac - bd) + (bc + ad)i

BeləlİKİə, KompleKS ədədlərin toplan
ması, çıxılması, vurulması üçün düsturu 
(*) almış olduq.

KompleKS ədədlərin bölünməsi bir qə
dər çətindir.

z, _a + bi 
z2 c + di

Onu həqiqi ədədə gətirməK üçün əlavə 
araşdırma aparmalıyıq.

QOŞMA KOMPLEKS ƏDƏDLƏR

Adətən / xəyali vahidi -1 -in Kvadrat 
kökü Kİmi təyin edirlər. İKİsindən hansı
dır? “Müsbət” deməK olmaz, çünKİ xəyali 
ədədlər üçün “müsbət” və “mənfi” anlayış
ları müəyyən edilməyib. Bu, Магк Tvenin 
dolaşıq bir düşüncəsinə oxşayır: İKİ əkİz- 
dən biri batıb, digəri başa düşə bilmir - o 
batıb yoxsa onun qardaşı. XoşbəxtlİKdən 
aydın olur Kİ, narahat olmağa əsas yoxdur. 
i və -i-nin KompleKS ədədlər arasmdaKi 
rolu mütləq simmetrİKdir. / və -/ - -1-in 
eynihüquqlu KÖKİəridir. Bu simmetriya ona 
gətirir Kİ, hər bir z = a + bi KompleKS ədədi
nin z = a-bi “əkİzİ” var. Belə “əKİzlər” 
qoşma KompleKS ədədlər adlanır (b = 0 ol
duqda z həqiqi ədəd olur və özü-özünə qoş
ma olur z = z).

Qoşma KompleKS ədədlər maraqlı xas
sələrə malİKdir. tİK əvvəl onların cəmi və 
hasili həqiqi ədədlərdir.

Həqiqətən,

z + z = (a + bi) + (a - bi) = 2a
z - z = (a + bi)(a - bi) = a' -b2i2 = a' +b~

Alman alimi Karl Fridrix Qauss 
a2+b2 ifadəsini KompleKS ədədin norması 
adlandırıb. Normanın Kvadrat KÖKÜnü isə 
(dəqiq desəK, müsbət qiymətini) fransız ri
yaziyyatçısı Ogüsten Koşi KompleKS ədədin 

modulu adlandırıb. Çox vaxt onu r və ya 
mütləq qiymət ilə

işarə edirlər.
Buradan qoşma ədədlərin aşağıdaKi 

xassəsi alınır:
Onların normaları və modulları həmişə 

bərabərdir.
Toplama, çıxma və vurma düsturlarını 

təhlil edərKən başqa xassələrini asanlıqla 
isbat etməK olar.

Z| + z2 — Z| + z2

Z1 — Z2 = Z1 _ Z2

Zl ' Z2 “ ZIZ2

KOMPLEKS ƏDƏDLƏRİN BÖLÜNMƏSİ

İndi isə, KompleKS ədədlərin bölünmə
sini hesablamaq elə də çətin olmayacaq.

z,- _ a + Z>/ gjsmə|.|n| standart şəkİə (*) 
z2 c + di

gətirməK üçün məxrəcdəKİ xəyali vahiddən 
azad olmaq lazımdır (axı İKİ qoşma Komp
leKS ədədin hasili həqiqi ədəddir). Nəti
cədə:

z, _ a + bi _ (a + bi)(c - di) _ 
z2 c + di (c + di)(c - di) 
_ (ac + bd) + (bc - ad)i _ 
~ c2 + d2 ~

ac+ hd bc-ad .
~ c2 +d1+ c2 + d2'

Qısası — =
Z2 |Z2|

Ola bilər Kİ, KompleKS ədədlərin vu
rulması, bölünməsi və başqa xassələri Ki
məsə çox çətin, hətta süni görünə bilər. O 
halda, baxılmış anlayışların daha inandırıcı 
görünməsi üçün KompleKS ədədlərin hən
dəsi izahı ilə tanış olmaq lazım gəlir.
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KOMPLEKS ƏDƏDLƏRİN HƏNDƏSƏSİ

XVII əsrdə ingilis alimi Con Vallis İİk 
dəfə xəyali ədədləri əyani şəKİldə göstər
məyə cəhd etmişdir. O, müxtəlif variantlar 
vermişdir. Onlardan biri = д/1-(-1) xə
yali vahidin 1 və -1-in həndəsi ortası şəK
İində göstərilməsi idi. Deməli, V-f tərəfləri 
1 və -1 olan düzbucaqlı ilə müadil olan 
Kvadratın tərəfidir. Vallisin ideyaları onun 
müasirləri tərəfindən ciddi qarşılanmadı.

1799-cu ildə danimarKalı riyaziyyatçı 
Kaspar Vessel KompleKS ədədlərin sadə 
həndəsi təsvirini verdi, lanin onun işi diq
qətdən Kənarda qaldı. Yalnız otuz il sonra 
Karl Fridrix Qauss “BİKvadrat çıxılmaların 
nəzəriyyəsi” adlı əsərini çap etdirdi. Bu 
əsərdə Vesselin verdiyi Kİmi KompleKS ədə
din həndəsi təsvirini təqdim etdi.

Vessel və Qaussun ideyaları o qədər 
aydındır kİ, əvvəllər, alimlərimizin heç bi
rinin bu qərara gələ bilməməsinə təəccüb
lənə bilərİK.

KOMPLEKS MÜSTƏVİSİ VƏ İKİ OX

Ədəd oxunda həqiqi ədədləri nöqtə 
şəKİində göstərməK olur. Bunun üçün Koor
dinat başlanğıcını (sıfır nöqtəsini), müsbət 
istiqaməti və vahid parçanı seçməK lazım
dır. Bu zaman hər bir həqiqi ədədə ədəd 
oxu üzərində bir nöqtə və ƏKsinə, hər nöq
təyə bir həqiqi ədəd uyğun olar.

Eyni qayda ilə ədəd oxunda bi xəyali 
ədədini təsvir etməK olar: nöqtənin b Koor
dinatı bi ədədini göstərir, ö-ni г-yə vurmaq 
isə fİKrdə də olar. Deməli, ədəd oxunda 
həm həqiqi, həm də xəyali ədədləri təsvir 
etməK üçün İKİ ox götürməK lazımdır. On
ları uyğun olaraq həqiqi ox və xəyali ox 
adlandırıb, sıfır nöqtəsində Kəsişən və bir- 
birinə perpendİKUİyar vəziyyətdə yerləşdi- 
гэк. Vessel və Qaussun əsas ideyası elə 
bundan ibarət idi.

Aydınlıq üçün müsbət istiqamətdə 
sağa yönəlmiş ox həqiqi ox, yuxarı yönəl
miş ox xəyali ox olsun. Hesablama vahidi 
(miqyas) hər İKİ ox üçün eyni olsun.

Deməli, bizim həndəsi təsvirimizdə xə
yali ədədlər həqiqi ədədlərə “perpendİKUİ- 

yar yerləşdirilib”. Bəs, KompleKS ədədlər? 
Onlar ədəd oxlarının yerləşdiyi bütün müs
təvidə “yerləşiblər”.

Müstəvi üzərində istənilən nöqtə götü
rüb, oxlar üzərində proyeKsiyalarını quraq.

Tutaq kİ, nöqtənin proyeKsiyasmın hə
qiqi ox üzərində Koordinatı a, xəyali ox 
üzərində Koordinatı Ь-dir (şəkİİ 1).

ŞəkİI 1

Belə hesab etməK olar kİ, bu nöqtə 
a + bi KompleKS ədədinin təsviridir. İndi 
cəsarətlə deyə bilərİK kİ, müstəvinin hər 
bir nöqtəsinə bir KompleKS ədəd uyğun gə
lir. Ənsinə, hər bir a + bi KompleKS ədə
dinə müstəvinin bir nöqtəsi uyğun gəlir. 
Belə olduqda müstəvinin nöqtələri ilə 
KompleKS ədədlər arasında qarşılıqlı birqiy
mətli uyğunluq var.

KOMPLEKS ƏDƏDİ VEKTOR KİMİ

Koordinat başlanğıcını və a + öi-ni 
təsvir edən nöqtəni birləşdirəK. Bu bizə nə 
verir? Göründüyü Kİmi çox şey.

Hər şeydən əvvəl, KompleKS ədədlərin 
toplanması və çıxılmasını əyani surətdə 
görməK olar.

z{ və z2 İkİ KompleKS ədədi təsvir 
edəK. Onlar üzərində paraleloqramın dör
düncü təpəsi KompleKS ədədə uyğun olub 
z, + z2 cəminə bərabərdir (şəkİİ 2). İkİ 
KompleKS ədədin fərqini göstərməK üçün 
2-ci veKtoru əks istiqamətdə yönəltməK la
zımdır. Ya da z2-dən zt-ə tərəf istiqamətlə
nən veKtoru Koordinat başlanğıcından ке- 
çirməK lazımdır (şəkİİ 3). 0 ədədi sıfır veK- 
torudur, qoşma-KompleKS ədədlər isə həqiqi 
oxa nəzərən simmetrİKdirlər.

Nəhayət, z = a + bi KompleKS ədədinə 
uyğun olan veKtorun uzunluğunu hesabla
maq olar. Bunun üçün Pifaqor teoremindən 
istifadə edəK. Şəkİİ 1-dən aydındır kİ, veK
torun uzunluğu Katetləri a və ö olan düz
bucaqlı üçbucağın hepetenuzunun uzunlu
ğuna sla2+b2-na bərabərdir. Bu isə z 
KompleKS ədədinin moduludur.

z KompleKS ədədinə uyğun olan veKto
run uzunluğu, onun moduluna, yəni |z| -ə 
bərabərdir. Bu nəticəni KompleKS ədədlərin 
toplanmasının həndəsi təsvirinə tətbiq et- 
тэк olar.

Bir halda Kİ, üçbucağın bir tərəfi di
gər İKİ tərəfin cəmindən çox deyil, ona 
görə İz,+ z2|<|zl| + |z2|. Yəni KompleKS ədəd
lərin cəminin modulu onların modullarının 
cəmindən çox deyil.

KOMPLEKS ƏDƏDİN ARQUMENTİ

Məlumdur Kİ, veKtor təK uzunluğu ilə 
deyil, həm də istiqaməti ilə təyin olunur.

İstiqaməti verməK üçün həqiqi oxun 
müsbət istiqaməti ilə veKtorun istiqaməti 
arasındam bucaqdan istifadə etməK lazım
dır. Bu, Kifayət etmir. İkİ qoşma z=a+bi 
və z = a - bi KompleKS ədədlərini götürən. 
Müstəvi üzərində onlar həqiqi oxa nəzərən 
simmetrİK yerləşmiş veKtorlardır. Həm də, 
onların həqiqi oxla əmələ gətirdiyi bucaq
lar bərabərdir.

Buradan alınır kİ, bucağın qiymətini 
bildİKdə, biz uyğun gələn İKİ istiqamətdən 
birini seçə bilmirİK.

Bu qeyri-müəyyənlİKdən azad olmaq 
üçün bucağın ölçülməsi istiqamətini, mənfi 
bucaqlar anlayışını bilməK lazımdır. Ədəd 
oxunun müsbət istiqamətindən saat əqrəbi
nin əks istiqamətində ölçülən bucaq müs
bət, saat əqrəbi istiqamətində ölçülən buca
ğın qiyməti mənfi hesab olunur. Belə ol
duqda z ədədi (şəkİİ 4) üçün bucaq müsbət, 
zədədi üçün bucaq mənfidir. Bu bucağı 
KompleKS ədədin arqumenti adlandırıb 
çı = argzilə işarə edirlər. Adətən, onu də
rəcə ilə yox, radianla ölçürlər.

BeləlİKİə, biz veKtorun istiqamətini 
birqiymətli olaraq verməyi öyrəndİK. Digər 
anlaşılmazlıq isə, istiqamətlənmiş ventora 
yeganə arqumentin uyğun olmamasıdır.

Tutaq Kİ, bucağı saat əqrəbinin əks is
tiqamətində ölçəndə arqument ^--ə bəra

bərdir. Amma saat əqrəbi istiqamətində də 
hesablamağa heç nə mane olmur. Onda bir 

tam dövr (2л-) edib - (2л--—) = - — alarıq.
4 4
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Bu qaydanı davam etdirib, bucağın öl
çüsünü tam dövrlər sayı qədər artırıb (azal
dıb) veKtoru əwəİKİ vəziyyətinə gətirməK 
olar. Bir dövr 2л olduğundan, tam dövrlər 
sayı 2лк olar. Burada к istənilən tam ədəd
dir. Belə çıxır kİ, tp z KompleKs ədədinin 
arqumentidirsə, istənilən sonsuz sayda qiy
məti olan

(р + 2лк (к = 0; ±1; ±2; ...)

arqumenti də z KompleKs ədədinin ar
qumentidir.

Bu çoxqiymətlilİKİə nə etməK olar?
(p arqumenti üçün sərhəd qoyub de- 

тэк olmazmı kİ, onun qiyməti məsələn, 
-dən n -yə qədər və ya O-dan 2 л--yə qə

dər olsun? Məlum olur kİ, digər səbəblərə 
görə münasib deyil (“KompleKs ədədlərin 
qüvvətə yÜKSəldilməsi və KÖKÜnün alın
ması” məqaləsinə bax). Hər KompleKs ədə
də yeganə modul və sonsuz sayda arqumen
tin uyğun gəlməsi ilə razılaşmaq lazım gə
lir. Sıfır üçün arqument ümumiyyətlə istə
nilən ədəddir. İndi KompleKs ədədi təK 
Koordinatlar cütü ilə yox, modul - arqu
ment cütü ilə də təyin etməK olar. Qarşıda 
yeni sual durur: bir üsuldan digərinə və 
ƏKSinə necə KeçməK olar? Köməyimizə tri
qonometriya gəlir.

KOMPLEKS ƏDƏDİN TRİQONOMETRİK 
ŞƏKLİ

KompleKs müstəvisində istənilən 
z=a+bi KompleKs ədədini götürüb, OM veK- 
toru şəKİində təsvir edəK. M nöqtəsinin hə
qiqi ox üzərində proyeKsiyası N olsun. 
OMN düzbucaqlı üçbucağın ON və MN ка- 
tetləri uyğun olaraq a və b-yə, OM hipote
nuzu isə |z| = sla2+b2 -na bərabərdir. Triqo

nometriyadan bilirİK Ki, bitişİK Katetin hi
potenuzun uzunluğuna nisbəti Kosinusa, 
qarşıdaKi uzunluğunun hipotenuzun uzun
luğuna nisbəti isə sinusa bərabərdir. Belə- 
İİkİə,

a = Rez = |z|-cosç> 
b = Imz = |z| • sin ep

Əlbəttə Kİ, KompleKs ədədin triqono- 
metrİK şəkİİ vərdiş etdiyimizdən çox böyÜK 
görünür. Amma gəlin, triqonometrİK şəkİİ- 
də yazılmış İkİ KompleKs ədədi bir-birinə 
vuraq.

Z] = |zj |(cos (p} + İ sin )
və

z2 = |z2 |(cos <p2 + i sin <p2)

Mötərizələri açıb, z2-nı -1 ilə əvəz et- 
sək alarıq:

Z] -Z2 ^zjlz^cos^ +zsinç>j)x

x(cos (p2 + İ sin <P2) = |Z] ||z21 [(cos (px ■ COS (p2 -

- sin epx ■ sin (p2 ) + z(sin ıpx • COS (p2 + sin tp2 ■ cos ıpx)]

kİçİk mötərizələrdə, İkİ bucağın cəminin 
Kosinusu və sinusu düsturunu nəzərə al
saq, alarıq:

Z1 • Z2 = |zı H |[cos(^ + (p2) + zsin(ft + (p2)]

Gözlənilməz və gözəl nəticə:
KompleKs ədədləri bir-birinə vurmaq 

üçün, onların modullarını vurmaq, arqu
mentlərini isə toplamaq lazımdır.

Asanlıqla isbat etməK olar Kİ:

Burada (p- z KompleKs ədədinin arqu
mentidir. Belə olduqda

Bölmə zamanı ƏKSinə: modulları böl
məK və arqumentləri isə çıxmaq lazımdır.

— veKtoru z = |z|(cosç? + zsinç?) котр- 
leKS ədədinə vurma zamanı, onu |z| 
dəfə uzatmaq və cp bucağı qədər dön- 
dərməK (şəkİİ 6) lazımdır.

ŞəkİI 6

— bölmə zamanı veKtoru |z| dəfə sıx
maq və bucağı -cp qədər döndərməK 
lazımdır.
Biz əmin olduq Kİ, KompleKs ədədin 

triqonometrİK şəkİİ adi KompleKs ədəd qə
dər yararlıdır. Əsas odur Kİ, onlardan han
sını istifadə etməK daha münasibdir.

Toplama və çıxmada həqiqi hissələri 
bir, xəyali hissələri bir toplandığından 
KompleKs ədədlərin adi şəKİindən istifadə 
etməK daha münasibdir. Söhbət vurma və 
bölmədən gedərsə, bu zaman KompleKs 
ədədlərin triqonometrİK şəKİindən istifadə 
etməK daha münasibdir.

KOMPLEKS ƏDƏDLƏRİN QÜVVƏTƏ 
YÜKSƏLDİLMƏSİ VƏ KÖKÜNÜN 

ALINMASI

TriqonometrİK şəKİldə verilmiş котр- 
leKS ədədi qüvvətə yÜKSəltməK və KÖKÜnü 
almaq daha asandır.

z = r(cosç? + /sin<p) KompleKs ədədini n- 
ci dərəcədən natural üstlü qüvvətə yÜKSəl- 
dəK. Burada r - KompleKs ədədin modulu, 
tp- arqumentidir, n - natural üstlü qüv
vətə yÜKSəltməni, n sayda eyni ədədlərin 
hasili ilə əvəz etməK olar. BilirİK Kİ, vur
ma zamanı modullar vurulur, arqumentlər 
isə toplanır. Ona görə nəticədə modul r" -ə, 
arqumenti isə rııp-yə bərabər olar.

z KompleKs ədədinin ^arqumentini ip
dən “tam dövrlərin sayı” qədər fərqlənən 
ç> + 2^-ilə əvəz etməK olar. Bu zaman z" 
ədədinin arqumenti n<p + 2m-ə bərabər olar, 
sinx və cos x funKsiyaları 2?rdövrlü funK
siya olduğundan heç nə dəyişmir.

BeləlİKİə,

[r(cos ıp -l- i sin ç>)] "= r” (cos nıp + z sin nıp)

Bu düstur 1701-ci ildə ingilis alimi 
Abraham de Muavr tərəfindən Kəşf edilmiş 
və onun şərəfinə Muavr düsturu adlandırıl
mışdır.

KompleKs ədədin vurulması və bölün
məsində arqument özünü KompleKs ədədin 
qüvvətə yÜKSəldilməsindəKİ Kimi aparır. 
Həqiqətən, vurma zamanı arqumentlər top
lanır, bölmə zamanı çıxılır. Belə olduqda

cosç> + /sin<p = /T olduğunu təxmin et- 
тэк olmaz. Burada, A - çı-nin bütün qiy
mətlərində istənilən ədəddir. 1743-cü ildə 
Leonard Eyler göstərib Kİ, belə ədəd A = e1 
-dir. Burada e «2,71828... - Eylerin məş
hur ədədidir, z isə xəyali vahiddir. BeləlİK- 
lə, Eylerin düzgün düsturu

e"p = cosç? + zsinç?

Burada ıp = 7t yazsaq, cos^ = -l, 
sin zr = 0 nəzərə alsaq, riyaziyyatın beş məş
hur əsas sabitlərini - sıfır, bir, xəyali va
hid və eyni zamanda məşhur л və e ədəd
ləri arasındaKi münasibəti alarıq.

^+1 = 0

Bu bərabərlİK həmişə müxtəlif rəylərə 
səbəb olurdu. Məşhur gəmiqayıran və riya
ziyyatçı AKademİK AleKsey NİKolayeviç 
Krılovun sözlərinə görə bu bərabərlİKdə
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gizli olaraq hesab (0 və 1), cəbr (z), analiz 
(e) və həndəsə (л-) simvolları birləşmişlər.

Eyler düsturunun Köməyi ilə biz daha 
bir KompleKS ədədin yığcam təsvirini alı
rıq:

Bu düstur eKsponensial təsvir forması 
adlandırılır.

u həqiqi ədədi üçün r=eu (zz həqiqi 
ədədi r-in natural loqarifmasma bərabər ol
malıdır: u = Inr) olarsa, z = e“+'v alarıq.

MUAVR DÜSTURU VƏ TRİQONOMETRİYA

Muavr düsturunun Köməyi ilə na -nın sinus və 
Kosinusunu a -nın sinus və Kosinusları ilə ifadə etməK 
olar.

Məsələn, n = 2 olsun, onda

(cosç? + /sin <p)2 = cos2ç> + zsin2ç>

alarıq.
Sol tərəfi açsaq,

(cos2 tp- i sin2 tp) + i sin cp cos = cos 2#? + i sin 2ç?

alırıq.
Həqiqi və xəyali hissələrini bərabərləşdirsəx, 

dərhal, iKiqat bucağın sinus və Kosinusu üçün İkİ düs
tur alarıq:

cos 2<p = cos2 ıp - sin2 ıp 

sin 2ıp = 2 sin ıp cos <p

Eyni qayda ilə üçqat bucağın sinus və Kosinusu- 
nun düsturunu asan tapmaq olar.

indi təəccüblü deyil kİ, Komplexs ədədlər dövri 
proseslərin təsviri zamanı geniş tətbiq olunur. Məsə
lən, dəyişən cərəyanın dövrələrində (bax: “KompleKS 
ədədlər və eleKtrotexniKa” məqaləsinə.)

İndi z KompleKS ədədinin n-ci dərəcə
dən KÖKÜnü ala bilərİK (n natural ədəddir).

1 1 zç?

s/re"1’ =(ге1'р)п =r"e" = s[r(cos— + zsin—) 
n n

Deməli, n-ci dərəcədən kökü а1агкэп, 
modulun n-ci dərəcədən KÖKÜnü adi üsulla 
almaq, arqumenti isə zı-ə bölməK lazımdır. 
Amma KompleKS ədədin arqumenti 2лк də
qiqliyi ilə təyin olunduğundan

(р + 2лк (k e z)

arqumentləri üçün də olan hala baxaq.

EYLER DÜSTURUNU NECƏ ƏLDƏ ETMƏK 
OLAR?

Məlumdur Ki, sinx, cosx və e" funKsiyalarını qüv
vət sırası Kimi göstərməK olar (bax: “Qüvvət sırası” 
məqaləsinə).

x3 x5 x3
sınx = x----- +----------- + ...

3! 5! 7!
x2 x4 x6

cosx = 1----- h--------------- + ...
2! 4! 6!

x , x2 x3 x4
2! 3! 4!

Sonuncu düsturda x yerinə ix yazsaq, alarıq:

Zx . . x . X X . X Xe =l + ıx-------- 1 — + — + z--------------- + ...
2! 3! 4! 5! 6!

Bu düsturda həqiqi və xəyali hissələri sinx və 
cosx sırası ilə müqayisə etsəK,

e“ = cos x + i sin x

alarıq.
Eyler düsturundan istifadə edərəK sinx və cosx 

(həqiqi arqument üçün) funKsiyaları üçün

e‘x~e‘xsın X =-----------
2/

cosx =-----------
2 

alarıq.
Bu düsturların Köməyi ilə triqonometriK funKSİya- 

ların bütün xassələrini çıxarmaq olar.

Belə edəK:

cos 2лк' + z sinf — + 2лк\
k 77 n

77 Jj

Biz görürÜK Kİ, müxtəlif к = 0, 1, 2, 
... , n-l-ə, müxtəlif bölünməyən 2л arqu
mentləri uyğun gəlir. Deməli, istənilən 
KompleKS ədədin n sayda n-ci dərəcədən 
kökü var və arqumentlərin “qonşu” qiy-

mətlərinin fərqi-----ə bərabərdir (şəkİİ 1-
n

də n = 6 üçün nümunə verilmişdir.)

ŞdKİl 1

BeləliKİə, istənilən KompleKS (həmçi
nin həqiqi ədəd) ədədin n sayda n-ci dərəcə
dən kökü var.

Məsələn, z=l-ə baxaq: Kvadrat KÖKdən 
(n=2) başlayaq.

Burada, k=0 və ya k=1. İkİ kök alırıq:

1) coş0 + zsin0 = l + z‘0 = l
2) cosл +zsinл = -1 + z-0 = -1

Gözlənildiyi Kimi, onların hər İKİsi hə
qiqidir. n=3 halı daha maraqlıdır.

2лк . . 2лк= cos----- ı-zsın------nın
3 3

к = 0, 1 və 2 olduqda 3 kökü var.

cosO + zsinO = 1 + zO = 1
2л . 2л 1 ,л/з

cos---- hzsın — =---- l-z—

4я .. 4лcos---- 1- z sın — =
3 3

1_.>/3
2 ' 2

Bunlardan birincisi 1-in Kub KÖKÜdür. 
Digər İKİsi isə aşKar deyil (şəkİİ 2). Yoxla
maq üçün onlardan birini, məsələn, İKİnci- 
sini Kuba yÜKSəldəK.

- + z—"l =-((-l)3+3zV3 +
2 2 J 8

ŞəkİI 2
4-cü dərəcədən kök aldıqda 1; -1; z; -z 

və s. alırıq. Tam araşdırma aparmaq üçün, 
KompleKS ədədin arqumentinin sıfırdan 
fərqli halına baxaq. Məsələn, -1-in Kvadrat 
KÖKÜnə baxaq. Burada modul 1-ə, arqu
ment isə -yə bərabərdir.

COS —лк + zsin Л -J— -ı- лк
2 2

düsturunda к = 0 və к = 1 olarsa, z və -z 
Kimi İkİ kökü olar.

D
2)

3)
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TƏNLİKLƏR VƏ BƏRABƏRSİZLİKLƏR

HESABDAN CƏBRƏ QƏDƏR. 
SİRLƏR AÇIQLANIR

Təsəvvür edin kİ, çəkİsİ deməK olar 
Kİ, olmayan pul Kisəsində hansısa miqdar
da eyni dəyərdə pul sİKKələri var. içinə 
baxmadan pul Kisəsində sİKKələrin sayını 
necə öyrənə bilərİK? Çox asan bir üsulla 
tapmaq olar: pul Kisəsini tərəzinin bir tərə
finə qoyub, digər tərəfini isə sİKKələrin Kö
məyi ilə tarazlaşdırmaqla (şəkİI 1). Bunun 
üçün nə qədər sİkkə tələb olunsa, o qədər 
də pul Kisəsində sİkkə var.

ŞdKil 1

Satıcıların, Kimyaçıların və əczaçıların 
sınanmış aləti daha da çətin vəziyyətlərdə 
Köməyə gəlir: qoy tarazlıq vəziyyətində olan 
tərəzinin sol gözündə bilinməyən miqdarda 
sİkkə ilə pul Kisəsi və daha 5 sİkkə, digər 
gözündə isə 15 dənə sİkkə olsun. Pul Kisə
sində sİKKələrin sayını öyrənməK üçün tərə
zinin hər gözündən 5 sİkkə olsun, bu za
man tarazlıq pozulmur. Deməli, pul Kisəsi
nin içində 10 dənə sİkkə var (şəkü 2).

Məchul Kəmiyyət olan bərabərsizlİK 
haqqında düşünən İİk müdrİKİərimizin za
manında, əlbəttə Kİ, nə sİkkə, nə də pul Ki
sələri var idi. Amma, naməlum sayda əşya
lar yerləşən anbarlar, Küpələr, səbətlər 
mövcud idi.

Bizim eramızdan əvvəl II minillİKdə 
Misir mirzəsi Axmes yazırdı “ Elə yığın 
axtarılır Kİ, onun üçdə İKİsi, yarısı və yed
didə biri birlİKdə 37 eləsin”. İkİ çayarası, 
Hindistan, Çin və Yunanıstanın qədim ri
yazi məsələlərində naməlum qiymətlər vasi
təsi ilə bağda tovuzquşlarının və sürüdə 
ÖKÜzlərin sayını, müİKÜn bölünməsi za
manı əşyaların məcmusunu ifadə edirdilər.

Belə məsələlərin həlli ilə yazarlar, məmur
lar və sirli bilİKİərin məlum olduğu Kahin
lər yaxşı bacarırdılar.

Bizə çatan mənbələrə görə məsələləri 
qədim alimlər naməlum Kəmiyyətlərlə ümu
mi üsulla həll edirdilər. Təkcə yunan riya
ziyyatçısı İsgəndəriyyəli Diofantin “Hesab” 
Kitabında tənlİKİərin həlli ardıcıl izahla 
ifadə olunmuşdur. Amma, İİk dəfə belə mə
sələnin həll edilməsi IX əsrdə yaşamış Bağ
dad alimi Məhəmməd Musa Əl-Xarəzminin 
əsərində göstərilmişdir. “Əl - cəbr” sözü 
onun elmi əsərinin adının bir hissəsidir. 
Kitab “Kitab əl-cəbr əl mÜKabala” (Bərpa 
etmə və qarşı qoyulma haqqında Kitab”) ad
lanır. Bir müddət KeçdİKdən sonra bu ad 
hamıya tanış olan “cəbr” sözünə çevrildi və 
əsər tənlİKİərin həlli haqqında elmin əsa
sını qoydu.

Əl-Xarəzmi İİk dəfə tənlİKİərlə, satıcı
lar tərəzi ilə rəftar etdiyi Kimi rəftar et
məyə başladı. Tutaq kİ, tənliK

5x-16=20-4x

bərabərliyi ilə verilmişdir. Satıcı belə nəti
cəyə gələcəK Kİ, əgər tərəzinin hər İKİ 
gözünə eyni sayda əşya qoysa, heç nə də- 
yişməyəcəK.

Vardı: 5x - 16 = 20 - 4x
Əlavə etdi: +16 +16
Oldu: 5x = 36 - 4x
Bu qanuni əməliyyatdan sonra sol his

sədə 16 rəqəmi itdi, sağ hissədə əmələ gəldi 
(bərpa olundu). Eyni qayda ilə İKİ hissəyə 
4x əlavə etməK olar.

Vardı: 5x = 36 - 4x
Əlavə etdi: + 4x +4x 
Oldu: 9x = 36
Yenə də sağ tərəfdən 4 x ifadəsi itdi, 

amma sol hissədə müsbət işarəsi ilə bərpa 
olundu 9x=36 sadə bərabərlixdən x=4 ol
duğunu asan hesablamaq olar.

Məhəmməd Əl-Xarəzmi çıxılam tənli
yin bir tərəfindən digər tərəfinə KeçirməK 
əvəzinə “müqayisəetmə”(əl- mÜKabala) iş
lətmişdir.

Tənliyin hər İkİ tərəfinə eyni ədədi 
əlavə edib və çıxdıqda doğru bərabərlİK 
alındığı Kİmi, eyni zamanda tənliyin hər 

İKİ tərəfini eyni bir ədədə vurduqda və 
böldÜKdə (əlbətdə Kİ, o, sıfır deyilsə) doğru 
bərabərlİK alınar. Əsas prinsip: Əgər eyni 
miqdarlar üzərində eyni əməllər icra edilsə, 
onda nəticədə yenə də eyni miqdar olacaq. 
Əl-Xarəzminin əsərinin oxucularının əlində 
xüsusi bir “sehrli çubuq” rolunu oynayırdı. 
Amma bu çubuqdan çox ehtiyatla istifadə 
etməK lazımdır, (bax, “Yeni sehrbazlığa 
başlayanlara bir neçə məsləhət və ya tən- 
lİKİəri necə həll etməli” məqaləsinə).

RƏQƏMLƏR YERİNƏ HƏRFLƏR
Əl-Xarəzminin əsərində məchul Kəmiy

yətlər və ümumiyyətlə, onlar ilə yanaşı ge
dən hesablamalar, tənlİKİərin çevrilməsi 
söz ilə ifadə olunurdu.

Cəbrin inKİşafının İİk illərində məşhur 
olan belə bir izah üsulunu elm tarixçiləri 
ritorİK (xatırladaq Kİ, ritorİKa - natiqlİK 
istedadıdır) adlandırırdılar.

Cəbrdə yeni bir irəliləyiş XVI əsr fran
sız alimi Fransua Viyetin adı ilə bağlıdır.

O, birinci olaraq, tənlİKİərdə əmsalları 
və naməlum Kəmiyyətləri hərflərlə işarə et
mişdir. Amma məchul Kəmiyyətlərin latın 
əlifbasının sonuncu hərfləri (x, y və ya z 
ilə işarə olunmasını Viyetin həmvətəni 
Rene DeKartdan (“Hərflə işarələmənin ya
ranması”) öyrənmişİK. Viyetin ixtirası bir- 
birinə oxşar məsələlər üçün ümumi həlli 
tapmağı asanlaşdırdı.

Tutaq Kİ, MosKvadan 160 кт məsa
fədə olan stansiyadan sürəti 85 кт/saat 
olan qatar çıxır. Nə qədər vaxtdan sonra o, 
MosKvadan 500 кт məsafədə olacaq?

Əgər qatar, MosKvadan 395 кт məsa
fədə olan stansiyadan 70 кт/saat sürətlə 
çıxarsa, məsələnin həlli necə dəyişəcəK? Bu 
İkİ məsələ yalnız başlanğıcı ilə fərqlənir. 
Ona görə məsələnin şərtini ümumi şəKİldə 
verməK lazımdır. Əgər qatar MosKvadan a 
кт məsafədə olan məsafədən v кт /saat 
sürət ilə əks istiqamətdə çıxarsa, nə qədər 
vaxtdan sonra o, paytaxtdan b кт məsa
fədə olacaq? Məsələnin şərti aşağıdaKi tən- 
İİkİə ifadə olunur.

a+vt=b

Tənliyi t məchuluna nəzərən həll edib, 
alırıq:

b-a
t =------

v

Bu a, b, v ədədi parametrləri üçün 
ümumi düsturdur. Məsələn a=395 кт, 
b=500 кт v=70 кт/saat olarsa,

500-395
70

= 1,5 (saat)t =

Düstur eyni olduğu halda, həllər müx
təlifdir. Həqiqətən riyaziyyat - müxtəlif 
şeylərə eyni ad verməK istedadıdır. Bu çox 
ağıllı və dərin mənalı aforizm müasir riya
ziyyatın çoxlu sahələrinin yaradıcısı Anri 
Риапкагеуауа məxsusdur. “Elm və üsul” 
əsərində Риапкагеуэ xüsusi ilə alimin quru 
faxtları görməsini yox, daha da dərinliyə 
baxmaq, faxtların mənasını başa düşməK 
ümumiləşdirmələr aparmaq istedadını üzə 
çıxarırıdı: “Ən adi nümunə cəbr düsturu
dur, çünKİ, o təKcə hərfləri rəqəmlərə də- 
yişdirməKİə bütün rəqəmli məsələlərin həl
lini bizə verir. Bu düsturun hesabına bir 
dəfə yerinə yetirilən cəbri hesablamaları 
bir neçə dəfə rəqəmli hesablamalar apar
maq məcburiyyətindən azad edəcəK”.

PuanKarenin sözləri bizim Kompyuter 
texnİKası əsrində müstəsna dərəcədə ак- 
tualdır. Kompyuterlər cəbr düsturlarının 
dilini başa düşməyi öyrəniblər və çoxrə- 
qəmli məlumatları emal etməyə (yəni, bu 
düsturlara görə hesablamaq) qadirdir. Ha
zırcavab olmaq üçün yalnız başlanğıc rə
qəmləri daxil etməK qalır.

HƏMİŞƏ DÜZ OLAN 
BƏRABƏRSİZLİKLƏR

Düstur dilində gözəl bir xassə var: qı
salıq, məsələn, toplamanın yerdəyişmə qa
nunu: “toplananların yerini dəyişdİKdə cəm 
dəyişmir”. Bu, sadə bir bərabərlİKİə ifadə 
olunur.

a + b = b + a

Riyaziyyatda dəyişənlərin istənilən 
qiymətlərində doğru olan bərabərliyə eyni
lİK deyilir. Bacarıqlı hesablayıcının əlində 
eynilİK, istedadlı ifaçının əlində вкНрка 
Kimidir. Tutaq kİ, 23+32+17+28 cəmini
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hesablamaq lazımdır. Toplananların yerini 
dəyişdirməyin mümÜKÜnliiyündən istifadə 
edərəK 23+17+32+28=40+60=100 alarıq. 
Burada da həmçinin toplamanın qruplaş
dırma qanunundan istifadə olunub:

(a + b) + c = a + (b + c)

Mötərizə hesablama ardıcıllığını göstə
rir: Əvvəlcə mötərizənin içərisindəKİ əməl 
yerinə yetirilir, sonra isə növbəti əməl ye
rinə yetirilir. Qruplaşdırma qanunu göstə
rir kİ, əməlləri ardıcıl yerinə yetirməK va
cib deyil. Cəmi tez hesablamaq üçün ((23 + 
+32)+17)+28 -i (23+17)+(32+28) cəmi ilə 
əvəz etməK lazımdır.

Vurma üçün də yerdəyişmə və qruplaş
dırma qanunları yerinə yetirilir.

ab = ba
(ab) c = a (bc)

Digər tərəfdən ən təəccüblü və gözəl 
“cəbr foKiısları” üçün vurmanın paylama 
qanunu İkİ əməli: vurma və toplama əməl
lərini birləşdirir.

a (b+c) = ab+ac

Riyazi hesablamalarda bu qanunu 
müxtəlif formalarda istifadə edirlər. Əgər 
a (b+c) ifadəsini ona bərabər olan ab+ac 
ifadəsi ilə əvəz etməK lazımdırsa, onda de
yirlər Kİ, mötərizələri açmaq lazımdır, 
yəni, a-nı c-yə , a-nı ü-yə ayrılıqda vurub 
toplamaq lazımdır.

Bu zaman ən əsası mötərizənin qaba
ğında dayanan rəqəmin xoşrəftar ofisiant 
Kimi, mötərizədə olan bütün müştərilərə 
xidmət etdiyini yaddan çıxarmamaq 
lazımdır. Yerdəyişmə qanununa uyğun ola
raq a(b+c) = (b+c) a, yəni kİ, fərqi yoxdur 
“ ofsiant” hansı tərəfdə dayanıb - cavab ey
ni olacaq ab+ac ifadəsini a (b+c) ifadəsi ilə 
əvəz edildİKdə deyirlər kİ, a dəyişəni mötə
rizə xaricinə çıxarılır. Belə dəyişdirmə bizə 
hesab əməllərinə qənaət etməK imKanı ve
rir: ab və ac hasillərinin cəmi (b+c) cəmi
nin a-ya hasilinə bərabərdir.

Bu qanundan istifadə edərəK cəbrin 
əsas düsturlarından biri olan İkİ ədədin cə
minin Kvadratı düsturunu çıxaraq.

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

və ya eyni ilə

(a + b) (a + b) = a2 +2ab + b2

Bərabərliyin sol tərəfi göstərir Kİ, 
vurmanın paylama x (y+z) = =xy + xz qa
nunundan istifadə etməK lazımdır. Təkcə 
“aKtyorları” dəvət etməK qalır. z/-i a, z-i b, 
x — i (a+b) ilə əvəz edəK.

Bu əvəzləmə yerinə qoyma adlanır.

(a+b) (a+b) = (a+b) a + (a+b) b

Mötərizələri açıb, oxşar hədləri islah 
edib alarıq:

(a+b)2 = a2+ba+ab+b2=a2+2ab+b2

Şəkİİ 2-də bu düsturun həndəsi mənası 
“dildə” düzbucaqlımn sahəsi Kimi izah 
olunur.

ŞəkİI 2

ab b2

a2 ab

Hərfi işarələrdən əvvəl riyaziyyatçılar 
fİKİrlərini elə bu dil vasitəsilə izah edirdi
lər. Bu dilin izi hələ də qalmaqdadır. Düs
turlar sadə olduqca asandır. Məsələn, İKİn
ci və üçüncü dərəcəyə biz Kvadrat və Kub 
deyəndə asan və aydın olur. Daha çətin mə
sələləri təsvir edən qədim mətnlərdə həllər 
yox, həlləri təsvir etməK bacarığı və oxu
cuların belə təsvirləri oxumaq hövsələsi 
heyranlıq doğurur. Elə buna görə riyaziy
yatda hərflərin daxil edilməsi riyaziyyatın 
inKişafı üçün təKan verdi.

Müxtəsər vurma düsturlarından biri 
olan cəmin Kvadratı düsturunu hər bir 
məKtəbli bilməlidir. Toplamanın və vurma
nın qanunlarından istifadə etməKİə çox 
asanlıqla düsturları almaq olar:

(a+b )2 = a2+2ab+b2 
(a - b)2 = a2 - 2ab+b2 
(a-b ) (a+b )+a2 b2 
( a+b )3=а3+За2Ь+ЗаЬ2+Ь3=а3+Ь3+ЗаЬ( a+b ) 

(a-b )3=а3-За2Ь+ЗаЬ2-Ь3=а3-Ь3-ЗаЬ( a-b) 
(a+b)(a2 - ab + b2) = a3+b3 
(a - b)(a2+ab+b2) = a3 - b3

Göründüyü Kimi bu bərabərlİKİər tən- 
lİKİərin həllində asanlıqla istifadə olunur.

YENİ SEHRBAZLIĞA BAŞLAYANLARA 
BİR NEÇƏ MƏSLƏHƏT VƏ YA TƏNLİYİ 

NECƏ HƏLLİ ETMƏLİ

Yeni sehrbazlığa başlayan, gülməli 
mahnının qəhrəmanı ovsunçuluqla məşğul 
ola bilmirdi. Nəticədə tufan yerinə Keçi, fil 
yerinə ütü almırdı. Tənliyi həll etməK 
üçün çox ehtiyatla bir neçə çevirmələr (cəb
ri çevirmələr) aparmaq lazımdır. Məsələn, 
x2=x tənliyinin həllini belə araşdıraq: 
“Əgər tənliyin hər tərəfini x-ə bölsəK, x=l” 
alarıq. Hər halda “ artıq şeylərdən qurtul
mağa çalışmaqla biz, səhvə yol verərəK tən
liyin qanuni x=0 həllini itirmiş olarıq. 
Cəbr məsələlərində və imtahan suallarında 
olan bu tələdən məKtəblilər və abituriyent
lər həmişə qorunurlar. Bu tələyə necə düş- 
тэтэк olar?

Hər şeydən əvvəl tənlİKİərin həllində siz 
başa düşməlisiniz kİ, nə ilə məşğulsunuz.

“TƏNLİYİ HƏLL ETMƏK 
NƏ DEMƏKDİR?

A(x)=B(x) şəKİində olan tənlİKİərə 
birməchullu tənlİKİər deyilir. A(x) və B(x) 
ifadəsində x məchuldur. Bu ifadələrə he
sab əməlləri, ədədlər, parametr adlanan 
başqa hərflər daxil ola bilər.

x dəyişəninin tənliyin hər İKİ tərəfini 
doğru bərabərliyə çevirən bütün qiymətləri 
çoxluğu tənliyin təyin oblastı (bəzən dəyi
şənin mümKÜn qiymətləri çoxluğu) adlanır.

Tənliyin kökü və ya həlli, məchulun 
elə qiymətinə deyilir Kİ, tənlİKdə məchu
lun qiymətini yerinə yazdıqda doğru ədədi 
bərabərlİK alınsın. Tənliyi həll etməK, onun 
bütün KÖKİərini tapmaq və ya KÖKÜnün ol
madığını sübut etməK deməKdir.

Bəzi tənlİKİər var Kİ, onlar hazır düs
turlarla həll edilir. Bunlar xətti tənlİKİər, 
Kvadrat tənlİKİər, f(x)=a şəkİİİİ tənlİKİər- 
dir. f standart şəkİİİİ (qüvvət və ya üstlü 

funKsiya sinus, Kosinus, tangens və Kotan- 
ges) funKsiyadır. Belə tənlİKİər sadə tənlİK- 
lərdir. Məsələn x3 = a tənliyinin kökü Va
ya , log3x=a tənliyinin həlli 3a-ya bərabər
dir. cosx=a tənliyinin həlli isə

x=±arccosa+2nn(n=G-, ±1, ±2, ....) 

düsturu ilə hesablanır. Kub tənlİKİərin həl
li üçün də belə düstür var, laKİn bu 
düsturlar sadə tənlİKİərə aid olunmur.

BeləlİKİə, istənilən tənliyin həllini 
sadə hala gətirməK əsas məsələdir.

TƏNLİYİ NECƏ SADƏLƏŞDİRMƏLİ

TənlİKİər İkİ əsas üsulla sadələşir: də
yişmənin əvəz edilməsi və vuruqlara ayır
ma. Məsələn: x4+ax2+ö=0 bİKvadrat tənliyi 
y=x2 əvəzləməsi ilə, 2cos2x+cosx-l=0 tri- 
qonometrİK tənliyi y=x2 əvəzləməsi ilə həll 
olunur. Ümumiyyətlə, F(f(x))=0 şəkİİİİ 
tənlİKdə y=f( x) əvəzləməsini aparmaq la
zımdır. Verilən tənliyi həll etməKdən 
F(y)=0 və f(x)=y tənlİKİərini həll etməK 
daha asandır. Tənliyi vuruqlara ayırmaq 
onu /(x)-g(x) = 0 şəKİində göstərməKdir. 
Bu tənlİKİərin birlİKdə həlli verilmiş tənli
yin həllidir. Əlbəttə, burada da bir tələ giz
lənib. Bir tənliyi digər İkİ tənlİKİə əvəz et- 
dİKdə, məsələdə təyin oblastı genişlənə bi
lər: birinci tənlİKdə təyin oblastı f və g-nin 
Kəsişməsinə, sonraKi İKİ tənlİKdə f və g-nin 
birləşməsinə bərabərdir. Belə Kİ, 
Vx (x+1 )=0 tənliyinin bir kökü (x=0) ol
duğu halda

Vx =0 və x+l=0

tənlİKİərinin birlİKdə İKİ (x=0, x=-l) 
KÖKİəri var. x-3x-2=0 tənliyinin həl
linə baxaq. Tənliyin bir KÖKÜnü x=-/-i 
asanlıqla tapmaq olar. İsbat etməK olar Kİ, 
əgər x0 P(x) çoxhədlisinin KÖKÜdiirsə 
çoxhədli x-x0 -a bölünür. Vuruqlardan 
biri x-Xg -dır (bu Bezu teoreminin nəticə
sidir). Bu vuruqlara ayırmanı yerinə yeti- 
гэк -sol tərəfdən x+1 vuruğunu mötərizə 
xaricinə çıxaraq

х3-Зх-2=х3+х2-х2-Зх-2=х2(х+1)-
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-( x2+x)-2x-2=(x+1 )(x2-x-2 )

İfadəyə eyni (...+x2 - x2...) ifadəsinin 
əlavə olunması və çıxılması qaydasından is
tifadə etdİK. Bu sadə və yararlı üsul “ Ta
ras Bulbanın üsulu” adlanır (Mən səni ya
ratmışam, mən də səni məhv edəcəm” xa
tırladır). Sonra Kvadrat tənliyi həll etməK 
qalır. Sadələşdirmənin əsas üsulları bun
lardır. Bəzi hallarda hansı əvəzləməni 
aparmaq, necə vuruqlara ayırmaq olduqca 
çətin olur. Burada müvəffəqiyyət standart 
şəKİldə düsturları bilməKdən, təcrübədən, 
məntiqdən və uğurdan asılıdır.

KİMSƏ İTİRİR, KİMSƏ TAPIR

Tutaq kİ, siz tənliyi necə sadələşdir- 
тэк yolunu tapmısımz. İndi elə çevirmələr 
aparmaq lazımdır kİ, nə tənliyin KÖKİəri it
sin, nə də кэпаг KÖKİər alınsın. Bununla 
əlaqədar bu vacib məsələyə baxaq. Y, => Y2 
işarə olunur. Tənliyin KÖKİəri üst-üstə dü
şərsə, onlara eynigüclü (^ <=> У2) tənlİKİər 
deyilir. Məntiqi cəhətdən həll üçün İkİ yol 
var: ya nəticələrə yol verirsiniz, ya da yal
nız eynigüclü Keçidlər edirsiniz. Üçüncü yol 
verilməyib: əgər bu mərhələlərin birində 
tənlİKİərdən biri digərinin nəticəsi deyilsə, 
deməli, siz KÖKİərdən birini itirmisiniz.

Tənliyin İkİ həllini müqayisə edəK:

-s/x + 1 = x - 1 (*)

İstənilən ədəd verilmiş tənliyi ödədiyi 
Kİmi, həm də Kvadrata yÜKSəltmə nəticə
sində alınmış

x+l=x2-2x+l

tənliyini də ödəyir. Bu Kvadrat tənlİK veri
lən tənliyin nəticəsidir. Onun kökü

Xj=0 və x2=3

(*) tənliyində bu KÖKİəri yerinə yaz
saq, görərİK Kİ, x=0 кэпаг KÖKdür. O, düz
gün olmayan 1=-1 bərabərliyini verir. 
İKinci kök yoxlamanı ödəyir. BeləlİKİə, bi
rinci addım: nəticəyə giriş və alınan kök- 
ləri yoxlamaq

İKinci həllə baxaq

Fiqurlu mötərizə sistem işarəsidir. Bu 
işarə ona daxil olan tənlİKİərin və bərabər- 
sizlİKİərin həllinin Kəsişməsini, Kvadrat 
mötərizə isə həllərin birləşməsini göstərir. 
Digərləri aydın olduğundan ancaq birinci 
Keçidi izah edəK. Verilmiş tənlİK A=B, ha
rada kİ, A= y/x + 1, B=x-1. KÖKdən azad ol
maq üçün hər tərəfi Kvadrata yÜKSəldəK. 
Bu Keçid eynigüclü deyil. A2=B2 -ı üçün 
A=B və A=-B ödənilir, (məhz İKinci, “кэ
паг” haldır və bizə birinci halda xt=0 кэ
паг кокйпй verdi). Eynigüclülüyü təmin 
etməK üçün əlavə olaraq A və B -nin eyni 
işarəli olması şərtini qoymaq lazımdır. 
Kvadrat кокйп tərifinə görə A > 0, ona 
görə 2? = jv —l>0 şərti ödənməlidir.

Xatırladaq kİ, KÖKdən azad о1агкэп 
tənliyin oblastı genişlənir. Kök işarəsi, içə
risində oturan cinin sərbəstliyini əlindən 
almış Küpə bənzəyir, (kök işarəsi altında 
mənfi ədəd ola bilməz) Əgər kök işarəsi 
itərsə, cin çıxar və elə şeylər edər Kİ, əv
vəllər bu işlər haqqında o, yalnız arzu edə 
bilərdi. Ümumiyyətlə (д/f (x) 2 - m f(x) ilə 
əvəz edəndə f(x)>0 şərtini yazmaq lazım
dır. (f) tənliyi üçün x + l>0 şərti olmalı
dır. Biz onu unutmuşuq, ona görə Kİ, bu 
şərt x+l=(x-l )2 bərabərliyində özü-özlü
yündə alınır. BeləlİKİə, həllin İKinci yolu 
eynigüclü Keçid üsulu olub, əlavə şərtlər, 
ayrı-ayrı hallara baxılması, həllər çoxluğu
nun toxunulmazlığından ibarətdir. Sözsüz 
Kİ, tənliyin həlli asan görünür. Amma tən
liyin özü də asandır. Elə məsələlər də var
dır kİ, onların KÖKİərini araşdırmaq, onun 
həllinin tapılmasından asan deyil.

Eynigüclü Keçid üsulunda çatışmayan 
cəhət tənliyin yavaş-yavaş “budaqlanmağa 
və izləməK asan olmayan yeni şərtlərin ya
ranmasından ibarətdir. Başa düşməliyİK kİ, 
bu yerdə tələyə düşməməK üçün həllə yaxşı 
nəzarət etməK lazımdır.

7x+l=x-l

x2 -3x + 2 - 0
x = 3

<=> 1 x-0
x>l

x>l

Eynigüclü Keçid üsulu üçün daha bir 
əsas dəlil var. Yalnız bu yol ilə bərabərsiz- 
lİKİəri həll etməK olar (bərabərsizliyin həl
lini əvəz etmə üsulu ilə yoxlamaq olar). Bi
zim sizə tövsiyəmiz - bu üsulu öyrənin və 
bir neçə ən asan hal istisna olmaqla həmişə 
istifadə edin.

Bunun üçün eynigüclülüyü pozan səbəb
ləri izləməK lazımdır. Adətən tənlİKİəri necə 
çevirirlər və bu çevirmələri nə törədə bilər.

CƏBRİ “SIRALAR”

Əgər siz tənliyin hər İkİ tərəfinə eyni 
ədəd əlavə etsəniz, bu həllərə heç bir təh- 
Iükə yaratmaz. Amma, əgər bu, ədəd deyil, 

funKsiyadırsa, məsələn, —; onda ehtiyatlı 
x

olun. x=0 tənliyinin bir kökü var. Amma 

x+—- = •— tənliyinin kökü yoxdur. FunKsiya
X X

əlavə etdİKdə, tənliyin təyin oblastı pozu
lur. Əgər təyin oblastı genişlənərsə, onda 
tənlİK üçün müəyyən məhdudiyyətlər qo
yun, əgər yığılırsa, tənliyin кокйпйп funK- 
siyasının təyin oblastına daxil olduğunu 
yoxlayın.

Belə bir qayda vurmaya da aiddir. 
Bundan başqa tənliyin həllində məchulun 
elə qiymətini əlavə etməK olar kİ, vuruq 
sıfıra bərabər olar. Yoxlamaq lazımdır, bu 
кэпаг KÖKİər vermir Kİ?

Tənliyə daxil olan ifadəni onunla eyni
güclü olan ifadə ilə əvəz etməK olar. Nə
zərə almaq lazımdır Kİ, eynilİKİər İKİ cür
dür. Mütləq eynilİK elə A=B bərabərliyinə 
deyilir Kİ, A və B ifadələrinin təyin oblast- 
ları və bu təyin oblastmda dəyişənin bütün 
qiymətlərində ədədi qiymətləri bərabər ol
sun. Bu, məsələn, müxtəsər vurma və ya 
sinus, Kosinus üçün toplama düsturlarıdır. 
Belə eynilİKİərdən təhlÜKƏSiz istifadə et- 
тэк olar. Anıma digər eynilİKİər də var. 
Məsələn (V7)2 = A və ya lgxz/=lgx+lgy

Onların təyin oblastları müxtəlif olub, 
bir qayda olaraq, biri digərinin daxilində- 
dir. (loqarifmİK eyniliyin sol tərəfində x 
və y eyni işarə ilə, sağ tərəfində ancaq 
müsbət). Belə eynilİK nisbi eynilİK adlanır. 
Təyin oblastı haqqında dedİKİərimiz nisbi 
eyniliyə də aiddir. Nəhayət, tənliyin hər 

İkİ tərəfini eyni funKsiya qədər dəyişdir- 
dİKdə, KÖKİərin itməsi ilə rastlaşırsınız. 
Əgər funKsiya hər yerdə təyin olunmayıb- 
sa, onda tənliyin təyin oblastı daralacaq. 
Digər tərəfdən f(x) funKsiyası qarşılıqlı 
birrəqəmli deyilsə, yəni f(x2)=f(x2) bəra
bərliyində x, * x2, A=B tənliyindən 
f(A)=f(B) tənliyinə Keçəndə кэпаг KÖKİər 
alma bilər. Belə funKsiyalarm əsas (praKti- 
Kada yeganə) nümunəsi f( x )=x2 və siz artıq 
bilirsiniz kİ, bu halda özünüzü necə “sığor
ta” edə bilərsiniz.

DərslİKİərdə, ali məKtəblərə qəbul 
üçün vəsaitlərdə eynigüclü çevirmələrə aid 
çoxlu standart sxem verilmişdir. Məsələn, 
tənlİKdə KÖKdən azad olmaq. Qısa məslə
hətlə də KeçinməK olar: təyin oblastının də
yişilməsi ilə ehtiyatlı olun!

KVADRAT TƏNLİKLƏR

a*0, a,b,c həqiqi ədədlər olduqda 
ax2 + hx + c = 0 şəKİində olan tənlİKİərə 
Kvadrat tənlİK deyilir. Əgər, a=l olarsa, 
tənlİK çevrilmiş Kvadrat tənlİK, a olarsa, 
çevrilməmiş Kvadrat tənlİK adlanır.

İİk dəfə Kvadrat tənliyi qədim Misir 
riyaziyyatçıları həll etmişlər. Riyazi papi
rusların birinin üzərində belə bir məsələ

3
var: “Sahəsi 12, eni uzunluğunun — hissə-

4
sinə bərabər olan düzbucaqlı şəKİində olan 
sahənin tərəflərini tapın”.

Həllinə baxaq:
Sahənin uzunluğu x olsun, onda eni

3 3-x olar. Sahəsi S = - x2 olduğundan ala-
4 4

rıq: -x2= 12
4
Papirusda bu Kvadrat tənliyin düzgün

3həlli göstərilmişdir: 12-ni - -ə böl.

3 412: —= 12* —= 16
4 3

BeləlİKİə, x2 = 16 papirusda göstərilib: 
“Sahənin uzunluğu 4-ə bərabərdir”

MinillİKİər KeçdİKdən sonra cəbrə

212 213



Riyaziyyat ensiklopediyası -1 Riyaziyyat ensiklopediyası -1

mənfi ədədlər daxil oldu, x2 = 16 tənliyini 
həll edərKən, x7=4, x2=-4 Kİmi İkİ ədəd alı
rıq. Əlbəttə, Misir məsələsində biz x=4 qə
bul etdİK, çünKİ sahə ancaq müsbət Kəmiy
yətlərlə göstərilir.

Misir riyaziyyatçıları ilə müqayisədə 
Çayarası alimləri böyÜK addımlarla irəlilə
yiblər. Onlar çevrilmiş Kvadrat tənliyin 
həlli üçün qayda tapıblar. x2+px+q=O, ha
rada Kİ, p və q istənilən həqiqi ədəddir. 
Babilistan məsələlərinin birində tələb olu
nur Kİ, düzbucaqlı şəKİində sahənin uzun
luğunu (x ilə işarə edəK) və onun enini (y) 
tapmaq tələb olunur: Düzbucaqllı şəKİində 
sahənin uzunluğunu və İKİ enini topladıqda 
14, sahəsi 24 olar. Onun tərəflərini tapın. 
Sistem tənlİK quraq.

x + 2y - 14 
\xy = 24

24İKİnci tənlİKdən y = — alıb birinci 
x

tənlİKdə yerinə yazsaq. x+ — =14 alarıq, 
x

Buradan x2 - 14x+48=0 Kvadrat tənli
yini alırıq. Onun həlli üçün x2-14x ifadə
sinə hər hansı ədəd əlavə edəK Kİ, tam 
Kvadrat alınsın.

x2 — 14x = x2 — 2 • 7x =
= x2 -2-7x +72-72 = (x-7)2 -49

İndi tənliyi belə yazarıq:

(x-7)2 -49 + 48 = 0 və ya (x-7)2=l

Biz misirlilər tərəfindən də həll edilə 
bilən Kvadrat tənlİK aldıq.

Mənfi ədədləri bilməyən qədim riya
ziyyatçılar x-7=l, x=8 alıblar. Əlbəttə,

Yəni, sahəsinin uzunluğu 8,

eni isə 3-ə bərabərdir. Ümumiyyətlə, 
(x- 7)2 =1 Kvadrat tənliyinin İkİ kökü var.

1) x-7=l buradan x=8, y=3

24
2) x-7=-l, buradan x=6, У — ~ — 4 

o

VİYET DÜSTURU

İstənilən çevrilmiş x2+px+0 (*) tənli
yinin həlli düsturunun necə alındığına ba
xaq. Cəmin Kvadratı düsturunu yazaq:

( a+b )2=az+2ab+b2 

a-nı x ilə əvəz edəK.

(x+b)2=x2+2xb+b2 (**)

Alınmış ifadəni tənliyimizlə müqayisə 

edəK. Asanlıqla görməK olar kİ, = y yaz

saq, (*) tənliyinin sol tərəfi, tam Kvadrat 
(**) tənlİKdən yalnız sabitləri ilə fərqlənir. 
Bu müşahidə həllin əsas yolunu çatdırmağa 
çalışır. (*) tənliyində İKİhədlinin Kvadra
tını ayırmaq lazımdır.

(x + —)2 =X2 + /2X + —
2 4

^--^■ + <7^ ifadəsini sağ tərəfə KeçirməK

Bundan sonra (*) tənliyi 
2 2

= ——q şəKİini alır.
4

qalır.

Aydındır Kİ, x-in heç bir qiymətində 
(-+

2

əgər----- ö <0 olarsa, Kvadrat tənliyin hə-
4

2

mənfi ədəd ola bilməz. Əlbəttə Kİ,

qiqi kökü yoxdur. Tutaq kİ, ----- q>0 On-
4 

da axırıncı tənlİKdən Kvadrat kök alsaq,

alarıq.
Buradan

KÖKİərini alarıq. Və ya müxtəsər şəKİldə

Bu düstur Viyet düsturu adlanır. Vi- 
yet XVI əsrin axırlarında yaşamış fransız 
riyaziyyatçısı olub, cəbri işarələrin yaran
masında böyÜK rolu olmuşdur (İntibah döv
rü: şərəfli ixtiralar məqaləsinə bax.)

KVADRAT TƏNLİYİN DİSKRİMİNANTI

Viyet düsturunda KÖKaltı ifadə disKri- 
minant (latın dilində disKriminans - “bö
lüşdürən”, ayırdedici”) adlanır və D hərfi 
ilə işarə olunur. Bizim çevrilmiş Kvadrat

tənlİK üçün D = ——q Həqiqətən, disKrimi- 
4

nantm işarəsindən asılı olaraq Kvadrat tən- 
lİKİərin həllinin üç halına baxırıq:

D<0 olduqda Kvadrat tənliyin kökü 
yoxdur. D>0 olduqda Kvadrat tənliyin 2 
müxtəlif x, və x2 KÖKİəri var, hansı Kİ, Vi
yet düsturunda verilib. Əgər D=0 olarsa?

2
Bu zaman q- — ', (*) tənliyinin sol tərəfi 

4
tam Kvadrat şəKİində olar.

(x + —)2 =0
2

Belə Kİ, bunun yeganə x = -y kökü 

var. Bu halda Viyet düsturu xt=x2= - 

ni verir. Müəyyən olunmuş bu İKİ kök üst- 
üstə düşür (həm də deyirlər Kİ, İKİqat kökə 
malİKdir)

VİYET TEOREMİ

Fransua Viyet Kvadrat tənliyin əmsal
larından yalnız, onun KÖKİərinin ümumi 
düsturunda deyil, eyni zamanda tənliyin 
KÖKİərinin onun əmsalları vasitəsi ilə 
ifadə edilməsində istifadə etmişdir. Bu, Vi
yet teoremi adlanır.

Əgər x, və x2 x~+px + q-Q Kvadrat 
tənliyinin KÖKİəridirsə, onda

x, +x2=-p 
x, -x2 — q

olar.
Hərfi hesablamalar teoremləri cəbri 

çevrilmələrin Köməyi ilə isbat etməyə im- 
кап verir. Biz bilirİK Kİ, D > 0 olduqda 
Kvadrat tənliyin kökü x12=-y±VT) düs

turu ilə tapılır.
İndi cəbri çevirmələri düzgün yerinə 

yetirməKİə Viyet teoremi isbat olunmuş 
olar.

BABİLİSTAN CƏDVƏLİNDƏN MƏSƏLƏ

“Mən uzununu və enini topladım 27 aldım. Uzun
luqla enin fərqini sahəyə əlavə etdim və 183 aldım. 
Uzunluğu, eni və sahəni tap”. Tutaq Ki, uzunluq x, eni 
y - dır. Sistem tənlİK alırıq:

fx + y = 27 
|(x-y)+xy = 183

Birinci tənlİKdən y=27 - x alırıq. Bu ifadəni İKİnci 
tənlİKdə yerinə yazsaq, mötərizələri açıb, oxşar hədləri 
islah etsəK, Kvadrat tənlİK alınar:

DİSKriminantı hesablayaq:

x2-29x + 210 = 0

Nəhayət KÖKİəri tapaq.

x2 = 14

BeləlİKİə, biz sahənin uzunluğu üçün İkİ müxtəlif 
qiymət tapırıq: 15 və 14.

y = 27 - x

düsturundan istifadə edərəx, sahənin enini taparıq.

y,=27-15=12

y2=27-14=13

və onun sahəsi
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5, =15-12 = 180

s2 =14-13 = 182

Qədim riyaziyyatçı da hesablamalar nəticəsində 
15 və 14 almışdı. Amma uzunluq üçün yalnız 15, eni 
üçün 12 götürdü. Sahə 180 oldu. Biz isə, daha bir həll, 
uzunluğu 14, eni 13, sahəni isə 182 alarıq.

ƏN BÖYÜK TORPAQ SAHƏSİNİ NECƏ HASAR
LAMAQ OLAR?

Uzunluğu 12 m olan hasar çəkitiək üçün tiKinti ma
terialları var. Biz evə bitişiK düzbucaqlı şəKİində ən bö- 
уйк sahəli hasar çəkitiək istəyirİK. Onun ölçüləri necə
dir? Tutaq Kİ, sahənin uzunluğu x, eni y, sahəsi S=xy-

X 
dir. x+2y=12 tənliyindən alarıq: y = 6----- .

2
Bu qiyməti sahə düsturunda yerinə yazsaq, alarıq:

Qolları aşağı yönəlmiş parabolanın tənliyini aldıq. Elə 
x tapmaq lazımdır kİ, S sahəsi ən böyüK qiymət alsın.

Əvvəlcə parabolanın absis oxu ilə Kəsişmə nöqtə- 
x2

lərini tapaq. Bunun üçün 6x-—= 0 tənliyini həll

edəK. Onun KöKİəri x, = 0 və x? - 12 sonra parabolanın
X 4" X

təpə nöqtəsinin absisini x0 = 1 2 düsturu ilə he

sablayaq. Buradan x0=6, y0=3 və S=18 alınır. BeləlİKİə, 
sahənin ölçüləri: uzunluğu 6 m, eni 3 m, sahəsi 18 m2.

x, + x2

Daha bir maraqlı əlaqəyə, tənliyin dis- 
Kriminantınm onun KÖKİərinin fərqinin 
Kvadratına bərabər olmasına baxaq 
D=(x2-x2)2. Viyet teoremindən almır Kİ, 
KÖKİəri x2 və x2 olan çevrilmiş Kvadrat üç
hədlini (x-x2) (x-x2) şəKİində yazmaq olar. 
Həqiqətən, bu hasildə mötərizələri açsaq, 
x2-(x1+x2)-x+x1-x2=x2+px+ç ifadəsini ala
rıq. ƏKSinə, Viyet teoreminin isbatında he
sablama aparmadan vuruqlara ayırmadan 
istifadə etməK olar.

Tutaq kİ, KÖKİəri x, və x2 olan

x2 +px +q

Kvadrat üçhədlisi verilib. Qeyd edəK Kİ:

+
2 2

Daha bir maraqlı əlaqəyə, tənliyin dis- 
Kriminantınm onun KÖKİərinin fərqinin 
Kvadratına bərabər olmasına baxaq 
D = (x,-x2)2 . Viyet teoremindən alınır Kİ, 
KÖKİəri X; və x2 olan çevrilmiş Kvadrat üç
hədlini (x-x,)(x-x2) şəKİində yazmaq olar. 
Həqiqətən, bu hasildə mötərizələri açsaq,

x2 - (x, + x2 )x + x,x2 = x2 + px + q

ifadəsini alarıq. ƏKSinə, Viyet teoreminin 
isbatında hesablama aparmadan, vuruqlara 
ayırmadan istifadə etməK olar.

Tutaq Kİ, KÖKİəri x, və x2 olan 
x2 + px + q Kvadrat üçhədlisi verilib. Qeyd 
edəK Kİ,

(X - X] )(X - X2 ) = X2 - (X] + X2 )X + X]X2 

çevrilmiş Kvadrat üçhədlisinin KÖKİəri də 
verilmiş Kvadrat üçhədlisinin xl və x2 kök

lərinə bərabərdir. İkİ üçhədlinin fərqi

(p + x{ +x2)x + (9-x,x2) (***)

bərabərdir.
Bu, x-ə nəzərən xətti funKsiyadır.
Bununla belə, x7 və x2 nöqtələrində hər 

İKİ çoxhədli sıfıra bərabər olduğundan, on
ların fərqi (***)-da həmin nöqtələrdə sıfıra 
bərabər olar. Xətti funKsiya üçün, bu hal o 
zaman olur kİ, əgər o, eynilİKİə sıfıra bəra
bər olsun. Buradan çıxır kİ,

p — —(%! +x2),ç — Xj -x2

Viyet teoremi almır.
Bu finri Viyet teoremi Kimi istənilən 

dərəcədən çoxhədliyə aid etməK olar.
n dərəcəli çoxhədlidə x"' — in əmsalı 

əks işarə ilə n sayda KÖKİərin cəminə, sər
bəst həddi isə (-1)" ədədi ilə bütün kökIə- 
rinin hasilinə bərabərdir.

İMTAHAN MƏSƏLƏSİ

Bu məsələni Moskvə Universitetinin fizİKa faKültə- 
sinə daxil olmaq istəyənlər üçün təKİif etmişdilər.

ax" + bx + 2 = 0, a < 0

olduqda, tənliyinin KÖKİərindən biri 3-dür.

ax' + bx2 +2 = 0

tənliyini həll edin. Birinci tənliyə Viyet teoremini tətbiq 
edəK:

x1x2=^,x1=3,ondax2=^

BeləlİKİə, x, < 0 alınır, x2 - t ilə işarə edəK, onda 

İKİnci tənlİK

at2 + bt + 2 = 0

şəKİində olar.
Bu tənliyi verilmiş tənlİKİə müqayisə etsəx, alarıq:

ə 2r. = 3, q =— t, <0

Nəzərə alsaq Kİ, x2 = t, t2-nin qiymətini atırıq, 
bərabərlİKdən isə t,=3 olduğundan x2=3 alarıq.

Cavab: x, 2 ± Vİ

ÇEVRİLMƏMİŞ TƏNLİK

Çevrilməmiş Kvadrat

ax2 + öx + c = 0,

tənliyinin а-ya bölünməsindən alman:

tənliyidir. Ona görə onun KÖKİəri

-b + sjb2 -4ac
2a

Bu tənliyin disKriminantı D = b2-4ac- 
dir. Çevrilməmiş Kvadrat tənlİK üçün Viyet 
teoremi belədir:

Əgər x, və x2 ax' + bx + c = 0 Kvadrat 
h 

tənliyinin KÖKİəridirsə, onda x,+x2---,

x, -x2 = —-dır.
a

Kvadrat tənlİK haqqında danışdıqda 
biz, ancaq həqiqi KÖKİərə baxırıq. Amma 
KompleKS ədədlər çoxluğunda hər şey daha 
sadədir: istənilən Kvadrat tənliyin İKİ kökü 
var. Ola bilər Kİ, KÖKİər eyni olsun (D = 0). 
Mənfi disKriminant üçün KÖKİər qoşma 
KompleKS ədədlərdir. Düsturun çıxarılışı 
və isbatı olduğu Kimi qalır. Bundan əlavə, 
istənilən KompleKS əmsallı Kvadrat tənlİK- 
lər üçün tənliyin həlli düsturu və Viyet 
teoremi öz qüvvəsində qalır. Bu halda л/7) 
D ədədinin istənilən İkİ KompleKS KÖKİərin- 
dən biri Kimi başa düşülməlidir.

KVADRAT TƏNLİKLƏRƏ GƏTİRİLƏN 
TƏNLİKLƏR

ax4 +bx2 + c = 0 şəkİİİİ bİKvadrat tən- 
lİKİər Kvadrat tənlİKİərə gətirilir.

Doğrudan da, x2 = y əvəzləməsi apar
saq,

ay2 +by + c = 0

Kvadrat tənliyini alarıq.
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У1 və У2 KÖKÜnü, sonra əvvəİkİ tənliyin 
xı,2 = ±s[yi, *3,4 = -4у2 KÖKİərini tapaq. 
Aydındır kİ, və z/2-nin qiymətləri 

içərisində həm mənfi, həm də KompleKs 
ədəd ola bilər. p-in müsbət qiymətlərində x 
həqiqi qiymətlər ala bilər.

Ola bilsin kİ, bu üsuldan daha geniş 
istifadə olunsun.

Məsələ 1. Tənliyi həll edəK:

4X-3-2x+1-16 = 0

2X =y əvəzləməsi aparsaq, onda biz 
yenidən y2 -6y-16 = 0 Kvadrat tənliyinə gə- 
lərİK. Onun KÖKİəri yx = 8 və y2 = -2. birin
ci kök 2X = 8, x = 3 İKİnci kök: 2x = -2 hə
qiqi ədədlər çoxluğunda kökü yoxdur.

Məsələ 2. Tənliyi həll edəK:

cos2x + 3sinx = 2

cos2x-i sinx ilə ifadə edib, tənlİKdə nəzərə 
alsaq,

l-2sin2x + 3sinx = 2
və ya

2sin2x-3sinx+l = 0
alarıq.

indi sinx-i y ilə əvəz edəK

2y2-3y + l = 0

alarıq.
Bu tənliyin KÖKİəri

z=|.X=ı

Qalır sadə triqonometrİK tənlİKİəri 
həll etməK

sinx = — və sinx=l
2

Onlardan biri x = (-1)— + m -nin həl- 
0

ləri çoxluğudur. Bu arada n istənilən tam

ədəddir. İKİnci tənlİK x = —+ 2^n-nin
2 

həllər çoxluğunu verir.

KUB TƏNLİKLƏR

Əgər Kvadrat tənlİKİəri Babilistan və 
qədim Hindistanın riyaziyyatçıları həll et
məyi bacarırdılarsa,

ax3 +bx2 +cx + d = 0, burada a*0, şə- 
Kİlli tənlİKİər onlar üçün “Ьэгк qoz” imiş.

XV əsrin sonunda Roma və Milan uni
versitetlərinin professoru LuKa Paçoli 
özünün məşhur “Hesab, həndəsə, nisbət və 
mütənasiblİK haqqında bilİKİər məcmusu” 
dərsliyində киЬ tənlİKİərin ümumi üsulla 
həllinin tapılmasını dairənin Kvadraturası 
haqqında məsələ ilə bir sırada qoyurdu. 
Nəhayət İtalyan riyaziyyatçılarının səyi ilə 
belə bir üsul tapılmışdır.

SADƏLƏŞDİRMƏDƏN BAŞLAYAQ

Əgər ax3 +bx2 + cx + d = 0 harda kİ, 
<7*0, киЬ tənliyini a-ya bölsəK, x3 -nun 
əmsalı 1-ə bərabər olar, ona görə gələcəKdə

x3 + px2 +Qx + R = 0 (*)

tənliyinə əsaslanacağıq.
Eləcə də Kvadrat tənlİKİərin həllində 

cəmin Kvadratı əsas olduğu Kimi, киЬ tən- 
lİKİərin həllində də cəmin Kubu üstünlÜK 
təşKİl edir

(a + Z>)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

Əmsalları qarışıq salmamaq üçün a-nı 
x -la əvəz edib, toplananları qruplaşdıraq

(x + Z»)3 = x3 + 3bx2 + 3b2x + b3 (**)

Biz görürÜK kİ, b-ni düz seçsəK, yəni 

b = y götürsəK onda əmin olmaq olar kİ, 

biz bu düsturun sağ hissəsinin (*) tənliyinin 
sol hissəsindən yalnız, x-m əmsalı və sər
bəst hədd ilə fərqləndiyinə nail ola bilərİK.

* və (**) tənlİKİərini toplayaraq və ox
şarları çevirsəK;

(x + ^)3+(2-3Z>2)x + ä-Z>3 = 0

Burada, y = x + b əvəzləməsi aparsaq,

y-dən asılı y2 həddi olmayan киЬ tənliyini 
alarıq

y3 + py + ç = 0

BeləlİKİə, biz göstərdİK Kİ, (*) киЬ 
tənliyində əvəzetmə yolu ilə məchulun 
Kvadratı olan həddən azad olmaq olar. Ona 
görə indi biz,

x3 + px + q = 0 (***)

şəKİində tənliyi həll edəcəyİK

KARDANO DÜSTURU

Bir daha cəmin Kubu düsturunun baş
qa şəKİini yazaq

(a + h)3 = a3 + b3 + 3ab(a + b)

və onu (***) tənliyi ilə müqayisə edib, on
lar arasında əlaqə yaradaq. Hətta KÖməKİə 
də bunu etməK asan deyil. İntibah döv
rünün riyaziyyatçılarına haqq qazandırmaq 
olar, çünKİ onlar hərfi işarələrdən istifadə 
etmədən киЬ tənlİKİəri həll edə bilirdilər.

Düsturlarda;

x = a + b yazsaq
x3 = a3 + b3 + 3ahx və ya
x3 -3abx-(a3 + h3)=0 alarıq.

Artıq aydındır Kİ, (***) tənliyini həll 
etməK üçün sistem tənliyi həll etməK la
zımdır.

a3 +b3 = -q
3cıb = -p

Və x yerinə a və h-nin cəmini götürəK, 
u=a3, v=b3 əvəzləməsi ilə sistem tənlİK ta
mamilə sadələşər.

u + v = -q

Sonra isə müxtəlif yollarla hərəKət et- 
тэк olar, amma bütün yollar “Kvadrat tən
liyə gətiriləcəK”. Məsələn Viyet teoreminə 
görə çevrilmiş Kvadrat tənliyin KÖKİərinin 
cəmi əks işarə ilə x-in əmsalına, hasili isə 
sərbəst həddə bərabərdir. (“ Kvadrat tən- 
lİKİər “ məqaləsinə bax) Burada u və p 

tənliyinin KÖKİəridir.
Bu KÖKİəri yazsaq:

a və ö dəyişənləri киЬ tənliyin t] və t2 kök- 
lərinə bərabərdir. (***) киЬ tənliyinin həlli 
bu кокйп cəminə bərabərdir.

Bu düstür Kardanoo düsturu Kimi ta
nınır (bax. “İntibah dövrü: məşhur Kəşflər” 
məqaləsinə)

TƏNLİKLƏRİ HƏLL EDİRİK

Kardano düsturuna baxmadan киЬ 
tənliyin (***) bir kökü məlum olduqda di
gər KÖKÜnü (əgər varsa) necə tapmaq lazım 
olduğunu aydınlaşdıraq.

Tutaq Kİ, bizim tənliyimizin h kökü 
məlumdur. Onda onun sol tərəfini xətti və 
KvadratİK vuruqlara ayırmaq olar.

Bu, çox asanlıqla yerinə yetirilir. 
TənlİKdə sərbəst həddin kökIə q = -h2-ph 
ifadəsini yazıb, Kublar fərqi düsturundan 
istifadə etsəK, alarıq:

0 = x3 - h3 + px- ph = (x- h)(x2 + hx + h2)+
+ p(x - Л) = (x - /?)(x2 + hx + h2 + p)

İndi x2 +hx + h2 + p = 0 Kvadrat tənli
yini həll edib киЬ tənliyin qalan KÖKİərini 
tapmaq olar.

219
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BeləlİKİə, biz tamamilə silahlanmış 
halda istənilən Kub tənlİKİərin öhdəsindən 
gələ bilərİK.

Gəlin gücümüzü sınayaq
1. TənlİKdən başlayaq: x3 + 6x-2 = 0
Kardano düsturunda p=-6 və q=-2 

qoyub çətin olmayan ixtisardan sonra ala
rıq: x = V?-V2 Nə deməK olar, düstur ta
mamilə cazibəlidir. Yalnız sol tərəfdə

vuruğunu çıxarıb, qalan Kvadrat tənliyi 
“qorxunc” əmsallarla hesablamaq qaydası 
heç də sevindirici deyil.

Amma tənliyə diqqətlə nəzər salsaq, biz 
saKİtləşərİK: Sol tərəfdəKİ funKSİya ciddi 
şəKİldə artır, təK bir dəfə sıfıra bərabər olur.

У = x3 + 6x — 2 funKSİyasının qrafİKİ ab
sis oxunu bir V4 — V2 nöqtəsində Kəsir.

ŞəkİI 1

Deməli alman ədəd, tənliyin yeganə 
həqiqi KÖKÜdür.

2. SonraKi misal

x3 +3x-4 = 0
tənliyidir.

Kardano düsturundan

x = V2 + V5 +3^2-75

alınır.
ƏvvəİKİ tənlİKdə olduğu Kimi görürÜK 

kİ, bu kök yeganədir.

Amma, tənliyə baxdıqda onun kökü- 
nün x=l olduğunu görməK çətin deyil. Biz 
qəbul etməliyİK Kİ, o, yeganə həlli qəribə 
bir şəKİldə verir.

SadələşdirməK, cəbri çevrilmələrdən 
istifadə etməK üçüncü dərəcəli irrasional- 
lıqdan azad etməK, тйткйп deyil.

3. İndi isə üç həqiqi kökü olan tənliK 
götürəK

Onu qurmaq asandır: Üç (x-h) şəkİİİİ 
mötərizələri bir-birinə vuraq. Amma nəzərə 
almaq lazımdır kİ, KÖKİərinin cəmi sıfıra bə
rabər olsun, axı Viyetin ümumi düsturuna 
görə o , x2 -mn əmsalından təKcə işarəsi ilə 
fərqlənir. Belə KÖKİər 0 , 1 və - 1 - dir.

qiqi kökü, —1, 0 və 1, var. Uyğun 
olaraq у = x(x- l)(x +1) funKsiya- 
sının absis oxunu üç nöqtədə Kəsir.

ŞdKil 2

Kardano düsturunu

x(x - l)(x +1) = 0 və ya x3 - x = 0 

düsturuna tətbiq etsəK, P=-l və q=0 olarsa,

x = V/-1 + V-V7! •

Kvadrat кокйп altında mənfi ədəd alı
nır. Kvadrat tənlİKİərin həllində də belə 
olur. Amma bu halda Kvadrat tənliyin hə
qiqi kökü olmur. LaKİn Kub tənlİKİər hətta 
üç kökə malİKdir!

Daha dəqiq təhlil göstərir Kİ, biz bu 
tələyə təsadüfü düşmədİK.

x3 + px + 9 = 0

Kub tənliyinin o zaman üç həqiqi kökü olar 
Kİ, Kardano düsturunda Kvadrat kök al
tında

ifadəsi mənfi olsun (şəkİI За).

X3 + px + q = 0 Kub tənliyini x3 = -px-q 
şəKİində verməK olar. Tənliyin KÖKİəri 
у = X3 və y — -px — q qrafİKİnin 
Kəsişmələrinin absislərinə uyğundur.

Əgər A > 0 olarsa, onda bir həqiqi 
kökü var (şəkİI 3b), əgər A = 0, o zaman 
İkİ kökü var (onlardan biri İKİqatdır), 
p=q=O istisna olmaqla bu halda KÖKİərin 
üçü də üst-üstə düşür.

KUB TƏNLİKLƏR VƏ KOMPLEKS 
ƏDƏDLƏR

Çevrilməyən adlanan, A <0 halı Kub 
tənlİKİərin həllini birinci açanlar üçün çə- 
tinlİKİər yaratdı. Həmçinin onlar mənfi 
ədədlərin mövcudluğunu çətinlİKİə ehti
mal edirdilər. (Ceralamo Kardano onları 
“təmiz yalançı”, KompleKS ədədləri isə “hə
qiqətən sofistİKalı” adlandırırdı)

Amma, biz mənfi ədədlərdən кока1- 
manı və onlarla rəftar qaydalarını, hər 
hansı Kvadrat tənliyin İKİ кокйпйп olaca
ğını və Kardano düsturunun çevrilməyən 
halda da həqiqi KÖKİərin düzgün qiymətlə
rini verdiyini (bu Kəşfi Kardanonun da
vamçısı Rafaelle Bambelli etmişdir) qəbul 
etməliyİK.

Məsələn 3-cü nümunədə = -Vä
bərabərliyinə a - V-T ədədini nəzərə alsaq 
doğru olan x=0 кокйпй alarıq.

KompleKS ədədlər çoxluğuna daxil 
olanda biz, nəzərə almalıyıq Kİ, burada is
tənilən sıfıra bərabər olmayan ədəd üçün 
İkİ Kvadrat və üç Kub kök var. Əgər bütün 
bu qiymətləri İKİ Kvadrat KÖKdən (Va) və 
İkİ Kub yerinə yazsaq tam 36 hal alınar!

KÖKİərin düzgün qiymətlərinin hesab
lanması qaydası çevrilməyən halda çətin 
deyil: birinci киЬ кокйп üç mümKÜn qiy
mətini verməK və İKİnci qiyməti uyğun ola
raq qoşma - KompleKS ədəd götiirməliyİK.

Başqa sözlə, tənliyin üç həqiqi kökü 

birinci toplanan i -dən ibarət olan 

Kardano düsturunda yerinə yazsaq, tanı 36 
hal alınar!

KÖKİərin düzgün qiymətlərinin hesab
lanması qaydası çevrilməyən halda çətin 
deyil: birinci киЬ кокйп üç тйткйп qiy
mətini verməK və İKİnci qiyməti uyğun ola
raq qoşma-KompleKS ədəd götiirməliyİK.

Başqa sözlə tənliyin üç həqiqi kökü.
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Birinci toplanan ^-y + VÄ ifadəsinin üç 

mümKÜn qiymətinin həqiqi hissəsinin İkİ 
mislinə bərabərdir.

Maraqlıdır kİ, bu həqiqi hissələri 
KompleKS ədədlərdən kök almadan p və q 
əmsalları ilə ifadə etməK olarmı? Məlum 
oldu Kİ, belə ifadəni çıxartmaq cəhdi... çev
rilə bilməyən Kub tənliyin halına gətirilir.

BeləlİKİə, tənliyin üç kökü həqiqi 
ədəddirsə, (özlüyündə elə bil kİ, yaxşı hal
dır), bu KÖKİəri dörd hesab əməlinin və yal
nız həqiqi ədədlərdən kök almadan istifadə 
etməKİə onun əmsalları ilə ifadə etməK 
mümKÜn deyil. Məsələnin özü riyaziyyat
çıları öz fİKİr və istəKİərinə qarşı gedib, 
yeni - “qəribə”, amma yararlı KompleKS 
ədədlərin tətbiq edilməsinə məcbur etdi. 
Qeyd edəK Kİ, XVI əsrin sonunda Fransua 
Viyet cos3$9 = 4cos3^-3cosç> düsturundan 
istifadə edərəK, triqonometrİK funKsiyala- 
rın çevrilməyən halı üçün həllini tapdı.

Əslində bu həll, KompleKS ədədlərdən 
Kub kök almaq ilə eynigüclüdür.

KompleKS ədədləri tanıyaraq, biz artıq 
Kardano düsturu ilə Kub tənliyin üç həlli
ni, həm yeganə həqiqi kökü (başqa İKİsi 
qoşma KompleKS ədəd olacaq) olan halı, 
həm də tənliyin əmsalının KompleKS olan 
halı üçün tapa bilərİK.

DÖRDÜNCÜ DƏRƏCƏLİ TƏNLİKLƏR

Dördüncü dərəcəli tənlİKİərin həlli 
üsulunu XVI əsrdə Ceralamo Kardanonun 
şagirdi LudovİKO Ferrari tapmışdır. Bu 
metod Ferrari üsulu adlanır. Kub tənlİKİə- 
rin və Kvadrat tənlİKİərin həllində olduğu 
Kimi burada da

x4 + px3 + qx2 +rx + s = Q

dördüncü dərəcəli tənlİKdə px3 həddindən 

azad olmaq üçün x = y - — əvəzləməsi apar-
4

maq lazımdır. Ona görə elə hesab edəK Kİ, 
məchulun Kubunun əmsalı sıfıra bərabərdir.

x4 + ax2 + bx + c = 0
Ferrari ideyasına görə tənliyi A2=B2 

şəKİinə gətirməK üçün onun sol tərəfi 
A=x2+s ifadəsinin Kvadratına, sağ tərəfi 
isə əmsalı s-dən asılı olan x-ə nəzərən xətti 
B ifadəsinin Kvadratına bərabər olsun. 
Bundan sonra İkİ A=B və A=-B Kimi İKİ 
Kvadrat tənliyi həll etməK qalır. Əlbəttə Kİ, 
bu s parametri düzgün seçildİKdə mümKÜn
dür. S-i ^ + t şəKİində götürməK daha ra

hatdır. Bu zaman

= 2tx2 -bx +

alarıq.

у — (10 = 2s)x + 8x + s2 - 5 funKsiyasının qrafİKİ

(*)

Bu tənliyin sağ tərəfi x-dən asılı 
Kvadrat üçhədlidir. DisKriminant sıfıra 
bərabər olduqda 0 tam Kvadrat şəKİində 
olur.

D = b2-4-2t t2 

və ya
b2 = 2t(4r + 4at + a2 - 4c)

Bu tənlİK rezolvent (yəni kİ, “icazə ve
rilən”) tənlİKİər adlanır, f-yə nəzərən 0, 
Kub tənlİKdir və Kardano (bax: “Kub tən- 
lİKİər” məqaləsinə) düsturu imKan verir Kİ, 
onun hansısa t0 KÖKÜnü tapaq.

t = t0 olduqda (*) tənliyinin sağ tərəfi 

şəKİində olar.
Tənliyin özü isə İkİ Kvadrata gətirilir:

2 a
X ----- ^02 °

Onun KÖKİəri verilmiş tənliyin bütün 
həllini verir.

Misal olaraq
x4 -10x2 -8x + 5 = 0

tənliyini həll edəK.
Bu tənliyi hazır düsturdan istifadə et

mədən öz fİKrində həll etməK daha sərfəlidir.
Tənliyi

x4-10x2+8x-5
şəKİində yazsaq

Sol tərəfin tam Kvadrat olması üçün 
tənliyin hər İkİ tərəfinə 2sx2 + s2 ifadəsini 
əlavə edəK.

(x2 + s)2 - (l0 + 2s)x2 + 8x + s2 -5

İndi sağ tərəfin disKriminantını sıfıra 
bərabər edəK

x4 = 10x2 -8x-5 tənliyinin KÖKİəri İkİ qra- 
fİKİn Kəsişmə nöqtələrinin absisinə uyğundur

16-(10 = 2s)(s2 -5)=0 

və ya sadələşdirdİKdən sonra

?+5s2-55-33 = 0

alarıq.
Tənliyin KÖKİərindən birinin sərbəst 

həddinin böləni olan So = - 3 olduğunu 
tapmaq olar.

Bu qiyməti yerinə yazsaq alarıq:

(x2-3)3= 4x2+ 8x + 4 = 4(x + l)2

Buradan x3 - 3 = ±2(x + 1) yeni tənlİK- 
lərin KÖKİəri x12=l±V6və x34=-1±V2. 
Əlbəttə Kİ, ümumi halda KompleKS KÖKİər 
də alma bilər.

у2 = 1 Ox2 + 8x - 5

YÜKSƏK DƏRƏCƏLİ TƏNLİKLƏR. 
RADİKALDA HƏLL ETMƏ

Kvadrat tənlİKİərin kökü düsturu çox 
qədim zamanlardan məlumdur. XVI əsrdən 
başlayaraq, İtaliya riyaziyyatçıları üçüncü 
və dördüncü dərəcəli kök daxil olan tənlİK- 
ləri həll edirdilər. BeləlİKİə, dərəcəsi dör
düncü dərəcədən böyÜK olmayan tənliyin 
KÖKİərini hesab əməllərinin (toplama, çıx
ma, vurma və bölmə) və kök almadan isti
fadə edərəK onun əmsalları ilə ifadə etməK 
olar, (кокйп dərəcəsi tənliyin dərəcəsindən 
böyÜK olmamalıdır).

Dərəcəsi tənliyin dərəcəsindən böyÜK 
olmayan KÖKİərin alınması da tənliyin 
əmsalları vasitəsi ilə ifadə olunur. Ən əsas 
dərəcəsi n(n < 4) olan bütün tənlİKİərə 
ümumi düsturla “xidmət etməK” olar.

TənlİKdə əmsalları yerinə qoymaqla, 
tənliyin bütün həqiqi və KompleKS kökİə- 
rini tapmaq olar. Bundan başqa belə bir 
sual ortaya çıxır: 5-ci dərəcəli və yÜKSəK 
dərəcəli tənlİKİər üçün də belə bir düstur 
varmı? Bu suala cavabı XIX əsrdə Norveç 
riyaziyyatçısı Nils Henrix Abel tapmışdır. 
Bir az əvvəl isə bu nəticə italyalı Paolo 
Ruffini tərəfindən təqdim olunmuşdur, 
amma Kifayət qədər sübut edilməmişdir. 
Abel-Ruffini teoremi belədir:

n > 5 olduqda n dərəcəli ümumi tən- 
lİKİər radİKallarda həll edilmir. Belə ol
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duqda dərəcəsi n > 5 tənlİKİər üçün ümumi 
düstur yoxdur. Amma bu o deməK deyildir 
Kİ, yÜKSƏK dərəcəli tənlİKİərin bu və ya 
digər xüsusi şəKİinin radİKallarda həlli тй
ткйп deyil. Abel özü istənilən yÜKSƏK də
rəcəli Abel tənlİKİəri adlanan tənlİKİərin 
geniş həlli yolunu tapdı.

Abel-Ruffini teoremi hətta onu da is
tisna etmir kİ, hər bir KonKret cəbri tənli
yin кокйпй onun əmsallarından, hesab 
əməllərindən və radinaldan istifadə etməK- 
lə yazmaq olar.

Yəni

+ a„_,x"“' +... + axx + a0 - 0 an * 0

şəkİİİİ tam əmsallı tənliyin KÖKÜnü, кок- 
altı ifadələrdə rasional ədədlərin vasitəsi 
ilə ifadə etməK olar. Əslində belə ifadə hə
mişə mövcud olmur. Bu fransız riyaziyyat
çısı Evarist Qaluanın “RadİKallarda tənli
yin həll edilmə şərtləri haqqında memuar” 
(1832- ci il, 1846 -cı ildə dərc olunub) Ki
tabında irəli sürdüyü cəbri tənlİKİərin həll 
edilmə nəzəriyyəsinin nəticəsidir.

Qeyd edəK Kİ, tətbiqi məsələlərdə bizi 
təKcə tənliyin KÖKİərinin təxmini qiymət
ləri maraqlandırır.

Ona görə onun radİKallarda həll edil
məsi adətən rol oynamır. İstənilən tənlİKİə- 
rin кокйпй əvvəlcədən verilmiş istənilən 
dəqiqlİKİə xüsusi hesablama üsulları var 
Kİ, alman nəticə hazır düsturlarla hesabla
madan az fərqlənir.

HƏLL EDİLƏN TƏNLİKLƏR

Baxmayaraq kİ, yÜKSƏK dərəcəli tənlİK- 
lər ümumiyyətlə radİKallarda həll edilmirlər, 
üçüncü və dördüncü dərəcəli tənlİKİər üçün 
Kardano və Ferrari düsturları məntəblərdə 
Keçirilmir, cəbr dərslİKİərində, universitet
lərə qəbul imtahanlarında bəzən İKİnci dərə
cədən yuxarı olan tənlİKİərin həllinə gətiri
lən məsələlərə rast gəlməK olur. Adətən on
ları elə tərtib edirlər Kİ, tənlİKİərin KÖKİərini 
asan yollarla tapmaq olur.

Bu yollardan biri çoxhədlinin rasio
nal KÖKİəri haqqında teoremdir. Əgər ixti

sar olunmayan — Kəsri tam əmsallı
q 

p(x) = anxn + an_xxn 1 + ...axx + aQc çoxhədlisi
nin Köxüdürsə, onda onun p surəti sər
bəst hədd olan a0-m böləni, məxrəc q isə, 
ən böyÜK əmsal olan an-in bölənidir.

İsbat etməK üçün tənlində

p(x) = 0,x = — 
q

yazıb, qn- ə vurmaq lazımdır.

anpn + an_lp"~'q + ...aipq"~' +aoq" =0 

alarıq.
Sol hissədə bütün toplananlar p-yə 

bölünür və ona görə də aop" p -yə bölü
nür, ona görə kİ, p və q qarşılıqlı sadə 
ədədlərdir. P a0 -m bölünənidir q üçün isbat 
analojidir.

Bu teoremin Köməyi ilə tam əmsallı 
tənlİKİərin bütün rasional KÖKİərini sonlu 
sayda “namizədlərin” sınağı ilə tapmaq olar.

Məsələn x3 + 3x2 + x - 2 = 0 tənliyinin 
həlli üçün böyÜK əmsal 1, “namizəd” -2- 
nin bölənləri olacaq. Onların sayı dörddür. 
1; - 1; 2 və - 2

Yoxlama göstərir kİ, bunlardan x=-2 
tənliyin KÖKÜdür.

CƏBRİ TƏNLİKLƏR VƏ QALUA QRUPLARI

Qalua nəzəriyyəsi hər hansı tənlik üçün köklərdə 
həll edilməyin mümkünlüyünü müəyyənləşdirir. Buna 
görə verilmiş tənliyə Köklərinin yerdəyişməsinin bir neçə 
qrupunu qarşılaşdırır, (bax, “Qruplar” məqaləsinə. Qrup 
məhfumunu tənliklərin araşdırılması üçün Qalua fikirləş
mişdir). Çox vacib odur ki, Qalua qrupu adlanan bu qrup 
tənliyin köklərini hesablamadan əmsallardan istifadə et
məklə müəyyənləşdirmək olar. Qalua radikallarında həll 
edilə bilən cəbri tənliklərlə bu qrupun xassələri arasın
da əlaqə yaratmışdır. Hansı ki, onun da adını həll edilən 
qoyublar. Xüsusilə istənilən kommutativ qrup həll olu
nandır. Əgər tənliyin əmsalları rasionaldırsa və sol tərəfi 
vuruqlarına ayrılmırsa, onda bu tənlik radikalda yalnız o 
zaman həll edilən olar ki, onun Qalua qrupu həll edilən 
olsun. Məsələn №-4x+2 =0 tənliyinin beş müxtəlif kökü 
var. Baxmayaraq ki, onlar bizə məlum deyil, verilmiş 
tənliyin Qalua qrupunun onun beş kökünün yerdəyiş
məsi ilə üst-üstə düşür.

Bu beşinci dərəcədən tənlik üçün mümkün olan
lardan “ən böyük” qrupdur. Deməli, tənliyin kökləri 
radikallarda ifadə olunmur və ona görə beşinci dərəcə
dən tənliklər üçün radikallarda ümümi düstur yoxdur.

Göründüyü Kimi x5-4x + 2 = 0 həqiqi kökü 
var. Onu istənilən dəqiqlİKİə hesablamaq olar. La- 
Kin onlar radİKallarda ifadə olunmayıb.

Əgər KÖKİərdən biri tapılıbsa, tənliyin 
dərəcəsini azaltmaq olar. Bezu teoremi: 
P(x) çoxhədlisinin x-c İKİhədlisinə bölün
məsindən alınan qalıq P(c) bərabərdirsə, 
onda

P(x)=(x-c)g(x)+P(c)

Teoremdən belə çıxır Kİ,
Əgər c, P(x) çoxhədlisinin KÖKÜdür- 

sə, onda çoxhədli (x-c) -yə bölünür.

P(x)=(x-c) Q(x)

harada Kİ, Q(x) çoxhədlisinin dərəcəsi 
P(x) çoxhədlisinin dərəcəsindən 1 vahid 
azdır.

Misallarımızı davam edərəK

P(x) = x3 + 3x2 + x - 2

çoxhədlisindən

x - x0 = x + 2

vuruğunu çıxaraq. Q(x) qismətini tapmaq 
üçün şəKİll-də göstərildiyi Kimi bölməni 
“bucaqlı” yerinə yetirməK olar (şəkİI 1).

x3+3x2+x-2 x + 2
-x3+2x2 x2+x-l

x2 +x
x2 +2x
-x-2
-x —2
0

Çoxhədlinin «bucaqlı» bölünməsi

ŞdKil 1

P(x) = x3 + 3x2 + x - 2 = x - 2 = (x3 + 2x2 )+ 
+ (x2 +2x)-(x + 2) = (x + 2)(x2 +x-l)

İndi x2 + x - 1 = 0 tənliyini həll et- 
тэк qalır.

Əgər tam əmsallı çoxhədlinin rasional 
KÖKİəri yoxdursa, onda onu dərəcəsi az 
olan tam əmsallı vuruqlarına ayırmaq la
zımdır.

Məsələn, x4-2x2-8x-3 = 0 tənliyinə 
baxaq.

Sol tərəfi əmsalları qeyri-müəyyən 
olan İKİ Kvadrat üçhədlisinin hasili şəKİin- 
də göstərəK:

x4 - 2x2 - 8x - 3 = (x2 + ax + />)(x2 + px + q)

Sağ tərəfdə mötərizələri açıb oxşarları 
çevirəK:

x4 - 2x2 - 8x - 3 = x4 + (a + /?)x3 +
+ (b + ap + q)x2 + (aq + bp)x + bq

Hər İKİ tərəfdən dərəcəsi eyni olan x- 
lərin əmsallarını bərabərləşdirsəK, sistem 
tənlİK alarıq:
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a + p = 0 
b + ap + q = -2 
aq + bp = -8 
bq = -3

Bu sistem tənliyi həll etmən cəhdi, 
bizi ümumilİKdə verilmiş tənliyin həllinə 
qaytarardı. Əgər onun tam kökü varsa, 
onu seçmə yolu ilə tapmaq çətin olmazdı. 
ÜmumilİKdə məhdudlaşdırmadan hesab et- 
тэк olar kİ, b>q, onda sonuncu tənlİK 
göstərir kİ, təKcə İkİ varianta baxmaq la
zımdır: b=3, q=—l və b=l, q=-3 Bu cütlə
rin qiymətlərini qalan tənlİKİərdə yerinə 
yazsaq, onlardan birincisi

x4 - 2x2 - 8x - 3 = (x2 + 2x + 3)(x2 - 2x -1) 

vuruqlarına ayrılacaq. Tənliyin bu həll üsu
lu qeyri-müəyyən əmsallar üsulu adlanır.

Əgər tənlİK P(0(x)) = O, harada kİ, P 
və Q çoxhədli şəKİindədirsə, y=Q(x) əvəz- 
ləməsi ilə dərəcəsi az olan İkİ tənliyə gəti
rilir: P(y)=O və Q (x) =y. Bu əvəzləmə xü
susilə bİKvadrat tənlİKİərin həllində istifa
də olunur.

Daha maraqlı hal qayıtma tənlİKİərin 
cüt dərəcədən olan

ö2„x2” 4- а2л_1х2"’1 + ...px + a0 = 0

tənliyin uclardan eyni uzaqlıqda duran əm
salları bərabərdir: a2n = a0, a2nl = a, və s.

Belə tənlİKİər x" -ə bölməKİə və

x

əvəzləməsi aparmaqla dərəcəsi İKİ dəfə az 
olan tənliyə gətirilir. Məsələn,

x4 + ax3 4- bx2 + ax 4-1 = 0

tənliyinə baxaq. Onu x2 -na bölüb, (qanun
la x=0 kök deyil)

2 , a 1x +ax + b-\--- 1- — = 0
x x

alırıq.

Qeyd edəK Ki, =x2+-y + 2

Ona görə y - x + — qiyməti
x 

y2+qy + Z>-2 = 0

tənliyini ödəyir.

x2 - yx + 1 = 0

tənliyini həll etməKİə x-i tapmaq olar.
Daha yÜKsəK dərəcəli qayıtma tənlİKİərinin 
həllində də bu faKtdan istifadə olunur. İs
tənilən к üçün x* + — ifadəsini y = x + — -

x x
in к dərəcəli çoxhədlisi şəKİində göstərməK 
olar. Burada təsvir olunmuş yollar dairənin 
beş hissəyə bölünməsində lazım olan tənli
yin araşdırılmasında (KompleKS ədədlərdə) 
istifadə olunurdu.

x5-l=0

Bu tənlİK ona görə elə adlandırılır kİ, 
əgər onun KÖKİərini KompleKS müstəvisin
də qeyd etsəK, onlar vahid dairə daxilində 
çəKİlmiş düzgün beş bucaqlının təpələrinə 
düşəcəK və bu təpələrdən birinin Koordi- 
nantı (1; 0 (şəkİİ 2) olar. KompleKS ədəd
lərin triqonometrİK təsvirindən istifadə 
edərəK (bax “KompleKS ədədlərin həndəsə
si” məqaləsinə) bu KÖKİəri aşağıdaKi Kİmi 
yaza bilərİK:

k = 1,2,3,4,5

Onlar arasında yeganə həqiqi kök 
z, =cosO + zsinO = 1 - dir. Soruşmaq olar Kİ, 
qalan KÖKİəri radİKallar vasitəsilə ifadə et- 
тэк olarmı? Bunu etməyə çalışaq. Tənliyin 
bir x=l kökü bizə məlum olduğuna görə 
tənliyin dərəcəsini azaldıb sol tərəfdən x-1 
İKİhədlisini mötərizə xaricinə çıxarıb

x — 5 = (x — l)(x4 + x3 4- x2 + x +1) 

alarıq.
x4 +x3 +x2 + x + l = 0 

tənliyinin həlli qalır. 0 qayıdandır hansı Kİ, 
biz onu həll edə bilirİK. Onu x2 - na böləK;

2 i 1 1 _n
X 4- X 4- 1 4------ 1—y — 0

X X

1 
Z - X4- —

X

əvəzlənməsi aparsaq, z24-z-l=0 alarıq. Bu 
-l±VT+4 -1±V5 

Kvadrat tənliyin zi<2 =----- ------ = —-----

KÖKİərini taparıq, x üçün x2 - zl2 4-1 = 0 və ya 

2x2-(-1±V5)x + 2 = 0 

tənlİKİərini alırıq.
Buradan

—ı ± Vs ± -\/б ± 2V5 — 16 _ 

X2,3,4,5 = 4

_-l±V5±/710±2V5
4

BeləlİKİə, bizim tənlİK KÖKİərdə, hətta 
Kvadrat KÖKİərdə həllin tapılmasına yol ve
rir. Axırıncı göstərir Kİ, pərgar və xətKe- 
şin Köməyi ilə düzgün beşbucaqlı qurmaq 
olar. (“Həndəsi qurmalar” məqaləsinə bax) 
Alınmış düstur dəqiq üsulu göstərir. Ən 
əvvəl x KompleKS ədədinin həqiqi və xəyalı 
hissələrinə bərabər olan parçalar qurulur, 
sonra isə uyğun Koordinantlar ilə nöqtələr 
- onlar elə beşbucaqlının təpələri olacaq. 
Düzgün çoxbucaqlınm qurulması haqqında 
məsələnin tam həllini, yəni dairənin n də
rəcədən hissələrə bölünməsində Kvadrat 
kök daxil olan tənlİKdən istifadə edilməsini 
Karl Fridrix Qauss vermişdir.

CƏBRİN ƏSAS TEOREMİ
BeləlİKİə, biz cəbri tənliyin KÖKÜnün 

kökIə ifadə olunması sualına baxdıq. “Nə
yi ifadə etməK” həmişə varmı? İstənilən 
cəbri tənlİK ən azı bir kökə malİKdirmi? 
Əgər söhbət həqiqi əmsallı, yalnız həqiqi 
kökə malİK tənlİKdən gedirsə, ola bilər Kİ, 
olmasın, necə Kİ, disKriminantı mənfi olan 
Kvadrat tənlİKdə olduğu Kİmi. Əgər котр- 
leKS KÖKİər olarsa, həqiqi, həm də котр- 
leKS əmsallı istənilən İKİqat hesabla olacaq. 
Bunu, kök üçün olan ifadəni tənlİKdə (Vi- 
yet düsturu) yerinə qoymaqla yoxlamaq 
olar. Eləcə də bu düstur üçüncü və dördün
cü dərəcəli tənlİKİərin həllində göstərir Kİ, 
bu tənlİKİər həmişə uyğun olaraq üç və 
dörd KompleKS kökə malİKdir. Daha yÜK- 
sək dərəcəli tənlİKİər üçün gördüyümüz 
ümumi düsturlar mövcud deyil. Buna bax
mayaraq aşağıdaKi teorem düzgündür.

* P(x) çoxhədli olduqda KompleKS 
əmsallı istənilən cəbri P(x)=0 tənliyinin 
heç olmazsa, bir KompleKS kökü var. Bu 
mövcudluğun aydın teoremidir. О кокйп 
tapılmasını izah etmir, yalnız кокйп oldu
ğunu bildirir. Bu cəbrin əsas teoremi adla
nır. Teorem belə ad aldıqdan sonra cəbri 
üsul çox inKİşaf etmiş və yalnız cəbri tən- 
lİKİərin araşdırılması ilə məhdudlanmır. 
Ona görə indi bu ad tarixi ənənədir.

Əgər P(x), n dərəcəli çoxhədli, x, isə 
cəbrin əsas teoremini təmin edən kökü ol
duqda Bezu teoreminə görə

Рл(Х)=(Х_Х1 )Pn-l(X)

harada Kİ, P„2-(x/dərəcəsi n-1 olan çox
hədlidir. öz növbəsində

P„-ı(x) = (x-x2)pn-2(x)

harada Kİ, x2 - P„_t (x) çoxhədlisinin KÖKÜdür, 
Pn_2~(x) çoxhədlisinin dərəcəsi n-2 dir.

Bu qayda ilə davam etsəK, n addımdan 
sonra P„(x) çoxhədlisinin xətti vuruqlara 
ayrılışını alarıq,

Pn( x)=a( x-xj( x-x2)...( x-xn).

Bunlardan bəziləri təKrarlana bilər. 
Bu halda Xj ədədi Pn(x) çoxhədlisinin kök-
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larinin bölünəni, təKrarlananların sayı isə 
bu кокйп bölünəni adlandırılır. Alınmış 
vuruqlara ayırmadan görünür kİ,

* Əgər axırıncı bölünəni nəzərə alıb he
sablasaq n dərəcəli istənilən cəbri tənliyin 
KompleKS KÖKİərinin sayı n-ə bəraəbrdir.

Birinci dəfə XVII əsrdə deyilən cəbrin 
əsas teoremi indİKİndən az fərqlənir. Rene 
DeKart deyirdi kİ, cəbri tənliyin KÖKİərinin 
sayı onun “ölçülərinin sayı” ilə üst-üstə 
düşür. (1637-ci il) Birinci dəfə bu teorem, 
isbatı ciddi olmayan şəKİldə, fransız mexa
nİKİ və riyaziyyatçısı Jan Leron Dalamber 
(1746) tərəfindən verilmişdir. Sonralar isə 
Eyler (elə o teoremin şəKİini dəqiqləşdirir
di) və başqa riyaziyyatçıların isbatı yaran
dı, amma bu teoremin tam ciddi isbatını 
İİk dəfə Qauss verdi.

HƏQİQİ ƏMSALLI ÇOXHƏDLİNİN 
KÖKLƏRİ

Əgər P(x) çoxhədlisinin bütün əmsal
ları həqiqidirsə, onda onun istənilən a =a+bi 
KompleKS kökü ilə birlİKdə a =a-bi qoşma 
KompleKS kökü də var. Çoxhədlinin vuruq
lara ayrılışında üyğun mötərizələri qrup
laşdırsaq, həqiqi əmsallı disKriminanatı 
mənfi olan Kvadrat üçhədli alarıq (onun 
kökü xəyalidir).

(x- a)(x-a)= x2 -(a + a)x + aa = 
= x2 - lax + (a2 + b2)

Deməli,
* istənilən həqiqi əmsallı n dərəcəli çox
hədli həqiqi əmsallı, dərəcəsi 2-dən böyÜK 
olmayan çoxhədlilərin hasilinə ayrılır.

Məsələn, /?(x) = x4 +1 çoxhədlisini 
KompleKS vuruqlara ayrılmadan istifadə 
edərəK, həqiqi vuruqlara ayıraq.

Əgər verilmiş tənliyi x2 = ±i şəKİində 
yazsaq, x4 +1 = 0 tənliyinin KÖKİərini asan 
tapmaq olar. BeləlİKİə,

_ ±1±z’ 
Х,'2Л4_ V2

İkİ cüt qoşma- KompleKS KÖKİər üçün 

(x-x2)(x-x2)=x2 -V2x + 1 

alarıq.
Analoji olaraq İKİnci cütlər üçün

-1 + i — 1 — z
Тл" və X4=_7F

(x - x3 )(x - x4) = x2 + л/2х +1 

alarıq. Nəticədə

x4 + l = (x2 -V2x + ljx2 + V2x + 1) 

vuruqlarını alarıq.

FUNKSİONAL TƏNLİKLƏR

FunKsional tənlİKİərdə müəyyən xassə
lərə malİK olan və ya müəyyən münasibəti 
ödəyən bütün funKsiyalar axtarılır. Belə 
tənlİKİəri həll etməK üçün əldə olan xassə
lərdən və ya münasibətlərdən funKsiya 
haqqında mümKÜn qədər çox informasiya - 
monotonluq, məhdudluq, cüt və ya təK 
olma, KəsilməzlİK, tərpənməz nöqtələr və s. 
Kimi - əldə etməK lazımdır.

İLKİN ANLAYIŞLAR

Fərz edəK Kİ, X,Y verimiş çoxluqlar
dır. f isə müəyyən qaydada təyin edilmiş 
X çoxluğunu Y çoxluğuna çevirən uy
ğunluqdur. Əgər f uyğunluğu X çoxlu
ğunun istənilən elementinə Y çoxluğun
dan yalnız bir element qarşı qoyursa, f 
uyğunluğuna X çoxluğunda təyin edilmiş 
və Y çoxluğunda qiymətlər alan funKsiya 
deyilir. X çoxluğuna f funKsiyasının tə
yin oblastı, Y çoxluğuna isə funKsiyanın 
qiymətlər çoxluğu deyilir və bu adətən aşa- 
ğıdaKi Kimi yazılır

D(/) = X- R(f)= Y.

FunKsiyanın ümumi tərifində X və Y 
çoxluqları əvvəldən verilmiş olur. Həqiqi 
dəyişənli funKsiyalar çox vaxt müəyyən bir 
y = f(x) şəKİində düstur vasitəsilə verilir. 
Yəni, təyin oblastmdan götürülmüş x dəyi- 
şəninin seçilmiş qiymətinə y dəyişəninin

y = f(x) düsturu vasitəsilə hesablanaraq ta
pılan qiyməti qarşı qoyulur. Burada x dəyi
şəni daha iİKİn rol oynayır. Buna görə də x 
asılı olmayan dəyişən və ya arqument adlan
dırılır. y isə asılı dəyişən adlandırılır.

Xüsusi istisnalar olmazsa, y = /(x) düs
turu ilə verilmiş funKsiyanin təyin oblastı 
x dəyişəninin bu düsturu mənalı edən 
qiymətlər çoxluğu, funKsiyanın qiymətlər 
oblastı isə onun bu təyin oblastmda aldığı 
qiymətlərin əmələ gətirdiyi çoxluq hesab 
edilir. BeləlİKİə, müəyyən bir düstur ilə ve
rilən funKsiyanın təyin oblastı və qiymətlər 
çoxluyğu da məhz bu düstur vasitəsilə tə
yin edilir. Qeyd edək kİ, ümumi tərifdə Y 
qiymətlər oblastının bütünlÜKİə verilən 
funKsiya vasitəsilə «örtülməsi» şərti qoyul
mur. BeləlİKİə, y = /(x) düsturu vasitəsilə 
təyin edilən funKSİyanı aşağıdaKi Kimi qə
bul edirİK: təyin oblastı:
X = {x e R: /(x) məna kəsb edir }, qiymətlər 
çoxluğu: Y -{у e /?:3x e X => /(x) = y} uyğun
luq: f düsturu vasitəsilə müəyyənləşir.

Deməli, həqiqi dəyişənli müəyyən bir f 
düsturu ilə təyin edilən funKsiyanın qiy
mətlər çoxluğu tam şəKİldə «örtülür». Bu 
halda /?(/) əvəzinə E(/) yazılışından isti
fadə edilir. Verilmiş funKsiyaya təyin ob- 
lastınm istənilən altçoxluğunda təyin edil
miş funKsiya Kimi baxmaq olar.

f :X -> У verilmiş funKsiya, А с X 
müəyyən bir altçoxluqdur. Təyin oblastı A 
çoxluğu olan qiymətləri f funKsiyasının 
qiyməti ilə üst-üstə düşən funKsiyaya f 
funKsiyasının A çoxluğuna sıxılması deyi
lir və /| A Kimi işarə edilir.

X c %' müəyyən çoxluqlardır. 
f: X -> Y isə verilmiş funKsiyadır. X' 
çoxluğunda təyin edilmiş və X çoxluğuna 
sıxılması f funKsiyası ilə üst-üstə düşən 
F funKSİyasma f funKsiyasının X' çoxlu
ğuna davamı deyilir.

f :X -+Y və g:Y -> X verilmiş funKsi- 
yaları üçün

Vxg A=>g(/(x)) = x, 
Vyer=>/(g(y))sy.

münasibətləri eynilİKİə ödənilirsə, /(x) və 
g(y) funKSİyaları qarşılıqlı tərs funKsi
yalar adlanırlar.

Tək və cüt funKsiyalar. Həqiqi ədədlər 
çoxluğunun sıfıra nəzərən simmetrİK, 
müəyyən X altçoxluğunda təyin edilmiş 
/(x) funKsiyası verilmişdir.

Arqumentin istənilən хе X qiyməti üçün 
/(-x) = /(x) bərabərliyi ödənirsə, /(x) funK- 
siyasma cüt funKsiya, /(-x) = -/(x) bərabər
liyi ödənirsə /(x) funKsiyasına təK funKsiya 
deyilir.

Tək funKsiyanın qrafİKİ Koordinat baş
lanğıcına nəzərən, cüt funKsiyanın qrafİKİ 
isə ortinat oxuna nəzərən simmetrİKdir.

/(x) = x;x3;x5;... funKsiyalarının hər 
biri R həqiqi ədədlər çoxluğunda təyin 
edilmişdir və istənilən x e R həqiqi ədədi 
üçün

f(-x) = -f(x)

bərabərliyi ödənilir. Buna görə də onların 
hər biri təK funKsiyadır.
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,/(x)-c;x2;x4;... funksiyalarından hər 
biri həqiqi ədədlər çoxluğunda təyin edilib 
və arqumentin istənilən qiymətində 
/(~x) = /(x) bərabərliyi ödənilir. Buna görə 
də bu funKsiyalardan hər biri cüt funKsiya- 
dır.

Məhdud funKsiyalar. f: X Y veril
miş funksiyadır. Müəyyən bir т\ M ədədlə
ri və arqumentin istənilən qiyməti üçün 
/(x)<M;(/(x) > m) bərabərsizlikləri ödəni
lirsə, /(x) funksiyası yuxarıdan (aşağıdan) 
məhdud funksiya adlanır, m', M ədədlərinə 
isə uyğun olaraq /(x) funksiyasının aşağı 
və yuxarı sərhədləri deyilir. Eyni zamanda 
aşağıdan və yuxarıdan məhdud olan 
funksiyaya məhdud funksiya deyilir. Yu
xarı sərhədlər arasında ən Kiçiyinə funKsi- 
yanın supremumu, aşağı sərhədlər arasında 
ən böyüyünə isə funKsiyanın infimumu de
yilir və uyğun olaraq

sup /(x); inf /(x
xeD(/) xeD(/)

anlaşılmazlıq olmazsa sadəcə 
sup/(x); inf/(x)

Kİmi işarə edilirlər.

1) sup/(x)=Af<=>Vx e £>(/)=> f(x)<M
Vi'> 03x e £)(/)=> Л/-£-< /(x)

2) inf /(x) = m <=> Vx e Z)(/) => /(x) > m
Vf > 03x e £>(/)=>/n + f > /(x)

X c R, f: X —> R funKsiyası həqiqi 
ədədlər çoxluğunun müəyyən bir altçoxlu- 
ğunda təyin edilmiş funKSİyadır. Müəyyən 
T 0 ədədi üçün aşağıdakı şərtlər ödənilir:

VxeXzJx + Ге!;
/(х+Г)=/(х)

Onda /(x) funKsiyasına periodİK və ya 
dövri funKsiya, T ədədinə isə funKsiyanın 
periodu və ya dövri deyilir.

y = /(x) verilmiş funKsiya, c isə təyin 
oblastının limit nöqtəsidir, a ədədi üçün

Vf > 03J > 0 Vx e {c-S,c + <?)=> |/(x)- a\ < £ 

təKİifi doğrudur. Onda deyirlər kİ, /(x) 
funKsiyasının c nöqtəsində limiti var və a 
ədədinə bərabərdir və bunu lim /'(x) = a x-^c 
Kİmi yazırlar.

Əgər c^X nöqtəsində lim /'(x)= f(c\x—x 7 
olarsa, /(x) funKsiyası c nöqtəsində Kəsil
məz funKsiya adlanır.

Tərif. Təyin oblastının bütün nöqtələ
rində Kəsilməz olan funKsiyaya Kəsilməz 
funKsiya deyilir.

İndi isə sonlu və ya sonsuz intervalda 
təyin edilmiş f: (n; Z>) —> R funKsiyasına ba
xaq.

Arqumentin istənilən iki qiymətində 
Vx, y e (a; b), x < y => /(x) < f(y) şərti ödənilir
sə, /(x) funksiyası (a; b) aralığında ciddi artan 
funksiya, Vx,ye(a;b), x<y=> f(x)> f(y) bə
rabərsizliyi ödənilirsə, /(x) funksiyası 
(a;b) aralığında ciddi azalan funksiya adla
nır. Bərabərsizliklər ciddi olmazsa, uyğun 
olaraq monoton artan, monoton azalan 
funksiyalar adlandırılırlar. Ümumi halda 
azalan, artan funksiyalar monoton 
funksiyalar adlandırılırlar.

QrafİKdə funKsiyanın monotonluğunu 
təyin etməK üçün absis oxu ilə soldan sağa 
hərəkət etmək lazımdır: qrafİK yuxarı 
qalxdığı aralıqda funKsiya artır, qrafİK 
aşağı endiyi aralıqda isə funKsiya azalır. 
ŞəKİldə verilən funKsiya

(x]; x2), (x3; x4) aralıqlarında artır;
(x2; x3), (x4; x5) aralıqlarında isə azalır.

Tərifdən aydındır ki, verilmiş aralıqda 
funksiyanın monotonluğunu araşdırmaq 
üçün /(x)-/(y), (x<y) fərqinin işarəsini 
təyin etmək lazımdır.

SADƏ FUNKSİONAL TƏNLİKLƏR

Bu tip funKsional tənlİKİəri aşağıdaKi 
Kİmi xaraKterizə etməK olar: g(x) tərsi 
olan funKSİyadır, /?(x) isə verilmiş funKsi- 
yadır. /(g(x)) = /?(x) bərabərliyi eynilİKİə 
doğru olan /(x) funKSİyalarmm tapılması 
tələb edilir. Bu növ funKsional tənlİKİərin 
həlli /(x) = /ı(g'‘(x)) şəKİində təyin edilirlər.

Həqiqi ədədlər çoxluğunda təyin edil
miş və arqumentin istənilən qiymətində 
/(x3)=x2 münasibətini ödəyən bütün /(x) 
funKSİyalarını tapmaq lazımdır.

g(x) = x3 funKsiyasının tərsi g '(x) = y[x 
funKsiyasıdır. Buna görə də axtarılan 
funKsiya

/(x) = (Vx) = x3

şəKİində təyin edilmiş funKSİyadır. 
a/0 müəyyən bir həqiqi ədəddir. 

f \R-y R funKsiyası R həqiqi ədədlər çox
luğunda təyin edilmiş və arqumentin istə
nilən qiymətində /(x + a) = x şərtini ödəyir.
Axtarılan funKSİyanı tapın.

y = x + a əvəzləməsini aparsaq, x = y-a 
və f(y)=y~a xətti funKSİyasını alarıq.

Bəzən funKsional tənlİKdə dəyişənlərin 
vurma və ya toplamaya nəzərən simmetrİK 
Kombinasiyaları iştiraK edir.

Sıfırdan fərqli bütün nöqtələrdə təyin 
edilmiş və arqumentin istənilən qiymətində 
/(x)/^-j = x münasibəti ödənilən funKsiya- 

nın olmadığını isbat edin.
Doğrudan da arqumentin istənilən qiy

mətində

münasibəti ödənilməlidir. Bu da yalnız 
x = 1 olduqda mümKÜndür. Axtarılan funK
siya isə R \ {o} çoxluğunda təyin edilməli
dir.

Həqiqi ədədlər çoxluğunda təyin edil
miş və arqumentin istənilən qiymətində 
/(2x)=2/(x) münasibəti ödənilən, eynilİKİə 
sıfıra bərabər olmayan məhdud funKSİya- 
nın olmadığını isbat edin.

İsbatı. Doğrudan da, verilən şərti ödə
yən funKsiya x dəyişəninin istənilən qeyd 
olunmuş qiymətində və ixtiyarı n natural 
ədədi üçün

/(2"x)= 2"/(x)

xassəsinə malİK olmalıdır (induKtiv ola
raq). Əgər arqumentin müəyyən bir x qiy
məti üçün /(x)*0 olarsa lim|/(2”x)| = oo ol
malıdır. Bu da funKsiyanın məhdud olma
sına ziddir.

R \ {o} çoxluğunda təyin edilmiş və ar
qumentin istənilən qiymətində

2/(x)+ 3/M = 5

münasibəti ödənilən bütün funKsiyaları tapın.
Verilən münasibətdən Vx g R \ {O} ədədi 

üçün

2/(х)+3/Ш = 5

2/Щ + 3/(х)=5 

münasibətlərinin eyni zamanda ödənildiyi 
aşKardır. İİk bərabərliyi (-2)-yə, İKİnci bə
rabərliyi 3-ə vurub, alınan bərabərlİKİəri 
tərəf-tərəfə toplasaq

5/(x) = 5 <=> /(x)= 1

bərabərliyini alarıq. BeləlİKİə, axtarılan 
funKsiya /(x)=l sabit funKsiyasıdır.
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KƏSİLMƏZLİK VƏ FUNKSİONAL 
TƏNLİKLƏR

Sıx çoxluqlar. İrəlidə istifadə edəcəyi
miz bir anlayış haqqında qısa məlumat ver- 
тэк istərdİK.

X verilmiş çoxluqdur və A cz X . X 
çoxluğunun istənilən x elementi üçün həd
ləri A çoxluğundan olan müəyyən bir 

var Kİ, lima„=x münasibəti ödəni

lir. Onda söyləyirlər kİ, A çoxluğu X çox
luğunun sıx altçoxluğudur. Digər üsulla 
Kvantorlar dilində bunu aşağıdaKi Kimi 
yazmaq olar:

VxeX, V£,>0 Ba e A lx-a| < e

Hədləri A çoxluğunun elementləri olan 
yığılan ardıcıllıqların limitlərindən təşKİl 
edilmiş çoxluq A çoxluğunun qapanması 
adlanır və A Kimi işarə edilir. Asanlıqla 
isbat etməK olar Kİ, A çoxluğu X çoxluğu
nun sıx altçoxluğu olması üçün X cz A ol
ması zəruri və Kafidir.

Q rasional ədədlər çoxluğu R həqiqi 
ədədlər çoxluğunun sıx altçoxluğudur. Bu 
həqiqi ədədlərin tərifindən aydındır.

İrrasional ədədlər çoxluğu həqiqi ədəd
lər çoxluğunun sıx altçoxluğudur. Doğru
dan da istənilən İkİ müxtəlif rasional ədəd 
arasında heç olmasa bir irrasional ədəd 
yerləşir. Buna görə də

X/qeQ X/nçN3rı£Q=>q<r<q +
1 I l 1 + — => \q-r < — 
n n

:meN,m<2" şəKİində təyin

edilmiş çoxluq X = [0;l] çoxluğunun sıx 
altçoxluğudur. Doğrudan da tutaq Kİ, 
x&X istənilən həqiqi ədəddir. Əgər x e A 
olarsa, tələb edilən ardıcıllıq olaraq 
a„ = x = const Kimi təyin edilmiş sabit ardı
cıllıq götürməK Kifayətdir. Fərz edəK kİ, 
x £ A. Onda istənilən natural n ədədi üçün 
yeganə elə bir mn ədədi var kİ,

+1
2"

bərabərsizliyi ödənilir. Onda hədləri
m

an = ~ şəKİində təyin edilmiş ardıcıllıq tə

ləb edilən xassələrə malİK olan ardıcıllıq
dır. Yəni,

=> an e A; lima„ = x.
n—>cc

A = (cr;r g q} çoxluğu Ä+={x:x>0} = 
= (0;oo) çoxluğunun sıx altçoxluğudur.

A çoxluğu B çoxluğunda, B isə C 
çoxluğunda sıx çoxluqlardırsa, A çoxluğu 
C çoxluğunda sıx çoxluqdur.

A çoxluğu B çoxluğunda sıx olduğun
dan B cz A, B çoxluğu C çoxluğunda sıx 
olduğundan C cz B münasibətləri ödənir. 
Buradan C cz В с A olduğu almır. Başqa 
sözlə, A çoxluğu C çoxluğunda sıx çoxluq
dur.

f :X —> R Kəsilməz funKsiyadır. A cz X 
təyin oblastımn sıx altçoxluğudur. Onda 
f{Ä) çoxluğu /(X) çoxluğunun sıx altçox
luğudur.

Tutaq Kİ, ye/(x). Başqa sözlə 
3xg Y=>y = /(x). A çoxluğu X çoxluğu
nun sıx altçoxluğu olduğu üçün

3x„ : x„ g A => limx„ =x.

Digər tərəfdən /(x) Kəsilməz olduğu 
üçün

lim xn = x => lim /(x„ ) = f(x).

0<a<l,tzGÄ\2 irrasional ədəddir. 
A = {{na}:neN} ədədlər çoxluğu [0;l] par
çasının sıx altçoxluğudur (Burada {a} ilə ö 
ədədinin kəsr hissəsi işarə edilmişdir).

İsbatı İkİ mərhələdə aparacağıq.
1-ci mərhələ. İsbat edəK ki, 

inf A = 0; sup A = 1 münasibətlərindən heç ol
masa biri ödənilir. ƏKSİni fərz edəK. Başqa 
sözlə, inf A = m > 0, sup A = M < 1 •

Onda
1

3p => m < a = {pa} + = c

şərtini ödəyən p ədədi olmalıdır. Tutaq Kİ,

ka <A <(k + \)a .

Aydındır Kİ, ka < M olmalıdır. BeləlİK- 
lə,

(к + l)a < ka+m+1 - M < M+m+1 - M= 
= m+1 => (k +1 )a -1 < m

Onda
(k + \}pa = (k +1W + (* + OW =*
=>{{k + \)pa} = (k + \)a-\<m 

olmalıdır. Bu isə w = inf{na} olmasına zid
dir. Bu, fərziyyəmizin doğru olmaması de
məKdir. Buna görə də ya inffca}=0 və ya 
sup{no:J = M -1 olmalıdır.

2-ci mərhələ. Tutaq Kİ, sup{n«} = M - 1• 
Onda istənilən verilmiş p e N ədədi üçün 
elə k nömrəsi tapmaq olar Kİ, 
l__L</? = {£a}<l bərabərsizliyi ödənilir.

P ı
Tutaq Kİ e = 1 - P. Aydındır Kİ, e < - Aşa- 

ğıdaKi ardıcıllığa baxaq

=qP-q^N,qE<\\

Aydındır Kİ,

q>qp = q{\-E} = q-q£>q-^^{qP} = X-ci£-

BeləliKİə, pq ədədlərinin Kəsr hissələri

£<— addımı ilə azalır. Onda aydındır Kİ,
P

0;— 1 .2
?•••

p-\\ parçalarının hır bi-
P. _P P- L p .

rinə {pq ( ədədlərindın heç olmasa biri daxil 
olmalıdır. Buna görə də A = [[na}:neN}

ədədlər çoxluğu [0;l] parçasının sıx altçox
luğudur.

Digər hal, yəni, inf{n«} = 0 olduqda da 
tələb edilən hÖKm analoji qaydada isbat 
edilir. Bunu oxucuya həvalə edirİK.

a;Z? verilmiş ədədlərdir və — irrasional 

ədəddir. Onda

X = {na-mb:n,m&N-,O<na-mb<b} 

çoxluğu [0;б] çoxluğunun sıx altçoxluğu
dur.

a = - qəbul edəK. YuxarıdaKi hÖKmə 
b r ı

əsasən A = {{na}:n&N} çoxluğu [O;1J parça
sının sıx altçoxluğudur. Başqa sözlə,

X/c g [0;l] 3x„ = M e A n = 1,2,3,... => limx„ = c

İndi isə fərz edəK Kİ, p e Onda aydın

dır Kİ, c = y e [ЭД] və
b

3x„ = j « = W’- => hmx„ = c = -

Digər tərəfdən aydındır Kİ,

Vİ m„a-k,b зкя=>[~ь~\=~~ь~~'

Odur Ki, lim(™„a-£„/>) = P • Bu da bi" 
zim istədiyimizdir. .

Vahid çevrənin radian ölçüləri natural 
ədədlərlə ifadə edilən altçoxluğu onun sıx 
altçoxluğudur.

Nəticə 3.4-də a = V, b = 2я götürməK ki- 

L У Kəsilməz funKsiyalar. FunKsional tən- 
lİKdə funKSİyanm Kəsilməzliyi şərti qoyul- 

’ muşsa funKsiyanı əvvəlcə müəyyən bir sıx 
altçoxluqda təyin edib, Kəsilməz olaraq bü
tün təyin oblastına davam etdirməK olar. 
Xüsusi halda sıx altçoxluq Kİmi rasional 
ədədlər çoxluğunu götürməK olar. MəKtəb 
Kursundan tanış olduğumuz əsas funKsiya- 
ların bu üsulla təyin edilməsi mümKÜndür.
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şəKİində təyin edilmiş funKsiya Dirixle 
funKsiyası adlanır. Bu funKSİyanın rasio
nal ədədlər çoxluğuna sıxılması £)| Q = 1, ir- 
rasional ədədlər çoxluğuna sıxılması isə 

/e\(2 = 0 sabit funKsiyalarıdır. Eyni zaman
da R həqiqi ədədlər çoxluğunda təyin edil
miş D(x) Dirixle funKsiyası Q rasional 
ədədlər çoxluğunda /(x)=l münasibəti ilə 
təyin edilmiş funKSİyanın davamıdır.

X c. X' və f :X —> У isə verilmiş funK- 
siyadır. Özlüyündə aydındır kİ, f funKsi- 
yasmın X' çoxluğuna sonsuz sayda üsulla 
davam etdirməK olar. Ancaq X çoxluğu 
X' çoxluğunun sıx altçoxluğu, f:X^>Y 
funKsiyası X çoxluğunda Kəsilməz funK
siya olduqda aşağıdaKi teorem doğrudur.

X çoxluğu X' çoxluğunun sıx altçox
luğu, f : X -> Y funKsiyası X çoxluğunda 
təyin edilmiş Kəsilməz funKSİyadır. Onda 
/(x) funKsiyasınm X' çoxluğuna Kəsilməz 
davamı varsa, o yeganədir.

Tutaq kİ, F: X'—> Y funKsiyası 
f '-X —>Y funKsiyasınm Kəsilməz davamı
dır və x e X'\X. Tərifə əsasən

-a„eX, lim a„= x
n-+co

Onda lim F(a )= F(x)=> lim f(a )=f(x).

Ümumi halda sıx altçoxluqda təyin 
edilmiş Kəsilməz, monoton, məhdud funK- 
siyanın bütün çoxluğa Kəsilməz davam et
dirilməsi ola bilər тйткйп olmasın.

(O;1J çoxluğunda təyin edilmiş orada

Kəsilməz, məhdud olan /(x)=sin- şəKİində
x

təyin edilmiş funKSİyanı [O;1J qapalı aralığa 
Kəsilməz davam etdirməK olmaz.

X = (-oo;0)u(0;oo) çoxluğunda

x x g (- oo;0)
1 + x x e (0;oo) 

şəKİində təyin edilmiş təyin oblastmda Kə
silməz monoton artan olan funKSİyanı R 
həqiqi ədədlər çoxluğuna Kəsilməz davam 
etdirməK тйткйп deyil.

Xüsusi halda aşağıdaKi doğrudur:
X çoxluğu X' çoxluğunun sıx altçox

luğu, f:X->Y funKsiyası X çoxluğunda 
təyin edilmiş monoton məhdud Kəsilməz 
funKSİyadır. Onda /(x) funKsiyasınm X' 
çoxluğuna monoton funKsiya Kimi davam 
etdirməK olar.

Tutaq kİ, x e X'\X. Tərifə əsasən 
3{«J”ı ;a„ eX, hman=x. Tutaq Kİ, {a„}”=1 

monoton artan ardıcıllıqdır. Onda 
monoton məhdud ardıcıllıq olduğu 

üçün o yığılan ardıcıllıqdır. Tutaq kİ,

3{^Х1 -b„eX, limZq =x
W—>00

digər bir ardıcıllıqdır. YuxarıdaKi mülahi
zələrə əsasən {/(/>„ )}”=1 monoton məhdud ar- 
dıcllıq olduğu üçün o yığılan ardıcıllıqdır. 
Aydındır kİ, lim/(a„) = lim/(£„). Fərz edəK 
Kİ, lim/(a ) = a. F(x) = a qəbul edəK. Asan-П—>00 7

lıqla yoxlamaq olar kİ, F(x) funKsiyası mo
noton funKSİyadır.

Düz mütənasiblİK funKsiyası. Həqiqi 
ədədlər çoxluğunda təyin edilmiş və dəyişə
nin istənilən İkİ x,y qiymətləri üçün 

bərabərliyi ödənilən bütün Kəsilməz funKSİ- 
yaları tapın (Bu xassəyə malİK olan funxsi- 
yalara additiv funKsiyalar deyilir).

İİk olaraq funKSİyanı rasional ədədlər 
üzərində təyin edib, sonra bütün həqiqi 
ədədlər çoxluğuna davam etdirəcəyİK.

a) /(ə) = /(0 + 0) = /(0) + /(0) = 2/(0) => /(0) = 0 

bərabərliyindən /(0) = 0 olduğu almır. Di
gər tərəfdən
/(°) = f(x — x) = /(x) + /(- x) => /(- x) = —/(x)

münasibətinin doğruluğu və axtarılan /(x) 
funKsiyasınm təK olduğu alınır.

b) f$ = c işarələməsini aparsaq, in- 
duKtiv olaraq /(я) = я/(1)=пс münasibəti 
almır.

c)

bərabərliyindən — münasibəti alı- 
n

nır.

BeləlİKİə, həqiqi ədədlər çoxluğunda tə
yin edilmiş və rasional ədədlər çoxluğuna 
sıxılması /(r)=cr şəKİində olan bütün Kə
silməz funKsiyalar axtarılır. İndi isə tutaq 
Kİ, x irrasional ədəd, q,r2,r3,... isə x-ə yı
ğılan rasional ədədlər ardıcıllığıdır. Axta
rılan /(x) funKsiyası Kəsilməz olduğundan

/(x) = lim f(rn) = lim(cr„) = cx

bərabərliyi ödənilməlidir. Asanlıqla görməK 
olar Kİ, yuxarıdaKi limit x ədədinə yığılan 
rasional ədədlər ardıcıllığının seçimindən 
asılı deyil.

Üstlü funKsiya. Həqiqi ədədlər çoxlu
ğunda təyin edilmiş, dəyişənin istənilən İKİ 
qiyməti üçün

f(x + y)= /(x)/(y)

bərabərliyi ödənilən bütün Kəsilməz funKsi- 
yaları tapın.

a ) /(x) = /(O + x)= /(0)/(x) münasibə
tindən /(o)= 0 və ya /(o)= 1 olduğu alınır. 
Əgər /(0) = 0 olarsa,

Vx e R => /(x) = /(0)/(x) = 0 
bərabərliyindən /(x) = 0 bərabərliyinin ey- 
nilİKİə doğru olduğu almır. Başqa sözlə, 
/(0)=0 olarsa, /(x) = 0.

İKİnci qeyri trivial /(o) = 1 halını araş
dıraq. Fərz edəK Kİ, /(1) = u

b) /(«x) = (/(x))" =>/(«) = (/(O)" =a" və

bərabərliyinin doğruluğu aşKardır.

= Äx)f(-x)^f(-x) = 1
/W

Xüsusi halda /(-w) = /(«)

n \n )

■№))
e) Axtarılan funKSİyanın rasional ədəd

lər çoxluğuna sıxılması /(r) = a monoton 
funKSİyadır.

Tutaq Kİ, x irrasional ədəd, q,r2,r3,... 
isə x-ə yığılan rasional ədədlər ardıcıllığı
dır. Axtarılan /(x) funKsiyası Kəsilməz ol
duğundan

/(x)= lim/(r„)= limar” = ax.

BeləlİKİə, tələb edilən xassələrə malİK 
olan eynilİKİə sıfıra bərabər olmayan funK
siya /(x) = ax;a>0 şəKİində üstlü funKsi- 
yadır.

Qeyd 1. a) bəndindən aydın olur Kİ, 
axtarılan funKsiya müəyyən bir nöqtədə 
sıfıra bərabər qiymət alırsa, o eynilİKİə 
sıfıra bərabər olmalıdır. Doğrudan da tutaq 
Kİ,

/(c) = 0 => /(x) = /(c + (x - c)) = 
= /(c)/(x-c) = 0

234



Riyaziyyat ensiklopediyası -1 Riyaziyyat ensiklopediyası -1

Qeyd 2. Bilavasitə isbat etməK olar kİ, 
axtarılan funKsiya eynilİKİə sıfıra bərabər 
deyilsə, o yalnız müsbət qiymətlər alır. 
Doğrudan da

Onda g(x) = ln /(x) funKsiyası üçün 

g(x + y) = İn /(x + y) = ln(/(x)/(y )) = 
= İn /(x) + İn /(y) = g(x) + g(y) 

münasibəti eynilİKİə ödənilir. Buna görə də

3c Vx => g(x) = ex = İn /(x) =>
=>/(x) = eCI=ax; (a = ec)

Ancaq bunun üçün əvvəlcə loqarifmİK 
funKsiya təyin edilməlidir.

Qüvvət funKsiyası. Müsbət ədədlər 
çoxluğunda təyin edilmiş və 
f(xy)~f(x)f(y) bərabərliyi eynilİKİə doğru 
olan funKsiyaları tapın.

a) /(1) = /(1 -1) = /(1)/(1) = (/(1))2 münasi
bətindən ya /(l) = 0 ya da /(1)=1 olması 
almır. Əgər /(l) = 0 olarsa,

Vx e/? =>/(x) = /(l)/(x) = 0 
eyniliyini alarıq. Başqa sözlə, bu halda ax
tarılan funKsiya eynilİKİə sıfıra bərabər ol
malıdır.

b) İndi isə fərz edəK Kİ, /(1)= 1 və c 
qeyd edilmiş müəyyən bir müsbət ədəddir. 
/(c) = a işarələməsini daxil edəK. <7 və c 
müsbət ədədlər olduqları üçün p - logc a 
ədədindən danışmaq olar. Onda

münasibəti almır. BeləlİKİə,

x = cr;reg=>/(x)=x₽

şəKİində təyin edilir. Digər tərəfdən aydın
dır kİ, X = : r e q} çoxluğu R+ müsbət hə
qiqi ədədlərin sıx altçoxluğudur. Buna görə 
də tələb edilən xassələrə malİK olan funKsiya 
/(x) = xp; (peR) şəKİində təyin edilmiş 
qüvvət funKsiyasıdır.

LoqarifmİK funKsiya. Müsbət ədədlər 
çoxluğunda təyin edilmiş /(xy) = /(x)+/(y) 
münasibətini ödəyən bütün funKsiyaları ta
pın.

a) Asanlıqla görməK olar kİ, /(l)=0. 
Doğrudan da

Vx > 0 /(x) = /(1 ■ x) = /(1)+ /(x) => /(1) = 0.

b) Tutaq Kİ, c > 0 müəyyən bir ədəddir 
və/(c) = a və a = loghc qəbul edəK.

a = f(y)=f Y C f' _lk
c " = »/ c" C "

A J k 7 l 7

1= a • —
n

1 m= ma — = a — 
n n

m
n

k 7
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k 7

Zm „ .r = —e2=>/ c 
n

BeləlİKİə, istənilən rasional r ədədi 
üçün aşağıdaKi doğrudur

f(cr)=ra = r\ogbc = \ogbcr.

BeləlİKİə, tələb edilən funKsiya müsbət 
ədədlərin A - :r e q} sıx altçoxluğunda 
aşağıdaKi şəKİldə təyin edilir

Vxe J=>/(x)=logJx.

Buna görə də tələb edilən funKsiya lo
qarifmİK funKsiyadır.

TƏRPƏNMƏZ NÖQTƏLƏR. 
İNVERSİYALAR VƏ FUNKSİONAL 

TƏNLİKLƏR

X çoxluğunda təyin edilmiş, orada qiy
mətlər alan və arqumentin bütün qiymət
ləri üçün /(/'(x)) = x bərabərliyi eynilİKİə 
ödənən /(x) funKsiyasma X çoxluğunun 
özünə involyusiyası deyilir.

[O;1J parçasında təyin edil
miş /(x) = д/l-x2 funKsiyasma baxaq. Tə
yin oblastımn bütün nöqtələrində

/(/(x)) = 71-/2(x) = Vl-(l-x2) =y[7 = x

bərabərliyi eynilİKİə ödənildiyindən,
f(x) = Vl-x2 funKsiyası [0;l] parçasının 
özünə involyusiyasıdır.

X çoxluğunun özünə istənilən involyu- 
siyasmm tərsi vardır.

İsbat edəK kİ, involyusiya verilən çox
luğun özünə qarşılıqlı birqiymətli və öz 
üzərinə inİKasıdır.

Doğrudan da, /(x)=/(y) olmasından 

x=/t/W)=/t/W)=y

olması alınır. Başqa sözlə, /(x) qarşılıqlı 
birqiymətlidir.

öz üzərinə inİKas olması isə /(/'(x)) = x 
eyniliyindən aşKar şəKİldə görünür.

X çoxluğunun özünə f \X X inİKa- 
sının involyusiya olması üçün zəruri və 
Kafi şərt verilən inİKasın öz özünün tərsi 
olmasıdır.

/(/(x)) = x eyniliyindən /(x) funKsiyası- 
nın özünün tərsi olması aşKardır.

Qeyd 1. Hər hansı funKsiya üçün dəyi
şənin bütün qiymətlərində

/(/(x)) = x + p,(p = co«s/)

bərabərliyinin eynilİKİə ödənilməsindən, eyni 
qayda ilə funKsiyanın qarşılıqlı birqiymətli 
olması alınır. Əgər funKsiyanın təyin oblastı 
bütün həqiqi ədədlər çoxluğu olarsa, həmçi
nin öz üzərinə inİKas olması alınır.

İnvolyusiyanm tərpənməz nöqtələri.
Lemma. (a;&) aralığında təyin edilmiş 

monoton artan, Kəsilməz involyusiya eyni- 
İİk çevrilməsidir.

İsbatı. ƏKSini fərz edəK. Turaq Kİ, ar
qumentin hansısa bir x qiyməti üçün 
y = /(x)<x bərabərsizliyi ödənilir. Onda 
f(y)= /(/(x))< /(x)<x bərabərsizliyi ödə
nilməlidir. Bu isə /(y) = /(/(x))=x bərabər
liyinə ziddir.

İndi isə tutaq Kİ, dəyişənin müəyyən 
bir qiymətində y = /(x)>x ciddi bərabərsiz
liyi ödənilir. Onda /(y) = /(/(x)) > /(x) > x . 
Bu isə /(y) = /(/(x)) = x bərabərliyinə zid
dir. Buna görə də dəyişənin bütün qiymət
ləri üçün /(x) = x bərabərliyi eynilİKİə ödə
nilir. İsbat olundu.

Qeyd edəK Kİ, involyusiyanm tərsi ol
duğu üçün, o yalnız ciddi monoton ola bilər.

Qeyd 2. FunKsiyanın təyin oblastımn 
aralıq olmasından isbatda heç bir yerdə is
tifadə etmədİK. Buna görə də bu faKt hər 
hansı bir nizamlanmış X çoxluğu üçün 
doğrudur. Xüsusi halda, tam ədədlər çox
luğunda və ya rasional ədədlər çoxluğunda 
təyin edilmiş hər hansı bir monoton artan 
involyusiya eynilİK çevrilməsidir.

Lemma, [u,/?] parçasında təyin edilmiş 
və qiymətləri həmin parçadan olan mono
ton azalan, Kəsilməz involyusiyanm yeganə 
tərpənməz nöqtəsi var.

İsbatı. Turaq Kİ, f: [a,/>]—> [u;/?] verilən 
monoton azalan, Kəsilməz involyusiyadır. 
Yeni F(x)=/(x)-x funKsiyasma baxaq. 
Aydındır Kİ, F(a) = f(a)~ a>0 və 
F(b)= f(b)-b<0.

Başqa sözlə, F(x) Kəsilməz funKsiyası 
parçanın uclarında əks işarəli qiymətlər 
alır. Onda, Koşi teoreminə əsasən [a,b] par
çasının müəyyən bir daxili z nöqtəsində 
F(z) = /(z)-z = 0. Başqa sözlə, z nöqtəsi f 
funKsiyasının tərpənməz nöqtəsidir.

Digər tərəfdən F(x) funKsiyası ciddi 
monoton azalandır. Doğrudan da,

x > y => F(x) - F(y) = (/(x) - f(y)) + (y - x) < 0 
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bərabərsizliyi almır. Buna görə də z nöqtəsi 
F(x) funKsiyasmın yeganə sıfırı və ya /(x) 
funKsiyasmın yeganə tərpənməz nöqtəsidir.

Qeyd 3. Tərpənməz nöqtənin varlığında 
təyin oblastmm əlaqəli olmasından isbatda 
ciddi istifadə edildi. Bu şərti ortadan gö- 
türməK olmaz. Bu faKt artıq Z tam ədəd
lər çoxluğu üçün doğru deyildir. Doğrudan 
da, f :Z —> Z,f(n)=\-n münasibəti ilə tə
yin edilmiş funKsiya, asanlıqla göstərməK 
olar kİ, monoton azalan involyusiyadır, an
caq onun tam ədədlər çoxluğunda tərpən
məz nöqtəsi yoxdur.

Qeyd 4. Əgər monoton azalan f invol- 
yusiyasınm £>(/) təyin oblastı müəyyən bir 
qapalı parçada sıx çoxluq olarsa, onda bu 
funKsiyanı bütün parçaya monoton azalan 
davam etdirməK olar. Ancaq alman funKsi- 
yanm tərpənməz nöqtəsinin £>(/) çoxlu
ğundan olmasını söyləməK olmaz.

Əgər /(x) funKsiyası parçanın özünə 
Kəsilməz involyusiyasıdırsa, onda /(x) ya 
eynilİK çevrilməsidir, ya da onun yeganə 
tərpənməz nöqtəsi vardır.

/(x) involyusiya olduğu üçün onun tər
si vardır. Buna görə də /(x) funKsiyası ya 
monoton artan, ya da monoton azalan ol
malıdır.

Hər hansı bir aralığın (istər qapalı, is
tər açıq, istər yarımqapalı) özünə monoton 
azalan involyusiyasmm tərpənməz nöqtəsi 
vardırsa, o yeganədir.

Lemma 4-də yeganəliyin isbatı üçün is
tifadə edilmiş mühaKİmələr bu halda da 
doğrudur.

Lemma, a) Tutaq Kİ, f: [O;/>]-> [O;/?] ve
rilmiş involyusiyadır və \fy e [0;Z>] üçün 
f(b - y) = b - /(y) bərabərliyi ödənilir. Onda 
g(y) = /(^-y) bərabərliyi ilə təyin edilmiş 
funKsiya da [0;Z>] parçasının özünə involyu- 
siyasıdır.

b) Tutaq Kİ, f :R+ —> R+ müsbət həqiqi 
ədədlər çoxluğunda təyin edilmiş involyusi- 

yadır və Vx e R üçün f \ — | = —-— münasi-W /w

bəti ödənilir. Onda g(x) =

edilmiş g(x) funKsiyası da involyusiyadır.
İsbatı, a) Vy e [0;б] üçün 

Kİmi təyin

g(g(y)) = g(/(^ - j)) = b - Äf(b - y)) = 
= Z>-(Z>-y) = y 

almış olarıq, bu da g(x) funKsiyasmın in
volyusiya olması deməKdir.

b) \/xeR+ üçün
/ \

Qeyd 5. Asanlıqla görməK olar kİ, par
çanın özünə hər hansı bir monoton involyu- 
siyası Kəsilməz funKsiyadır. Doğrudan da 
involyusiyanın obrazı bütün parçadır. Bu 
isə monoton funKSİyanın sıçrayışlarının ol
mamasını göstərir.

DisKret analoq. a) Tutaq kİ, 
f: «} -> {1;2;...; n} involyusiyasıdır.
Əgər и təK ədəd olarsa, f funKsiyasmın 
tərpənməz nöqtəsi var.

ƏKSİni fərz edəK. Tutaq Kİ, n təK ədəd
dir və verilən f involyusiyasmm tərpənməz 
nöqtəsi yoxdur.

{!;/(!)}; {2;/(2)};...; {«;/(»)}
cütlərinə baxaq. Aydındır Kİ, n sayda belə 
cüt vardır.

f involyusiya olduğundan [k\ /(&)} və 
{/(&);£} cütlər çoxluğu eynidirlər. Əgər 
к Ф f(k) olarsa, başqa sözlə, к tərpənməz 
nöqtə olmazsa, (k; f(k)) cütü bu sırada digər 
bir yerdə (f(k),k) şəKİinə gəlmiş olacaqdır. 
BeləlİKİə, f funKsiyasmın tərpənməz nöqtə
si yoxdursa, bu sırada hər bir cüt İKİ dəfə iş
tiraK etməlidir. Başqa sözlə, n cüt olmalıdır. 
Bu isə n ədədinin təK olmasına ziddir. Buna 
görə də n təK olduqda f involyusiyasmm 
tərpənməz nöqtəsi vardır.

{l;2;...;n} çoxluğunun özünə involyusi
yasmm tərpənməz nöqtəsi yoxdursa, n cüt 
ədəddir.

Teoremlərin tətbiqləri.
Misal 1. (Beynəlxalq riyaziyyat olim

piadası 1983)
R+ müsbət ədədlər çoxluğunda təyin 

edilmiş və R+ çoxluğunda qiymətlər alan 
/(x) funKsiyası aşağıdaKi şərtləri ödəyir:

a) istənilən X,y üçün /(x/(y)) = y/(x) (1)

b) lim /(x) = 0 X->00 (2)

Bütün belə funKsiyaları tapm.
Həlli. x = l olduqda (1) bərabərliyi aşa

ğıdam şəkİə düşür

/(/W)=/(ı/W)=#0) (3)

Xüsusi halda, у = 1 olduqda
/0)= 1/(0=/(/(!)) (4>

bərabərliyini alarıq. Bu isə /(1) nöqtəsinin 
tərpənməz nöqtə olması deməKdir. Onda, 
həmçinin

/(/(/(O))=/(0 (6)

bərabərliyi də ödənilməlidir. Digər tərəf
dən, (1) bərabərliyi dəyişənlərin 
x = l;y = /0) qiymətlərində

/(l/(/(l))) = /(l)/(l)=(/(l))2

bərabərliyinə çevrilir. (4) və (5) bərabərlİK- 
lərini müqayisə etsəK /(1) - (/(1))‘ münasi
bətini almış olarıq, /(x) funKsiyası yalnız 
müsbət qiymətlər aldığı üçün, buradan 
/(1)= 1 olduğunu alarıq. Bu isə x = l nöqtə
sinin tərpənməz nöqtə olduğunu və 
/(/(y)) = y bərabərliyinin eynilİKİə doğru 
olduğunu göstərir. Başqa sözlə, /(x) funK- 
siyası R+ çoxluğunun özünə involyusiyası- 
dır.

a>\ olduqda /'(<:/) <1 bərabərsizliyinin 
doğru olduğunu isbat edəK.

lim a" - ao olduğundan, b) şərtinə əsa- Л-ИЮ
sən

/(<!" )= /((o-7(/(«))))= /(a)/(a-' )=/(<.)■ ^ 0

Bu isə yalnız /(<я)<1 olduqda mümKÜn- 
dür.

İndi isə isbat edəK Kİ, /(x) funKsiyası 
monoton azalandır. Tutaq Kİ, x > y. Onda
X— > 1 olduğundan,
У

( r \\

f
X

y- =f yf f
A

l y) к \У)))

BeləlİKİə /(x) monoton azalan involyu- 
siyadır. Nəticə 3-ə əsasən x = 1 nöqtəsi bu 
funKSİyanın yeganə tərpənməz nöqtəsidir.

Digər tərəfdən, x = y olduqda (1) mü
nasibəti

/(x/(x))=x/(x)

eyniliyinə çevrilir. BeləlİKİə, x dəyişəninin 
bütün qiymətləri üçün xf\x) nöqtəsi tərpən
məz nöqtədir. Tərpənməz nöqtənin yeganəli- 
yindən çıxır ki, axtarılan funKsiya x/’(x)=l 

tənliyinin həlli olmalıdır. Yəni /(x) = — ol- 
x 

malıdır. Asanlıqla yoxlamaq olar Kİ, bu 
funKsiya a) və b) şərtlərini ödəyir.

Misal 2. (Beynəlxalq riyaziyyat olimpia
dası 1992). R - Həqiqi ədədlər çoxluğunda 
təyin edilmiş və Vx,y e R həqiqi cütləri üçün

/(x2+/W) = y + (/(x))2 (5) 

münasibətini ödəyən bütün funKsiyaları ta
pın.

Həlli, x = 0 olduqda (5) bərabərliyindən

Ä/V))=У + /(o)2 (6)

bərabərliyini alarıq. Onda qeyd 1-ə əsasən 
/(x) funKsiyasmın tərsi vardır. Buna görə
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də elə bir x0 nöqtəsi vardır Kİ, /(xo) = O ol
malıdır. Onda

/(xo) = f(xo + Äxo)) = xo + (Ж ))2 = *o => Лхо) = 
/(/(*o)) = xo + (/(ə))2 = 0 « x0 = /(o)= 0

Bunu (6)-da nəzərə alsaq

/(/(x)) = x (7)

eyniliyini alarıq. BeləlİKİə isbat etdİK kİ, 
/(x) funKsiyası involyusiyadır. İsbat edəK 
Kİ, /(x) monoton artan funKsiyadır. Tutaq 
Kİ, %! > x2. Onda

/(Xl) = ÄX2 + U - *2 )) = /((A -^2 / + f(f(X2 ))} = 

= f(X2 ) + (f(ylxl~X2 J > /(x2 )

Buna görə də /(x) funKsiyası bütün R- 
də artır, /(x) involyusiya olduğundan o 
eynilİK inİKası olmalıdır. Yəni, /(x)=x.

Misal 3. (Beynəlxalq riyaziyyat olim
piadası 1994). 5 = (-1;оо') çoxluğunda təyin 
edilmiş və onu özünə çevirən aşağıdaKi 
şərtləri ödəyən bütün funKSİyaları tapın.

1) Vx,yeS həqiqi cütləri üçün

Лх + Äy) + V(y)) = y + /(x) + y/(x) (8)

münasibəti eynilİKİə ödənilir.
/(x)

2) —^— funKsiyası (—1;0) və (0;oo) ara

lıqlarında ciddi artır.
Həlli. Dəyişənlərin x = y = 0 qiymətlərin

də (8) münasibətindən

/(/(0)) = /(0 + /(0) + 0/(0)) = /(0) (9)

bərabərliyini almış olarıq. Bu isə /(o) nöq
təsinin tərpənməz nöqtə olduğu deməKdir. 
GöstərəK kİ,

.. . /(«)=<••
Oncə isbat edəK kİ, axtarılan funKSİya- 

nın sıfırı vardır. Tutaq kİ,

~ ,y-t + f(z) + tf(z)

(8) münasibətini nəzərə alsaq

f(y) = + /(z) + /(z)) = z + f(t) + z/(/) = 0

münasibətini alarıq. Başqa sözlə, 

y = Z + /(z) + Z/(z) 

axtarılan funKsiyanın sıfırıdır.
Onda hər hansı x nöqtəsi üçün 

/(x) = /(x + /(y) + x/(y)) = y + /(x) + yf(x) (10) 

və ya

7 + #W=0 (11)
münasibətinin eynilİKİə ödənildiyini almış 
olarıq kİ, bu da yalnız və yalnız y = 0 ol
duqda mümKÜndür. Onda

/(/(*)) = /(ə + /(x) + °/(x)) = x 

eyniliyini almış olarıq. Deməli /(x) invol- 
yusiyadır və y = 0 nöqtəsi onun tərpənməz 
nöqtəsidir.

İsbat edəK kİ, axtarılan funKSİya (—1;0) 
və (0;oo) aralıqlarında öz işarəsini saxlayır. 
Əgər hansısa bir z > 0 üçün /(z) > 0 olarsa, 
2-ci şərtə əsasən Vx>z üçün

X z

bərabərsizliyi ödənilməlidir. BeləlİKİə, Vx>z 
üçün /(x)>0 bərabərsizliyi doğru olmalıdır 
və axtarılan funKSİya [z;oo) aralığında ciddi 
monoton (əks halda 2-ci şərt bu aralıqda ödə
nilməz) olmalıdır.

Əgər hansısa bir z>0 üçün /(z)<ə 

olarsa, 0 < x < z olduqda, 2-ci şərtə əsasən

/w< 2И<0 

bərabərsizliyi ödənilməlidir. Bu isə yalnız
/(x) < 0 olduqda mümKÜndür. BeləlİKİə, əgər

axtarılan funKSİya (0;oo) aralığında öz işarə
sini dəyişirsə, elə bir Z nöqtəsi vardır kİ,

0<x<z=> /(x)<0
x > z => /(x) > f(z\/(x) > 0 

münasibətləri ödənilməlidir. İsbat edəK Kİ, 
Z axtarılan funKsiyanın tarpənməz nöqtə
sidir.

ƏKSini fərz edəK. Tutaq kİ, /(z)<z. On
da z = /(/(z))<0 almış olarıq kİ, bu da z 
ədədinin müsbət olmasına ziddir.

Əgər /(z)>z olarsa, z = /(/(z))>/(z) 
ziddiyətini almış olarıq. Deməli z axtarı
lan funKsiyanın tərpənməz nöqtəsidir.

Onda axtarılan funKSİya [z;oo) aralığın
da ciddi monoton artan involyusiyadır. 
Lemma 1-ə əsasən x>z=>/(x)=x eyniliyini ala
rıq. Bu da 2-ci şərtdəKİ ciddi monotonluğa 
ziddir. Buna görə də, axtarılan funKSİya 
(0;oo) aralığında öz işarəsini dəyişməz sax
lamalıdır. Əgər işarə müsbət olarsa, axtarı
lan funKSİya bu aralıqda monoton artan in
volyusiya olmalıdır. Bu isə axtarılan funK- 
siyanın eynilİK inİKas olması deməKdir. 
Ancaq yuxarıda söylədiyimiz Kimi bu 2-ci 
şərtə ziddir.

BeləlİKİə, isbat etdİK Kİ, axtarılan 
funKSİya (0;oo) aralığında yalnız mənfi qiy
mətlər ala bilər.

(-1;0) aralığı üçün aparılan anoloji mü- 
haKİmələrdən isə belə aydın olur kİ, axtarı
lan funKSİya bu aralıqda yalnız müsbət qiy
mətlər ala bilər.

Onda x = 0 nöqtəsi axtarılan funKsiya- 
nın yeganə tərpənməz nöqtəsidir.

Digər tərəfdən x = y olduqda (8) müna
sibətdən

/(x + /(x) + x/(x)) = x + /(x) + x/(x) 

bərabərliyini almış olarıq. Başqa sözlə,

x + /(x)+x/(x)

şəKİində bütün nöqtələr axtarılan funKsiya- 
nın tərpənməz nöqtələridir. Tərpənməz 
nöqtənin yeganəliyindən verilən funKSİya 

aşağıdaKi tənliyin həlli olmalıdır 
x + /(x) + j/(x) = 0. Onda /(x) funKsiyası 
üçün aşağıdaKi ifadəni almış olarıq

Misal 4. (Beynəlxalq riyaziyyat olim
piadası 1987). İsbat edin Kİ, mənfi olma
yan tam ədədlər çoxluğunda təyin edilmiş 
və bütün n -lər üçün

/(/(«)) = »+ 1987 (12)

münasibətini ödəyən /(x) funKsiyası yox
dur.

İsbatı. Daha ümumi hala baxaq. Tutaq 
Ki, /(x) funKsiyası və bütün n-lər üçün

/(/(«))=« +P

münasibəti ödənilir. Burada p hansısa bir 
sabitdir. Onda

/(/(/("))) = /(«) + P = /(p + p) 

olduğundan, induKSİyaya əsasən hər hansı 
к natural ədədi üçün

f(n + kp)=f(n)+kp 

münasibətini alarıq.
İsbat edəK kİ, 

f(n)-n*kp.

ƏKSini fərz edəK, tutaq Kİ, müəyyən bir 
n üçün

/(w)= n + kp <=> pk = f(n)~ n 

münasibəti ödənilir. Onda

" + P = /(/(«)) = /(n + pk) = f(n)+ pk => pk = 

= Än)~n = P^-k)=>kp = (y_k)p=}k = -eZ 

ziddiyyətini alarıq. (0;l;2;...; p -1}. Sonlu 
çoxluğunda g(n)= /(«Xmod p) qaydası ilə
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təyin edilmiş yeni g(n) funKsiyasına baxaq. 
İsbat edəK kİ, g(«) involyusiyadır.

&(#(«)) = g(/(«) - kp) = -kp)+qp =
= /(/(«))~ kp + qp = n + (1 - к + q)p => g(g(n)) = n

Başqa sözlə, g(n) involyusiyadır. Bun
dan əlavə g(n)- nin tərpənməz nöqtəsi yox
dur. Əgər belə olmasaydı, müəyyən bir na
turalı n və к ədədləri üçün

n ~ g(n)~ f(n) + kp => f(n)-n = kp-,k&Z

münasibəti doğru olmalıydı. Yuxarıda isbat 
etdiymiz Kİmi bu ola bilməz. BeləlİKİə, 
g(n) sonlu çoxluğun özünə involyusiyasıdır 
və onun tərpənməz nöqtəsi yoxdur. Onda, 
4-cü nəticəyə əsasən p ədədi cüt olmalıdir.

Xüsusi halda /? — 1987 olduqda verilən 
xassələrə malİK olan funKsiya yoxdur.

Misal 5. /(x) funKsiyası [0;l] parçası
nın öz üzərinə inİKasıdır və Vx,y e [O;1J 
üçün aşağıdaKi münasibət ödənilir

/(#(*)) =/60+ x/(l-y) (13)

İsbat edin, /(x) monoton azalan 
involyusiyadır və bütün belə funKsiyaları 
tapın.

Həlli. y = 0 olduqda (13) bərabərliyin
dən

/(o) = /(0/M) = /(0) + x/(l - 0)=/(0) + x/(l)

almış olarıq, x dəyişəni ixtiyari olduğu 
üçün, bu yalnız /(1) = 0 olduqda шшпкйп- 
dür. Digər tərəfdən

/(Дх))=/(1/(х))=Д1)+х/(1-1)=х/(0) (14)

və /(x) funKsiyasının parçanın «öz üzə
rinə» inİKas olmasından /(o) = l almış ola
rıq. Onda (14) münasibəti /(/(x)) = x eyni
liyinə çevrilmiş olar. Deməli, /(x) involyu- 
siyadır.

İsbat edəK /(x) monoton azalır. Tutaq 
Ki, y < z. /(x) funKsiyasının tərsi olduğun

dan 3z=> /(z) = — . Onda
z

/60 = = /(z/(z)) = y(z) + Z/(l - z) > y(z)

Başqa sözlə,/(x) monoton azalandır.

* =1 => /(y) + /(1 - y) = /(y/(l)) = /(0) = 1 

münasibəti ödənildiyindən, axtarılan funxsi- 
ya üçün /(1 -y)= 1 -/(y) bərabərliyi eynilİK- 
lə ödənilməlidir. Onda lemma 3-ə əsasən 
я(у)=/(1-у) Kİmi təyin edilmiş funKsiya 
da involyusiyadır və monoton artandır. Lem- 
maya əsasən g(y) eynilİK çevrilməsidir:

яСг)=у=>/(1-у)=у=>/(у)=1-у

BeləlİKİə, /(x)=l-x axtarılan funKsi- 
yadır.

CƏBRİN ƏSAS TEOREMİNİN 
TƏTBİQLƏRİ

Həlləri çoxhədlilər olan funKsioanl tən- 
lİKİərin həll edilməsi üçün cəbrin əsas teo
reminin tətbiqlərinə baxdıq. Xatırladaq kİ, 
cəbrin əsas teoremi aşağıdaKindan ibarət
dir:

İstənilən n dərəcəli çoxhədlinin w 
KompleKS kökü var.

Dəyişənin istənilən x,y qiymətləri üçün

P(xy) = P(x)p(y) (1)

bərabərliyi ödənirsə, belə çoxhədliyə multip- 
İİKativ çoxhədli deyilir.

Yalnız p{x) = x" şəKİində birdəyişənli 
çoxhədlilər multiplİKatıv çoxhədlilərdir.

GöstərəK Kİ, /?(x) çoxhədlisinin sıfır
dan fərqli kökü ola bilməz. Tutaq Kİ, Ç ve
rilmiş çoxhədlinin müəyyən bir KÖKÜdür. 
Onda istənilən y ədədi üçün

p(Ey) = Р<£)р(у) = ® münasibətini almış ola
rıq. BeləlİKİə, istənilən y ədədi üçün Ey 
ədədi verilmiş çoxhədlinin kökü olmalıdır. 
£ Ф 0 olarsa, istənilən KompleKS ədədi Ey 
şəKİində yazmaq olduğundan /?(x) = 0 mü
nasibətinin eynilİKİə ödənildiyini almış ola
rıq. Buna görə də eynilİKİə sıfıra bərabər 
olmayan muİKtiplİKatıv çoxhədlinin kökü 
yalnız sıfır ola bilər. Bu isə müəyyən bir c 
ədədi üçün p{x) = cx" olması deməKdir. Di
gər tərəfdən

c = p(0 = ÄÖPO)

olduğundan c -1 olmalıdır. Başqa sözlə, 
p(x)=x”.

Dəyişənin istənilən x,y qiymətləri üçün

p(x + y) = p (x) + p(y) (2)

bərabərliyi ödənirsə, verilən çoxhədliyə ad- 
ditiv çoxhədli deyilir.

Yalnız p(x) = cx şəKİində birdəyişənli 
çoxhədlilər additiv çoxhədlilərdir.

GöstərəK Kİ, p(x) çoxhədlisinin sıfır
dan fərqli kökü ola bilməz. Tutaq Kİ, E, ve
rilmiş çoxhədlinin müəyyən bir KÖKÜdür. 
Onda x = y = £ halında

p(2^) = p« + <) = 2p(^) = 0 

münasibətini almış olarıq. Bu isə induKtiv 
olaraq istənilən natural n ədədi üçün 
p(nÇ) = np(£) = 0 münasibətinin doğru ol
masına gətirib çıxarır. BeləlİKİə, istənilən 
n natural ədədi üçün nE ədədi verilmiş 
çoxhədlinin kökü olmalıdır. Əgər E t- 0 
olarsa, verilmiş çoxhədlinin nE, şəKİində 
sonsuz sayda KÖKÜnün olduğunu alarıq. Bu 
isə p(x) s 0 münasibətinin eynilİKİə ödənil
diyini göstərir. Buna görə də eynilİKİə 
sıfıra bərabər olmayan additiv çoxhədlinin 
kökü yalnız sıfır ola bilər. Deməli, müəy
yən bir c ədədi üçün p(x)=cx!n olmalıdır. 
Digər tərəfdən x = y = l olduqda 
c2m =c(l+l)m =2c münasibəti ödənildiyindən 
m = 1 olmalıdır. BeləlİKİə, p(x) = cx .

DİOFANT TƏNLİKLƏRİ

Tutaq Kİ, P(xl,x2,...,xn) çoxdəyişənli 
tam əmsallı verilmiş çoxhədlidir. Tam 
ədədlər çoxluğunda KÖKİəri axtarılan 

p(x,,x2,...,x„) = 0
şəKİində tənlİKİəri qədim yunan alimi Dio- 
fantın şərəfinə Diofant tənlİKİəri adlandı
rırlar.

Diofant eramızdan əvvəl III əsrdə ya
şamış və bu tip tənlİKİər haqqında İİk traK- 
tat yazmışdır. Zahiri sadəliyinə baxmaya
raq bu tip tənlİKİərin həllinin ümumi nəzə
riyyəsi hələ də tam işlənib hazırlanmamış
dır. İndiyə Kİmi məlum deyil Kİ, 
x3 +y3 +z3 =30 tənliyinin tam KÖKİəri var, 
yoxsa yox? Ferma problemi adı ilə məşhur 
olan x" + y" - z” ,n > 2 tənliyinin tam kökİə- 
rinin olub-olmaması məsələsinin həlli üçün 
istər peşəxar, istərsə də riyaziyyat sahəsin
də tam diletant insanların cəhdləri bir neçə 
əsr uğursuz olmuş, ən nəhayət, Keçən əsrin 
90-cı illərində problem öz həllini tapmış
dır: verilən tənlİKİərin tam ədədlər çoxlu
ğunda həlli yoxdur.

ƏN BÖYÜK ORTAQ BÖLƏN 
HAQQINDA TEOREM

a və b tam ədədlərdir. ƏBOB(a,6) = d 
olarsa, elə m və n tam ədədləri var Kİ, 
am + bn = d bərabərliyi ödənilir.

Ümumiliyi azaltmadan qəbul etməK 
olar Kİ, a və b natural ədədlərdir. (Doğru
dan da, a və b ədədlərindən biri və ya hər 
İKİsi mənfi olarsa, uyğun m və n ədədləri
nin işarəsini dəyişməKİə buna nail olmaq 
olar). Riyazi induKsiya metodunu tətbiq 
edəK. M(k) təKİifi Kİmi aşağıdaKi hÖKmü 
qəbul edəcəyİK:

к ədədini aşmayan istənilən İkİ natural 
a və b ədədləri üçün elə m və n tam ədədləri 
tapmaq olar Kİ, am + bn- d = ƏBOB (a, b)) 
bərabərliyi doğru olsun.

İİk bir neçə nömrə üçün verilən təKİif 
birbaşa yoxlanılır. Məsələn, к = 5 olduqda 

a = 5,6 = 1 ədədləri üçün m = l,n = -4 
a - 2,b = 5 cütü üçün m = -2,n = \,
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a = 2,b = 4 cütü üçün w = -l,w = l və s. 
götürmən olar, (qalan halların yoxlanması 
oxucuya tapşırılır).

BeləliKİə, induKSİyanın bazası əldə 
edilmişdir. Fərz edəK ki, verilən təKİif 
k = p halı üçün doğrudur. Onu к = p +1 
halı üçün isbat edəK.

Aydındır Kİ, a və b ədədlərinin hər 
İKİsi p +1 -dən kİçİk olarsa, p = k halı üçün 
verilən təKİif doğru olduğundan, belə m və 
n ədədləri tapmaq olar.

Əgər a = b = p + l olarsa w = 0,n = l gö- 
türməK Kifayətdir.

Ən maraqlı hal bu ədədlərdən biri 
/2 + 1-ə bərabər, digəri isə p + 1-dən kİçİk 
olan haldır. Tutaq Kİ,

a — /» + l, b< /2 + 1
Onda elə q natural ədədi var kİ, 

a = qb + r,r <b bərabərliyi doğrudur. Bu bə
rabərlikdən aydındır kİ, r = a-qb ədədi 
d = ƏBOB(u,fe)-yə bölünür. Buna görə də 
ƏBOB (b,r) > d olmalıdır. Digər tərəfdən b 
və r-in hər bir ortaq böləni həm də a və fe
nin ortaq bölənidir. Odur ki, ƏBOBffe.r)=d. 
Artıq b və r ədədlərinə qəbul etdiyimiz 
təKİifi tətbiq edə bilərİK: elə k,n tam ədəd
ləri var Kİ,

kb + nr = d

bərabərliyi ödənilir. Buradan asanlıqla aşa- 
ğıdaKi alınır

kb + n(a - qb) = na + (k- nq)b = d

BeləliKİə, n və m = (k-nq) cütü tələb 
edilən tam ədədlərdir. TəKİif isbat edildi.

Bir nəticəni qeyd edəK:
ƏBOB(u,fe) = t/ olarsa, ax + by = c tən

liyinin tam KÖKİərinin olması üçün zəruri 
və Kafi şərt c ədədinin d -yə tam bölünmə
sidir.

Doğrudan da, ixtiyari x,y tam ədəd
ləri üçün a və fe ədədlərinin ax + by xətti 
Kombinasiyası d = ƏBOB(a,fe) ədədinə tam 
bölünür. Buna görə də verilən tənliyin tam

KÖKİəri varsa, c = ax + by ədədi d-yə tam 
bölünməlidir.

Digər tərəfdən teoremə əsasən az + bt = d 
tənliyinin tam ədədlər çoxluğunda (z,t) həl
li var. Onda aydındır kİ, c ədədi d-yə tam 

bölünürsə, x = ~ və y = — tam ədədləri 
d d

ax + by = c tənliyinin tam KÖKİəridir.
Aşağıda istifadə edəcəyimiz xüsusi 

bir halı da qeyd edəK:
ƏBOB(a,fe) = l (başqa sözlə a və b qar

şılıqlı sadədirlərsə) olarsa, ax + by = c tənli
yinin c ədədinin bütün tam qiymətlərində 
tam KÖKİəri var.

a və m qarşılıqlı sadə ədədlərdirsə, 
elə b tam ədədi var Kİ, ba = l(modw) müna
sibəti ödənilir.

a və m qarşılıqlı sadə olduqlarından, 
elə b,c tam ədədləri var kİ, ab + cm = \ və 
ya ab = -cm +1 bərabərlİKİəri doğrudur.

NATURAL KÖKLƏR. 
SILVESTER TEOREMİ

Yuxarıda ƏBOB (/2, g) = 1 olduqda (p 
və q natural ədədlərdir)

pm + qn = d

şəKİində tənlİKİərin d -nin istənilən tam 
qiymətinə həlli olduğunu göstərdin. Təbii 
olaraq belə bir sual verməK olar: 
ƏBOB (/2, q) = 1 olduqda pm + qn = d şəKİində 
tənliyin d ədədinin hansı qiymətlərində 
mənfi olmayan tam həlləri var və ya hansı 
natural d ədədlərini

pm + qn = d

şəKİində (m,n mənfi olmayan tam ədədlər
dir) göstərməK olar?

Silvester teoremi. ƏBOB (/2, q) - 1 °lar' 
sa, pm + qn = d şəKİində göstərilə bilməyən 
ən böyÜK natural ədəd pq-p-q ədədinə 
bərabərdir (m,n mənfi olmayan tam ədəd
lərdir).

Qeyd. Teoremdən heç də çıxmır kİ, 
pq-p-q ədədindən kİçİk heç bir natural 
ədəd verilən şəKİldə göstərilə bilməz. Məsə
lən p = 4,q -5 olarsa, pq - p-q = 11 olma
sına baxmayaraq 9 ədədi

9=5+4 
şəKİində göstərilə bilir. Teoremin mahiy
yəti ondan ibarətdir kİ, ƏBOB(u,fe) = l olar
sa, am + bn-d şəKİində göstərilə bilməyən 
ən böyÜK natural ədəd var və ondan böyÜK 
istənilən ədəd isə verilən şəKİldə göstərilə 
bilər.

Qeyd. Ümumi halda к > 3 sayda qar
şılıqlı sadə p},p2,...,pk ədədləri üçün

/2]Л|+... + /2Л

şəKİldə göstərilə bilməyən ən böyÜK natural 
ədədin tapılması Frobenius problemi Kimi 
məşhurdur.

İİk olaraq istənilən d> pq - p - q +1 şər
tini ödəyən ədədin verilən şəKİldə göstərilə 
bildiyini isbat edəK. Ümumiliyi pozmadan 
p>q və ap-(3q = \ tənliyində a>0, P>0 
qəbul edəcəyİK.

Tutaq Kİ, d = kp + r, p > r > 0.
d> pq-p-q + \ olduğunu nəzərə alsaq

kp + r> pq-p-q + \- p(q -1) - <7 +1 =
p(q - 2) + (p - q + V) => k > q -1

Əgər, r > q olarsa, d = kp + mq + r(, 
P> r\, q>r} göstərilişi mümKÜndür. 
t = q-r\ əvəzləməsini aparaq. Onda elə w,v 
natural ədədləri var kİ,

up - vq = t <=> up = vq +1.

BeləliKİə, d ədədini

d = kp + mq + r, = (k - u + u)p + mq + r, = (k - u)p + + 
(up) + + mq + r, = (k - u)p + (v + m)q +1 + r, = 
= (k - u)p + (v + m +1 )q

şəklində göstərmək olar. Əgər 
m = k-u,n = v +m + \ qəbul etsəK 

d = mp + nq bərabərliyini alarıq. Ancaq к - u 
natural ədəddirmi və ya onu natural seç- 
тэк olarmı? AşağıdaKi lemma buna müs
bət cavab verir.

Lemma. ƏBOB(/2,<7) = 1, ap-flq = \ tən
liyinin natural həlli var. r isə r <q bəra
bərsizliyini ödəyən natural ədəddir. Onda 
up-vq = r tənliyinin u < q şərtini ödəyən 
həlli var.

Doğrudan da, u = u}q + u2, q > u2 > 0 
olarsa, r = up- vq - u2p-(v-utp)q 
şəKİində göstərmək olar və artıq q> u2 bə
rabərsizliyi ödənilir. Lemma isbat edildi.

Teoremin İKİnci hissəsi ondan ibarət
dir Kİ, pq- p-q ədədi verilən şəKİldə gös
tərilə bilməz. Bu faKtın isbatı İİk hissədəKİ 
mühaKİmələrə anoloji olduğu üçün onu 
oxucuya həvalə edirİK (tapşırıq 1.20).

BİRDƏRƏCƏLİ DİOFANT TƏNLİKLƏRİ

ax,a2,...,an verilmiş tam ədədlərdir. 
Həlləri tam ədədlər çoxluğunda axtardan 
aşağıdaKi tənliyə

u1x1,a2x2,...,u„x„ = a (1)

birdərəcəli xətti Diofant tənlİKİəri deyilir. 
X = (x].x2,...,xn) nizamlanmış ədədləri (1) 
tənliyini ödəyirsə, həmin tənliyin həlli ad
lanırlar. a + 0 olarsa, (1) tənliyinin məlum 
istənilən Y = (х|.х2,...,хл) həlli məxsusi 
həll adlanır.

Əgər ƏBOB(a,al,a2,...,a„)=d olarsa, 
bərabərliyin hər İKİ tərəfini d ədədinə böl- 
sək (1) tənliyinə envivalent

fe,x,+fe2x2+...fe„xn =fe,fe, =^-,fe = -^ (2)
d d

tənliyini alarıq. Artıq ƏBOB(/),fe,,fe2,...,fen) =1. 
Buna görə də (1) tənliyini araşdırdıqda 
ümumiliyi pozmadan

ƏBOB( a, a1, a2,..., an )=1

qəbul etməK olar.
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67|Xj + <7 2-^ 2 + & nXn — ə (3)

şəKİində tənliyə (1) tənliyinə uyğun bircins 
tənlİK deyilir.

(х1,х2,...,хя) və (yt,y2,---,y„) nizam
lanmış ədədləri (1) tənliyinin həlləridirsə,

Z1 = X1 _^1’Z2 ~ X2 ~ У2’---’2п - Xn ~ Уп 

ədədləri (3) bircins tənliyinin həllidir. Baş
qa sözlə, (1) tənliyinin istənilən İkİ məx
susi həllinin fərqi (3) bircins tənliyinin həl
lidir.

Doğrudan da

«ızı+«2z2 + --- + anz„=al(x1-y1) + a2(x2-y2) + ...+ 
+ «„(*„ - Л ) = («Л + «2X2 + • • •+ ОЛ) - (<№ + «2^2 + 

+ --- + a„y„) = a-a = 0

Teorem isbat edildi.
Qeyd. Teoremdə həqiqi həllərdən söh

bət gedir.
(x1,x2,...,x„) və (yl,y2,...,y„) nizam

lanmış ədədləri (1) tənliyinin tam həlləri
dirsə,

Z1 = Xl ~ У\’г2 ~ X2 — У 2>' • 'iZ n = Xn ~ Уп 

ədədləri (3) bircins tənliyinin tam həllidir.
X = (x},x2,...,xn) ədədləri (1) tənliyi

nin hansı bir məxsusi həllidir. (1) tənliyi
nin istənilən həlli X həlli ilə uyğun bircins 
tənliyin hansısa bir həllinin cəminə bəra
bərdir.

Başqa sözlə, (3) bircins tənliyinin həl
ləri məlumdursa, (1) tənliyinin ümumi 
həllərini tapmaq üçün hansısa bir məxsusi 
həlli tapmaq Kifayətdir.

(3) bircins tənliyinin həllərini tapaq. 
Ümumiliyi azaltmadan qəbul edəK Kİ, 
an 0. Onda xi,x2,...,xn_l ədədlərinin istəni
lən verilmiş qiymətləri üçün

(д1х1+а2х2+... + ая_,хя_1) 
лп ~

an

taparıq. Bu qayda ilə tapılmış koordinatları 
tam ədədlər olan X = (x1,x2,...,x„) veKtoru 
(3) bircins tənliyinin həllidir və aydındır 
Kİ, bütün həllər bu qayda ilə tapıla bilər.

İndi isə (1) tənliyinin hansısa bir 
məxsusi həllini tapmaqla məşğul olaq.

ƏBOB(a},a2,...,an) = d olarsa, (1) tən
liyinin tam ədədlər çoxluğunda həllinin ol
ması üçün zəruri və Kafi şərt d\a şərtidir.

Tutaq Kİ, bu şərt ödənilir və c = —. Ən bö- 
d

уйк bölən haqqında teoremə əsasən 
3Z>],Z>2,...,Z>n tam ədədləri var Kİ,

axbx +a2b2 + ... + anbn = d (4)
bərabərliyi ödənilir. Onda aydındır Kİ, 
X] =cb', qaydası ilə təyin edilmiş ədədlər (1) 
tənliyinin məxsusi həlli olacaq.

Tutaq Kİ, an *0, ƏBOB(a},a2,...,an) = d,

c = — x2=cb2,...,xn=cbn tam ədəddir və
d

bi,b2,...,bn ədədləri (4) münasibətini ödəyir
lər. Onda (1) tənliyinin ümumi həlləri aşa
ğıdam Kimi verilə bilər:

У\ = cbi+xl,y2=cb2+x2,...,y„_i=cbn_l +
+ Хп-^Уп=сЬп+Хп

Burada x,,^,...^^ verilmiş istənilən 
ədədlərdir, xn isə

x„ = -fax, + a2x2 +... + a^x,,.,): an 

qaydası ilə tapılır.
Qeyd. ƏBOB (a,, a2,..., an) - 1 olarsa, a 

ədədinin istənilən tam qiymətində (1) tən- 
liynin tam həlləri var.

Misal. 5x + 3y = 2 tənliyinin tam kök- 
lərini tapaq.

ƏBOB(5,3)=1 olduğundan verilmiş 
tənliyin tam ədədlər çoxluğunda həlli var. 
Asanlıqla yoxlamaq olar kİ, x = l,y = -l ve
rilmiş tənliyin məxsusi həllidir. Verilmiş 
tənliyə uyğun 5x' + 3y' = 0 bircins tənliyinin 
həlləri

5x'y'=—(x' istənilən tam ədəddir)

şəKİində tapılır. BeləlİKİə, verilmiş tənliyin 
ümumi həlləri aşağıdaKi Kimi tapıla bilərlər

Tam həlləri tapmaq üzün x = ЗЛ, к e Z, 
götürmək lazımdır. Bu halda x -1 + 3k 
y = -l-5k almar.

Bəzən Diofant tənlİKİərini həll etməK 
üçün müəyyən bir sadə ədədə görə çıxıqla
ra-qalıqlara baxmaq çox faydalı olur.

Misal 1. x3+U7y3=5 tənliyinin həl
linin olub-olmadığını araşdırmaq üçün 9-a 
nəzərən çıxıqlara baxaq. 9-a görə qalıqlar 
cədvəlini tərtib edəK

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
X3 0 1 8 0 1 8 0 1 8

Hər hansı bir ədədin Kubu ya 9-a bö
lünür, ya da 9-a bölmədə qalıqda 1, ya da 8 
almır. Verilən tənlİKdə İKİnci hədd 9-a bö
lündüyü üçün İİk həddin 9-a qalığı 5-ə bə
rabər olmalıdır kİ, bu da mümKÜn deyil. 
Buna görə də bu tənliyin tam KÖKİəri yox
dur.

Müəyyən göstərilişə malİK olan ədəd
lərin tapılması da Diofant tənlİKİərinə gəti
rilir.

2 2X + V
Misal 2. ----- — şəKİində göstərilə bi-

ХУ
lən bütün natural ədədləri tapın. Burada x 
və у natural ədədlərdir.

Həlli. * — = k; — = t işarələmələrin-
xy y

dən sonra /2 — Л/-i-1 = 0 Kvadrat tənliyini al
mış olarıq. x,y natural ədədlər olduğundan 
t müsbət rasional ədəd olmalıdır. Məsələ 
aşağıdaKina eKvivalent olar: к -nın hansı 
natural qiymətlərində /?-ä/ + 1 = 0 tənliyi
nin heç olmasa bir rasional müsbət kökü 
var? Bunun üçün zəruri və Kafi şərt 
D-k2 -4 disKriminantının hansısa natural 
m ədədinin Kvadratı olmasından ibarətdir.

D = k2-4 = m2
Onda

k2 - m2 = (k-m)(k +m) = 4

olmalıdır. Bu isə yalnız aşağıdaKi İkİ halda 
mümKÜndür:

a) ya k-m = 2 və к + m = 2.
b) ya da k-m = \ və к + m = 4 .

İİk variantda m = 0 olmalıdır. Bu hal
da D = 0 və t = 1 alınır.

İKİnci variant isə mümKÜn deyil. Be- 
ləlİKİə, yalnız к = 2 ədədini tələb edilən şə
Kİldə göstərməK olar.

Misal 3. xy-9 = 2x + 3y tənliyinin tam 
KÖKİərini tapın.

Həlli. Asanlıqla yoxlamq olar kİ, ve
rilən tənlİK

(x-3)(y-2) = 15

tənliyinə eKvivalentdir. Buna görə də veri
lən tənliyin həlli aşağıdaKi sistemlərin tam 
həllərinin tapılmasına eKvivalentdir: 

a)x-3 = ±l, y-2 = ±15; b) x —3 = ±3, y-2 = ±5 
c)x-3 = ±5, y-2 = ±3; d)x-3 = ±15, y-2 = ±l

Misal 3. x2 + y2 = z2 tənliyinin tam 
həllərini tapaq.

Həlli. Tənliyin KÖKİərinin bəzi xassə
lərini qeyd edəK

a) x,y,z ədədlərindən hər hansı İKİsi 
müəyyən bir d ədədinə bölünürsə, üçüncü 
ədəd də d -yə bılünür.

b) (x,y,z) ədədləri verilən tənliyin 
KÖKİəridirsə, istənilən d ədədi üçün 
(dx,dy,dz) ədədləri də verilən tənliyin kök- 
ləridir.

Buna görə də tənliyin yalnız istənilən 
İKİsi qarşılıqlı sadə olan həllərini araşdır
maq Kifayətdir. Fərz edəcəyİK Kİ,

ƏBOB(x,y) =ƏBOB(x,z) =ƏBOB(y,z) = 1.

Onda ədədlərdən heç olmasa biri təK 
olmalıdır. İsbat edəK kİ, x,y,z ədədlərin
dən biri cüt, digər İKİsi isə təK ədədlər ol
malıdır. Doğrudan da, İKİsi cüt olarsa, 
üçüncü ədəd də cüt olmalıdır və İKİsinin 
təK olmasından üçüncünün cüt olması alı
nır. Digər tərəfdən, x,y ədədlərindən yal
nız biri təK ola bilər. Əks halda tənliyin 
sağ tərəfi 4-ə bölünməlidir; sol tərəf isə 4-ə 
bölünə bilməzdi.

BeləlİKİə, fərz edəcəyİK Kİ, x cüt, y 
və z isə təK ədədlərdir. Onda
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<*>
Aydındır kİ, 

əbob(^;£±z)m 

olmalıdır. Əks halda z və y ədədləri qarşı
lıqlı sadə olmazlar. (*) bərabərliyinin doğru 
olması üçün

z-y z + y

ədədlərindən hər biri tam ədədlərin Kvad
ratına bərabər olmalıdırlar. Başqa sözlə, 
müəyyən k,m tam ədədləri üçün 

münasibətləri ödənilməlidir. Onda

x = 2km',
y = m2-k2-, 
z = m2 + k2 

münasibətlərini almış olarıq.
x2+y2=z2 tənliyinin cüt-cüt qarşı

lıqlı sadə bütün həlləri aşağıdaKi Kimi tə
yin edilirlər:

x = 2km,y - m2 -k2,
z = m2 +k2

Burada к və m istənilən tam ədədlər
dir.

Xüsusi halda k = 5,m = l olduqda

x = km = 35,
y = m2-k2 =49-25 = 24,
z-m2 +k2 =49 + 25 = 74

KÖKİəri alınır. Bilavasitə, hesablama ilə 
alınmış ədədlərin verilmiş tənliyin KÖKİəri 
olduğunu yoxlamaq olar.

x2 + y2 = z2 tənliyini ödəyən x,y,zeZ 
ədədlərinə Pifaqor ədədləri deyilir.

TƏNLİKLƏR SİSTEMİ

Bir çox məsələlərin həllində verilmiş 
bir neçə Kəmiyyətlərə əsasən (dəyişən- 
lərdən asılı funKsiya) bir neçə məchul Kə
miyyətin tapılması lazım gəlir. Sadə bir 
məsələyə baxaq.

Sahəsi 2400 m2 olan düzbucaqlı şək- 
lində torpaq sahəsində uzunluğu 200 m 
olan hasar çəKməK lazımdır. Sahənin enini 
və uzunluğunu tapın.

Sahənin uzunluğunu x, enini y ilə 
işarə edəK . Məsələnin şəKİindən almır kİ, 
x və y eyni zamanda İkİ tənliyi ödəyir.

2x + 2y = 200 
xy - 2400

Birinci tənliyin hər İkİ tərəfini 2-yə 
bölüb, məchullardan birini digəri ilə ifadə 
edib, məsələn z/-i x-lə y=100-x ifadə edib 
2-ci tənlİKdə nəzərə alsaq, x-dən asılı Kvad
rat tənlİK alarıq (bu həll üsulu əvəzetmə 
üsulu adlanır).

x(100-x)= 2400,
və ya

x2-100x + 2400 = 0

Həll edib, x, = 60, x2 = 40 , uyğun ola
raq, г/2=60 alarıq.

Belə olduqda sistemin İkİ “simmetrİK” 
həlli, x = 60, y = 40 və

x = 40,y = 60 var.
Bu təəccüblü deyil, sistem simmetrİK 

olduğundan x-i y ilə və ƏKSinə ifadə etməK- 
lə heç nə dəyişilmir. Uzunluğunu x, enini y 
ilə işarə etməKİə yaxşı bir x>yşərtini qoy
muş olduq (uzunluğu enindən kİçİk deyil). 
Ona görə sistemin İkİ həllindən biri uzun
luğu x=60m, enini y=40 m götürürÜK.

FaKtİKİ olaraq, bizim məsələmizin 
“cəbri modeli” İKİ sistem tənlİKdən və bir 
bərabərsizlİKdən ibarətdir.

TənlİKİər sistemi qurmaqla həll edilən 
məsələlər zamanı həmişə bərabərsizlİKİərlə 
məhdudlaşdırmanı nəzərə almaq lazımdır. 
Ən əsası sistem tənliyi həll etməKdir. Biz 
indi həll zamanı istifadə olunan üsullardan 
danışacağıq.

Tərifdən başlayaq.
Bir neçə tənliyin (birdən artıq) fiqurlu 

mötərizədə verilməsinə sistem tənlİK deyi
lir. Fiqurlu mötərizə onu göstərir kİ, sis
temə daxil olan tənlİKİər eyni zamanda ye
rinə yetirilsin.

BeləlİKİə, sistem tənliyin həllər çox
luğu, sistemə daxil olan tənlİKİərin həllər 
çoxluğunun Kəsişməsindən ibarətdir. De
məli, bu Kəsişməni tapmaq, ya da bu Kə
sişmənin boş olduğunu, yəni həlli olmadı
ğını göstərməK lazımdır. Axırıncı halda 
bu sistem Kəsişməyən adlanır.

DeməK lazımdır Kİ, elə məsələlər var 
Kİ, onların həlli bir neçə tənliyin həllinin 
birləşməsini tələb edir, yəni dəyişmənin bü
tün qiymətləri bərabərlİKdən heç olmasa bi
rini ödəsin. Bu sistem tənliyin birləşməsi 
adlanır. Sistem tənlİKİərin birləşməsi Kvad
rat mötərizə ilə işarə olunur.

/(x,y) = 0
g(x,y) = 0

Amma, qayıdaq sistemlərə. Sistemə 
daxil olan məchulların sayı, tənlİKİərin sa
yından həm çox, həm də az ola bilər. LaKİn 
riyaziyyat dərslərində məchulların və tən- 
lİKİərin sayı eyni olan sistem tənlİKİərin 
həlli Keçirilir.

Bəzi məsələlərin həllində yalnız sis
tem tənliyin həllinin olub-olmamasını, həlli 
varsa, sonlu və ya sonsuz olduğunu araş
dırmaq lazım gəlir.

Ən sadə tənlİK xətti tənlİKdir. Ən 
asan sadə sistem, xətti tənlİKİər sistemidir. 
Onlar adi cəbri çevrilmələrin Köməyi ilə 
araşdırılır və həll edilir. İkİ və ya üç məc
hul üçün onları artıq İKİçayarası və qədim 
Çin riyaziyyatçıları həll edə bilirdilər. Bi
rinci növbədə bu sistem tənlİKİərin həlli ilə 
tanış olaq.

XƏTTİ TƏNLİKLƏR SİSTEMİ

Dəyişənləri birinci dərəcə olan tənlİK- 
lər sistemi xətti tənlİKİər sistemi adlanır.

Bizim baxacağımız xətti tənlİKİər sis
teminin həlli Qauss üsulu ilə tanınır.

Tutaq Kİ, sistem tənlİK üç dəyişənlə 
verilmişdir

x+y+z-o
< x + 2y + 3z = 2
x-y = l

Birinci tənlİKdən İKİncini çıxaq (yəni 
sol tərəflərinin fərqini sağ tərəflərinin fər
qi ilə bərabərləşdirəx) sonra isə üçüncüdən

x + y + z=0
■ y + 2z = 2
-2y-z=\

alırıq.
Aydındır Kİ, verilmiş sistemin hər bir 

həlli alınmış sistemi ödəyəcəxdir. ƏKSinə, 
birinci tənliyi digər İKİsi ilə toplasaq, veril
miş sistem tənliyə qayıtmaq mümKÜn oldu
ğundan, yeni sistem tənliyin hər bir həlli 
verilmiş sistem tənliyi ödəyəcəKdir. Nəti
cədə biz İKİnci və üçüncü tənlİKdən x-ı yox 
etdİK. İndi İKİnci və üçüncü tənlİKİərə bir 
dərəcəli İKİ məchullu tənlİKİər sistemi Kimi 
baxa bilərİK.

Sonra, İKİnci tənliyi 2 - yə vurub, 
üçüncü tənlİKdən çıxsaq, y-i yox edərəK, 
yeni sistem alarıq.

x+y+z=0
. y + 27 = 2

3z = 5

Axırıncı tənlİKdən z= — alarıq. Bu 

qiyməti İKİnci tənlİKdə yerinə yazsaq, 
4y = — alarıq. Birinci tənlİKdə y və z-in 

qiymətlərini yerinə yazsaq, x = alarıq. 

Qauss üsulu ilə istənilən sayda məchulu və 
tənliyi olan xətti tənlİKİər sistemini həll et- 
тэк olar. Əvvəlcə onları elə yazmaq olar kİ, 
məchullar bir sütunda və birinci məchul bi
rinci tənlİKdə öz yerini tutsun. Bunun üçün 
məchulların və ya tənlİKİərin yerini (hamısı 
eyni zamanda) dəyişməK lazımdır.

Bu tənlİKİər bir halda, yəni, bütün 
tənlİKİər 0=b şəKİində olduqda, alınmaya 
bilər. Onda deməK olar kİ, sistem tənliyin 
ya həlli yoxdur (heç olmazsa, sağ tərəflər
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dən biri sıfır olmasın) və yaxud məchulla
rın bütün qiymətləri onun həllidir (əgər 
sağ tərəfləri də sıfır olduqda). Bu hal həd
dən artıq dərinliyə getməKdən yaranmır, 
eyni zamanda “normal” halda da rastlaş
maq olar. SonraKi addımda bütün tənlİK- 
lərdən uyğun vuruqlara vurmaqla birinci 
tənliyi çıxıb, birinci məchulu yox etməK 
olar. Sonra fİKrən birinci tənliyi atıb, qa
lan bir məchulu və bir tənliyi az olan sis
tem tənliyi həll edirİK. Məchulu yox etməK 
lazım gələnə Kimi davam etdirməK lazım
dır. Əgər sistem “yaxşıdır” sa (riyaziyyat
çılar “nəsli pozulmayan” adlandırırlar), 
onda, nəticədə üçbucaqlı sistemə gələcəyİK, 
hansı kİ, axırıncı tənlİK аг = b, harada Kİ, 
а Ф 0, г-axırıncı məchuldur. Buradan г-i 
tapıb, ardıcıl olaraq tənlİKİərdə yerinə ya
zıb, qalan məchulları tapmaq olar. Bu hal
da sistemin yeganə həlli var.

LaKİn təsvir olunmuş həll alqoritmi 
əvvəİkİ misalda olduğu Kimi o qədər də 
səlis qurtarmır.

x + y + z = 0
Əwəİkİ sistemi ■ x + 2y + 3z = 2 sistem

5x + 7y + 9z = 4 
tənliyi ilə əvəz edəK.

x-ı yox edərəK
x + y + z = 0

■ у + 2z - 2 alarıq
2y + 4z = 4

ı/-dan azad olsaq

x + y + z = 0
<y + 2z = 2 alarıq

0 = 0

FaKtİKİ olaraq nəticədə axırıncı tənlİK 
yox oldu, çünKİ o, məchulun bütün qiymət
lərində doğrudur. Bu sistemin sonsuz sayda 
həlli var: г-ə istənilən qiyməti verməK olar; 
у=2 - 2z və x = z - 2 isə birqiymətli təyin 
olunur. Sistem tənliyin həlli x-in istənilən 
qiymətində (г - 2; 2 - 2г; z şəkİİİİ üçİük- 
lərə bərabərdir. Başqa hal da ola bilər.

x + y+ z = 0
■ x + 2y+ 3z = 2
5x + 7y + 9z = 4

Qauss üsulu aşağıdaKi şəKİldə göstərilir.
İkİ məchullu İkİ tənliyin həllinin üç halı 

ola bilər: bir kökü var, (düz xətlər Kəsişir), 
həlli yoxdur (düz xətlər paraleldir), Sonsuz 
sayda həlli var (düz xətlər üst-üstə düşür)

Aydındır Kİ, sistemin həlli yoxdur.
Sistem tənlİKİərə həndəsi nöqteyi-nə- 

zərincə baxmaq olar. Koordinat müstəvi
sində İkİ məchullu xətti tənliyin qrafİKİ 
düz xətdir. Deməli, İKİ məchullu xətti tən- 
lİKİər sistemini həll etməK, bir neçə düz 
xəttin Kəsişmə nöqtəsini tapmaq deməKdir. 
(şəkİİ 1). İkİ tənlİK üçün üç hal ola bilər: 
Kəsişirlər (yeganə həll) paralel olurlar (həl
li yoxdur) üst-üstə düşərlər (sonsuz sayda 
həlli var).

Üç məchullu xətti tənlİKİər üç ölçülü 
fəza müstəvisində verilir. Müstəvilər birin
ci sistemə daxil olan tənlİKİərlə bir nöqtədə 
Kəsişirlər. Onlar eyni zamanda İKİnci siste
min bir düz xətti ilə Kəsişir və ya üçün
cüdə olduğu Kimi heç bir ortaq nöqtəsi ol
mur. Nəhayət üç müstəvi bir-birilə Kəsişə 
bilər. Bu halda sistemin tənlİKİəri bir-bi
rindən sabit vuruqları ilə fərqlənirlər.

Qauss üsulundan başqa xətti tənlİKİər 
sisteminin həllinin başqa üsulları da var. 
Bizim dövrümüzdə xətti tənlİKİər siste
minin həlli üsulları riyazi iqtisadiyyat 
məsələləri ilə bağlı xüsusi əhəmiyyət Kəsb 
edir. Adətən belə məsələlər çoxlu sayda 
məchulu olan sistem tənlİKİərlə göstərilir.

SİSTEM TƏNLİKLƏRİN HƏLLİNİN 
ÜMUMİ PRİNSİPLƏRİ

Ümumi şəKİldə verilmiş sistemlərə qa
yıdaq. Eyni dəyişənli İKİ sistemin həllər 
çoxluğu eyni olarsa, belə sistemlər eyni- 
güclü və ya eKvivalent sistem adlanır, yəni 
birinci sistemin istənilən hər bir həlli İKİn
ci sistemin həlli olsun və ƏKSİnə. Verilmiş 
sistem tənliyin əvəzinə onunla eynigiiclü 
olan sistem həll etməK olar.

Sistemə daxil olan tənlİKİəri çevirmə
lər vasitəsilə onunla eynigiiclü olan sistemə 
gətirməK olar.

Bu çevirmələr sistemə daxil olan məc
hulların sayını azaltmaq məqsədi ilə aparı
lır. Əlbəttə Kİ, yeni sistemdə tənlİKİərin 
sayı həll edilməK üçün Kifayət qədər olma
lıdır.

Bundan sonraKi gedişat ondan kİçİk 
sistemlərdə təKrarlanır. Nəticədə bir məc
hullu tənliyin həllinə gəlirİK. Onu həll edib 
digər tənlİKİərdə yerinə qoyub həll edirİK. 

Bu qayda ilə biz xətti tənlİKİər sistemini 
həll etmiş oluruq.

Amma gördüyümüz Kimi, bəzən bir 
məchullu tənliyə gəlməK olmur, onda həlli 
istənilən bir neçə parametr vasitəsilə ifadə 
edirİK. Amma məKtəb məsələlərində belə 
hallarla rastlaşmadığımıza görə, bu hala 
bir daha qayıtmayacağıq.

Çevirmələr zamanı sistem “budaqlana” 
bilər, yəni bir neçə sistemin birləşməsinə 
çevrilə bilər. Bununla birlİKdə təyin oblastı 
məhdudlaşdırılan bərabərsizlİKİər əlavə 
oluna bilər.

Çevrilmələr zamanı кэпаг KÖKİərin 
alınmaması üçün həllər çoxluğunun necə 
olacağını diqqətlə izləməK lazımdır.

Çox zaman məchulların sayını azalt
maq üçün İkİ üsul var: əvəzetmə, hansı kİ, 
sahəyə aid məsələ istifadə etmişİK və məc
hulun yoxedilməsi, toplanması üsulu (Qauss 
üsulu belə işləyir) Amma bu üsulları siste
min uyğun olaraq hazırlanmasından sonra 
tətbiq etməK olar.

Bəs biz hansı çevirmələri aparmalıyıq 
Kİ, nə KÖKİəri itsin, nə də кэпаг KÖKİər 
alınsın.

1. Sistemin istənilən tənliyini tənliyin 
hər tərəfinə eyni ədəd əlavə etməKİə və ya 
sıfırdan fərqli ədədə vurmaqla onunla eyni- 
güclü tənliyə çevirməK olar. Ədəd əvəzinə 
sıfırdan fərqli olub, tənliyin təyin oblastını 
dəyişməyən (vurma halında) funKsiya da 
götiirməK olar.

2. Sistemə onun istənilən nəticəsini 
yazmaq olar, ƏKSİnə sistemin tənliyi digər
lərinin nəticəsidirsə, onu pozmaq olar.

Məsələn,
/(x,y) = 0 . .

( sisteminə onun
g((x,y) = 0

nəticəsini əlavə etsəK f(x,y) + Kg(x;y) = 0 
Alınmış sistem tənliİK

/(x,y) = 0
■ g(x;y) = 0
/(x;y) + Ag(x,y) = 0

Birinci tənliyi və ya к 0 olduqda 
İKİnci tənliyi yox etməK olar, ona görə Kİ, 
hər İKİsi, yəqin Kİ, başqa İKİ tənliyin nəti
cələridir. Buradan üçüncü qayda alınır.

3. Sistemin istənilən tənliyini onunla 
sistemin başqa tənliyinin istənilən ədədə 
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hasilinin cəmi ilə əvəz etməK olar. Bu çe
virmələr Qauss üsulunun əsasıdır.

Üç qayda ilə məhdudlaşaq, baxmaya
raq kİ, digərləri də var (məsələn uyğun 
qeydlər ilə sistemin tənlİKİərini bir-birinə 
vurmaq olar)

Baxaq görəK bu qayda sistem tənlİKİə- 
rin həllində özünü necə göstərir (təKİif edi
lən üsul ola bilər Kİ, əlverişsizdir, amma o 
digər mənada lazımdır). Tutaq Kİ, İkİ tən- 
lİKdən ibarət olan

x + y-a 
xy = b

sistemi həll etməK lazımdır.
Birinci tənliyi Kvadrata yÜKSƏİdəK

x2 + 2xy + y2 = a2(*)

Bu çevirmələr eynigüclü deyil, çünKİ 
başqa bir x+y= - a tənliyinin həlli də hə
min tənliyə gətirilə bilər. Amma (*) tənli
yini bizim sistemimizə nəticə Kİmi birləş- 
dirməK olar. İKinci tənliyin 4 mislini (*) 
tənliyindən çıxaq:

x2 -2xy + y2 = (x —y)2 - a2 -4b və ya

x-y = ±sja2-4b

Bu tənliyi İKinci tənlİKİə dəyişib birin
ci tənliyin nəticəsi Kİmi (*) tənliyini ataq:

x + y = a
x-y = ±s/a2 -4b

Qeyd edəK Kİ, axırıncı tənlİK plyus və 
minus işarələri ilə fərqlənən İkİ tənliyin 
birləşməsidir. İndi sistem tənliyi cəmin ya
rısı və fərqin yarısı Kİmi götürməK olar. 
Nəticədə tənliyin kökü x2-ax+b=O tənliyi- 

, ... . ... a±sja2 -4b
nın həllinə gətirilir. x1>2 =--------------- .

Sistem yerdəyişmə ilə fərqlənən İKİ 
(x, y) - x,; x2) və ya (x2; x]) həllə malİKdir.

TənlİKİərin sadələşdirilməsində İKİ va
cib yol vuruqlara ayırma, dəyişənin əvəz 
olunması (“Yeni sehrbazlığa başlayanlara 
tövsiyə və ya tənlİKİəri necə həll etməli” 
məqaləsinə bax) sistem tənlİKİərin həllində 
də istifadə olunur.

Məsələn, əgər
x2 + y = 2 
x + y2 =2

sistemində

İKinci tənliyi birinci tənlİKdən çıxsaq alarıq: 

x2 + y = 2
x-y-x2 +y2 =0

və ya İKinci tənliyi vuruqlara ayırıb,

x2 +У = 2
(x-y)(l-x-y) = 0

alarıq.
Bu sistem İkİ sistemin birləşməsidir.

[x2 +y = 2
<
|x-y = 0

lx2 +y = 2
1-x-y = 0

Bu sistemi çətinlİK çəKmədən həll et- 
тэк olar.

xy = b

şəkİİİİ sistem. Kardana üsulu Kub tənlİKİə- 
rin həlli zamanı alınır. (“Kub tənlİKİər” mə
qaləsinə bax) İKinci tənliyin hər İKİ tərəfini 
Kuba yÜKSəldib u=x3, v=y3 əvəzləməsi apar
saq, bizə tanış olan

u + v< 
uv - b2

sistemini alırıq.
Dəyişənlərin əvəz edilməsi çox zaman 

transsendent funKSİyalar (logarifma, üstlü 
və triqonometrİK funKsiya (“Elementar 
funKSİyalar və onların xassələri” məqalə
sinə bax) daxil olan sistem tənlİKİərdə isti
fadə olunur.

Amma ümumi halda praKtİKada yara
nan məsələlərdə belə sistemləri həll etməK 
çox çətin olur.

Bu məsələlər üçün çox zaman təqribi 
hesablama üsulundan istifadə olunur.

BƏRABƏRSİZLİKLƏRİN HƏLLİ

İstənilən İkİ müxtəlif a və b ədədləri 
üçün İkİ şərtdən biri ödənməlidir: ya a bö- 
yÜKdür b (a>b), ya da a KİçİKdir b (a<b) 
Əgər, a və b ədədlərini x-dan asılı A(x) və 
B(x) ifadələri ilə əvəz etsəK, onların ədədi 
qiymətləri arasındaKi münasibət x-ın ye
rinə hansı ədədin qoyulmasından asılıdır. 
Belə bir məsələ ortaya çıxır: x-m bütün elə 
qiymətlərini tapın A(x) >B(x) - də yerinə 
yazsaq, doğru ədədi bərabərsizliyə çevril
sin. Bu yazı dəyişəni x olan bərabərsizlİK 
adlanır, x-ın qiymətləri onun həlli adlanır. 
Bərabərsizliyin işarəsini dəyişsəK, daha 
ciddi A(x)<B(x) və A(x)< b(x) alarıq

Birinci bərabərsizlİK Kİmi, sadə xətti 
bərabərsizliyi həll edəK

5x + 2 > 3x + 7

Əvvəlcə bərabərsizliyin hər İkİ tərəfin
dən Зх-З-ü çıxaq

2x>4

Qeyd edeK kİ, bu Keçid eynigüclülÜK 
adlanır, çünKİ bərabərsizliyin həllər çoxlu
ğunu dəyişdirmir:

O, ədədi bərabərsizliyin əsas xassələ
rindən birinə əsaslanır:

İstənilən a, b və c həqiqi ədədləri üçün 
əgər a > b olarsa,

a+c>b+c olar

Əgər x0 verilmiş bərabərsizliyin bəlli
dirsə, hər İkİ hissəyə c = - 3x0+3 əlavə et- 
sək, alırıq Kİ, x0 həm də 2x0 > 4 bərabər
sizliyini ödəyir. Əlbəttə Ki, əksİ də doğru
dur. Bərabərsizliyin başqa xassələrindən is
tifadə edəK.

Əgər a > ft və c > 0 isə onda ac > bc hər 
tərəfi 2-yə böləK (necə deyərlər, c = ^~ ə 

vuraq). Alırıq: x>2

BeləlİKİə verilmiş bərabərsizlİK hər 
hansı x-x0 üçün o zaman doğru olar kİ, 
x0 > 2 olsun

Bərabərsizliyin bütün həllər çoxluğu 
ədəd oxunda (2; oo) şüası ilə göstərilir.

İndi Kvadrat bərabərsizliyi həll edəK.
ax2 + bx + c > 0 harda Kİ, a + 0, 

q(x) = ax +bx + c Kvadrat üçhədlisinin disK- 
riminantma baxaq: D = b2 -4ac əvvəlcə, tu
taq kİ, D > 0, yəni , ç(x) -ın İKİ x, və x2 
kökü var. x, < x2 olsun. Onda (“Kvadrat 
tənlİKİər “ məqaləsinə bax) bərabərsizliyi 
a(x-X])(x-x2) > 0 şəKİində yazmaq olar. 
Burada x < x, olduqda birinci mötərizə 
müsbət, İKinci mötərizə mənfidir, x <x2 
olarsa, hər İKİsi müsbər olar. Ona görə ve
rilmiş bərabərsizliyin həlli a > 0 olduqda 
(-oo;x,)u(x2oo) (şəkİİ la) İKİ şüanın birləş
məsi ö<0olduqda (x,:x2) intervalı olar.

D = 0 halında x,=x2 və g(x) = tz(x-x,)2 - 
na anoloji olaraq baxılır. Əgər £) < o olar
sa, g(x) -in işarəsi bütün həqiqi düz xətdə 
eynidir (şəkİİ 1 b, c.).

Kvadrat tənlİKdə olduğu Kİmi g(x) - i 
tam Kvadrata ayırsaq, buna tamamilə əmin 
ola bilərİK:

4a2

Aydındır Kİ, burada sağ tərəfin işarəsi 
a-nın işarəsi ilə üst-üstə düşür, yəni müs
bət, a < 0 olduqda mənfidir.

Bu kİçİk araşdırmanın nəticəsini aşa
ğıdam cədvəldə göstərəm

DisKrimi- 
nant

ax*+bx+c>0 bərabərsizliyi
nin həlli

a > 0 a < 0

D > 0
D = 0
D < 0

(-00;X,)U(x2;00) 

(-co;x,)u(x2;oo) 
(-oo;oo)

(x,,x2) 
Həlli yoxdur 
Həlli yoxdur
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У D>0

y=ax2+bx+c

л
o

ŞəkİI 1.

ŞəkİI 1. ax2+bx + c>0 Kvadrat bərabərsiz
liyi D > 0 olduqda həlli İKİ şüanın birləşməsi 
(-oo;X]) U x2 ;+oo, D = 0 olduqda x=x1=x2-dən 
başqa bütün ədəd oxu, D < 0 olduqda — bütün 
ədəd oxu a <0 halında anoloji olaraq parabolanın 
qollarının aşağı yönəlməsi halında baxılır.

Eyni qayda ilə q(x) < 0 və ciddi olma
yan <?(x)>0, q(x)<0 bərabərsizlİKİəri həll 
edilir.

Kvadrat bərabərsizliyi başqa yolla da 
həll etməK olar, q (x) KvadratİK funKsiyası 
bütün ədəd oxunda Kəsilməzdir. Bu onu 
göstərir Kİ, onun qrafİKİ olan parabolanı 
qələmi Kağızdan ayırmadan çəKməK olar, 
(dəqiq qaydası “Kəsilməz və Kəsilən funKsi- 
yalar” məqaləsinə bax) Ona görə, əgər, 
qrafində Ox oxundan aşağıda və Ox oxun
dan yuxarıda nöqtələr varsa, onda o, Ox 
oxu ilə bu nöqtələr arasında kəsİşəcək (şə- 
kİİ 2). Daha ciddi deyəK. Hər hansı bir ara
lıqda Kəsilməyən və bu aralığın İkİ nöqtə
sində müxtəlif işarəli olan funnsiya bu 
nöqtələr arasında sıfıra bərabərdir.

Əgər funnsiya Kəsilməzdirsə və q(x) -ın Ox 
oxundan yuxarı və Ox oxundan aşağı nöqtələri 
varsa, o zaman onun qrafini Ox oxu ilə kəsİşəcək.

Deməli, D < 0 olduqda ç(x) -m sıfır
ları yoxdur. Bu halda onun qrafİKİ absis 
oxunun bir hərəKətində yerləşir., yəni ç(x) 
bütün nöqtələrdə eyni işarəlidir. Məsələn, 
q(O)=c bu halda ç(x)-ın işarəsi bütün düz 
xətdə c-sərbəst həddin işarəsi ilə üst-üstə 
düşür. Qeyd etməK olar Kİ, Kifayət qədər 
böyÜK x-lar üçün ax2 ifadəsinin mütləq 
qiyməti bx+c ifadəsinin mütləq qiymətin
dən böyÜKdür. Ona görə q(x) -ın işarəsi 
ax2 -nın işarəsi ilə üst-üstə düşür. D > 0 
olduqda q(x) çoxhədlisinin kökü absis 
oxunu üç aralığa ayırır: (-oo;x1),(x];x2)və

(x2;oo) ç(x) bunların hər birində işarəsini 
saxlayır. Sonuncu İKİ aralıqda ç(x)-ın işa
rəsi a-nın işarəsi ilə üst-üstə düşür, orta 
aralıqda isə ƏKsinə (həqiqətən orta interva- 

lın orta nöqtəsi — = -y-;<?(x) - ın qiy

məti - — -a bərabərdir) Burada yenidən 
4a 

yuxarıda göstərilmiş cədvəli alırıq.
Bu qaydalar istənilən /(x)>0və ya 

/(x)<0 şəkİİİİ Kəsilməyən /(x) funKsiyala- 
rına aiddir. Nəzərə alaq kİ, /(x) funKsiyası 
ola bilər kİ, bütün ədəd oxunda təyin olun
masın. Biz /(x) funKsiyasının təyin oblastı- 
nın, /(x) = 0 tənliyinin KÖKİərinin, KÖKİəri 
ilə bölünmüş aralıqlarda /(x) -m işarəsinin 
(aralıq qiymətlər haqqında teoremə görə bu 
işarələr sabitdir) tapılmasına gəlib çıxdıq.

/(x)>0 və ya /(x)<0 bərabərsizlİKİə- 
rinin həllində aralığa funKsiyanın sıfırla
rını daxil etməK lazımdır. İntervallarda 
funKsiyanın işarəsini təyin etməK üçün 
aralıqlarda funKsiyanın işarəsini təyin et- 
тэк üçün aralıqların hər birində bir nöqtə 
götürəK və bu nöqtələrdə /(x) funKSİyası- 
nın qiymətlərini hesablamaq lazımdır. 
Başqa yol, hansısa bir intervalda funKSİya- 
nın işarəsini tapmaq və aralığın sonuna ке- 
çid zamanı necə dəyişildiyini izləmən la
zımdır.

Bu üsulla /(x) = ——2^л + 1)>о bəra- 
x-1 

bərsizliyini həll edəK.
Onun təyin oblastı x * 1 bütün ədədlər 

çoxluğudur, yəni (-oo;-l) və (l;oo)şüaları- 
nın birləşməsidir.

FunKsiyanın sıfırları bu çoxluğu dörd 
aralığa bölür: (-oo;-l),(-1;1),(1;2) və (2;+oo); 
Bir aralıqdan digərinə Keçid nöqtələri - 1; 
1 və 2 KeçdİKdə funKSİya işarəsini dəyişir. 
Deməli, bu nöqtələrin hər birində sol tərəf
də işarə funKsiyasının işarəsini tapaq

Məsələn, x=3 olduqda (2;+oo) aralığında 
/(x)>0olar. İndi aydındır kİ, x e (—1;1) ol
duqda /(x)>0, qalan İkİ aralıqda /(x)<0 
olar. Buradan cavabı xe (-l;l)u (2;+oo) (şə- 
Kİl 3) alırıq. Əgər biz ciddi olmayan 

/(x)>0 bərabərsizliyini həll etsə idİK, ca
vab: xe(-l;l)u (2;+oo) alardıq. x=l həllər 
çoxluğuna daxil deyil, çünKİ, o funKsiya- 
nın təyin oblastına daxil deyil.

Bərabərsizliyin bu üsulla həlli inter- 
vallar üsulu adlanır. Əslində /(x)>0 bəra
bərsizliyinin həlli f(x)=0 tənliyinin həllinə 
gətirilir. Bu ən çox /(x) İkİ çoxhədlinin ha
sili şəKİində göstərilə bildİKdə istifadə olu
nur. Bunlar əgər fərqli vuruqlardırsa, onda 
aralıqda işarələr növbələnir. Bu həmişə 
тйткйп deyil. Məsələn

(x-l)‘(x +1)> 0 bərabərsizliyinin sol tə
rəfi x=l olduqda sıfıra bərabərdir. Bu işa
rəni dəyişmir (şəkİİ 4) . BərabərsizlİK ciddi 
olduğundan x=l həllər çoxluğundan çıxarı
lır Cavab (—l;l)k_> (l;oo). Bərabərsizliyin həl
linin başqa üsulu - eynigüclü çevirmələr 
üsulu adlanır. Hansı Kİ, həllər çoxluğunu 
dəyişməyən çevirmələr vasitəsilə sadə bəra- 
bərsizlİKİərin həllinə gətirilir: x>ovə 
x < b və s.

Əvvəllər xətti bərabərsizlİKİərin həlli 
haqqında verilmişdir. TənlİKİərin həllinə 
gətirilən bu üsul haqqında “Yeni sehrbaz
lığa başlayanlar üçün bir neçə tövsiyə və 
ya tənlİKİəri necə həll etməli” məqaləsində 
ardıcıl danışılmışdır.

Ona görə də indi biz tənlİKİərin fərqlə
nən bərabərsizlİKİərin həllinə baxaq.

İIk əvvəl qeyd edəK Kİ, bərabərsizlİKİə- 
rin həllində dəyişmənin eynigüclülüyü də
yişdirilməz bir tələbdir. ÇünKİ tənlİKİərin 
həllindən fərqli olaraq bərabərsizliyin həl
lər çoxluğu adətən sonsuzdur və əvəzetmə 
üsulu ilə кэпаг KÖKİəri verilmiş bərabərsiz-
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lİKdə yoxlamaq mümKÜn deyil. Bərabərsiz
liyin hər İkİ tərəfinə hər hansı funKSİyanı 
əlavə etməK yaxud çıxmaq, eləcə də onunla 
eynigüclü ifadə ilə əvəz etməK (deyəK 
4Ä4b -ni xAB ilə) əlbəttə Kİ, bərabərsizli
yin işarəsini dəyişmir, ola bilər kİ, təyin 
oblastını dəyişsin.

Bərabərsizliyin hər İkİ tərəfini /(x) 
funKSİyasına vurduqda bərabərsizlİK işarə
sinin və funKSİyanm təyin oblastımn dəyi
şilməsinə diqqət yetirməK lazımdır. 
f (x) < 0 olduqda vurma zamanı bəra

bərsizlİK işarəsini saxlayır, /(x) > 0 olduqda 
isə işarə ƏKSİnə dəyişilir. Sıfırlarını isə ay
rı yoxlamaq lazımdır.

Bərabərsizliyin hər İKİ tərəfindən /(x) 
funKsiyasını götürdÜKdə daha diqqətli olmalı. 
A(x) > B(x) bərabərsizliyindən /(x) funKsiyası 
verilmiş barabərsizliyin bütün həllər çoxluğu 
artan olarsa, /(/(x))> /(s(x)) almar.

(x - l)*(x 4-1 > 0) bərabərsizliyin həlli iıci ob- 
lastın birləşməsidir: (— 1;1) (loo)

Əgər /(x) azalırsa, onda bərabərsizlİK 
işarəsini dəyişir./(Л(x))< /(ä(x)). Əgər /(x) 
monoton funKSİya deyilsə, (məsələn 
f (x) = x2) onda onun təyin oblastını artma 
və azalma aralıqlarına bölüb və hər bir ara
lıqda bərabərsizliyə ayrıca baxmaq lazımdır.

-7x4-1 > x -1(*) bərabərsizliyini həll edəK. 
KÖKdən azad olmaq üçün hər tərəfi 

Kvadrata yÜKSəldəK. Amma у = x2 funKsi- 
yası monoton deyil: x>0olduqda artır, 
x < 0 olduqda azalır. Sol tərəfi təyin oblas- 
tmda (yəni x +1 > 0) mənfi deyil, sağ tərəfi 

isə istənilən qiyməti alır. Ona görə x -1 > 0 
və x -1 < 0 hallarına baxmaq lazım gəlir. Bi
rinci halda у = x2 artandır və (*) bərabərsiz
liyi (x +1) > (x -1)2 ilə eynigüclüdür.

((V x + l)2-nı x+1 ilə əvəz etdİKdə tə
yin oblast genişlənir, amma bu eynigüclü- 
lüyə mane olmur, ona görə bütün həll 
(x +1) > (x-1)2 >0-m həllinə gətirilir.) İKİn
ci halda (*) bərabərsizliyin bütün təyin ob- 
lastmda həll öz-özlülündə həll edilir, (sol 
tərəf mənfi deyil, sağ tərəf mənfidir) Qısa 
şəKİldə yazsaq:

-7x4-1 > x -1 <=>

x + l>(x-l)2
x-l>0

x + l>0 
x-1 < 0

Xatırladaq Kİ, Kvadrat mötərizə siste
min (verilmiş halda bərabərsizliyin) birləş
məsini göstərir. Birinci və ən əsas addım 
bir az sadələşdirib

/>g2
f > 0 şəKİində yazmaq olar.
g<0

Anoloji olaraq başqa tip bərabərsizlİK- 
lər üçün də bu sxemi verməK olar.

■7x4-1 > x -1 bərabərsizliyin həlli yarım- 
interval [-1;3)

İndi (*) bərabərsizliyinin başqa həllini 
verəK. Burada dəyişənin əvəz olunmasında is
tifadə olunur, у - -7x4-1 olsun, onda x = у2 -1 
və bərabərsizlİK Kvadrat şəKİində oldu.

y2-y-2<0

Onun həllər çoxluğu -1 < у < 2 inter- 
valıdır. x-ı daxil etsəK:

-1 < -7x4-1 < 2 alarıq.
Təyin oblastını nəzərə alaraq, 0 < x 4-1 < 4 

və ya
-l<x<3 alarıq
Bu bərabərsizliyi intervallar üsulu ilə 

də həll etməK olar. (şəkİİö). -7x4-1 = x-1 tən
liyinin yeganə kökü 3-ə bərabərdir.(“Yeni 
sehrbazlığa başlayanlar üçün bir neçə töv
siyə və tənlİKİəri necə həll etməli”məqalə- 
sinə bax). Bu kök təyin oblastı x>-l-i İkİ 
aralığa bölür. [-;3) və (3;oo). Misal üçün 
x=0 və x=8 götürsəK, alarıq kİ, birinci in- 
tervalda bərabərsizlİK ödənilir, İKİncidə 
ödənilmir.

BİRCİNS SİMMETRİK ÇOXHƏDLİLƏR 
VƏ BƏRABƏRSİZLİK

lİKİn məlumatlar: aşağıdaKi faKtları mə
lum sayıb onlara tez-tez istinad edəcəyİK:

müsbət ədədlərinin p-ci ortası

+ «£+- + <

ədədinə deyilir və onlar arasında aşağıdaKi 
münasibət ödənilir:

BərabərlİK halı yalnız və yalnız

a, =a2=... = an

olduqda doğrudur.

İKİdəyişənli və üçdəyişənli hallar. Əv
vəlcə bir neçə misala baxaq.

Misal 1. a >0;b > 0. İsbat edək Kİ,

ab(a + b)(a2 + b2}< 2(a5 4-Z?).

Dəyişənlərin dəyişmə oblastı olan 
D = {(«;/>): a > 0;b > 0} çoxluğu Koordinat 
müstəvisinin 1-ci rübüdür. Baxılan oblast 
Koordinat başlanğıcından çıxan və bu rüb
də yerləşən şüalar vasitəsilə tam şəKİldə ör
tülür. Daha dəqiq desəK aşağıdaKi doğru
dur

O = U {(*;y): У = kx, x > O}.
k>0

İstənilən belə şüa müstəvi üzərində 
Koordinat başlanğıcından fərqli seçilmiş 
hər hansı İKİnci nöqtə ilə - məsələn, 
a~+h=2 qövsünün üzərində götürülmüş 
nöqtə ilə - qarşılıqlı birqiymətli şəKİldə tə
yin edilir. Söylənilən qövs üzərində (а;Л) 
nöqtəsi seçilmişsə, uyğun şüanın tənliyi 
aşağıdaKindan ibarət olacaq

x = af,y = bt; / > 0.

İstənilən belə bir şüa üzərində verilən 
bərabərsizlİK aşağıdaKi formaya düşür

xy(x-l-y)(x2 + y2)= tsab(a + b)(a2 + b2\

2(x’+/)=,’(2(a'+/>>))l 

»4«+>’)(k,+/)£2(/+/)ö

•» ab(a 4- b) < (a5 4- b5); a2 4- 62 = 2.

BeləlİKİə, tələb edilən bərabərsizliyin 
əvəzində a2 +b' =2 çevrəsinin uyğun qövsü 
üzərində

ab(a + b)<a~ + h5 

256 257
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bərabərsizliyinin isbat edilməsi Kifayətdir. 
a2 + b2 =2 olduqda həndəsi, ədədi, Kvad- 

ratİK, p -ci orta arasındanı münasibətə
əsasən a = b = 1 halında soldanı hər
ifadə özünün maKsimal, sağdanı ifadə 
özünün minimal qiymətini alır:

İKİ 
isə

max a6 = l; max (a + б) = 2; +62=2 a2+b2=2 7

min
a2+b2=2

2.

BeləlİKİə,

max (ab(a + b}) = min(a5+65
a2+i2=2V V 77 ++ä2=2V

Baxılan qövsün istənilən digər nöqtə
sində isə ciddi

ab(a + b)< a5 +b5 

bərabərsizliyi ödənilməlidir. BərabərsizlİK 
isbat edildi.

Misal 2. a > 0,b > 0;c > 0 . İsbat edək kİ, 
3abc(a + 6 + c) < (u2 + 62 + c2 У .

Bərabərsizliyin araşdırılma oblastı üçöl- 
çülü fəzanın birinci ontantıdır

D = {(x; y; z): x > 0, y > 0, z > 0}.

Bu oblast Koordinat başlanğıcından çı
xan və bu OKtantda yerləşən şüaların bir
ləşməsi şəKİində göstərilə bilər

D = [J {(x;y;z); x = at,y = bt,z = ct; t > 0}. 
ö>0,Z»0,c>0

İstənilən belə şüa Koordinat başlanğıcı 
və baxılan OKtantda seçilmiş hər hansı 
İKİnci nöqtə ilə - məsələn a + b + c = 3 müs
təvisinin 1-ci OKtantla Kəsişməsindən alı
nan üçbucağın nöqtəsi ilə - qarşılıqlı bir
qiymətli şəKİldə təyin edilir. Araşıdırılan 
oblastm istənilən nöqtəsi aşağıdaKi şəKİldə 
göstərilə bilər

Vx > 0, Vy > 0, Vz > 0,3/ > 0,3a,6,c > 0 =>
=> a + b + c = 3;x = at,y = bt,z = ct.

Qeyd edilmiş istənilən şüa üzərində veri
lən bərabərsizlİK üçün aşağıdanı alınır 

xyz = t3abc; (x + y + z) = t(a + b + c) 
x2 +y2 + z2 = t2(a2 + b2 +c2) 
3xyz(x + y + z)< (x2 +y2 + z2)2<=> 
o9abc<(a2+b2+c2)2; a + b + c = 3

BeləlİKİə, tələb edilən bərabərsizliyin 
əvəzində a + b + c = 3; a,b,c>0 üçbucağında

9abc < (u2 +b2 +c2)2

bərabərsizliyini isbat etməK Kifayətdir.
Ədədlərin cəmi sabit olduğundan 

ö = 6 = c = 1 olduqda sol tərəfdəni ifadə 
maKsimal, sağ tərəfdəKİ ifadə isə minimal 
qiymət alır və

max (9a6c) = 9;
a+Z>+c=3

min (a2 + b2 +c2)2 =9.
o+ü+c=3' '

Baxılan üçbucağın istənilən digər nöqtə
sində isə

9abc < (a2 +b2 + c2)'

bərabərsizliyi ödənilir. BərabərsizlİK isbat 
edildi.

İsbat prosesində və baxılan bərabərsiz- 
lİKİərdə bir neçə ümumi cəhəti qeyd etməK 
lazımdır:

-bərabərsizlİKİərin araşdırlıma oblastı 
müəyyən bir nöqtəni özündə saxlayırsa, 
Koordinat başlanğıcından çıxan və həmin 
nöqtədən Keçən şüanı bütövlÜKdə özündə 
saxlayır.

-bərabərsizliyin hansısa bir şüada araş
dırılması, həmin şüanın istənilən bir nöqtə
sində araşdırılmasına gətirilir, yəni bəra
bərsizliyin hər hansı bir şüada doğru olub- 
olmaması onun həmin şüanın istənilən bir 
nöqtəsində doğru olub-olmaması ilə eyni- 
güclüdür. Başqa sözlə, Koordinat başlanğı
cından çıxan və oblasta daxil olan şüa üzə
rində bərabərsizlİK özünün invariantlığını 
saxlayır.

Ümumi hal. n -ölçülü fəzanın К c Rn alt 
çoxluğu aşağıdaKi spesifİK xassəyə malİKdir

V(x,,x2,...,x„)e^,
X/t > 0=> (/‘xI,tx2,...,/‘x„)e К

Bu halda К çoxluğu Konus adlandırılır. 
Başqa sözlə, Konus hansısa bir nöqtəni 
özündə saxlayırsa, onda həmin nöqtəni 
özündə saxlayan və Koordinat başlanğıcın
dan çıxan şüanı da bütövlÜKdə özündə sax
layır.

Koordinat müstəvisinin rüblərindən hər 
hansı biri, təpəsi Koordinat başlanğıcında 
olan hər hansı bir bucaq və s. Konusa mi
saldır.

İkİ Konusun birləşməsi və Kəsişməsi də 
Konusdur.

Tutaq Kİ, К və C Konuslardır. Tərifə görə 
(x,,x2,...,x„)e ÄTnC

olarsa,
(/Х|,/х2,...,/хя)е К c\C 

olmalıdır. Eyni qayda ilə verilən nöqtə Ko
nuslardan heç olmasa birinə aid olarsa, hə
min nöqtəni özündə saxlayan bütün şüa da 
həmin Konusa aid olmalıdır. Buna görə də 
şüa bütövlÜKdə birləşməyə aid olmalıdır.

К müəyyən bir Konus, S isə aşağıdaKi 
şərti ödəyən altçoxluqdur.

/C = |JZS = {^x:xeS}.
Я>0

S çoxluğuna К Konusunun törədici 
çoxluğu deyilir. Bu məKtəb həndəsəsindən 
bizə yaxşı məlum olan Konusun en Kəsiyini 
xatırladır.

Məsələn, İKİölçülü müstəvidə absis 
və ordinat oxlarının müsbət istiqamətlərini 
birləşdirən hər hansı bir əyri birinci rüb
dən ötrü, absis oxunun müsbət və mənfi is
tiqamətlərini birləşdirən hər hansı bir əyri 
yuxarı yarım müstəvidən ötrü, Koordinat 
başlanğıcını özündə saxlayan hər hansı çev
rə və ya Kvadrat Koordinat başlanğıcından 
başqa bütün müstəvidən ötrü, fəzada ya- 
пткйгэ yerləşdiyi yarımfəzadan ötrü və s. 
törədici çoxluqlardır. xy = 1 (x > 0, y > 0) 
hiperbolası da 1-ci rüb üçün törədici çox

luqdur. Doğrudan da, Koordinat başlanğı
cından çıxan və 1-ci rübdə yerləşən hər bir 
şüa bu hiperbola ilə Kəsişir.

Müəyyən bir К Konusunda təyin 
edilmiş /(x,,x2,...,x„) funKsiyası aşağıdaKi 
xassəyə malİKdirsə

(xj,x2,...,xn)e ÄT, V/> 0 =>

=> /(hc,, ,..., /x„) = Л /(x,, x2,..., x„)

/(x1,x2,...,xn) funKsiyasma к tərtibdən 
bircins funKSİya deyilir. (Bəzən к tərtib
dən müsbət bircins funKSİya da deyilir).

Qeyd, x = (x, ,x2 ,...,x„ },/(x) = /(x, ,x2 ,...,x„) 
işarələmələrindən istifadə edəcəyİK.

Misal 3. /(x ,y,z) = x + y + z funKsiyası 1- 
ci tərtibdən bircins funKsiyadır. Doğrudan 
da

f(tx, ty, tz) = tx + ty + tz = f(x + y + z) = tf(x, y, z).

2. /(x,y,z) = — + — + — funKsiyası 0-cı
y z x

tərtibdən bircins funKsiyadır.

y/ \ tx ty tz x y z xf(tx,ty,tz) =—+—+— =_ +'+_ = /(x,y,z) .
ty tz tx y Z X

3. f(x,y,z) = —~—- funKsiyası (-3)-cü 
y + z

tərtibdən bircins funKsiyadır.

/(x,y,z) = (tx)2
(ty)5+(tz)5

4. İstənilən tərtibli bircins funKSİya var. 
Məsələn,

/(x,y,z) = x“ +y“ +z“

funKsiyası a tərtibdən bircins funKsiyadır.

/(x,y,z)=(tt)“ +(ty)a +(/z)° =

= r°(x“+y“+z“)=/“/(w)
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Tutaq Kİ, К Konus, C isə onu törədən 
müəyyən bir çoxluqdur, /(x) isə həmin Ko
nusda təyin edilmiş k- tərtibdən bircins 
funKsiyadır. Onda

1. (Vx e K, /(x) > 0) o (Vx e C, /(x) > 0)

2. (VxeÄ?, /(x) < 0) <=> (Vx e C, /(x)<0)

Başqa sözlə /(x) funKsiyasının K Ko
nusunda işarəsini müəyyən etməK üçün, 
onunÄ? Konusunun hansısa bir C törədici 
çoxluğunda işarəsini müəyyən etməK Kifa
yətdir.

Bircins funKsiyanın tərifinə görə

/0*ı, tx2 ,...,txn) = tkf(x{, x2,..., x„) .

Aydındır kİ, tK > 0. Buna görə də 
y(/x1,/x2,...,/x„) və /(xj,x2,...,xn) eyni işarəli- 
dirlər. Digər tərəfdən (х1,х2,...хя) nöqtələri 
bütün C çoxluğunda dəyişdİKdə

{(txx,tx2,...txn\ />0}

nöqtələri K çoxluğunu örtürlər.
Buna görə də bircins ifadələrdən təşKİl 

edilmiş İKİdəyişənli bərabərsizlİKİəri dəyi- 
şənlərin müsbət qiymətlərində araşdırmaq 
üçün onu absis və ordinat oxlarının müs
bət istiqamətlərini birləşdirən hansısa bir 
xətt üzərində, parçada, hiperbolada və ya 
digər əyridə araşdırmaq Kifayətdir. Biz ar
tıq bununla rastlaşmışıq. İndi isə daha bir 
neçə misala baxaq.

Misal 4. İsbat edəK Kİ, Vx,y >0 üçün

bərabərsizliyi doğrudur.
Araşdırılan oblast Konus olduğu üçün 

verilən bərabərsizliyi müəyyən bir törədici 
alt çoxluq üzərində isbat etməK Kifayətdir. 
Belə alt çoxluq Kimi (2;0) və (0;2) nöqtələ
rini birləşdirən parça götürməK olar. Başqa 
sözlə,

C = [x + y = 2;x > 0,y > O]

parçasına baxaq. Aydındır kİ, bu halda

x = l + a;y = l-a; 0<a<l

göstərilişləri mümKÜndür. Doğrudan da x 
və у ədədlərinin hər İKİsi 1-dən kİçİk ola 
bilməz, əks halda x+y<a olardı. Onda on
lardan biri müəyyənlİK üçün x, 1-dən bö
yÜK bərabərdir. Deməli, x=l+a, 0<a<l gö- 
türməK olar, bu zaman г/=1-а olar. Onda 
verilən bərabərsizlİK aşağıdaKi şəkİə düşür:

J < x”+y" _(l + g)"+(!-«)” _ 2 + p 
”2 2 2

burada p>0. ÇünKİ (l + «)" və (l-а)" qüv
vətlərinə Nyuton binomunu tətbiq edib, 
topladıqda cəmdəKİ mənfi hədlər əKsləri 
ilə qarşılıqlı islah olurlar, yalnız mənfi ol
mayan hədlər qalırlar. Odur kİ, sonuncu 
bərabərsizlİK doğrudur.

Digər tərəfdən funKsiyanın bircinsliyi 
imKan verir kİ, bərabərsizlİK və bərabərlİK- 
lərin araşdırılmasında dəyişənlərin sayı 
bir vahid azaldılsın. Doğrudan da,

C = {(xl,x2,...xi_i,l,xM,...,xn e К]

çoxluğu K Konusundan ötrü törədici çox
luqdur. Belə Kİ, V(x1,x2,...,x„)e K nöqtəsi 
üçün

(х,,х2,...,х„) = х/(^-,...,^-,1,^-,...Д)
X,. x,. x,. x,.

göstərilişi mümKÜndür. Buna görə də k 
tərtibdən bircins /(x) funKsiyası üçün aşa- 
ğıdaKi bərabərliyi yazmaq olar

/(x„x2,...,x,)=x*/(+....Х1.Х...Д).
X, X, X, X,

Sonuncuya isə (n-1) dəyişənli funKsiya 
Kimi baxmaq olar.

Misal 5. Müstəvi üzərində birinci rübdə 
yerləşən, Koordinatları

a) x > 0; 0 < у < 1 Bərabərsizliyin hər İkİ tərəfində iştiraK
edən funKsiyalar 3-cü tərtibdən bircinsdir- 

/>)0<x<l;0<y lər. Törədici çoxluq olaraq
şərtlərindən birini ödəyən (x,y) nöqtələri 
üçün aşağıdaKi bərabərsizliyi isbat edək ' ■'

a > 0, [3 > 0,a + p = 1 => xa yp < ax + Py

YuxarıdaKi mülahizələrə əsasən dəyişən- 
lərdən birini vahidə bərabər hesab edə bilə- 
rİK. Tutaq kİ, x = 1. Onda aşağıdaKi eKvi- 
valent bərabərsizliyi alarıq

уp < a + py « уp < (1 - p) + py = 1 + Д у -1)

у -1 = z əvəzləməsindən sonra

(1 + z/’ < 1 + pz
məşhur Bernulli bərabərsizliyini almış oluruq.

Ədədi və həndəsi orta haqqında Koşi 
bərabərsizliyinin isbatı. İndi isə bizə yaxşı 
məlum olan ədədi və həndəsi orta haqqında 
Koşi bərabərsizliyini isbat edəK. Həm in- 
duKSİyanın bazasını əldə etməK, həm də 
tətbiq ediləcəK metodu yaxşı başa düşməK 
üçün bir neçə xüsusi hala baxaq.

n = 2 halında
2

bərabərsizli

yindən söhbət gedir. Hər İKİ tərəfdə iştiraK 
edən funKsiyalar 2-ci tərtibdən bircinsdir- 
lər. Buna görə də bərabərsizliyi hansısa tö
rədici çoxluqda isbat etməK Kifayətdir. 
Belə çoxluq olaraq Misal 1-də olduğu Kimi 
x + y = 2 düz xəttinin 1-ci rübdə qalan par
çasını götürməK əlverişlidir. Onda elə bir 
аб[0;1] ədədi var Kİ, x = 1 + a;y = 1-a . Bu 
halda bərabərsizlİK belə bir şəkİə düşür: 
xy < 1. Digər tərəfdən

Buradan aydındır kİ, verilən bərabərsiz- 
lİKdə bərabərlİK halı yalnız və yalnız a = 0 
olduqda, yəni x = у olduqda mümKÜndür.

n=3 halı. x,y,z müsbət ədədlərdir. İsbat 
etməK lazımdır Kİ,

xyz < 

müstəvisinin birinci rübdə qalan hissəsini 
götürəK. Onda verilən bərabərsizlİK aşağı
dam şəkİə düşər

x + y+ z = 3
. xyz < 1.

Bu halda müəyyən bir а,Д/>-1 ədəd
ləri üçün

x = 1 + a, у = 1 + /7, z = 1 + y; a + p + у = 0 

göstərilişləri mümKÜndür. Bu ədədlərdən 
İKİsi hÖKmən eyni işarəlidir. MüəyyənlİK 
üçün fərz edəK Kİ, а və p eyniişarəlidir, 
yəni aP>0. Onda

/ = xyz = (1 + «)(1 + /7)(1 + y) =
= 1 + a + P + у + (a + p\y + ap + aPy -
= 1 - (« + P}1 - aP(a + P} + ap =
= \-(a2 + P' +a2p + ap2 + ap}

Əgər a və p mənfi deyildirlərsə, İKİnci 
hədd mənfi olmayacaq. Onda aydındır kİ, 
1 < 1. Bundan əlavə bərabərlİK halı yalnız 
və yalnız

a - P = 0 və ya x = y = z

olduqda mümKÜndür.
Əgər a və p ədədləri müsbət deyildirlərsə,

|a| < 1, |/7| < 1 => a2 > -a2p, p2 > -ap2 

olduğundan, sonuncu mötərizədə iştiraK 
edən İİk dörd ədədin cəmi mənfi ola bil
məz. а p hasili də mənfi deyil. Buna görə 
də İKİnci hədd (mötərizə) mənfi deyil. Bu 
isə / < 1 olması deməKdir. Yenə də burada 
bərabərlİK halı yalnız və yalnız son ifadə
nin İKİnci həddi 0-a bərabər olduqda, yəni

а = /? = 0 və ya x = y = z 
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olduqda mümKÜndür.
Tutaq kİ, (zz-l)-sayda istənilən müsbət 

ədəd üçün 

n-l

х1х2...хл1_|
k n-1

<

bərabərsizliyi doğrudur. İxtiyari n 
müsbət ədəd üçün

sayda

n

XxX2...Xn <

isbat

bir-

bərabərsizliyinin doğru olduğunu 
edəK. Bərabərsizliyin hər İkİ tərəfində işti- 
гак edən funKsiyalar n -ci tərtibdən 
cinsdirlər. Burada İkİ hal ola bilər:

1-ci hal. n cüt ədəddir. Tutaq 
n = 2p . Törədici çoxluq Kimi

Kİ,

x1 + x2 +... + x2p = 2p 

hipermüstəvisini götürəcəyİK. Onda aydın
dır kİ, müəyyən bir 0 < a < p ədədi üçün

Xj + x2 + ... + xp = p + a 

xp+\ + xP+2 +- + X2P = P~a

göstərilişləri mümKÜndür. Doğrudan da bu 
cəmlərdən biri p-dən böyÜK bərabərdir. 
Onu p + a ilə işarə etsəK, digər cəm (p-a)- 
ya bərabər olar. Dəyişənləri yenidən nöm- 
rələməKİə birinci cəmin p-dən böyÜK bəra
bər olmasına həmişə nail olmaq olar.

Dəyişənləri yuxarıdaKi Kimi p sayda İKİ 
qrupa ayıraq və onların hər birinə induK- 
siyada qəbul etdiyimiz təKİifi tətbiq edəK.

XıX2...X/,Xp+1...X2/) =

bərabərsizliyini almış olarıq kİ, bu da 
məhz isbatı tələb olunan bərabərsizlİKdir. 
Sonuncu bərabərsizlİKdə bərabərlİK halı 
yalnız və yalnız a = 0 olduqda mümKÜndür 
Kİ, əwəİKİndə isə induKSİyanın bazasında 
qəbul etdiyimiz təKİifə əsasən yalnız və 
yalnız həm birinci, həm də İKİnci qrupda 
iştiraK edən dəyişənlər öz aralarında bir-bi
rinə bərabər olduqda mümKÜndür. Digər 
tərəfdən hər İkİ qrupda dəyişənlərin sayı 
və cəmi bir-birinə bərabərdirlər. Onda bü
tün dəyişənlər bir-birinə bərabər olmalıdır.

2-ci hal. n təK ədəddir. Tutaq kİ, 
n = 2p +1. Törədici çoxluq Kimi

x, +x2 +...x2p +x2p+l = 2p + l 

hipermüstəvisinə baxacağıq. Onda elə bir 
0 < a < 1 ədədi var kİ,

X] + x2 +... + x2 = 2p + a

X2P+\ = 1_ o

göstərilişi mümKÜndür (ədədlərdən heç ol
masa biri vahiddən fərqli götürülür, əks 
halda trivial bərabərlİK alarıq). Onda

Sonda artıq bizə yaxşı məlum olan

e
1- 411- -

1 -a
1 - a

k <2pJ J

c
ı > I - 2p — = 1 - a. 

2p

Bernulli bərabərsizliyini tətbiq etdİK. 
BərabərlİK halı alınması üçün bütün bəra- 
bərsizlİKİər bərabərliyə çevrilməlidir. Aş- 
Kardır Kİ, sonuncu bərabərsizlİKdə bərabər
lİK halı yalnız və yalnız a = 0 olduqda 
mümKÜndür. Onda x2p+1 = 1, yerdə qalan 
dəyişənlər isə birinci bərabərsizlİKdə bəra
bərlİK alınması üçün induKSİyanın bazasına 
əsasən vahidə bərabər olmalıdırlar.

KvadratİK formaların işarə sabitliyi 
haqqında.

n dəyişəndən asılı aşağıdaKi Kimi təyin 
edilmiş

n
f(xx,x2,...,x„) = Ya4xixr au = e/?,z,j = l,2,...,«

z,;-ı

funKsiyaya n dəyişənli KvadratİK forma 
deyilir.

İKİdəyişənli halda KvadratİK formada 
Xj=x; x2=y işarə etsəK, x;y dəyişənlərin- 
dən asılı aşağıdaKi funKSİyanı alırıq

/(x, y) - ax2 + 2bxy + cy2.

Burada a,b,c məlum ədədlər, x,y isə 
həqiqi qiymətlər alan dəyişənlərdirlər.

Sual: a,b,c parametrləri hansı şərtləri 
ödədİKdə üçhədlinin işarəsi x,y deyişənlə
rindən asılı deyil? Başqa sözlə, a,b,c əm
salları üzərinə hansı şərtlər daxilində

z)Vx,y e R => f(x,y) > 0
zz)Vx,y eÄ=>/(x,y)<0

bərabərsizlİKİərindən biri doğrudur.
x = y = 0 olduqda /(x,y)=0 olduğundan 

bu halda hər İKİ bərabərsizlİK ödənilir.
x = 0 olduqda /(0,y) = cy2 funKsiyasını 

almış oluruq Kİ, onun da işarəsi c ədədinin 
işarəsi ilə eynidir.

y = 0 olduqda isə/(x,0) = ax2 funKsiya- 
sını alırıq Kİ, onun da işarəsi a ədədinin 
işarəsi ilə üst-üstə düşür.

Deməli, a və c ədədlərinin işarələri 
araşdırılan bərabərsizlİKİərdəKİ işarələrlə 
eyni olmalıdır.

İndi isə fərz edəK Kİ, x və у deyişənlə
rindən heç biri sıfıra bərabər deyil. f(x,y) 
funKsiyası 2-ci tərtib bircins funKsiya ol
duğu üçün, deyişənlərdən birini vahidə bə
rabər hesab etməK olar. Tutaq Kİ, у = 1 on
da verilən bərabərsizlİKİərin araşdırılması

z)Vx => ax2 + 2bx + c > 0
z’z)Vx => ax2 + 2bx + c < 0

bərabərsizlİKİərinin araşdırılmasına gətiri
lir. Bu bərabərsizlİKİər isə - hər İKİ halda - 
baxılan Kvadrat üçhədlinin disKriminantı 
müsbət olmadıqda və ya

ac-b2 >0

olduqda doğru ola bilərlər. YuxarıdaKiları 
nəzərə alaraq aşağıdaKi əlamətləri söyləyə 
bilərİK:

z)(Vx,y e R => f(x,y) > 0) <=> a > 0,ac-b2 >0
z'z)(Vx,y e R => /(x,y) < 0) <=> a < 0,ac-b2 > 0

Diqqət etsəK burada c ədədinin işarəsi 
qeyd edilməyib. Ancaq ac-b2 >0 şərtindən 
birbaşa a və c ədədlərinin eyni işarəli ol
ması alınır.

İKİnci üsul. Aşağıda istifadə edəcəyimiz 
bir işarələməni qeyd edəK. signx ilə x ədə
dinin işarəsi işarə edilir və

(0 x = 0

<7*0 olarsa, /(x, у) funKsiyası üzərində 
aşağıdaKi çevrilmələri aparmaq olar

f(x,y) = ax2 +2bxy + cy2 =

2
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əvəzləmələrindən sonra verilən funKsiya 
aşağıdam Kİmi yeni z və t dəyişənlərindən 
asılı g(z,z) funKsiyası Kİmi yazıla bilər 

f(x,y) = signa-z2 +signaC h -t2 = g(z,t). 
a

Burada aşağıdanı hallar ola bilər

1. sign a = 1;
ac-b2sign-------- = 1=> g(z,z) = z2 + t2'

a

Bu halda, yəni a > 0; ac-b2 >0 olduqda ba
xılan funKsiya dəyişənlərin bütün qiymət
lərində yalnız müsbət qiymətlər alır.

o . .ac-b2 .
2.. sign a-sign---------<0>

a

2
yəni a və ££—— ədədləri əks işarəlidir. 

a
Burada aşağıdam İkİ hal ola bilər

d)g(z,t)= z2 — t2 
b)g(z,t)=-z2 +t2.

Hər İkİ halda funKsiya dəyişənlərin qiy
mətlərindən asılı olaraq həm mənfi, həm də 
müsbət qiymətlər alır.

, . ac-b23. sıgna = -1; sign-------- = -1 •
a

Onda g(z,z) = -z2-Z2. Bu halda dəyişən
lərin bütün qiymətlərində funKsiya yalnız 
mənfi qiymətlər alacaq.

. . ac-b2 _4. sign-------- - 0 •
a

Onda g(z, z) = signa • z2 .

Bu halda, a > 0 isə funnsiya dəyişənlərin 
bütün qiymətlərində yalnız mənfi olmayan 
qiymətlər, a < 0 isə yalnız müsbət olmayan 

qiymətlər alacaq. z = 0<=>x +—y = 0 yəni 
a 

ax + by = 0 düz xətti üzərində funKsiya sıf
ıra bərabər qiymətlər alacaq.

BeləlİKİə, |a| + |/?| Ф 0 halında araşdırma 
tam şəKİldə aparılıb. Ola bilər a = c = O; 
b 0 . Yəni

/(x,y) = Zuy.
Bu halda aşağıdanı üsulla yeni dəyişən- 

lər daxil etmənlə əvvəİKİ hala qayıtmaq 
olar

z + Z = x
<

z-t = y

z =
<=> ■

Z = ^
2

Artıq f(x,y) = bz2 - bt2 = g(z,t) şəKİində 
KvadratİK forma alınacaq.

İKinci üsuldan görünür kİ, istənilən İkİ- 
dəyişənli KvadratİK forma müəyyən əvəzlə- 
mələr vasitəsilə İkİ dəyişənin Kvadratları 
cəmi, ya Koordinatları fərqi, ya da yalnız 
bir dəyişənin Kvadratı və ya bir dəyişənin 
Kvadratının əksİ şəKİində göstərilə bilər. 
Bunu davam etdirərəK məhz bu üsulla is
bat etməK olur Kİ, ümumi halda da istəni
lən çoxdəyişənli KvadratİK formanı aşağı
dam şəKİldə göstərməK olar

(D

(1) göstərilişi KvadratİK formanın капо- 
nİK şəKİldə göstərilişi adlandırılır.

İstənilən KvadratİK formanı капотк şə- 
Kİlə gətirməK olar.

Riyazi induKSİya metodunu tətbiq edəcə
yim n = 2 halı yuxarıda araşdırılıb. Bununla 
da induKsiyanın bazasını əldə edilmiş hesab 
etməK olar, n - к sayda dəyişən olan hal 
üçün hÖKmün doğruluğunu qəbul edəm 
n = к +1 sayda dəyişən olan halda da təKİifin 
doğru olduğunu isbat edəm Tutaq kİ,

+ auX\Xk + flı(*+ı)xÄ+ı +

+ a2ix2X\ + zz22x2 +... +

+ aÜ+l)Ä+lXl + a(k + \)2Xx+\X2 +

2
+ a(k + \)kXk+\Xk + <3(А: + 1)й+1)ЛЧ+1

Kvadrat üçhədlisi verilmişdir. Verilən Kvad
ratİK formada x, dəyişəninin iştiraK etdiyi 
bütün hədləri qruplaşdırmaqla İKİhədlinin 
Kvadratını ayırmaq olar. Onda verilən 
KvadratİK forma aşağıdam şəkİİə gətirilmiş 
olacaq 

f(xvx2,...,xk,xk+i) = signaux

Burada b = ^\аи\ və g(x2,x3,...,xi+1) funm 
siyası к sayda dəyişəndən asılı KvadratİK 
formadır. Buna görə də onun üçün qəbul 
edilmiş təKİif doğrudur:

Cj = signa} ] və mötərizədəKİ ifadəni yeni 
bir %! dəyişəni ilə əvəz etdİKdən sonra (1) 
капотк göstərilişi alınır.

Misal 6.

/(x,y,z) = x2 + 2xy-4xz + y2 + 8yz + 13z2

KvadratİK formasını капотк şəkİə gətirəm

/(x, y,z) = x2 +xy + (-2xz) + yx + y2 +4yz +

+ (-2zx)+4zv + 9z2

göründüyü Kİmi

aıı ~ h ö12 ~ °2I ~ 1’ ai3 = ö3i = _2,
a22 - 1’ °23 + ö32 = 4, ö33 ~ •

Birinci dəyişənin (x) iştiraK etdiyi hədləri 
bir mötərizəyə yığıb

(a + b + cf = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc

və

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

eynilİKİərinin Köməyi ilə tam Kvadratlar 
ayıraq:
/(x,y,z) = (x2 + 2xy - 4xz)+ y2 + 8yz + 13z2 = 

= x2 + 2xy + y2 - 4xz + 4z2 - 4yz - y2 - 4z' + 
+ 4yz + y2 + 8yz + 13z2 = (x + y - 2z)2 + \2yz + 
+ 9z2 = (x + y — 2z)2 - 4y2 + (4 v2 + 12yz + 9z2 ) = 

= (x + y - 2z)2 - (2y)2 + (2y + 3z)2 = u2 + v2 -t2.

Burada

w = x + y - 2z; v = 3z + 2y; Z = 2y

əvəzləmələri aparılmışdır. Xüsusi halda 
Z = 0 yəni y = 0 olduqda baxılan Kvadrat 
üçhədli yalnız mənfi olmayan qiymətlər 
alır, u = v = 0 olduqda, yəni

x + y - 2z = 0
3z + 2y = 0

sisteminin həllər çoxluğu olan
7 3x = —z; y = —z
2 2

düz xətti üzərində baxılan KvadratİK forma 
müsbət olmayan qiymətlər alır.

Koordinat başlanğıcından başqa bütün 
nöqtələrdə yalnız müsbət qiymətlər alan 
KvadratİK forma müsbət müəyyən, yalnız 
mənfi qiymətlər alan KvadratİK forma isə 
mənfi müəyyən KvadratİK forma adlanırlar.

Teoremdən belə aydın olur kİ, KvadratİK 
formanın müsbət müəyyən olması капотк 
şəKİldə bütün əmsalların müsbət, mənfi 
müəyyən olması isə капотк şəKİldə bütün 
əmsalların mənfi olmasına eKvivalentdir.

264
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SİMMETRİK ÇOXHƏDLİLƏR VƏ 
ONLARIN BƏRABƏRSİZLİKLƏRİN 
ARAŞDIRILMASINA TƏTBİQLƏRİ
Bu paraqrafda tanış olduğumuz simmet

rİK çoxhədlilərdən təşKİl edilmiş ifadələr 
arasında müqayisə aparılacaq.

SimmetrİK çoxhədlilər haqqında qısa 
məlumat.

n dəyişəndən asılı P(x15...,x„) çoxhədlisi
nin qiyməti dəyişənlərin istənilən yerdəyiş
məsində dəyişməz qalırsa, verilən çoxhədli 
simmetrİK çoxhədli adlanır.

SimmetrİK çoxhədlilərə ən sadə misal 
dəyişənlərin k sayda bütün тйткйп hasil
ləri cəmindən ibarətdir və onlar üçün xü
susi işarələməlr qəbul edilmişdir:

(Tt = X] + x2 +... + хя
<т2=х,х2+х1х3+... + хйЧхл
o-3 = x,x2x3 + x,x2x4 +... + x„_2x„_1x„

........................................................... (I)
СГЛ =X1X2...X„

Bunlara n dəyişəndən asılı elementar 
simmetrİK çoxhədlilər deyilir. Aydındır kİ,

degcr, =l,degcr2 = 2,.. .,deg crn =n.

İstənilən digər simmetrİK çoxhədlilər bu 
çoxhədlilər vasitəsilə ifadə oluna bilərlər. 
Daha dəqiq söyləsəK aşağıdaKi teorem doğ
rudur.

İstənilən n dəyişənli simmetrİK çoxhədli 
yeganə qayda ilə elementar simmetrİK çox
hədlilərin hasillərinin cəmi şəKİində gös
tərilə bilər.

SimmetrİK çoxhədlilərin digər bir məş
hur sinifləri dəyişənlərin k -cı qüvvətləri
nin cəmindən ibarət olan çoxhədlilərdir:

^(Xj,...,x„) = Xj + x2 +... + x„ = Xxt = (T|, 
j=l

s2(x1,...,xJ = x2+x2+... + x2=Xx*, (2)
/=1

sk(xx,...,Xn) = xk + xk + ... + xk =^xk.
1=1

Formal olaraq s0 = n qəbul etməK olar. Te
oremə əsasən sk çoxhədliləri o,, z = l,2,...,w 
çoxhədlilərinin Kombinasiyalarından iba
rət göstərilişə malİKdirlər. Bu göstərilişlə- 
rin əldə edilməsi üçün Nyuton düsturları 
adı ilə tanınan aşağıdanı rennurent müna
sibətləri qeyd edən:

sk+sk_2a2 -... + (-1)*+
+ (-1)* kcrk = 0; (k < n).

= 0;(A>») ’ '

Xüsusi halda,

k = 2<n=>s2 — si(7i + 2ct2 = 0
=>52 =cr12-2cr2, 

k=3<n=>s2-s2crl+sta2-3cri =
ə = cr, 3<T|CT2 + 3cr, .

İnidəyişənli halda yalnız ini elementar 
simmetrİK çoxhədli var:

o, =x + y və CT2 =xy

və bu halda Nyuton düsturları aşağıdanı 
şəkİə düşür

sk = ^sk_x -cr2sk_2.

Üçdəyişənli halda isə elementar simmet
rİK çoxhədlilər üçdür:

o, = x + y + z;
o2 = xy + xz + yz

və o3 = xyz ,

k > 3 halında isə (4) düsturları aşağıdanı 
şəkİə düşürlər:

Sk ~ °\Sk-l ~ (J2Sk-2 + (T3Sk-3 ‘

İKİdəyişənli və üçdəyişənli hallarda bəra- 
bərsizlİKİərin araşdırılmasında çox faydalı 
olan İİk qüvvət cəmlərinin elementar çox
hədlilər vasitəsi ilə göstərilişlərini ifadə 
edən düsturları aşağıda verirİK.

İKİdəyişənli hal

^ı=crı
s2 ~~ 2ct2

= <7| — 3<7|CF2
54 = cr4 - 4сГ|2сг2 + 2<r2

s5 = СГ]5 - 5сг!3сг2 + 5сг,сг2
s6 = erf - 6crfa2 + 9cr12crf - 2cr2
s7 = о-,7 - 7ст15сг2 + Merger2 - 7o,cr23
s8 = erf - 8crfcr2 + 20cr4cr22 -16crfcrf + 2cr4
s9 = cr’ -9<717<t2 + 27cqcr2 -ЗОсг3ст2 + 9crlcr4
s10 = О-'0 -1 Осг’сг2 + 35ст,6<т22 - 50crf(rf + 25<т2<т4 - 2<т25

Üçdəyişənli hal

S,=CT|

s2 = О’! — 2сг2
s3 - cr3 - Зсг,^ + Зсг3
54 = о-4 - 4сг2сг2 + 2сг2 + 4сг|сг3
s5 = cr,5 - 5сг3сг2 + 5оу72 -I- 5сг2сг3 -5сг2сг3
5б = Ст]6 - бсг/с^ + 9<т2сг2 - 2сг2 + 6сг3сг3 -
-\2сгу72(72 + 3<72
s7 = crf -7<Т|5сг2 + 14сг3сг2 + 1(т4(73 -
- 21сг2сг2сг3 + 7ст!СГз + 7сг2сг3
58 = сг* - 8сГ|’сг2 + 20сг4сг22 -16crfcrf + 2сг4 +
+ 8cÇcr3 - 32ст|3<т2о’з + 12сг2сг3 + 24сг|<т2сг3 -8сг2<72

Tətbiqlər. Elementar simmetrİK çoxhədli
lər arasında münasibətlərdən bərabərsizlinlə- 
rin isbatında səmərəli istifadə etməK olar.

İKİdəyişənli hal. Bu halda elementar 
simmetrİK çoxhədlilər arasında aşağıdaKi 
münasibət ödənilir

(x + y)2 =CT(2 >4cr2 = 4xy

və ya

z = cr2 - 4cr2 > 0 (5)

Bu faKtı tətbiq etməK üçün verilmiş 

çoxhədlini o’i',<72 elementar çoxhədliləri va
sitəsi ilə göstərdİKdən sonra, birinə nəzə
rən funKsiya Kimi baxıb, alınmış bərabər
sizliyi araşdırırlar.

Misal 1. a,b>0. İsbat edəK Kİ,

fa + b^ ' a*+b4

Həlli. Başqa sözlə isbat etməK lazımdır Kİ,

Yadımıza salaq Kİ, s4 = crf -4ег1"ст2 + 2crf . 
Onda verilən bərabərsizlİK aşağıdaKina ек- 
vivalentdir

/(cr1;cr2) = 7cr4 -32cr2<T2 +16cr2 >0.

Daxil edilmiş funKsiyaya cr2 dəyişəninə 
nəzərən Kvadrat üçhədli Kimi baxıla bilər. 
Baxılan çoxhədlinin ədəd oxunda işarəsinin 
təyin edilməsi onun KÖKİərinin tapılmasına 
gətirilir. KÖKİərdən Kənarda Kvadrat üç
hədli müsbət, KÖKİərin arasında isə Kvad
rat üçhədli mənfi qiymətlər alır.

D = (16cr12)2-7-16cr14=(12o’12)2 

^(ı)=^-;<72(2)=^--

BeləlİKİə, baxılan çoxhədli yalnız 

və ya

cr2 < 4a2 < lerf

bərabərsizlİKİəri ödənildİKdə mənfi qiymət
lər alır. Bu isə тйткйп deyil. ÇünKİ, dəyi
şənlərin istənilən qiymətlərində

cr2 - 4ey2 > 0

bərabərsizliyi ödənilir. Buna görə də Kvad
rat üçhədli mənfi olmayan qiymətlər alır. 
Deməli, tələb edilən bərabərsizlİK doğru
dur. BərabərlİK halı yalnız
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&2 -4cr2 =0

olduqda mümKÜndür. Bu isə dəyişənlərin 
bərahərhtc halına eynigüclüdür, yəni a = b 
olduqda reallaşır.

Misal 2. Nyuton düsturlarından asanlıq
la aşagıdaKiları almaq olar:

^2^k-2 — $k
< a\st_x < 2sk (6)

Başqa sözlə

xy(xk~2 + уk~2)< xk + yk

Xk +yk ^(x + y)(xk'' +yk~l)<2(xk + y*)

I bərabərsizlİK ilə eynigüclü olan

Xk +yk -xk-'y-xyk-' =(x-y)(xk~l -yk-')>0 
bərabərsizliyi doğrudur. İKİnci bərabərsizlİK 
isə bundan və Nyuton düsturundan almır

sk ~ «Vı-ı - a2sk_2 => = Sk + a2sk_2 < 2sk

Misal 3. a,b>0. İsbat edəK Kİ, 
(q + flY q" +b”

və ya

(a + b/ < 2"-' (an +bn)^a,n< 2""1 • sn.

İnduKsiyanın Köməyi ilə isbat edəK. 
n = 2 halında verilən bərabərsizlİK

(a + b)2 <2(a2 +b2) 

bərabərsizliyinə eKvivalentdir. SimmetrİK 
çoxhədlilərin Köməyilə bunu aşağıdaKi 
Kİmi ifadə etməK olar:

cr,2 < 2s2 = 2(a2 - 2cr2) <=> cr2 -4cr2 >0.

Bu isə doğru bərabərsizlİKdir. İnduKsi- 
yanın bazası əldə edilmişdir. TəKİifin 
\n — l)-ci qüvvət üçün doğru olduğunu, yəni 
cr" 1 = 2"-2 • sn_x olduğunu qəbul edib, n -ci 
qüvvət üçün doğru olduğunu isbat edəK.

Bunu (6)-dan crxsn_l<2sn olduğunu nəzərə 
almaqla simmetrİK çoxhədlilərin vasitəsi 
ilə aşağıdaKi Kİmi edə bilərİK:

(a + b)n = а^Г' < 2n-2alsn_l < 2"~'sn =
= 2"-1 (a"+bn)

Üçdəyişənli hal.
Misal 4. x,y,z>0 olduqda aşağıdaKi bə

rabərsizlİK bizə yaxşı məlumdur

2 2 2x +y +z >xy + xz + yz.

Bunu SimmetrİK çoxhədlilərin Köməyilə 
aşağıdaKi Kİmi yazmaq olar

52 > CT2 .

Buradan asanlıqla aşağıdaKi alınır

f] (x + y + z) -x2 +y- +z2 +2(xy + xz + yz)> 
>3(xy + xz + yz) = 3cr2.

Başqa sözlə,

o-j2 > 3cr2

Misal 5. Müsbət ədədlər üçün ədədi və 
həndəsi orta haqqında Koşi bərabərsizliyini 
isbat edəK. Yəni a,b,c>0 ədədləri üçün

a + b + c
3

Bunun əvəzinə tələb edilən bərabərsiz 
lıyə eKvivalent olan aşağıdaKi bərabərsizli 
yı isbat edəcəyİK: x,y,z>0 ədədləri üçün

x3 +y3 +z3 
------- >xyz

bərabərsizliyi doğrudur.
Verilən bərabərsizlİK aşağıdaKina eKvi

valentdir

53 > 3cr3 .

Üçdəyişənli halda yuxarıdaKi cədvəldə 
qüvvət cəmləri ilə elementar simmetrİK

çoxhədlilər arasında əlaqəni göstərən düs
turlar arasında aşağıdaKi münasibət oldu
ğunu görərİK:

s3 = CT| — 3<r |Cr2 + 3<r3.

BeləlİKİə, tələb edilən bərabərsizliyin is
bat edilməsi

cr3 - 3cr, cr, = cr, (cr2 - 3cr2) > 0 

bərabərsizliyinin isbatına gətirilir. Dəyi
şənlərin müsbət qiymətli və cr2 - 3cr2 > 0 
olduğunu nəzərə alsaq (misal 4) bu doğru
dan da belədir. BərabərlİK halı isə yalnız 
x = у = z olduqda reallaşır.

Buradan İKİnci bir münasibət əldə edilir

(x + y + z)3 > 27xyz.
Başqa sözlə

cr3 > 27cr3.

Ədədi və həndəsi orta arasında bu müna
sibəti xy;xz;yx və x2;y2;z2 ədədləri üçün 
yazsaq

(xy + xz + yz)3 > 27(xyz)2,

(x2 +y2 +z2)3 > 27(xyz)2,

və ya

cr3 > 27cr3,

$2 > 27cr3

münasibətlərini almış olaraq. BeləlİKİə, üç
dəyişənli halda müsbət ədədlər üçün aşağı- 
daKi bərabərsizlİKİər ödənilir:

cr2 > 3cr2 s2 cr,
cr3 > 27cr3 s3 > 3a3

> 27cr2 s3 > 27cr2 (7)
cr3 > ЗсГ]СГ2

YuxarıdaKi bərabərsizlİKİər yalnız İkİ 

çoxhədli arasında münasibəti əks etdirir. 
Ancaq üçdəyişənli halda üç elementar sim
metrİK çoxhədli var. Digər simmetrİK çox
hədlilər də məhz bu üç elementar simmet
rİK çoxhədlilər vasitəsi ilə göstərilə bilir
lər. Buna görə də üç elementar çoxhədli 
arasında hansısa münasibət əldə etməK 
praKtİKİ cəhətdən vacibdir. Burada onu is
batsız qeyd edəcəyİK: dəyişənlərin müsbət 
qiymətlərində üçdəyişənli elementar sim
metrİK çoxhədlilər arasında aşağıdaKi mü
nasibət ödənilir

cr3 - 4(7^2 + 9cr3 > 0 (8)

Bu münasibəti tətbiq etməK üçün, adətən 
əvwəlcə verilmiş ifadəni İKİ toplananın cəmi 
şəKİində göstərirlər. Birinci toplanan (8) bə- 
rabərsizliyindəKİ ifadə və ya onun müəyyən 
bir mislindən ibarət olur. İKİnci toplanan isə 
yalnız crl;cr2 çoxhədlilərindən asılı çoxhədli 
olur. Bundan sonra yalnız İKİnci toplananın 
işarəsini təyin etməK qalır.

TÖRƏMƏ ANLAYIŞININ 
FUNKSİYANIN MONOTONLUĞUNUN 

ARAŞDIRILMASINA TƏTBİQİ

Bir çox bərabərsizlİKİərin alınmasında 
və araşdırılmasında aşağıdaKi məşhur teo
remdən istifadə etməK çox faydalıdır.

aralığında təyin edilmiş differen- 
siallanan /'(x) funKsiyasının monoton ar
tan (monoton azalan) olması üçün zəruri və 
Kafi şərt onun törəməsinin həmin aralıqda 
mənfi (müsbət) qiymətlər almamasıdır.

Qeyd. Verilən şərtlər daxilində funK- 
siyanın ciddi monoton olması üçün bundan 
əlavə törəmə heç bir alt intervalda eynilİK- 
lə sıfıra çevrilməməlidir.

BeləlİKİə, [c;d) aralığında y(x)>0 olar
sa Vxe[c;d) üçün /(x)>/(c), ƏKsinə /'(x)<0 
olarsa, /(</)</(<?) almış olarıq.

Bemulli bərabərsizlİKİəri. /(x) = (1 + x)“- 
-(1 + ar) funKSİyasına baxaq. Tutaq Kİ, 
a>l;x>-l

/'(x)=a(l + x)°‘l - a = a((l + x)°‘l-l)
(> 0; x > 0 olarsa
|< 0;—1 < x < 0 olarsa
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BeləlİKİə, /(x) funKsiyası (-l;0) aralı
ğında monoton azalır, (l;oo) aralığında isə 
monoton artir. Digər tərəfdən /(0) = 0. Bu
na görə də bütün (~l;oo) aralığında /(x) 
funKsiyası mənfi olmayan qiymətlər alır. 
Başqa sözlə a>l və x>-l üçün

(1 + x)° > 1 + ax
0 <a <1 olduqda analoji olaraq törəməni 
hesablasaq

(1 + x)a < 1 + ax
bərabərsizliyini almış olarıq. Bildiyimiz kİ- 
mi bu bərabərsizlİKİərə Bernulli bərabər- 
sizlİKİəri deyilir. Hər İkİ aralıqda törəmə 
heç bir yerdə sıfıra çevrilmədiyi üçün mo- 
notonluq ciddi xaraxter daşıyır. Buna görə 
də, hər İkİ halda alman bərabərsizlİKİərdə 
bərabərlİK yalnız x - 0 halında mümKÜn- 
dür.

Əgər 1 + x = у əvəzləməsini aparsaq bu 
bərabərsizlİKİər aşağıdaKi şəkİə düşərlər: 
y>0 olduqda

a > 1 => ya >l-a + ay
0 < a < 1 => ya <l-a + ay

YuxarıdaKi qeyddən aydın olur kİ, bu 
bərabərsizlİKİərdə bərabərlİK yalnız у = 1 
olduqda mümKÜndür.

Bu sadə görünən bərabərsizlİKİərdən 
məşhur bərabərsizlİKİərin alınmasında isti
fadə edilir.

YUNQ BƏRABƏRSİZLİYİ 
VƏ NƏTİCƏLƏR

a) Tutaq Kİ, p\ q müsbət ədədlərdir və 
/2 + ^ = 1.

Nəticədə alınmış bərabərsizlİKdə

у = — və qüvvət olaraq p ədədini götürsəK 
b

ap b4 < pa + qb

bərabərsizliyini almış olaraq. Bu bərabər
sizliyə Yunq bərabərsizliyi deyilir. Aydın
dır Kİ, bu bərabərsizlİKdə bərabərlİK yalnız 
və yalnız a = b olduqda mümKÜndür.

İnduKsiya vasitəsi ilə isbat etməK olar 
Kİ, bu bərabərsizlİK ixtiyari sayda dəyişən 
üçün də doğrudur. Daha dəqiq aşağıdaKi 
doğrudur.

ax,a2,...,an və /2,,/22,...,/2„ müsbət və 
/>, + />2 + ... + pn =1 şərtini ödəyən ədədlər 
üçün

Pı«ı +Pıa2 +- + P„a„

bərabərsizliyi ödənilir. BərabərlİK halı isə 
yalnız və yalnız ax = a2 = ... = an bərabərlİK- 
ləri ödənildİKdə mümKÜndür.

Doğrudan da verilən təKİifin n sayda 
dəyişən üçün doğru olmasını qəbul etsəK

«Г <*2 ■ ■ -an" = («Г «Г ’ • -an' te* =

<d-/2„+I)<'«p...<’ +
+ P\a\ + P2«2 + - + A+A+ı

almış olarıq. Yuxarıda = P* işarələmə-
İPe
e=l

si qəbul edilmişdir. Aydındır Kİ,^wx=l.
1

İİk bərabərsizlİKdə dəyişənlərin sayı 2-yə 
bərabər olduqda artıq isbat edilmiş bəra
bərsizlİK, İKİnci bərabərsizlİKdə isə induK- 
siyada doğru qəbul edilmiş hal tətbiq edil
mişdir.

Hər İkİ tərəf eyni tərtibdən bircins 
funKsiyalar olduğu üçün bu bərabərsizliyi 
müsbət ax,a2,...,an və px,p2,...,pn ədədləri 
üçün aşağıdaKi Kimi də yazmaq olar:

1

ZPk E PA
1_______

tp.
1

Burada da bərabərlİK halı yalnız və yalnız 
ax = a2 =... - an halında mümKÜndür.

Xüsusi halda px = p2= ... = pn=\ olar
sa, artıq bizə məlum olan ədədi və həndəsi 
orta haqqnda Koşi bərabərsizliyini almış 
olarıq:

'2-an
I---------- a, + a, +... + an̂ a2-a„ ------------------

n

HOLDER VƏ MİNKOVSKİ
BƏRABƏRSİZLİKLƏRİ

Va, 6t>0 və ± + - = 1; /2,7>0 şərtini 
* p q

ödəyən ədədlər üçün
1 1

t (<.,+4,)'-£«,(o,+<’,)'■' +
1

bərabərsizliyi ödənilir.
Bu bərabərsizlİK Holder bərabərsizli

yi adlanır. . ,.
Bərabərsizliyin hər İki tərəfində ıştı- 

гак edən ifadələr eyni tərtibdən bircins ol
duqları üçün verilən bərabərsizliyi

=1

1 1 

şərti daxilində isbat etməK Kifayətdir. Bu 
şərt daxilində istənilən i nömrəsi üçün

1+1=1
P я

ödənilir. Onda

Onda (p-lk = /? olduğunu nəzərə 
alsaq

£
p

n

1

£
I p

X

4

P
X

ı-l n

1

və ya

a b <—af ■+—Z2(?;z — l,2,...,n 
P Я

bərabərsizlİKİəri ödənilir. Bu bərabərsızliK- 
ləri tərəf-tərəfə toplasaq

1
1 1

almiş olarıq. Bu da məhz qəbul edilmiş 
şərt daxilində tələb edilən bərabərsızlmdır.

p = q = 2 halında artıq bizə məlum 
olan Koşi-BunyaKOvsKİ bərabərsizliyi alınır

< ^+^+... + ^1 +^2 +--+^

isbatı tələb edilən bərabərsizlİK alınar.
Baxılan şərtlər daxilində istənilən 

p>\ ədədi üçün aşağıdaKi bərabərsizlİK 
ödənilir

Holder bərabərsizliyindən isə asanlıqla 
MinKovsKİ bərabərsizliyini almaq olar:

MinKovsKİ bərabərsizliyi, istənilən 
a ,b >0; z = l,2,...,« və p > 1 ədədləri üçün

1
Holder bərabərsizliyində bx=b2 =... = 

ədədlərini seçdiKdə tələb edilən bərabərsız- 
İİk alınır.

а„а2,...а„>0;/2>7>1 olarsa’ a§a£ldaK1 
bərabərsizlİK ödənilir

bərabərsizliyi ödənilir.
Doğrudan da tutaq Kİ, q elə bır ədəd

dir Kİ,

271
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Başqa sözlə, müsbət ədədlərin 5 -ci (5 > 1) 
ortaları artan funKsiyadır.

Nəticə və

%! = a1?;...;xB =a’;r = £>ı

ədədlərinə tətbiq etsəK

X, + - + x„ Ix, + - + x„r 
« \ n

bərabərsizliyini alırıq. Bu da tələb edilən 
bərabərsizliyə eKvivalentdir.

Qeyd 1. YuxarıdaKi nəticələrdə bəra- 
bərlİK halı yalnız a, = ... = a„ şərtləri ödən- 
dixdə reallaşır.

Qeyd 2. 1.3. 3-cü nəticənin şərtləri da
xilində af +... + ap = const olarsa, af+... + а’ 
cəminin maKSİmal qiyməti a, =... = an ol
duqda reallaşır, a? +... +a„ = const olduqda 
isə uf + ... + a£ cəminin minimallığı 
<7] = ... = an olduqda əldə edilir.

MÜRƏKKƏB FUNKSİYALARIN 
TÖRƏMƏSİNİN TAPILMASI 

VƏ ARAŞDIRILMASI

Daha тйгэккэЬ /(x) = w(x)”w şəKİində 
funKSİyaya baxaq. Burada dəyişənin bütün 
mümKÜn qiymətlərində

w(x) > 0, v(x) > 0

olduğu qəbul edilir. Yeni

g(x) = İn /(x) = v(x) • İn w(x)

funKsiyasma baxaq. Onda /(x) funKsiyası 
üçün

/(x) = e*w

göstərilişini almış olarıq. Alınmış göstəri- 
lişdən /(x) funKSİyasının törəməsini asan
lıqla tapa bilərİK

/'(x) = egMg'(x) = /(x)g'(x)

Dəyişənin bütün qiymətlərində /(x)>0 ol
duğu üçün /'(x) törəməsinin işarəsi g'(x) 
törəməsinin işarəsi ilə eynidir. Buna görə 
də/(x) və g(x) funKsiyalarının monoton 
artıb-azalma intervalları üst-üstə düşür
lər.

İsbat edəK kİ, x > y > e ədədləri üçün 
Vx < bərabərsizliyi doğrudur.

x > e aralığında təyin edilmiş
2

/(x) = Vx = xx funKsiyasma baxaq. Onun mo- 
notonluğunu araşdırmaq üçün onunla eyni 
monotonluğa malİK olan

g(x)= ln/(x) = — lnx
x

funKsiyasma baxaq. Bu funKsiyanın törə
məsini tapaq:

g'W = f-lnx}= -Д-1пх +Д- <0 
<x ) x* 2 x2

s2 + s2 " ?(1 + O

(l + f) İn — - İn Z5 ln(l + Ç-b1+<I -ln f
v ’ ı+z _ z5+ı_______

52(l + zs) s2(1 + Z5)
ln(l + (ZJ+l)Ç^)-lnZs
____________ Zi + l_______ _n

BeləlİKİə, baxılan funKSİya təyin ob- 
lastmda monoton artandır, s dəyişəninin 
bəzi qiymətlərində bu funKsiyanın limitini

tapaq, p əvəzləməsini aparsaq 
b

ДДа;й) = 6(^);=й (1-

Burada lim—---- - = lnp məşhur limitindən
s-»0 5

istifadə etdİK.
b) s -> -00 halı. Ümumiliyi 

azaltmadan a> b qəbul etməK olar.

b < a; onda => p > 1
1 1 d5 “lim A5(a;b) = lim b(——)s =b = min(a;Z>)

5->-00 5->-00 2

Başqa sözlə, verilən funKSİya bütün təyin 
oblastında monoton azalır. Yəni

x > j'=>/M </(y)« Vx < ^/7

Xüsusi halda x = 3;4;5;... ardıcıllığı 
üçün aşağıdaKi bərabərsizlİKİəri alarıq:

5 -Cİ ORTALAR VƏ ONLAR 
ARASINDA MÜNASİBƏT

a;b ədədlərinin 5-ci tərtib ortası de- 
dİKdə aşağıdaKi başa düşülür:

\ z 7

a = b olduqda Wcr,b) = a - b olur. Odur Kİ, 
biz yalnız a*b halına baxacağıq.

Bu funKsiyanın s -dən asılı funKSİya 
Kimi monotonluğunu araşdıraq. Təbii Kİ, 
bu funKSİya

/(.s) = ln45(a;/)) 

funKsiyası ilə eyni monotonluğa malİKdir. Digər 
tərəfdən A5(a;Z>) funKsiyası bircins funKSİya ol
duğundan parametrlərdən birini vahidə bərabər 
hesab etməK olar. MüəyyənlİK üçün a = 1 hesab 
edəcəyiK.

/(5) funKSİyasının törəməsini tapaq

Z =/'(5) = (lnA/ljZ)/
t

ı, ı+ül zsin(z)
-İn------ =---------
s 2 5(1+ ZS)

ln(l + Z*) İn 2 _ t’ İnt’ ~(l + f)ln(l + d) + (l + f)ln2

ps -цА
2

almış olarıq. Onda
/-1
2s

limAc(a;ft) = limfe (1-
5->0 s—>0

P* İn p

c) S-+00 halı. Bu dəfə tutaq Kİ, 
b> a . Onda p < 1 və

1 i n5 -

lim A s (a; 6) = />lim(------ )s
S->00 S-»co 2 = b = max(a; b)■

Bundan əlavə
5 = -l olduqda artıq bizə məlum olan 

harmonİK orta;
5 = 1 olduqda məlum ədədi orta;
5 = 2 olduqda isə məlum KvadratİK or

tanı almış olarıq.
İstənilən İkİ müsbət ədədin 5 -ci tərtib 

ortası monoton artan funKsiyadır və p <q 
ədədləri üçün

_1_ £

. , „ (ap +bp\ (a4 +bq\>
mın(a;Z>)^ —-— < —-— <max(a;/>)

bərabərsizliyi ödənilir.

y = ex funKsiyası haqqında

İsbat edəK Kİ, Vx>0 üçün aşağıdaKi 
bərabərsizlİK doğrudur

İsbatı induKsiya vasitəsi ilə aparacağıq. 
AşağıdaKi funKSİyalar ardıcıllığına baxaq

n = \ halında//(x) = -1 >0 almış ola
rıq. Deməli, bu funKSİya (0;oo) aralığında 
ciddi monoton artır. x = 0 olduqda /(0) = 0 
olduğundan verilən aralıqda

/ı(x) = ex -l-x>0 

bərabərsizliyi doğrudur.
Tutaq Kİ, verilən bərabərsizlİK n üçün 

doğrudur, onu (и + l) üçün isbat edəK.

f (x) = -1-2- —-3 -—...-(n + l)-——— =7"+1 2! 3! (я + 1)!
= Ä(Ü>0 
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sonuncu bərabərsizlİK induKsiyanın hÖK- 
münə əsasən ödənilir. Deməli /n+l(x) funK- 
siyası (0;oo) aralığında ciddi monoton artır. 
Digər tərəfdən /(o) = O olduğundan verilən 
funKsiya Vx > 0 üçün müsbət qiymətlər al
malıdır.

x > 0 olduqda, isbat edin ki,

İnduKsiya vasitəsi ilə aparacağıq. 
n = 1 olduqda verilən bərabərsizlİK

A =ex(l-x)<l + x = J1
şəKİinə düşür. Yenidən törəməni tətbiq 
edəK

•Л = l-ex(l-x) + ex =l + xex >0 

olduğu üçünj] -/j funKsiyası verilən 
aralıqda artır. Digər tərəfdən

J1(0)-Z1(0) = l + 0-e°(l-0) = 0

Buna görə də Vx>0 üçün J,(x) >/,(x) 
bərabərsizliyi ödənilməlidir. Tutaq kİ, n 
üçün bərabərsizlİK artıq isbat edilib. Onu 
(» + l) halı üçün isbat edəK. Yenə də törəmə 
anlayışına müraciət edəK:

A+ı (x) ~ ALı (X) = 1 + x +... +   — - ex 1 - — ] +
(лг — 1)! n\)

nx"~l r"
+ -7-^ = Л-.« - Лч (X) + ~ex > 0«! nl

olduğu üçün Л+1(*)-Л+1(*) funKsiyası 
verilən aralıqda ciddi monoton artır. Digər 
tərəfdən Jn+1 (0) - /n+1 (0) = 0 olduğuna görə 
Vx > 0 üçün

Л+1W - A+ı W > 0 о /и+1 (x) < Jn+i (x) 

bərabərsizliyi ödənilməlidir.
İndi isə x < 0 halına baxaq.
x < 0 halında
a) n təK ədəd olduqda

r2 r3 x"ex <l + x + —+ — + ... + — = J (x)
2! 3! n!

b) n cüt ədəd olduqda

, , x2 x3 x"e >l + x +— + — + ... + — = j <x\ 
2! 3! n\ Л 7

bərabərsizlİKİəri doğrudur
İnduKsiyanı tətbiq edəK. n = 1 halında 

(j,(x)-ex)=l-ex >0 

olduğu üçün, dəyişənin mənfi qiymətlərin
də yuxarıdaKilara analoji qaydada aparılan 
mühaKİmələr nəticəsində

ex-l-x<0
almış olarıq və ya

ex < 1 + x.
n = 2 halında

(J2(x)-ex)' = l + x-ex >0.

Onda

Vx < 0 =>
x2 2

J2(x)-ex = l + x + —--ex <0oex >l + x + —
2 2

TəKİifin n üçün doğruluğunu qəbul 
etsəK, n +1 üçün aşağıdaKinı alarıq

< 0, n = 2k olduqda
0, n = 2k +1 olduqda

BələlİKİə,

Vx < 0, M к e N => J2k_x (x) < ex < J2k (x)
r"+l

Vx > 0, V« G N => J„(x) < ex < J„(x) + —----- ex.
(и + 1)!

x < 0 halı üçün
. |x”|

hm| J„(x)-J„_ı(x) =lim!—l = o W->0° I n-»00 171

x > 0 halı üçün
x"+1lim—---- = 0«->«> (и + 1)!

olduğundan, у = ex funKsiyası üçün

V x gä=> ex = 1 + x+ — + 
2! n\

sonsuz sıraya ayrılma alarıq. Belə sıralara 
verilən funKsiyanın Teylor sırası deyilir.

Tutaq Ki,x > \,p > q > 1■ Onda aşağıdaKi 
bərabərsizliyin doğru olduğunu isbat edək.

xp-l x’-l------->-------
P Я

1-ci üsul. [l;oo) aralığında təyin 
edilmiş aşağıdaKi funKsiyaya baxaq

P Я

Aydındır Kİ, /(l)=0. FunKsiyanın 
törəməsini tapaq:

/'(x) = ^----- ^— = x^-x‘1-' >0
P Я

ÇünKİ x > 1 olduqda (bunu bilavasitə 
törəmənin Köməyi ilə etməK olar)

у = xa,a > 0

üstlü funKsiyası monoton artır və x = 1 
nöqtəsində funKsiya Kəsilməzdir. Buna 
görə də x>l olduqda /(x) funKsiyası ar
tır. Onda

x^-l x’-lVx > 1 => /(x) > 0 <=>------->-------
P Я

xa -12-ci üsul. Yeni /(«) =------ ,a>l,x>l
a 

funKsiyasına baxaq. Aydındır Kİ, 
/(1) = x -1 > 0 . Bu funKsiya verilən aralıqda 
(x = l nöqtəsi də daxil olmaq şərti ilə) hər 
yerdə Kəsilməzdir, bütün daxili nöqtələrdə 
isə differensiallanandır. Törəməni tapaq

a

(t = xa >1 əvəzləməsindən sonra surətdə 
g(t) = /İn/-t +1 şəKİində ifadə alınır. Onun 
müsbət qiymətlər aldığını yoxlamaq üçün 
yenə də törəmə anlayışına müraciət etməK 
olar). Buna görə də verilən aralıqda /(a) 
funKsiyası ciddi monoton artır. Deməli, 
х>\,р>Я>^ olarsa,

x₽-l x’-l------->-------  
P Я

bərabərsizliyi ödənməlidir.

QABARIQ VƏ ÇÖKÜK 
FUNKSİYALAR NƏZƏRİYYƏSİNİN 

BƏRABƏRSİZLİKLƏRİN 
ARAŞDIRILMASINA TƏTBİQİ

Yensen teoreminə əsasən müəyyən bir 
aralıqda təyin edilmiş /(x) funKsiyası aşa- 
ğıdaKi xassəyə malİKdirsə

Vx,y e(a;Z>)=>/(x)+/(y)<2/^—(1)

arqumentin istənilən sayda x,,x2,...,xn qiy
mətləri üçün aşağıdaKi bərabərsizlİK ödənilir 

/(Xl )+/(X2 )+- +y^Xl + X2 +- + X„ ^9)

Burada əsas çətinlİK (1) və ya (2) 
bərabərsizliyinin ödənilməsinin yoxlanma
sından ibarətdir.

QABARIQ VƏ ÇÖKÜK 
FUNKSİYALAR

Müəyyən bir aralıqda təyin edilmiş və 
həmin aralığın hər hansı İKİ x,y nöqtəsi və 
0 < p < 1 ədədi üçün

/(px + (l-p)y)<p/(x)+(l-p)/(y) (3) 

bərabərsizliyi ödənərsə, belə funKsiyaya 
qabarıq,

/(px + (l-p)y)> p/(x) + (l-p)/(y) (4) 

bərabərsizliyi ödənərsə, belə funKsiyaya çö
kük funKsiya deyilir.

Həndəsi olaraq qabarıq (çökük) funK
siya üçün (3) (və (4)) onu göstərir Kİ, (x;y) 
aralığında funKsiyanın qrafİKİnə uyğun 
qövs (x;/(x)) və (y;/(y)) nöqtələrini birləş
dirən vətərdən aşağıda (şəkİİ 1) (yuxarıda 
şəkİİ 1) yerləşir. Doğrudan da, Vze(x,y) 
üçün
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bərabərsizliyi ödənilmiş olsun. 
b) çÖKÜKdür kİ,y~x

yazsaq z = p • x + (1 — p) • у və

f(z) < ~f(y) + Zz£ У w. 
У~х y — x

çökük funKsiya üçün isə ƏKSinə 

/W>^/W+Zz£/W. 

Aydındır kİ, verilən təKİif aşağıdaKina 
eKvivalentdir:

Xj;x2 e D(fy,pl.p1 > 0;/?] + = 1

olduqda

f(pxxx + p2x2)< pxf(Xy) + p2f(x2) (Qabarıq 
funKsiya halı) 

f(P\x\ + Р2хг)~ Pıf(xx) + p2f(x2) (Çökük 
funKsiya halı)

FUNKSİYANIN QABARIQ VƏ YA 
ÇÖKÜKLÜYÜNÜN 

ARAŞDIRILMASI ÜÇÜN 
KRİTERİYALAR

Yensen bərabərsizliyi. (a;Z>) interva- 
lında təyin edilmiş /(x) funKsiyası yalnız 
və yalnız o vaxt

qabarıqdır kİ, istənilən xje(a;b); 
P‘~^ ‘ Pı + P2 + — + p„ = 1 ədədləri üçün 

f(P\xx + p2x2 +... + рЛ) < pJ(Xl) + 
+ P2f(x2) + ...p„f(xn)

/ (Pxxı + P2X2 +... + p„xn) < pxf (x,) + 
+a/(^)+-a/(x„) 

bərabərsizliyi ödənilmiş olsun.
n = 2 halı qabarıq funKSİyanın tərifinə 

uyğundur. Tutaq kİ, n>2 və «-1 halı 
üçün təKİif doğrudur. Onda

f(Plx\ + P2X2 + - + p„_,xn_, + p„xn) = f X

Pnf(Xn) — Plf(Xl) + P2f(.x2 ) + ••• +

Son İkİ bərabərsizlİKdə px + p2 +... + 
+ P„-ı=l-P„

Px+ p2+ ... + Pn_x Px+P2+... + pn_x

Px +p2 +...+pn

və verilən funKSİyanın qabarıq olması nəzə
rə alınmışdır.

Çökük funKsiya üçün analoji olaraq 

f(pxxx + p2x2+... + p„xrl)>plf(xl) + 
+ P2f(X2) + -Pnf(Xn) 

bərabərsizliyi doğru olacaqdır.
Teoremin əks hÖKmü isə aydındır.
Qeyd edəK Kİ, qabarıq və çökük funK- 

siyanm tərifi Kimi alınan Yensen bərabər- 
sizlİKİərini də qəbul etməK olar.

(a;b) aralığında differensiallanan /(x) 
funKsiyasının qabarıq (çökük) olması üçün 
zəruri və Kafi şərt onun törəməsinin həmin 
intervalda artan (azalan) funKsiya 
olmasından ibarətdir.

İsbatı qabarıqlıq halı üçün aparacağıq. 
Tutaq Kİ, /(x) qabarıq funKSİyadır. Onda 
x< у və 0 < p < 1 üçün

/(px + (1 - p)y) - f(x) < 
px + (1 - p)y - x

s pf (x) + (1 - p)/(y) - /(x) .
(l-p)(y-x)

Jl-p)(/(y)-/(x)) /(y)~/(x)
(l-p)(y-x) y-x

və

y-px-(l-p)y
. Ду) ~ p/(x) - (1 - p)/(y) Ду) - /(x) 

p(y-x) y-x

BeləlİKİə, Vie(x,y) üçün:

/Ю-/(х) < Ду)-/(х) < /(y)-/(Q 
t — x y-x y-t

bərabərsizliyini alırıq. Buradan

y-x s/'(y).

BeləlİKİə, /'(x) artan funKSİyadır.
İndi isə tutaq Kİ, /'(x) monoton artır 

və x < t < у . Onda 3p e (0,1) => t = px + (1 - p)y . 
Laqranjın sonlu artım haqqında teoreminə 
əsasən

3£e(x,Z) və ??е(',У)=>
/(0 - /(x) = /'(£)(/ - X) = (1 - p)/'(£)(y - X)

/(у) - /(0 = /'(7)(У - 0 = Р/'(7)(У - x) 
pf (x) + (1 - p)/(y) - /(/) = p(/(x) - /(/)) + 
+ (1 - p)(/(y) - /(Q) = p(l - p)(y - x)(/'(7) - 
-/W) co

Dernau, /(x) qabarıq funKSİyadır.
Müəyyən bir aralıqda təyin edilmiş özü 

və törəməsi Kəsilməz və bütün nöqtələrdə 
İKİnci tərtib törəməsi olan funKSİyanın həmin 
aralıqda qabarıq olması üçün zəruri və Kafi 
şərt

Г(х)>0

münasibətinin ödənilməsindən ibarətdir.
Aydındır kİ, bu teorem yuxarıda isbat 

etdiyimiz teoremin nəticəsidir. Ancaq yu
xarıda biz Laqranjın sonlu artım haqqında 
teoremindən istifadə etdİK. İKİnci tərtib tö
rəmənin varlığı şərtində bu teoremə mü
raciət etməməK olar.

Tutaq Kİ, x < t < у . Onda

3p e (0,1) => t = px + (1 - p)y .

Asanlıqla yoxlamaq olar Kİ,

i-x = (l-p)(y-x^y-/ = p(y-x) 

/"(x)>0 olduğu üçün /'(x) monoton artan 
funKSİyadır. Onda

/(')-/(*)=

= S /(») (/ - x) = (I - p)/(z) (y - x)
X

/(y)- /0) = C /(/)(y _ /) = p/(z) (y - x)
t

BələlİKİə,

/(0^/W+0-p)/'0)(y-^) 
Л)</(у)-р/'0)(у-х)

Bu bərabərsizlİKİərdən birincisini p -yə, 
İKİncisini (l-p)-yə vurub tərəf-tərəfə top
lasaq

/(/)=/>/(')+(1 - p)/(0 * P/(X)+(1 - p)/(y) 

alarıq. Deməli /(x) qabarıq funKSİyadır.
Çökük funKsiya halı da anoloji olaraq 

araşdırılır və teoremin əks hÖKmünü isbat 
etməKdə artıq bu faKtdan istifadə edilir. 
Belə Kİ, əgər qabarıq funKSİyanın İKİnci 
tərtib törəməsi hansısa bir nöqtədə mənfi 
olsa, artıq /(x) funKsiyası həmin nöqtənin 
müəyyən bir ətrafında çökük olmalıdır, bu 
da qabarıqlıq şərtinə ziddir.



Riyaziyyat ensiklopediyası -1 Riyaziyyat ensiklopediyası - 1

KRİTERİYALARIN TƏTBİQLƏRİ

Misal 1. n>l;y(x) = xn;x e[0; со) Kimi 
təyin edilmiş funKSİyanm İKİnci tərtib tö
rəməsi olaraq aşağıdaKinı tapırıq

y"(x) = »(n - l)x"“2 > 0

Buna görə də baxılan funKsiya təyin oblas- 
tında qabarıq funKsiyadır.

Ух,у > 0;Va,p .a + p = 1 => (ax + /?y)" < axn + Pyn

Xüsusi halda a = p = | olduqda

l 2 ) 2 2

bərabərsizliyini almış olarıq.
Misal 2. y(x) = lnx; x e (0;oo) Kimi tə

yin edilmiş funKSİyanm İKİnci tərtib törə
məsini tapaq

Deməli, y(x) = lnx funKsiyası (0;oo) aralı
ğında çökük funKsiyadır. Buna görə də
Ух,у > 0;а + р = 1 => alnx + piny < ln(ax + py) 
və ya

lnx“y^ < ln(ax + Py).

Buradan artıq bizə məlum olan

xayp <ax + Py

bərabərsizliyini almış olarıq. Məlum oldu
ğu Kimi bu bərabərsizliyin Köməyi ilə Hol
der və MinKovsKİ bərabərsizlİKİərini ala bi
lərİK.

Tutaq kİ, Х|,х2,...,хя >0; + p2 + ...pn = 1.
İensen bərabərsizliyini tətbiq etsəK:

P\ ln(x,) + p2 ln(x2) +... + Pn ln(x„) < 
-ln(PıX, + РЛ+... + Pnxn)

Buradan yenə bizə artıq məlum olan

xf xf2..^ <p,x, + p2X2 +... + p„Xn

bərabərsizliyini alarıq.

Misal 3. aralığında təyin edil

miş y = sinx; y = cosx triqonometrİK funK- 
siyalarına baxaq. y = sinx; y = cosx funKSİ- 
yalarının hər İKİsi baxılan aralıqda çökük 
funKsiyalardır. ÇünKİ

y"(x) = -sinx < 0
y''(x) = -cosx < 0

Buna görə də 

a + p = 1 üçün

Ух, у G

«sinx + /?cosy < Sİn(öX + Py) 
a cos x + p cos у < cos(ox + Py)

FunKSİyanm qabarıqlığı ilə çökükİü- 
yünün bir-birini əvəz etdiyi nöqtəyə əyilmə 
nöqtəsi deyilir.

Məsələn, у = x3 funKsiyası üçün x = 0 
nöqtəsi əyilmə nöqtəsidir. Doğrudan da

< 0; x < 0
<

> 0; x > 0
olduğundan verilən funKsiya x = 0 nöqtə
sində çÖKÜKİüyünü qabarıqlığa dəyişir.

Çoxölçülü hal. n -ölçülü həqiqi fəza
larda da qabarıq və çökük funKsiya anla
yışları daxil etməK olar. Bildiyimiz Kimi 
я-ölçülü Rn həqiqi fəzası x = (x,,x2,...,x„) 
Kimi həqiqi ədədlərin nizamlanmış toplu
sundan təşKİl edilmiş çoxluqdur. R"-də İkİ 
elementin cəmi, fərqi və SKalyar ədədə ha
sili aşağıdaKi Kimi təyin edilir

x±y = (x, ±y,,x2 ±y2,...,xn ±y„)
a g R => ax = (ax,,ax2,...,axn)

İKİ elementin SKalyar hasili dedİKdə isə

(x,y) = x,y, +x2y2 + ... + xnyn
cəmi başa düşülür.

Tutaq kİ, C cz R" alt çoxluqdur və 
onun hər istənilən İkİ elementi üçün

Ух, у G C,0 < p < 1 => px + (1 - p)y G C 
olması almır, onda belə çoxluğa qabarıq 
çoxluq deyilir.

Qeyd edəK Kİ, Yensen bərabərsizliyi
nin isbatmdaKi metodla aşağıdaKi faKtı al
maq olar:

CcÄ" çoxluğu yalnız və yalnız o 
vaxt qabarıqdır Kİ,
VxI,x2,...,x„ сСУр,,р2,...,ри >0:p, +... + pn =1 

ədədləri üçün
PıX, + p2x2 + ... + pnxn e C

doğrudur.
MəKtəb Kursundan bizə yaxşı məlum 

olan müstəvi fiqurlardan qabarıq çoxbucaq
lılar, dairə, ellips, fəzada KÜrə, qabarıq 
çoxüzlü və s. Kimi həndəsi fiqurlar qabarıq 
çoxluqlara misaldırlar.

Tutaq Ki, CcR" hər hansı qabarıq 
çoxluqdur, f : C —> R isə həqiqi qiymətli 
funKsiyadır. Əgər

Ух, у G C,0 < p < 1 => J\px + (1 - P)y)
<p/(x) + (l-p)/(y) 

bərabərsizliyi ödənilərsə, /(x) funKsiyası 
C çoxluğunda qabarıq;

Ух, у G C,0 < p < 1 => ftpx + (1 - P)y)
> pf(x) + (\-p)f(y)

bərabərsizliyi ödənilərsə, belə funKsiya C 
çoxluğunda çökük funKsiya adlanır.

Birdəyişənli funKsiyalar üçün olduğu 
Kimi bu tərifin Yensen bərabərsizliyinə 
eKvivalent olmasını isbat etməK olar.

Qabarıq funKsiyaların bəzi xassələrini 
qeyd edəK.

İkİ qabarıq funKSİyanm cəmi qabarıq, 
İkİ çökük funKSİyanm cəmi isə çökük 
funKsiyadır.

Tutaq Kİ, /(x);g(x) qabarıq funK- 
siyalardır. Onda

Ух, у &C=>
(f + gKpx + O - Р>У) = f<Px + 0 “ F)^) + 
+g(Px+0 " р)у) - f/W+0 ~ p)f(y)+ 
+ pg(x) + (1 - p)g(y) = P(/(x) + g(x)) + 
+ (1 - p)(/(y) + g(y^

Bu isə /’(x)+g(x) cəminin qabarıq olması de
məKdir.

Çökük funKsiya halı da analoji olaraq 
araşdırılır.

Tutaq Ki, f:R"^R,g-.Rm~>R veril
miş qabarıq (çökük) funKsiyalardır. Onda 
aşağıdaKi qayda ilə təyin edilmiş

h'.R" m R',h(x},...,x„,xn+i,...,xn+m') -
= У\Х|,..., x„) + g(x„+1Xn+m ) 

funKsiyası da qabarıq (çökük) funKsiyadır.
Yeni

F(x, ,x2,...,xn+m) = /(x15x2,...,xn) 
və G(x,,x2,...,xn+m) = g(xn=l,...,xn+m) funKSİya- 
larına baxaq. Asanlıqla yoxlamaq olar kİ, 
hər İkİ funKsiya artıq R" fəzasında qaba
rıq (çökük) funKsiyalardır və bundan əlavə

h = F + G
münasibəti ödənilir. Onda teoremə əsasən 
nəticənin hÖKmü aydın olur.

Məsələn, bütün əmsalları müsbət 
ədədlər olan və n,m,q g N

f(x,y,z) = axn +bym +czq 
çoxhədlisi bu nəticəyə əsasən qabarıq funK- 
siyadır. Bu faKtdan asanlıqla aşağıdaKi bə- 
rabərsizlİK alınır

Уа,Ь,с > 0,Уп,т,д > 1 =>

Tutaq Kİ, C c R" müəyyən bir qabarıq 
çoxluqdur.

a) f \ C -> R qabarıq, g(x) isə təyin ob- 
lastı /(x) funKsiyasının qiymətlər çoxluğu
nu özündə saxlayan qabarıq monoton artan 
funKsiyadır. Onda g(/(x)) тйгэккэЬ funK- 
siyası da qabarıq funKsiyadır.

/>)YuxarıdaKi şərtlər daxilində /(x) 
çökük, g(x) isə monoton azalan çökük 
funKsiyalardırsa, g(/(x)) тйгэккэЬ funKSİ- 
yası çökük funKsiyadır.
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a)/(x) funKsiyasmın qabarıq, a(x) 
funKsiyasmın qabarıq və monoton artan 
olmasını nəzərə alsaq n

Vx,y eC,0< p<l=^.
g(f(px + (1 - p)y) < g(pf(x) + (i _ р)Ду)) < 
^^(/W) + (l-p)g(/(y))

bu isə g(/(x)) funKsiyasmın qabarıq olma
sı deməKdir.

b) bəndinin isbatı tamamilə a) bəndi
nin isbatına analoji qaydada aparılır.

Misal 4. /(x) = sin x; g(x) = cos x funxsiya- 
lan |0;f| Parçasında çÖKÜKdürlər, bundan 

əlavə g(x) funKsiyası bu parçada monoton 
azalır. Deməli teoremin bütün şərtləri ödə
nir. BeləlİKİə, A(x)=cos(sinx) funKsiyası ve- 
Bı,f ar,aIlqda ÇÖKÜK funKsiya olmalıdır 
SÄÄ ”,ƏraK ““ b-

COS ^Sİn — > cos(sinx) + cos(siny)

^"-də təyin edilmiş 1-ci tərtibdən bir- 
cms və Kəsilməz /(x) funKsiyasmın qabarıq 
(ÇOKUK) olması uçün zəruri və Kafi şərt 

(^ı,...,x„)e7?, \/у = (У1,...,Уп)ер üçün

2

f(x + y)< fÇx) + Ду) 
(/(x + у) >/(x) + дД)

ibarətdir.Doğrudan da, yx,y üçün verilən 
bərabərsızliK ödənilərsə, 0 < Л < 1 üçün

/(Лх + (1 - Л)у) < ДЛх) + д(1 _ Л)у) = 
= л/(х) + (1-Л)Ду)

ƏKsinə /(x) qabarıq funnsiya olarsa,

/(х + у) =

S2.zww=/(X)VW 
<=2-f\

alarıq.
borsiz?liX dmTol'anqalmda ® ЪзГ‘ 

1 ci tərtib bircins /(x) funKsiyasının 
qabarıq (çökük) olması üçün zəruri və Kali

Уие^;«>1^/(Х1+х2+... + х„)< 
^/(xı) + /(x2) + ... + /(xJ

(/(X, +x2 +... + xn)>/(x1) + /(x2) + ... + /(x„) ) 

bərabərsizliyinin ödənməsindən ibarətdir.
Misal 5. f(x,y) = J^> funKsiyasına ba

xaq.

(/u, + x2 ,y, + Угу . (7<17+Х2)(л+^ =
= Х1У1 + xty2 + x2yt + x2y2 = (д/ад)2 + 
+(^y2+x2yj+(7^)2 > (д/^)^+ 
+ 2д/^Л + (д/ад )2 = (дЙГ + д/зд )2 = 

= (/(x,; у!) + /(х2; у2))2.

BeləlİKİə,

/(Xj +Х2,У! +у2)>/(х1,у1) + /(х2+у2).

Deməli f(x) çökük funKsiyadır. Nəticəni 
tətbiq etsəK,

/(X. +x2 +... + x„,y, +y2 + ... + y„)>/(x1,y,) +
+ Лх2»У2) + - + /(хл,ул)

л/зд + л/зд +... + д&Г <

“Ä +Х2 +... + хид/у, +у2 +... + У'

almış olarıq.
Xüsusi halda, x,. = a2 və y; = Z>.2 olarsa, 

məlum Koşi-BunyaKovsKİ bərabərsizliyi alı
nır:

n

,b„ < Ja2 +a2 + ... + a2 xaıbı +a2b2+... + an

+b2 +-..+b2

XƏTTİ BƏRABƏRSİZLİKLƏR SİSTEMİ

Xətti tənlİK və bərabərsizlİKİər onların 
sistemləri ilə təyin olunan çoxluqlar qaba
rıq çoxluqlardır və belə çoxluqlarda xətti 
funKsiyalarm eKstremallığı məsələləri xü
susilə əhəmiyyətlidir; bir çox praKtİKİ mə
sələlər xüsusilə də iqtisadi məsələlər onlara 
gətirilir və bunlar xətti proqramlaşdırma 
məsələləri adlanırlar.

İLKİN MƏLUMATLAR

Nöqtələr üzərində əməllər. Müstəvi 
üzərində düzbucaqlı Koordinat sistemi daxil 
edəK. (Şəkİİ 1) M nöqtəsinin bu Koordinat 
sistemində Koordinatlarının x, у olmasını 
aşağıdaKi Kİmi yazacağıq; M=(x,y) və ya 
M(x,y). Koordinat sisteminin olması nöqtə
lərin toplanması və nöqtələrin ədədə vurul
ması əməllərini təyin etməyə imKan verir.

Nöqtələrin toplanması belə təyin olu
nur: əgər

Af;=(xpxJ və M2=(yIty2) 
isə, onda

yt+y2)-
BeləlİKİə, nöqtələrin toplanması onla

rın eyniadlı Koordinatlarının toplanması 
deməKdir. Nöqtələrin toplanmasının hən
dəsi mənası çox sadədir:

M,+M2 nöqtəsi OM, və OM2 parçaları 
üzərində (O Koordinat başlanğıcıdır) qurul
muş paraleloqramın dördüncü təpə nöqtəsi
dir. Paraleloqramın qalan üç təpəsi isə 
Mj,O,M2 nöqtəsidir. Bunu başqa cür də de- 
тэк olar: Mt+M2 nöqtəsi M2 nöqtəsini 
OM, istiqamətində onun uzunluğu qədər 
paralel KÖçürməKİə alınır. (şəkİİ 1)

M(x,y) nöqtəsinin istənilən к ədədinə 

hasili belə təyin olunur: кМ=(кх;ку).
BeləlİKİə, nöqtənin ədədə vurulması 

onun hər bir Koordinatını həmin ədədə vu
rulmasına gətirilir. Bu əməlin həndəsi mə
nası toplamada olduğundan daha sadədir; 
k>0 olduqda M*=kM nöqtəsi OM şüasına 
aiddir və OM*=k-OM, k<0 olduqda isə M* 
nöqtəsi OM şüasının əks (tamamlayıcı) 
şüası üzərində yerləşir və OM*=/k/ OM 
(şəkİİ 2). Bu əməlləri veKtorlar vasitəsi ilə 
verməK olar.

Səkil 2

Daxil olunan əməllər həndəsi faKtları 
cəbri dilə KÖçürməK üçün əlverişlidir. Belə 
Köçürməyə aid bir neçə misal gətirəK;

1. MtM2 parçası aMt+pM2 şəKİində

Şəkil 3

olan bütün nöqtələrdən ibarətdir, burada a, 
P cəmi 1-ə bərabər olan mənfi olmayan istə
nilən İkİ ədəddir. Bu o deməKdir Kİ, sırf 
həndəsi faKt - M nöqtəsinin M,M2 parça
sına aid olması (M&M,M2) M=aM!+flM2 
cəbri münasibəti şəKİində yazılır.

M,M2 parçasının istənilən M nöqtəsin-
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dən OM; və OM2 -yə paralel düz xətlər 
KeçirərəK OM2 parçası üzərində N2, OM, 
parçası üzərində N2 nöqtəsini alarıq.

a = M2M/M2Mx,p = MxM/MxM2 
götürən a, p mənfi deyil və onların cəmi 

bərabərdir- ON1MN2 paraleloqram, 
MN2M2 və MN2M2 üçbucaqları OMtM2 üç
bucağına oxşardır. (şəkİİ 3) Odur kİ,

N2M/OMx = ONX/OMX = M2M / MXM2 = a, 
NXM/OM2 = ON2/OM2 = MXM2/ MXM2 = p

buradan N1=,aM2 
(ON^a OMj) və N2=p-M2(ON2=p-OM2)

almır. LaKİn M=N1+N2-6ır.

(ONı + ON2 = OM) (ON,+ON2=OM) 
deməli M=aMt+pM2. Nəhayət qeyd edəK 
Kİ, M nöqtəsi Mrdən M2-yə doğru MXM2 
parçasını KeçdİKdə p ədədi O-dan 1-ə Kİmi 
bütün qiymətləri alıb Keçir.

2) M tM2 düz xəttinin istənilən nöqtəsi 
tMl+(l-t)M2 şəKİində göstərilə bilər, bu
rada t hər hansı həqiqi ədəddir.

Doğrudan
da, əgər M nöq- M1
təsi M,M2 parça-
sına aiddirsə, on- _ u-, .
da bu təKİif yu- 
xarıdaKindan çıxır. Tutaq kİ, M^MtM2. 
Onda ya Ml nöqtəsi MM2 parçası üzərində 
(şəkİİ 4), ya da M2 nöqtəsi MMt parçası 
üzərində yerləşir. Birinci hala baxaq 1) də 
isbat olduğuna görə M;=sM+(l-s)M„ 
(o<s<l). Buradan

1 1-5
м=-л/,-------м2 = tMx+(\~t)M2M2,s s

M2&MM2 halı analoji isbat olunur.

3) t parametri O-dan со-a Kİmi artır
dıqda t-B nöqtəsi OB şüasını Keşir, A+tB 
nöqtəsi isə A nöqtəsindən çıxan OB ilə ey- 
niistiqamətli şüanı Keçir.

t parametri O-dan — oo-ğa Kİmi azaldıq
da isə, tB və A+tB nöqtələri yuxarıda de
yilən şüaların əks (tamamlayıcı) şüalarını 
Keçir. İsbat ücün şəkİİ 5, şəkİİ 6-ya bax
maq Kifayətdir.

3) təKİifindən belə çıxır kİ, t parametri 
-oo-dan + oo-ğa Kimi artdıqda A+tB nöqtəsi 
A nöqtəsindən Keçib OB-yə paralel olan düz 
xətti Keçir. Toplama və ədədə vurma əməl
ləri analoji qayda ilə fəza nöqtələri üçün də 
təyin edilir. Bu halda, tərifə görə; 
M;+M2=(%+x2, y,+y2, Zj+zJ. k-M=(kx. 
ку, кг). Yuxarıda isbat olunan bütün təK- 
liflər, aydındır kİ, fəzada da doğrudur.

A və B müstəvidə və ya fəzada nöqtə
lərdən ibarət hər hansı İkİ çoxluqdursa, on
ların cəmi A+B olaraq K+L şəKİində olan 
bütün nöqtələr çoxluğunu başa düşəcəyİK, 
belə Kİ, К e A, LeB istənilən nöqtələrdir:

Nöqtələrin toplanmasının həndəsi mə
nasına əsasən A və B nöqtəvi çoxluqlarının 
cəmini tapmaq üçün sadə qayda verməK

olar: A çoxluğunun hər bir KeA nöqtəsi 
üçün B çoxluğunun OK parçası qədər para
lel Köçürülməsindən alman çoxluğu quru
ruq (Şəkİİ 7). Sonra alman bütün çoxluq
ları bir çoxluqda birləşdirirİK. Bu sonuncu 
çoxluq A+B çoxluğu olacaq. Bir neçə misal 
göstərəK: A çoxluğu bir nöqtədən — KeA 
nöqtəsindən ibarətdir, B çoxluğu isə istəni
lən nöqtələr çoxluğudur, bu halda A+B 
çoxluğu B çoxluğunun OK parçası qədər 
paralel Köçürülməsi nəticəsidir. Xüsusi 

halda, əgər B-düz xətdirsə A+B-B-yə 
paralel düz xətdir. Bundan əlavə B-düz 
xətti Koordinat başlanğıcından Keçirsə, on
da A+B B-yə paralel olan və К nöqtəsindan 
Keçən düz xətdir (şəkİİ 8).

2. A və B paralel olmayan parçalardır 
(müstəvidə və ya fəzada). Onda A+B tərəf
ləri A və B parçalarına bərabər və paralel 
olan paraleloqramdır (şəkİİ 9). A və B para
lel olduqda A+B hansı fiqur olacaq? Müstə
qil cavab verin.

3. A-müstəvi, B-ona paralel olmayan 
parçadır. Bu halda A+B çoxluğu A müstə
visinə paralel olan İKİ müstəvi (A müstəvi
sini OM və ON parçası qədər paralel sürüş- 
dürdÜKdə alman müstəvilər) arasında qa
lan fəza hissəsidir (şəkİİ 10).

4. A və B bir a müstəvisi üzərində 
yerləşən mərKəzləri O; və O2 radiusları r, 
və r2 olan dairələrdir. Onda A+B çoxluğu 
radiusu r; və r2 olan və a -yə paralel müs
təvi üzərində yerləşən dairədir (şəkİİ 11).

1.2. Bir dərəcəli İKİ və ya üçdəyişənli 
tənlİK və bərabərsizlİKİərin həndəsi mənası. 
Birdərəcəli İKİdəyişənli (x və y)

ax+by+c=O (1)

tənliyinə baxaq, x və y-ə müstəvinin nöqtə
lərinin Koordinatları Kİmi baxaraq təbii sual 
qoymaq olar: Koordinatları (1) tənliyini ödə
yən nöqtələr çoxluğu müstəvidə hansı çox- 
luq əmələ gətirir və ya qısaca, (1) tənliyi 
hansı nöqtələr çoxluğunu təyin edir?

Cavab oxucuya, böyÜK ehtimalla mə
lumdur: (1) tənliyi ilə təyin olunan nöqtə
lər çoxluğu müstəvi üzərində düz xətdir, 
yəni (1) tənliyi düz xəttin tənliyidir. Doğ
rudan da, əgər b*o isə, onda (1) tənliyi

у=кх+р. (K=--.P=-J

şəKİində gətirilir Kİ, bu da xətti funKSİya- 
dır və onun qrafİKİ düz xətdir.. b=0 isə, 
tənlİK x=h şəKİində gətirilir kİ, bu da ordi
nat oxuna paralel düz xətt təyin edir.

Həmin sual
ax+by+c>0 (2)

bərabərsizliyi üçün də ortaya çıxır. (2) bə
rabərsizliyi Koordinat müstəvisində hansı 
çoxluğu təyin edir?

Burada da cavab sadədir. Əgər b+0 
isə, (2) bərabərsizliyi



Riyaziyyat ensiklopediyası — 1 Riyaziyyat ensiklopediyası — 1

у>кх+р və ya у<кх+р 
bərabərsizlİKİərindən birinə gətirilir kİ, bu 
bərabərsizlİKİərdən birincisini у=кх+р düz 
xəttindən “yuxarıda” yerləşən bütün nöqtə
lər, digərini isə bu düz xətdən “aşağıda” 
yerləşən bütün nöqtələr ödəyir (şəkİI 12).

Şəkil 12

Əgər b=0 isə, (2) bərabərsizliyi x>h 
və ya x<h bərabərsizlİKİərindən birinə gə
tirilir. Bunlardan birincisini x=h xəttindən 
sağda, İKİncisini isə solda yerləşən bütün 
nöqtələr (yəni onların Koordinatları) ödəyir 
(şəkİI 13).

BeləlİKİə, (1) tənliyi Koordinat müstə
visində düz xətt təyin edir, (2) bərabərsiz
liyi isə bu düz xəttin Koordinat müstəvisini 
böldüyü yarımmüstəvilərdən birini təyin 
edir, (düz xəttin özü hər İkİ yarımmüstə- 
viyə aid hesab olunur).

Üçdəyişənli hala baxaq: 
ax+by+cz+d=O (3)

xətti tənliyində və
ax+by+cz+d>0 (4)

xətti bərabərsizliyində x, y, z-yə Koordinat 
fəzasının nöqtəsinin Koordinatları Kimi ba
xılsa (3) tənliyi və (4) bərabərsizliyi fəzada 
hansı nöqtələr çoxluğunu (fiquru) təyin 
edir? Cavabı görməK çətin deyil:

(3) tənliyi fəzada müəyyən bir müstəvi 
təyin edir, (4) bərabərsizliyi isə bu müstəvi 
ilə fəzanın bölündüyü İkİ yarımfəzadan bi
rini təyin edir (müstəvi özü onunla təyin 
olunan hər İkİ yarımfəzaya aiddir).

ö, b, c ədədlərindən heç olmazsa biri 
sıfırdan fərqlidir; Tutaq kİ, məsələn, c*O. 
Onda (3) tənliyini г=кх+1у+р

a , b d .
(*--;/ = —;p =—) (5)

C c C
şəKİinə gətirməK olar. (5) tənliyini ödəyən 
M(x,y,z) nöqtələr çoxluğunu л ilə işarə 
edəK: GöstərəK kİ, л müstəvidir, л çoxlu
ğundan hansı nöqtələrin yoz müstəvisi üzə
rində yerləşdirdiyini, daha doğrusu л çox
luğu ilə z/o2(x=0) müstəvisinin Kəsişməsini 
tapaq. Bunun üçün (5)-də x=0 olduğunu
nəzərə alıb z=ly+p (6) alırıq. (6) tənliyi yoz 
müstəvisində düz xətt (u ilə işarə edəK) tə
yin edir. Deməli, тг-nin yoz müstəvisi ilə 
Kəsişməsi u düz xəttidir (şəkİ114).

Eyni qayda ilə л -nin xoz müstəvisi 
(ı/-o) ilə Kəsişmə xətti г=кх+р tənliyi ilə 
müəyyən olunan bir v düz xətdidir. u və v 
düz xətləri eyni bir P (0;0;p) nöqtəsindən 
Keçir. Onlardan Keçən müstəvini a ilə işarə 
edəK. GöstərəK Kİ, a müstəvisi л-yə daxil
dir (аал). a müstəvisi üzərində u və v 
düz xətlərinə aid olmayan istənilən M nöq
təsi götürəK. M nöqtəsindən u və v düz xət-

lərini uyğun olaraq M, və M2 nöqtəsində 
Kəsən düz xətt KeçirəK (bunu həmişə etməK 
mümKÜndür, izah edin). nöqtəsinin
Koordinatları (0; y; ly+p), M2 e v nöqtəsinin 
Koordinatları (x; 0; кх+р) olar. İsbat etdiyi
mizə görə elə t ədədi var Kİ, M=t Mt+(l- 
t)M2 şəKİində göstərməK olar. (1°, təKİif 2). 
Onda M nöqtəsinin Koordinatları

((l-t)x; ty; t(ly+p)+(l-t)(Kx+p) 
olacaq. Asanlıqla yoxlamaq olar Kİ, M nöq
təsinin Koordinatları (5) tənliyini ödəyir. 
Deməli, Мел, M a -nın istənilən nöqtəsi 
olduğundan, а c л .

GöstərəK Kİ, a müstəvisi л ilə üst-üstə 
düşür, yəni л çoxluğu a müstəvisindən xa
ric heç bir nöqtə saxlamır. Bunun üçün üç 
nöqtəyə: ct müstəvisində yerləşən
M(xo;yo;z„) nöqtəsinə, a müstəvisindən 
“yuxarıda” yerləşən M'(x0\ yo',zo +£ ) nöqtə
sinə və a müstəvisindən aşağıda yerləşən 
M2 (Xlt\ yo-,zo-£ ) nöqtəsinə baxaq (şəkİI 15). 
M ea olduğundan z=kxo +lyo +p olar.

Şəkil 15

Odur Kİ,
zo+£>kxo+ly„ + p , zo-£<kxn+lyo + p . 

Buradan görünür Kİ, M' nöqtəsinin Koordi
natları z> kx+ly+p ciddi bərabərsizliyini, 
M2 nöqtəsinin Koordinatları isə 
z<kx + ly + p ciddi bərabərsizliyini ödəyir, 
yəni M' və M2 nöqtələri л-yə daxil deyil, 
М2£л, М2ел. Bu onu göstərir Kİ, л--çox
luğu a müstəvisi ilə üst-üstə düşür. Həm 
də bu mühaKİmələrdən çıxır Kİ, 
ax+by+cz+d>0 bərabərsizliyini ödəyən 
nöqtələr çoxluğu л müstəvisinin fəzanı 
ayırdığı yarımfəzalardan biridir.

İKİDƏYİŞƏNLİ VƏ ÜÇDƏYİŞƏNLİ 
XƏTTİ BƏRABƏRSİZLİKLƏR 

SİSTEMLƏRİNİN MÜSTƏVİDƏ VƏ 
FƏZADA TƏYİN ETDİKLƏRİ ÇOXLUQLAR

Tutaq Kİ,
Г a/X+b^+C/^O

-< a2x+b2y+c2>0............ (1)
|jımx+bmp+cm> o

İKİdəyişənli xətti bərabərsizlİKİər sistemi 
verilmişdir. Sistemin birinci bərabərsizliyi 
xoy Koordinat sistemində ct j-yarımmüstə- 
visi, İKİncisi a 2-yarımmüstəvisi və s. təyin 
edir. Əgər hər hansı x, y ədədlər cütü (1) 
sisteminin bütün bərabərsizlİKİərini ödəyir
sə, onda uyğun M (x,y) nöqtəsi ct x, а2»...5 
ot m yarımmüstəvilərin hamısına aiddir, 
başqa sözlə, bu müstəvilərin Kəsişməsinə 
aiddir. Sonlu sayda yarımmüstəvilərinin 
Kəsişməsi isə hər hansı çoxbucaqlı oblast 
(К) verir. ŞəkİI 16-da К oblastına nümunə 
olaraq dörd düz xəttə uyğun dörd yarım- 
müstəvinin Kəsişməsindən alman dördbu
caqlı oblast (qısaca dördbucaqlı) göstəril
mişdir.

(Oxlarla hansı yarımmüstəvilərin se
çildiyi göstərilmişdir.)

Şəkil 16

К oblastı (1) sisteminin həllər oblastı 
adlanır.

Dərhal qeyd edəK Kİ, həllər oblastı heç 
də həmişə məhdud olmur; bir neçə yarım- 
müstəvinin Kəsişməsi nəticəsində qeyri- 
məhdud oblast da yarana bilər, məsələn şə- 
kİİ 17-dəKİ Kimi.

К oblastmın sərhəddi düz xətt hissələ
rindən (və ya bütöv düz xətdən) ibarət ol-

284
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duğu üçün К oblastı (1) sisteminin həlləri
nin çoxbucaqlı oblastı (K məhdud olduqda 
qısaca çoxbucaqlısı) adlandırılar. Elə də ola 
bilər kİ, baxılan yarımmüstəvilərin Kəsiş
məsi, boş ola bilər, yəni Ä>0 da ola bilər; 
bu onu bildirir kİ, (1) sistemi ziddiyyətli
dir. Belə hal şəkİİ 18-də göstərilmişdir.

К həllər oblastı həmişə qabarıq olur. 
Yadımıza salaq kİ, nöqtələr çoxluğu o vaxt 
qabarıq adlanır kİ, özünün istənilən İkİ 
nöqtəsi ilə yanaşı bu nöqtələri birləşdirən 
parçanı da özündə saxlayır. Şəkİİ 19-da qa
barıq və qabarıq olmayan (çökük) çoxluq 
təsvir olunub. К həllər çoxluğu qabarıq 
çoxluqdur, çünKİ bir neçə yarımmüstəvinin 
Kəsişməsindən alınmışdır, hər bir yarım- 
müstəvi isə qabarıq çoxluqdur. Daha aydın 
olsun deyə lemmanı verəK:

Lemma: istənilən sayda qabarıq çox
luqların Kəsişməsi qabarıq çoxluqdur.

MvdN İkİ qabarıq çoxluqdur. Onların 
Kəsişməsi olan M(~]N çoxluğundan istəni
lən İkİ A və B nöqtələri götürəK (şəkİİ 20). 
AeM, BeM və M qabarıq olduğundan

sistemin bərabərsizlİKİərindən hər biri bil
diyimiz Kimi hər hansı yarımfəza təyin 
edir. Ona görə də verilmiş sistemlə təyin 
olunan oblast m sayda yarımfəzanm Kəsiş
məsi (ortaq hissəsi) (K) olacaq. LaKİn sonlu 
sayda yarımfəzanın Kəsişməsi hər hansı qa
barıq çoxüzlü oblast olacaq.

Şəkİİ 21-də m=4 olduqda belə oblasta 
nümunə göstərilmişdir. Bu nümunədə К 
oblastı adi tetraedrdir (daha doğrusu К 
tetraedrin daxilində və səthində yerləşən 
bütün nöqtələrdən ibarətdir). Ümumiyyət
lə, asanlıqla başa düşməK olar kİ, istənilən

Şəkil 19 b

AB parçası M-ə daxildir. Eyni qayda 
ilə ABeN. Odur kİ, AB parçası eyni zaman
da həm M-ə, həm də N-ə daxildir, deməli 
onların Kəsişməsinə də daxildir, yəni MRN 
qabarıq çoxluqdur, analoji mühaKİmələr 
göstərir kİ, İkİ yox, istənilən sayda qabarıq 
çoxluğun Kəsişməsi də qabarıq çoxluqdur.

BeləlİKİə, (1) sisteminin bütün bəra- 
bərşizlİKİərini ödəyən nöqtələrin həndəsi 
yeri, başqa sözlə, (1) sisteminin həllər ob- 
lastı, qabarıq çoxbucaqlı oblastdır. O siste
min bütün bərabərsizlİKİərinə uyğun ya- 
nmmüstəvilərin Kəsişməsindən alınır.

Üçdəyişənli hala baxaq;
a1x+bly+cIz+d1 > 0
a2x+b2y+c2z+d2 > 0 

amx+bmy+cmz+dm>0

(2)

qabarıq çoxüzlünü sonlu sayda yarımfəza- 
nın Kəsişməsi Kimi almaq olar. Burada çox
üzlü anlayışı orta məKtəb həndəsə Kursun
da olduğundan daha geniş mənada başa dü
şülür. Orta məKtəb həndəsə Kursunda çox
üzlü dedİKdə sonlu sayda müstəvi çoxbu- 
caqlılardan ibarət qapalı səth başa düşülür, 
burada isə ’’çoxüzlü” təKcə səthin nöqtələri 
olmayıb onunla əhatə olunmuş fəza hissəsi
nin bütün nöqtələrindən ibarətdir və son
suz da ola bilər. Şəkİİ 22-də К oblastının 
qeyri-məhdud (sonsuz), şəkİİ 23-də isə boş 
olduğu hala 

z_Z7
ЛТ7

Şəkil 23

uyğun nümunə təsvir edilmişdir. (2) sistemi
nin bərabərsizlİKİəri arasında aşağıdaKi Kimi 

ax+by+cz+d>0 
-ax-by-cz-d > 0

İkİ bərabərsizlİK olduğu hal üzərində xü
susi dayanaq. Sonuncu İKİ bərabərsizliyi 
az+by+cz+d=0 tənliyi ilə əvəz etməK olar. 
Bu tənlİK fəzada hər hansı a müstəvisi tə
yin edir. (2)-nin qalan bərabərsizlİKİəri a 
müstəvisindən müəyyən bir qabarıq çoxbu
caqlı ayırır, bu sonuncu da (2) sisteminin 
həllər oblastıdır. Göründüyü Kimi fəzada 
qabarıq çoxüzlü oblastın xüsusi halı müstə
vidə qabarıq çoxbucaqlı oblast ola bilər. Şə- 
Kil 24-də К oblastma nümunə olaraq üçbu
caq təsvir edilmişdir. Bu üçbucaq beş ya-

rımfəzanın Kəsişməsindən əmələ gəlib: on
lardan İKİsi üfüqi a müstəvisi ilə əhatə 
olunub, qalan üç yarımfəza üçbucaqlı priz
manın yan üzlərinin təyin etdiyi müstəvi
lərlə əhatə olunub və onların Kəsişməsi “şa
quli” üçüzlü (sonsuz) prizmadır. İKİdəyi- 
şənli halda olduğu Kİmi üçdəyişənli halda 
da К oblastı bir neçə yarımfəzanın Kəsiş
məsi Kimi hÖKmən qabarıqdır.

BeləlİKİə, (2) sistemi fəzada К qabarıq 
çoxüzlü oblastını təyin edir. К oblastı sis
temin bütün bərabərsizlİKİərinin təyin etdi
yi yarımfəzaların Kəsişməsidir.

К məhduddursa, onu qısaca (2) siste
minin həllər çoxüzlüsü adlandırırlar.

NÖQTƏLƏR SİSTEMİNİN QABARIQ 
ÖRTÜYÜ

Müstəvi üzərində к sayda A;A2..AK 
nöqtələri qeyd edəK. Təsəvvür edəK Kİ, 
müstəvinin nöqtələr qeyd edilmiş hissəsi 
taxta vərəqdən ibarətdir və nöqtələrə paya- 
cıqlar bərKİdilmişdir. Rezin ilgəyi dartıb 
genişləndirəK və bütün payacıqları əhatələ- 
уэк (şəkİİ 25-də punKtir xətt). Sonra ilgəyi 
buraxaraq ona dartılıb yığılmağa imKan ve- 
гэк. İlgƏK payacıqların imKan verdiyi qədər 
tarım dartıldıqdan sonra onunla əhatə 
olunmuş nöqtələr çoxluğu müəyyən qabarıq 
çoxbucaqlı olur (şəkİİ 25-də ştrixlənmiş 
hissə). Bu qabarıq çoxbucaqlı At, A2..AK 
nöqtələr sisteminin qabarıq örtüyü adlanır.

Əgər Ap A2..Ak nöqtələri fəzada yerlə- 
şibsə onda eyni ilə müstəvidəKİ Kimi hərə- 
Kət etməK bir nəticə vermir. LaKİn belə et- 
тэк olar: təsəvvür edəK Kİ, nazİK rezin tə
bəqədən hazırlanmış Kisəmiz var. Bu Kisəni 
genişləndirərəK nöqtələri onun daxilinə 
alaq, sonra Kisəni sərbəst buraxaq. Kisə
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Aj A2,...A,f nöqtələrindən bəzilərinə dirənənə- 
dəK tarım dartılacaq və qabarıq çoxüzlü 
formasını alacaq (şəkİİ 26). Fəzanın bu 
ç oxuzluüə əhatə olunmuş hissəsi, müstəvi
də olduğu Kimi, Д, A2, ..Ak nöqtələr siste- 
mmm qabarıq örtüyü adlanır. Qabarıq ör
tüyün belə tərifi əyani olsa da, riyazi cə
hətdən cıddı deyil. Bu anlayışın ciddi təri
fini verəK: tutaq kİ, müstəvidə
VƏ ya təzada istənilən nöqtələr çoxluğudur.

Şəkil 25

Şəkil 26

ri,də 01an bütün nöqtslsr
^1-А1+Л2А2+....+ЛкЛк ,

(1) burada z2 mənfi olma
yan və cəmi 1-ə bərabər olan ədədlərdir Л 

və Л1+Л2+...+Л=1
<2) Şərtləri daxilində (1) şəkİİİİ bütün 

nöqtələr çoxluğu At, A2, .... AK nöqtələr sis
teminin qabarıq örtüyü adlanır və <A, A 

Kimi işarə olunur. Xüsusi hklda 
к 2 olduqda, <A;, A2> çoxluğu At, A2 nöq
tələrini birləşdirən parçadır (təxlif 1). K=3 
olduqda < A;, A2, A3 > qabarıq örtüyü A., 

A3 uçbucağın tərəfləri üzərində və daxi
lində yerləşən nöqtələrdən ibarətdir, (nöq- 
ça ahnır)dÜZ Xə^ Üzərində YərləşdİKdə par- 

Ümumi halda aşağıdanı lemma doğru

dur:
Lemma. <At, A2, ..., AK> çoxluğu 

äntT I111';л......A-‘>
nöqtələri ilə birləşdirən bütün mümKÜn 
parçalardan ibarətdir. mumnun
üeiin1S^atI’ /o™ yazılışları qısaltmaq 
uçun < >=M,, i=l, 2, K
işarə edən. Biz göstərməliyin kİ, M. or
uyu AK nöqtəsini MK1 örtüyünün nöqtələri 

V bl.r!əşdl^ən bütün mümKÜn parçalardan 
ibarətdir. AeMK istənilən nöqtə olsun. A 
nöqtəsini

.. , A~^ıAı+A2A2+....+AK_1 Ак.1+ЛкАк şəKİində 
göstərməK olar, burada Лг, Л2, .Ак>0, 
л1+Л2+...+Лк=1
,, ƏgT -K=ö İSƏ’ onda AeM*ıi Odur Kİ, 
MK.j şoxlugu MK-nın alt çoxluğudur, MKİe 
MK. Əgər isə, onda qalan əmsallar <z7, 

Лк1) sıfıra bərabərdir və A=A odur 
ki, A e M BeləlİKİə, MK.t və Ак К’мк-уа 
и л?Г‘- .Jndl gOstərəK Ki, istənilən

G л UÇUn A' Ak parCası мгУа daxildir. 
Əgər A nöqtəsi belə parçanın istənilən nöq- 
təsıdırsə, onda

A=tA'+sAK (t, s>0, t+s=l).
Digər tərəfdən, A'eMK.2 olduğuna görə 

A'=t1AI+t2A2+....+tK,1 AKl 
(t1,t2,...,tK_1>0, tj+t2+...+tK1=l).

Buradan A=t-t1A1+t-t2A2+....+
+t-tK.t AKl+sAK.

, tz’ ^Ki=t'İki’ ^«=s pəbuI
etsəK (1), (2)-nı alarıq. Bununla isbat olun
du ki, AeMK.

İndi bizə MK çoxluğunun belə parça
lardan кэпаг nöqtə saxlamadığını göstər
məK qalır, yəni istənilən A&MK nöqtəsi ba
xılan parçalardan birinə daxildir.

AeMÄ olarsa, (1), (2) doğrudur. Лк=1 
isə, A=AK və hÖKmün doğruluğu aydındır. 
4<7 isə, onda Л;+Л2...+Лк1=1-Лк>0, A nöqtə
sini aşağıdaKi Kimi göstərməK olar:

А=(Л! + Л2+... + Лк1)( ----- ------------ A,+
Л^ + Лк — 1

+ А
Л^ + Л?... +Л*—!
А-1

Л1 + Л2... + Лк-1 Ак1 ) + Л кА"

MötərizədəKİ ifadə hər hansı A'eMKl 
nöqtəsini verir, çünKİ A,, A2, .... AKl nöqtə
lərinin əmsalları mənfi deyil və onların 
cəmi 1-ə bərabərdir, beləlİKİə А=(Л1+Л2У- 
+ЛК.1)А'У-ЛКАК=( 1-Лк)А’+ЛкАк.

A' və AK -nın əmsalları mənfi deyil və 
onların cəmi 1-ə bərabərdir, deməli, A nöq
təsi A'A„ parçasına aiddir. Lemma isbat 
olundu.

İndi qabarıq örtüyün paraqrafın əvvə
lində verilən əyani tərifi ilə sonraKi ciddi 
tərifinin eynigüclü olduğunu başa düşməK 
çətin deyil. Doğrudan da bu, bu İKİ tərifin 
hansının əsas götürülməsindən asılı olma
yaraq, hər İkİ halda At, A2, .... Ait sistemi
nin qabarıq örtüyündən (Mtl çoxluğundan) 
At, A2, ..., AtI At sisteminin qabarıq örtü
yünə (Mt çoxluğuna) Keçid eyni qayda ilə 
baş verir: Aj nöqtəsini A„ A2, .... A(/ nöqtə
lərinin qabarıq örtüyünün (Mi2-in) bütün 
nöqtələri ilə birləşdirməK lazımdır (əyani 
tərifdə bu birbaşa tərifin özündən aydın
dır, ciddi tərifdə isə lemmadan çıxır). Əgər 
nəzərə alsaq Kİ, K=2 olduqda hər İKİ tərifə 
görə eyni çoxluq AtA2 parçası alınır, onda 
hər İkİ tərifin eynigüclü olduğu aydın olur.

“Qabarıq örtÜK” termininin bəraət qa
zanması üçün MK=<A;A2, ..., AK> çoxluğu
nun qabarıq olduğunu göstərməK lazımdır; 
A, BeMK istənilən İkİ nöqtə olsun. A və fi
ni aşağıdaKi Kimi göstərməK olar;

А=Л 1А/+Л2А2+....+ЛкАк, 
B=p,Al+p2A2+...+pKAK, 

burada
Л]Л2, •••> Лк, Pf, p2, ..., 0, A2~b
+Л 2+...+Лк=1, Pı+p2+.....+pK=l

AB parçasının istənilən N nöqtəsini 
С=ЛА+рВ şəKİində göstərməK olar, belə Kİ, 
Л+р=1, Л>0, p>0, onda С=Л(Л1А1+Л2А2+...+ 
+^кАк)+р(plAl+p2A2+...+pKAK)=( Л-Л1+р-р, JA,+ 
( Л-Л2+р-р2)А2-У...+ +( Л-Лк+р-рк)Ак.

Asanlıqla yoxlamaq olar kİ, AtA2,...AK- 
nın əmsalları mənfi deyil və cəmləri 1-ə bə
rabərdir. Bu isə o deməKdir Kİ, CeMK=<AIt 
A2, .... AK>, yəni MK qabarıq çoxluqdur.

Bundan əlavə <Alt A2 _AK> qabarıq ör
tüyü verilmiş АрАз.-.-.А^ nöqtələrini özün
də saxlayan qabarıq çoxluqların ən Kiçiyi
dir, yəni istənilən belə çoxluğa daxildir. 
Bu faKt lemmadan, qabarıq örtÜK və çoxlu

ğun tərifindən çıxır. İsbatı oxuculara hə
valə olunur.

Bu yuxarıdaKi faKt “qabarıq örtÜK” 
adını doğruldur. Eyni zamanda o <AIA2„ _A> 
çoxluğunun paraqrafın başlanğıcındaKi üsul
la alınmasına daha bir izah verir: rezin ilgəK 
(təbəqə) Aj, A2 _ AK nöqtələri ətrafında ta
rım dartıldıqdan sonra alınan çoxluq məhz 
göstərilən nöqtələri özündə saxlayan ən Kİ- 
çİk qabarıq çoxluqdur.

QABARIQ ÇOXÜZLÜ KONUS

Sərhəd müstəviləri ortaq bir nöqtədən 
Keçən sonlu sayda yarımfəzaların Kəsişmə
sinə qabarıq çoxüzlü Konus deyilir. Ortaq 
nöqtəyə Konusun təpəsi deyilir.

Qabarıq çoxüzlü Konusun xətti bəra- 
bərsizlİKİər sistemi ilə əlaqəsini aydınlaşdı
raq. Xüsusi hala-Konusun təpə nöqtəsinin 
Koordinat başlanğıcı olduğu hala baxaq. Bu 
halda bütün sərhəd müstəviləri Koordinat 
başlanğıcından Keçdiyindən onların tənliyi 

ax+by+cz=Q
şəKİində olacaq ((0,0,0) nöqtəsi həll oldu
ğundan sərbəst hədd 0-a bərabərdir). Belə- 
İİkİə, təpəsi Koordinat başlanğıcında olan 
qabarıq çoxüzlü Konus hər hansı

ra;x+&;i/+c;z>0
J a2x+b2y+c2z > 0
l amx+bmy+cmz>0

bircins bərabərsizlİKİər sisteminin həllidir. 
Tərsi də doğrudur: bircins bərabərsizlİKİər 
sisteminin həlli həmişə təpəsi Koordinat 
başlanğıcında olan hər hansı qabarıq çox
üzlü Konusdur.

Fəzada qabarıq çoxüzlü Konusa misal 
olaraq sərhədi S təpəli çoxüzlü bucaq olan 
qabarıq oblastı göstərməK olar. Bu fiqur 
oturacağı olmayan və təpədən sonsuz uza
nan qabarıq sonsuz piramidanı xatırladır. 
Şəkİİ 27-də dördüzlü olan belə piramidalar
dan biri təsvir edilmişdir. Başqa misallara 
baxaq:
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1. Yarımfəza (şəkİİ 28 a). Belə Konu
sun təpə nöqtəsi istənilən Sect nöqtəsi 
olur, burada a yarımfəzanın sərhəd müstə
visidir.

2. İKİüzlü bucaq (İkİ yarımfəzanın Kə
sişməsi). Burada l İKİüzlü bucağın tilidir. 
İstənilən S e l nöqtəsi təpə rolunu oyna
yır. (Şəkİİ 28 b)

3. Müstəvi (şəkİİ 28 e). Fəzada istəni
lən a müstəvisinə ondan müxtəlif tərəflər
də yerləşən yarımfəzaların Kəsişməsi Kİmi 
baxmaq olar. Təpə nöqtəsi rolunu istənilən

Şəkil 28
Sea oynaya bilər.

4. Yarımmüstəvi (şəkİİ 28 d). Üç ya- 
rımfəzanın Kəsişməsi Kİmi alına bilər. Təpə 
nöqtəsi sərhəd düz xətti ÜzərindəKİ istəni
lən nöqtə olur.

5. Düz xətt (Şəkİİ 28 e). Fəzada hər 
bir 1 düz xəttini bu düz xətdən Keçən üç 
yarımfəzanın Kəsişməsi Kimi almaq olar. 
Təpə nöqtəsi istənilən Sel nöqtəsidir.

6. Bucaq (180°-dən kİçİk). (Şəkİİ 28 f).

Müstəvi ilə İkİ yarımfəzanın Kəsişməsi 
Kİmi almaq olar.

7. Şüa. (Şəkİİ 28 g). Düz xəttin və ya- 
rımfəzanın Kəsişməsindən almır. Təpə nöq
təsi şüanın başlanğıcıdır.

8. Nöqtə. (Şəkİİ 28 h). Şüa ilə yarım - 
fəzanın Kəsişməsindən almır.

Yuxarıda sadalanan çoxluqlarla fəzada 
bütün qabarıq çoxüzlü Konuslar tÜKənir, 
yəni fəzada istənilən qabarıq çoxüzlü ko- 
nus bu çoxluqlardan biri olur. Bu faKtı ya- 
rımfəzalarm sayma görə riyazi induKsiya 
üsulunu tətbiq etməKİə isbat etməK olar, 
isbatı oxuculara həvalə olunur.

Bj, B2,..., BK fəzada istənilən sonlu say
da nöqtələr çoxluğu tp t2, .... tK isə istəni
lən mənfi olmayan ədədlərdir.

...+t„B2
şəKİində olan nöqtələr çoxluğunu (BIf 

B2, ..., BJ ilə işarə edəK.
(B;, B2,..., BJ çoxluğunun həndəsi şək

İİ nədir? Tərifdən aydındır kİ, o (B,), 
(B2), (BJ çoxluqlarının cəmidir.

Ona görə də (B) çoxluğunun, yəni B 
qeyd olunmuş bir nöqtə, t mənfi olmayan 
istənilən ədəd olduqda tB şəkİİİİ nöqtələr 
çoxluğunun nə olduğunu aydınlaşdırmalı
yıq. Bu sonuncu isə aydındır: B Koordinat 
başlanğıcıdırsa, (B) çoxluğu Koordinat

Şəkil 29

başlanğıcı ilə üst-üstə düşür; əks halda (B) 
Koordinat başlanğıcından çıxan və B nöqtə
sindən Keçən şüadır. İstənilən çoxluğun 
Koordinat başlanğıcı ilə cəmi həmin çoxlu
ğun özü olduğundan В1г B2, ..., BK nöqtələ
rini Koordinat başlanğıcından fərqli hesab 
etməK olar. Onda (Blt B2, ..., BK) çoxluğu

(BJ, (BJ, .... (BJ şüalarının cəmidir.
Lemma: (Bt, B2, .... BJ çoxluğu (Bt, 

B2, .... BK1) çoxluğunun hər bir nöqtəsini 
(BJ şüasının istənilən nöqtəsi ilə birləşdi
rən parçaların birləşməsidir.

Lemmanm ciddi isbatı uyğun lemma- 
nın isbatına oxşardır, oxuculara müstəqil 
yerinə yetirməK məsləhət görülür.

Lemmadan çıxır Kİ, (Bt, B2) bucaq, 
düz xətt və ya şüadır. (şəkİİ 29 a, b, c)

(B„ B2, B3) isə sonsuz üçüzlü pira
mida, müstəvi, yarımmüstəvi, bucaq, düz 
xətt, şüa ola bilər, (hər bir halda B,, B2, B3 
nöqtələrinin fəzada necə yerləşdiyini aydın
laşdırın). İndi aydın olur Kİ, (B„ B2.....BJ
çoxluqları ilə qabarıq çoxüzlü Konuslar 
arasında sıx əlaqə var.

(Bt, B2, .... BJ çoxluğu ya bütün fəza ilə 
üst-üstə düşür, ya da təpəsi Koordinat başlan
ğıcında olan qabarıq çoxüzlü Konusdur.

(Bt, B2..... BJ çoxluğunun bütün fəza
ilə üst-üstə düşə biləcəyini aşağıdam misal
dan görməK olar (şəkİİ 30): B,, B2, B3, B4 
nöqtələri fəzada elə yerləşsin Kİ, (BJ, 
(BJ, (BJ, (BJ şüaları cüt-cüt ког bucaq 
əmələ gətirsin. Bu halda (Bp B2; BJ, (B,; 
B2; BJ, (B,; B3; BJ, (B2; B3; BJ çoxluqla
rının hər biri təpəsi Koordinat başlanğıcın
da olan üçüzlü bucaqlardır (daxili hissələri 
ilə birlİKdə). (B„ B2, B3, BJ çoxluğu bun
ların hər birini özündə saxlayır. LaKİn 
bunların birləşməsi bütün fəzanı verir.

Şəkil 30

Teoremi isbat etməK üçün riyazi in- 
duKSİya metodunu tətbiq edəK. K=1 olduq
da teoremin hÖKmü aydındır. Tutaq Kİ, 
teorem (B„ B2, .... BJ çoxluğu üçün doğru
dur. Onun (Bp B2, .... BK, BK+J üçün doğru

luğunu isbat edəK. Əgər .(Blt B2, ..., BJ bü
tün fəzadırsa, onda (B,, B2, .... BK, BKJrJ-te 
bütün fəza olacaq. Tutaq Kİ, (B,, B2, .... BJ 
qabarıq çoxüzlü К Konusudur. Lemmaya 
görə (Bp B2, ..., BK, BK+J çoxluğu К çoxlu
ğunun hər bir nöqtəsini (BK+J şüasının hər 
bir nöqtəsi ilə birləşdirən parçaların birləş
məsidir. LaKİn yuxarıda göstərdİK Kİ, istə
nilən К qabarıq Konusu ya sonsuz qabarıq 
piramida, ya da 1-8 çoxluqlarından biridir. 
Bu halların hər birində yuxarıda deyilən 
parçaların birləşməsinə baxaraq əmin ol
maq olar Kİ, o ya bütün fəza ilə üst-üstə 
düşür, ya da yenidən qabarıq çoxüzlü ko- 
nus olur.

Təpəsi Koordinat başlanğıcı olan istə
nilən qabarıq çoxüzlü Konus (BIt B2.....BJ
şəKİimdə olan çoxluqdur.

К təpəsi Koordinat başlanğıcında olan 
qabarıq çoxüzlü Konus olsun. Bildiyimiz 
Kİmi К ya qabarıq çoxüzlü bucaq (sonsuz 
piramida), ya da 1-8 çoxluqlarından biridir.

Tutaq Kİ, Ä'-çoxüzlü bucaqdır. Onun 
hər bir tili üzərində bir nöqtə götürəm Bp 
B2.....  BK nöqtələr sistemini alarıq. Göstə-
гэк Ki, (Bp B2, .... BJ çoxluğu məhz К Ko
nusudur. Konusun bütün tillərini 
(B',,B'2....B'J nöqtələrində Kəsən a müstə
visinə baxaq (şəkİİ 31).

B/ və B„ B2' və B2və s. eyni şüa üzə
rində yerləşdİKİərindən

B/=t Bp B2'=tB2, ..., BK'=tBK, (1) 
olar, burada t!,t2,...,tK mənfi olmayan ədəd
lərdir.

B-piramidanın o təpəsindən fərqli hər 
hansı nöqtəsi olsun. OB şüası a müstəvisini 
hər hansı B' nöqtəsində Kəsir. Aydındır Kİ,
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B nöqtəsi <B1’,B2BK'> qabarıq örtüyünə 
daxildir, odur kİ,

B - k1B1 '+A2B2'+... +/.KBK
Burada \Л2,...^к>0, 22+22+...+4=L İndi 

(l)-i nəzərə alsaq
B'= AltlBl+A2t2B2+...+kKtKBK 

alarıq. B'=t-B olduğunu (t > 0) nəzərə alsaq 
t'B=Al tlBl+A2t2B2+...+AKtKBK, 

buradan B=s1B1+s2B2+...+sKBK, sr^-t.lti= 
=1,2,...,k alarıq. BeləlİKİə, biz göstərdİK kİ, 
TC-nın istənilən nöqtəsi (Blt B2, ..., BJ çox
luğuna daxildir. Tərsi, yəni B„ B2, ..., BK- 
nm istənilən nöqtəsinin К-ya daxil olması 
aşKardır. Teorem isbat olundu.

-ЙГ-ШП 1-8 çoxluqlarından biri olduğu 
halların araşdırılması xüsusi çətinlİK tələb 
etmir və oxuculara həvalə edilir.

PraKtİKadan gələn və riyaziyyatın tət
biqilə həll olunan bir çox məsələlər funKsi- 
yaların bəzi çoxluqlarda eKstremumlarınm 
(maKSİmum və minimumlarının) tapılması
na gətirilir. O cümlədən qabarıq çoxluqlar
da xətti funKsiyanm esKtremallarının araş
dırılması xüsusi əhəmiyyət Kəsb edir. Riya
ziyyatın belə məsələlərlə məşğul olan sahə
si xətti proqramlaşdırma adlanır.

XƏTTİ PROQRAMLAŞDIRMA 
MƏSƏLƏLƏRİ

Xətti proqramlaşdırma məsələləri ilə 
tanış olmazdan əvvəl xətti proqramlaşdır
ma və həmçinin digər məsələlərin qrafİK 
həllində istifadə edəcəyimiz səviyyə xətləri 
anlayışını daxil edəcəyİK.

Səviyyə xətləri və onların bərabər- 
sizlİKİərin araşdırılmasına tətbiqi.

y = /(x) müəyyən bir X c R" çoxlu
ğunda təyin edilmiş funxsiyadır, c isə 
müəyyən bir sabitdir.

Şəkil 32
Həlli. x2+y2=r2 nöqtələr çoxluğu 

mərKəzi Koordinat başlanğıcında olan,

/(x) —c tənliyi ilə təyin edilən nöqtə
lər çoxluğu /"(x) funKsiyasının c sabitinə 
uyğun səviyyə xətti adlandırılır. Ay
dındır kİ, c sabitinin müxtəlif qiymətlə
rinə uyğun səviyyə xətləri kəsİşə bilməzlər.

Misal 1. /(x; y) = у-kx f unKsiyasma 
baxaq.

c parametrinin qeyd edilmiş qiymətin
də y = kx + c tənliyi ilə təyin edilən nöqtələr 
çoxluğu düz xətdir. Bütün bu düz xətlər 
bir-birinə paralel düz xətlər dəstəsi əmələ 
gətirirlər, c parametrinin artması ilə bu 
düz xətlər müəyyən bir istiqamətdə hərənət 
edirlər. ŞəKİldə hərəKətə uyğun istiqaməti 
oxla göstərəcəyİK.

k > 0 halında c parametrinin artması 
ilə düz xətlər sanKİ sola, k < 0 halında isə 
düz xətlər sanKİ sağa hərəKət edirlər.

Misal 2. /(x;y) = y-x2 funKsiyası ilə 
təyin edilən səviyyə xətləri parabolalardır. c 
parametrinin artması ilə 
у = x2 + c parabolaları yu
xarı hərəKət edirlər. Bə
zən səviyyə xətlərinin bəra- 
bərsizlİKİərin araşdırılma
sında istifadəsi çox faydalı 
olur. Misal olaraq Kvadrat
lar cəmi dəyişməz olan İkİ 
müsbət ədədin cəminin mi- 
nimallıq və maKSİmallıq mə
sələsini araşdıraq.

Misal 3. x>0,y>0;x2 +y2-r2-const
olarsa, x + y cəminin maKSİmallıq və mini- 

radiusu r-ə bərabər olan çevrənin birinci 
rübə aid olan qövsüdür. x+y+=c düz xət
ləri 2-ci və 4-cü rüblərin tənböləninə 
(z/=-x) paralel olan düz xətlər dəstəsidir, c 
parametrinin artması ilə düz xətlər yuxarı 
paralel Köçürülürlər. ŞəKİldəKİ ox işarəsi 
məhz bunu göstərir. Buna görə də bu düz 
xətlərin baxılan qövslə İİk Kəsişmə nöqtəsi 
x + y cəminin ən kİçİk, son Kəsişmə nöqtəsi 
isə baxılan cəmin ən böyÜK qiymətinə uy
ğun gəlir. İİk Kəsişən düz xətt y + x = r, 
son Kəsişən düz xətt isə çevrəyə toxunan 
və у = -x düz xəttinə paralel düz xətdir.

Bu da nöqtəsində çevrəyə toxu

nan y + x = sİ2r düz xəttidir. BeləlİKİə, 
min(x + y) = r-»x = r;y = 0vx = 0;y = r

max(x + y) = V2r <=> x = у = r

Nəticədə bizə yaxşı məlum olan aşağı- 
daKi faKtı alırıq:

Kvadratlar cəmi sabit olan İKİ ədədin 
cəminin maKSİmal olması üçün həmin ədəd
lər bir-birinə bərabər olmalıdırlar.

Misal 4. x2 + y2 =r2 = const;x,y >0 ol
duqda, f(x,y) = xy funKsiyasının minimal- 
lıq və maKSİmallığını araşdıraq.

Həlli. Məsələnin cavabı bizə artıq 
yaxşı məlumdur. Burada nəticəni səviyyə 
xətləri vasitəsilə əldə edəcəyİK.

x2 + y2 = r2; x>0,y>0 nöqtələr çox
luğu mərKəzi Koordinat başlanğıcında, 
radiusu r-ə bərabər olan çevrənin birinci 
rübə aid olan qövsüdür. xy = c səviyyə xət

ləri isə у = - hiperbolalarının birinci rübə 
x

aid olan qollarıdır, c parametrinin müxtə

lif qiymətlərinə uyğun hiperbolalar bir-bi
rilə Kəsişmirlər və c parametrinin artması 
ilə bu səviyyə xətləri yuxarı hərəKət edir
lər.

/(x,y) funKsiyasının maKSİmal qiymət 
alması bu dəstədən olan və verilən qövslə 
toxunan hiperbolaya, minimallığı isə İKİ 
hala - (0;r)(r;0) nöqtələrinin birindən Keçən 
hiperbolaya uyğun gəlir.

Minimallığın araşdırılması. yx = c sə
viyyə xətlərinin heç biri(0;r);(r;0) nöqtələ
rindən Keçmir. Buna görə də minimallıq 
məsələsinin həlli yoxdur.

MaKSİmallığın araşdırılması. xy = c hi- 
perbolası qövslə bir ortaq nöqtəyə malİK ol
malıdır. Başqa sözlə

x4 — r2x2 + c2 = 0 
tənliyinin yeganə müsbət həlli olmalıdır. 
Yəni

D = r4 - 4c2 = 0 => x = -y= 
V2

r2 r2olmalıdır. Deməli, c = — =>y = — = x və
2 2x

max/(x,y) = y.

Xətti funKsiyalar. n ölçülü fəzada 
bəzi anlayışların tərifini verəK.

■^1 = (^1 =(X1 >X2»‘",Xb) ve' 

rilmiş nöqtələrdir.
x=X|' +(x2 -Xj )/;x2 =x2 +(x2 -x2)t;...pc„ =x„ +
+ (^-xy,lsR (1)

tənlİKİəri ilə təyin edilən çoxluq bu nöqtə
lərdən Keçən düz xəttin parametrİK tənliyi 
adlanır. Xy,X2 nöqtələrini xüsusi qeyd et- 
тэк istəmirİKSƏ, düz xəttin tənliyi dediKdə 
aşağıdaKi parametrİK tənlİK başa düşüləcəK

X] = + by,X2 — U, У b2t,...,Xn ü„ +
+ b„t;teR (2)
Burada ay,by,i = 1;2;...;« verilmiş ədəd

lərdir. t parametri yalnız mənfi olmayan 
qiymətlər alırsa, başlanğıcı Xt nöqtəsi olan 
şüa, t e [0;l] olduqda isə XtX2 parçası alı
nır.

n dəyişənli /(x1;x2;...;xj funKsiyasına 
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baxacağıq. Adətən X -Çxl;x2;...;xn) işarələ
məsini aparıb sadəcə /(x) yazacağıq.

/(v) = c1xI+c2x2+... + cnx„+c (3) 
şəKİində funKSİya n dəyişənli xətti funıc- 
siya adlanır. Aşağıda belə funKsiyaların 
müəyyən qabarıq çoxluqlarda minimallıq və 
ya maKsimallıq məsələsi ilə məşğul olacağıq.

İKİdəyişənli f(x,y) = ax + by xətti funK- 
siyasma baxaq. Bu funKSİyanm у = kx + b 
düz xətti üzərində necə dəyişdiyini araşdı
raq. Uyğun əvəzləməni nəzərə alsaq 
f(x, У) = ax + by = ax + kbx + bd = (a + kb)x + bd 

birdəyişənli xətti funKsiyasını almış olarıq. 
a + kb > 0 olarsa, alınmış funKsiya verilən 
düz xətt üzərində artan, a + kb<0 olarsa, 
azalan funKsiyadır. Buna görə də istənilən 
düz xətt parçası üzərində verilən funKsiya 
özünün eKstremal qiymətlərini baxılan par
çanın uc nöqtələrində almalıdır. Daxili 
nöqtədə maKsimum və ya minimum alma 
bilməz. Ən ümumi halda da bu belədir, n 
dəyişənli xətti funKsiya istənilən parçada 
özünün minimal və maKsimal qiymətlərini 
parçanın uclarında alır.

İstənilən xətti funKsiya t parametri 
ilə verilmiş istənilən düz xətt üzərində t 
dəyişənindən asılı birdəyişənli xətti funK- 
siyadır.

Bunun üçün (3) funKsiyasında dəyi- 
şənlərin əvəzinə (2) bərabərlİKİərini nəzərə 
alıb, qruplaşdırmaq Kifayətdir.

İstənilən parça üzərində xətti funK
siya özünün maKsimum və minimum qiy
mətlərini verilən parçanın uclarında alır.

Verilən parçanı özündə saxlayan düz 
xətt üzərində verilən funKsiyaya birdəyi
şənli xətti funKsiya Kimi baxıla bilər. Bir
dəyişənli xətti funKsiya isə minoton funK- 
siyadır. Buna görə də baxılan funKsiya ve
rilən parçanın bir ucunda minimum, digər 
ucunda isə maKsimum qiymət almalıdır.

G cz Rn qabarıq çoxluqdur. f(x) xətti 
funKsiyası baxılan çoxluqda özünün maKSİ- 
mal və minimal qiymətlərini yalnız G 
çoxluğunun sərhədində ala bilər.

ParametrİK şəKİldə verilmiş düz xətt 
G çoxluğu ilə Kəsişmə parçası üzərində ve
rilən funKsiya monotonleh. Bu parçada ve
rilən funKSİyanm eKstemalları onun ucla
rında - yəni G çoxluğunun sərhədi ilə Kə
sişməsində - reallaşa bilər.

PraKtİKada G çoxluğu çox vaxt müəy
yən bir xətti bərabərsizlİKİər sisteminin həl
lər çoxluğu olur. İKİölçülü halda adətən bu 
müəyyən bir çoxbucaqlı və ya sınıq xətlə sər- 
hədlənmiş müstəvi fiqur, üçölçülü halda isə 
qabarıq çoxüzlü və s. olur. EKstremallığı ax
tarılan f(x) funKsiyasımn səviyyə xətləri 
İKİölçülü halda paralel düz xətlər, üçölçülü 
halda isə paralel müstəvilər olurlar. Para
metrin dəyişməsinə uyğun olaraq səviyyə 
xətlərinin hərəKət istiqamətini təyin edib, 
eKstremal nöqtələri sərhəddə axtarmaq lazım 
gəlir.

Misal. a)f(x; у) = x + 2y; b)f(x;y)=y + x 
funKsiyalarının

y + x>3
<3y-2x<4 
2y-3x>-2

sisteminin təyin etdiyi çoxluqda minimallıq 
və maKsimallıq məsələlərini araşdırın.

Həlli. Sistemin təyin etdiyi çoxluq şə- 
Kİl 36-daKi ABC üçbucağıdır. Hər İKİ hal
da f(x-,y) = c səviyyə xətləri C parametri
nin artması ilə yuxarı Ьэгэкэг edirlər. Hər 
İkİ funKsiya üçün maKsimallıq C(4;4) nöq
təsində reallaşır və

max(x + y) = 4 + 4 = 8
max(x + 2y) = 4 + 8 = 12 

olur. Minimallıq məsələsində isə fərq on
dan ibarətdir Kİ, f(x;y) = x + 2y funKsiyası 
minimumunu yalnız bir nöqtədə - Л(2;1)- 

nöqtəsində, f(x',y) = x + у funKsiyası isə - 
AB - parçasının hər bir nöqtəsində alır və

min(x + y) = 2 + 1 = 3 
min(x + 2y) = 1 + 4 = 5

Bir çox iqtisadi məsələlərin həlli mü
əyyən bir qabarıq çoxluq üzərində müəyyən 
bir xətti funKSİyanm maKsimallığının və 
ya minimallığının araşdırılmasına gətirilir. 
Bu tip məsələlər xətti proqramlaşdırma 
məsələləri adlandırılırlar. Bir neçə KİassİK 
məsələyə baxaq.

Nəqliyyat məsələsi. Bir neçə emal 
müəssisəsində emal edilən məhsul bir neçə 
istehlaKçıya göndərilir. İstehlaKçıların hər 
birinin tələbatı, müəssisələrdən hər bir is- 
tehlaKçıya göndərilən məmulatın bir vahi
dinin xərci məlumdur. Daşınmaların ümu
mi xərcinin minimallığını təmin edən cəd
vəlin tərtib edilməsi tələb edilir.

Misal. Tutaq Kİ, AK,A2,A3 emal müəs
sisələri, BX,B2,B3 isə istehlaKçılardır. 
Müəssisələrin istehsal gücləri ax,a2,a3, is- 
tehlaKçıların ehtiyacları isə bx,b2,b3 ədəd
ləri ilə ifadə edilirlər. At müəssisəsindən 
B: müəssisəsinə göndərilən məhsulun hər 
vahidinin nəqliyyat xərci ədədləri ilə 
ifadə edilirlər. Я, müəssisəsindən müəs
sisəsinə daşınan məhsulun ümumi həcmini 
x„ ilə işarə edəK. Məlumataları cədvəl şək-
lində aşağıdaKi

B.

Kimi verməK olar.

B2 B3 göndərilib
A xıı X12 X13 a,
A2 X21 X22 X23 u2
A3 X31 X32 X33 аз

Gətirilib bl b2 b3
AşağıdaKi şərtlərin qəbul edilməsi tə

biidir:
a) İstehsal olunan məhsulların ümu

mi həcmi İstehlaKçıların ümumi istifadə
sinə bərabər olmalıdır. Başqa sözlə,

a + a2 + = bi + b2 + Z>3

qəbul edilməlidir.

b)/-ci  müəssisədən daşınan məhsullar - 
x/i’x,2’x<3 ’ birlİKdə müəssisənin ümumi is
tehsalına bərabər olmalıdır.

Yəni

X11 + X12 + X13 = a\

■ x2I + x22 + x23 = a2
Xj| + x32 + x33 = a3 

münasibətləri ödənilməldir.
c) j -ci müəssisəyə gətirilən məhsullar 

х1/’х2у,хзу birlİKdə istehsalçının tam tələ
bini ödəməlidir. Yəni

• x12 + x22 + x32 b2
x13 + x23 + x33 = b3

münasibətləri ödənilməlidir.
Onda ümumi nəqliyyat xərci aşağı- 

daKi funKsiya ilə təyin ediləcəK

/(■^0 — СцХц +<?12х12 + C13X13 +C2IX21 +

+ c22x22 +c23x23 +c3|X3I +c32x32 + c33x33
(4)

Burada
işarələ

məsi aparılmışdır. BeləliKİə, söylənilən mə
sələ riyazi olaraq aşağıdaKi Kimi ifadə edilə 
bilər.

a} + a2 + a3 = bi + b2 + b3

X11 + X12 + x13 = «I
X2I + X22 + x23 = a2
X31 + X32 + x33 = a3
X11 + X21 + x31 = *.
X12 + X22 + X32 = *2
X13 + X23 + x33 = 63

(5)

sistemi verilmişdir. Bu sistemin (4) funKSİ- 
yasını minimal edən həllərini tapmalı.

Qeyd edəK Kİ, müəssisə və istehlaKçıla- 
rın sayı İKİyə bərabər olduqda məsələ müəy
yən bir birdəyişənli xətti funKSİyanm müəy-
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yən bir intervalda minimumunun tapılma
sına gətirilir. Doğrudan da, bu halda (5) 
məhdudiyyətləri aşağıdaKi şəKİldə yazılır:

*11 '*■*12 = a\

*21 "I- *22 = a2
*11 ■*_*21 = ^1 

*12 + *22 = ^2

a{ + a2 = b} + b2

^ = *ıı əvəzləməsini aparsaq digər dəyi- 
şənlər üçün aşağıdaKiları alarıq

*12 ~ a\ ~ b *21 — t',X22 = (<Я2 ~ Ьх ) + t
MümKÜn qiymətlər çoxluğu dəyişənlərin 

mənfi qiymətlər almamasından əldə Adilir

t e [т;Ь,}т = max{0;Z>, -a2}

Bunları (4) funxsiyasmda nəzərə alsaq

— Cll*ll ■*■*'12*12 ■*■*'21*21 "*" C22 *22 ~ 

~ (C12öl +C21^1 +C22a2 — C22^1) +

-*-(Сц + c22 -cI2 -c2l)t = g(t)

xərcləri ifadə edən birdəyişənli funxsiya 
alarıq. Alınmış xətti funxsiyanın bucaq 
əmsalı müsbət olarsa,

min/(A) = g(w)

bucaq əmsalı mənfi olarsa,

min/(x) = g(b,).

Müəssisə və istehlaKçıların sayi üçə bə
rabər olduqda, ƏKSər hallarda (5) məhdudiy
yətlərindən dəyişənlərin altısını yerdə qalan 
üçdəyişənlə (xətti formalarla) əvəz etməK 
olur. Onda (4) forması üçdəyişəndən asılı 
xətti formaya gətirilir. Dəyişənlərin müm- 
Kün qiymətlər oblastı əvəz edilmiş altı dəyi
şənin mənfi qiymətlər almamasından əldə 
edilir. BeləlİKİə, aşağıdaKi məsələ almır

fk,x + w,.y + ntz > 0;z = 1,2,...,6
|x > 0;y > 0;z > 0 (6)

məhdudiyyətləri daxilində
/(x;y;z) = c,x + c2y + c3z + c (7)

funKsiyasının minimum və ya maKSİmum 
qiymətini tapmalı.

(6) şərtlərində hər bir bərabərsizliyin 
həlli yarımfəzadır. BütövlÜKdə isə (6) sis
teminin həlli bir neçə yarımfəzanm Kəsiş
məsidir. (7) xətti formasının səviyyə xət
ləri isə bir-birinə paralel müstəvilər dəstə
sidir. Bu müstəvilərin parametrin artma
sına uyğun hərəKət istiqamətini təyin edib, 
тйткйп qiymətlər oblastı ilə İİk və son 
Kəsişmə hallarını araşdırmaqla verilən mə
sələ həll edilə bilər. Hər bir halda məsələ
nin həlli тйткйп qiymətlər oblastmın sər
hədində axtarılmalıdır.

Pəhriz məsələsi. Müəyyən qrup məh
sulların hər birində orqanizmə lazım olan 
qida tərKİbi, hər bir məhsulun bir vahidi
nin qiyməti və hər bir maddənin orqaniz
mə lazım olan minimal miqdarı məlumdur. 
GündəlİK rasionun elə tərtib edilməsi la
zımdır kİ, xərc minimal olsun.

Məsələ. İkİ növ AX,A2 qidaları, orqa
nizmə lazım olan qida maddələri isə üç 
5ı>£2’53 olsun. Orqanizmin bu maddələrə 
olan minimal tələbini uyğun olaraq h,/2,Z3 
ədədləri ilə işarə edəcəyİK. Birinci qidanın 
qiyməti c,, İKİnci qidanın qiyməti c2 ədəd
ləri ilə ifadə edilir. A, məhsulunda olan B, 
qida maddəsinin miqdarı ədədi ilə ifadə 
edilir. Alınan birinci qidanın miqdarını xt, 
İKİnci maddənin miqdarını x2 qəbul edəK. 
Onda gündəlİK xərcin miqdarı

f(X) = c,x, +c2x2 

funKsiyası vasitəsi ilə təyin ediləcəK.
Söylənilən məsələ riyazi olaraq aşağı- 

diKi Kİmi ifadə edilə bilər.

ЮцХ, +m2lx2 >tx
■ т12х, +m22x2 > t2 
mX3x} + m23x2 > t3

sisteminin həlləri olan mənfi olmayan elə 
X = (*ı;x2) cütü axtarılır kİ,

/(a) = cxx, +c2x2 

funKsiyası minimal qiymət almış olsun.

Ehtiyatlardan səmərəli istifadə məsə
ləsi.

Müəssisədə Ax, A2 xammallarının hər 
birindən bx,b2 miqdarda olması məlum
dur. BX,B2 məhsulları hazırlanır. Д xam
malının Bj məhsulunun hazırlanmasından 
istifadə miqdarı mv , Bx, B2 məhsullarının 
satış qiymətləri isə c,,c2 ədədləri ilə ifadə 
edilir. xx-,x2 ilə uyğun olaraq müəssisədə is
tehsal olunan BX,B2 məhsullarının miqdarı 
qəbul edilərsə, müəssisənin gəliri

/(X) = c,x, + c2x2 

funKsiyası ilə verilir. Gəlirin maKsimal ol
ması istənilir.

Riyazi olaraq bu aşağıdaKi Kİmi ifadə 
edilə bilər.

x, > 0;x2 > 0
■ АИцХ] + w12x2 < bx 

m2Xxx + m22x2 < b2

sisteminin həlləri arasında

./ (A) = C|X| + c2x2

funKsiyasını maKsimal edən həlli tapmaq 
lazımdır.

Baxılan üç məsələ arasında ümumi tə
rəfləri qeyd edəK. Hər üç məsələdə müəy
yən xətti tənlİKİər və ya xətti bərabərsiz- 
lİKİər sistemi və həmin deyişənlərdən asılı 
olan müəyyən bir xətti funKSİya iştiraK 
edir. TənlİKİər və ya bərabərsizlİKİər siste
minin həlləri arasında verilmiş xətti funK- 
siyanın maKSİmum və ya minimum qiymət 
aldığı həllər axtarılır.

Hər bir xətti tənlİKİər sistemi xətti 
bərabərsizlİKİər sistemi ilə və əKsinə, hər 
bir xətti bərabərsizlİKİər sistemi müəyyən 
bir xətti tənlİKİər sistemi ilə əvəz edilə bi
lər. Bunun üçün lazım gələrsə, müəyyən 
sayda yeni deyişənlər daxil edilir. Məsələn,

mXixx + mi2x2 < bx 
w21Xj + m22x2 < b2

bərabərsizlİKİər sistemini yeni

X3 — bx — /ИцХ| ZZ2|2*2 ,

X4 = Z>2 — ^21*1 _ ^22*2 

dəyişənləri daxil etməKİə aşağıdaKi tənlİK- 
lər sistemi şəKİində yazmaq olar

x3 > 0, x4 > 0
■ /ИцХ, + mx2x2 + x3=bx 

w2|*ı + m22x2 -i- x4 b2

ƏKsinə, müəyyən tənlİKİər sistemi ve
rilmişsə, onu eKvivalent bərabərsizlİKİər 
sistemi ilə əvəz etməK olar. Bunun üçün 
verilən tənlİKİər sistemini üçbucaq şəKİinə 
gətirməK lazımdır. Məsələn, nəqliyyat mə
sələsində toplama üsulu vasitəsi ilə tənlİK- 
lər sistemində iştiraK edən doqquz dəyişən
dən altısını yerdə qalan üçü vasitəsilə əvəz 
etməK olar. Dəyiəşənlərin mənfi olmaması 
tələbi

xi+1 =a,x,+a2x2+... + atxt+b 

bərabərliyini

OjX, +a2x2 + ... + a2x2 + b>0 

bərabərsizliyi ilə əvəz etməyə əsas verir.
Xətti proqramlaşdırma məsələsinin 

ümumi qoyuluşu.

aıı*ı + a12x2 + .. + «1„*Л =

a2l*l + a22x2 + .. • + a2Ä =-b2 (6)
«ml* + am2X2 + ■■ + amnx„ = bm

xətti tənlİKİər sistemi və xətti
/(А) = с1х1+с2х2+... + сяхя+с (7)

funKsiyası verilmişdir. Burada

X — (x|,x2,...,xn)

işarələməsi aparılmışdır. Sistemin həlləri 
arasında /(A) funKsiyasının minimal qiy
mət aldığı mənfi olmayan həllər axtarılır.

Yuxarıda söylədiyimiz Kİmi tənlİKİər 
sistemi müəyyən bir bərabərsizlİKİər sis-
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awx\ + al2x2 + ... + alnxn >bx 
aııx\ + a22x2 + ... + a2nxn >b2

amıxı +am2x2 +... + amnxn>bm 

xətti bərabərsizlİKİər sistemi və

cxxt +c2x2 +... + cnxn +c

^.mmallaşdıran həllər axtarrhr. (6) tank- 
ən və ya (6') bərabərsizlİKİəri verilən məsə- 

ləmn məhdudiyyətləri adlamrlar.

/UjfunKsiyasını minimallaşdıran həl- 
dXəsə W rimal (ə,verişli> hə'“ 
tən kf f fu,‘KS,y“s>""' Özünü isə adə- 
tən xətti forma adlandırırlar QpvH 
məsələ funKSİyanın maximum qiymətinin 
tapılması Kimi də ifadə edib mı4 ymətının

Ki IfifTK1 ■ ₽ara«raflaı'<ian məlumdur 
Ki, (6) sisteminin həllər çoxluğu qabano 
buX^4?U ə NətİCəyə əsasa" xətti funKsiva 

luqda ozunün eKstremal qiymətlərini 
yalnız onun sərhədində ala bilər.

VARİANTLARIN SEÇİLMƏSİ

KOMBİNATOR MƏSƏLƏLƏRİN 
“XÜSUSİ ƏLAMƏTİ”

Krılovun məşhur “Kvartet” təmsi
lində “nadinc Meymun, Eşşək, 
Keçi və əyripəncə Ayı” maraqlı 
bir experiment Keçirtdilər: musiqiçilərin 

qarşılıqlı yerləşməsinin ifanın Keyfiyyətinə 
təsirini araşdırırdılar. Və əgər Bülbül qarış
masaydı, onlar, yəqin Kİ, bütün тйткйп 
variantları sınaqdan KeçirəcəKdilər. Sual 
olunur: dörd musiqiçi neçə üsulla sıraya 
düzülə bilər?

Daha bir misal, MayaKOvsKİnin tərən
nüm etdiyi sovet pasportu üç hissədən iba
rət olan seriya və nömrəyə malİK idi:

1) Roma rəqəmləri ilə yazılmış müəy
yən ədəd;

2) İkİ rus hərfi;
3) Altı ərəb rəqəmi.
Məsələn IX-BC №062983. Əlbəttə, bü

tün pasportların müxtəlif nömrələri olmalı
dır. Neçə müxtəlif pasport ola bilər?

Bir başqa misal da göstərəK. Bizi lot- 
to-million oynamağa çağırırlar. Oyunun 
məğzi 49 nömrədən tiraj vaxtı düşən 6-sını 
tapmaqdan ibarətdir. Oyunda iştiraK üçün 
xüsusi Kart əldə etməK və 1-dən 49-a Kİmi 
nömrələnmə olan Kartda 6 hər hansı Kvadra
tı qaralamaq lazımdır. Şübhəsiz qələbədən 
ötrü 6 nömrəni bütün тйткйп üsullar ilə 
qaralamaq üçün lazım olan sayda Kart almaq 
lazım idi. Amma bu üsulların sayı nə qədər- 
dir?

Bu üç hadisənin ümumi cəhəti odur Kİ, 
onların həlli ilə riyaziyyatın KombinatorİKa 
adlı ayrı hissəsi məşğul olur. Kombinator 
məsələlərin “xüsusi əlaməti” - “Necə üsul 
ilə...” sözlərindən başlanan sualdır.

YERDƏYİŞMƏLƏR 
(PERMUTASİYALAR)

Tutaq Kİ, bizdə n sayda obyeKt var, 
fərqi yoxdur nədir, əsası odur Kİ, müxtəlif 
olsunlar: Kitablar, киЫк və ya “Kvartet” 
təmsilindəKİ musiqiçilər. FİKrən onları bir 
sıraya yerləşdirəK və obyeKtlərin belə sıra- 
lanmasını yerdəyişmə adlandıraq, n sayda 
əşyalardan nə qədər yerdəyişmə тйткйп-

dür sualına cavab tapmağa çalışaq. Yerdə
yişmələrin sayını Pn hərfi ilə işarə etməKİə, 
bu sayın n-dən asılı olduğunu vurğulayaq.

Çox da böyÜK olmayan n-lər üçün Pn-i 
tapaq. n=l olduqda, yəni təKcə bir əşya var
sa, onda yerdəyişdirmənin təKcə bir üsulu 
var. Ona görə də Рг=1. n=2 götürəK. Dərhal 
aydın olur Kİ, P2=2, çünKİ İKİ əşyanı (onları 
A və B adlandıraq) təKcə İKİ müxtəlif üsul 
ilə yerləşdirməK olar: AB və BA. Başqa yol 
fİKİrləşməyə çalışaq: birinci əşya (A) hərə- 
Kətsizdir, İKİncisini isə (B) onun yanına 
“quraşdıracağıq”. Sözsüz, B obyeKtini ya 
A-dan əvvəl, ya da sonra qoymaq olar, de
məli P2 yerdəyişmələrin sayı Prdən İkİ dəfə 
çoxdur, yəni P2 = Px • 2 = 1 • 2. İndi isə üçün
cü C əşyasını əlavə edəK. A və B-nin yerdə
yişmələrinin hərəsinə C-ni üç müxtəlif üsul 
ilə yerləşdirməK olar: əvvəlinə, ortaya və ya 
axıra. BeləlİKİə, AB yerdəyişdirməsindən: 
CAB, ACB və ABC, BA yer dəyişdirməsin
dən isə CBA, BCA və BAC alınır. Alınan 6 
yerdəyişmə müxtəlifdir. Buradan P3 = P2 x 
x3 = 1 2-3.

Ümumiyyətlə, n-1 yerdəyişmələrin hə
rəsindən n-ci əşyanı ya əvvələ, ya araya, ya 
da axıra əlavə edərəK, n əlavə yerdəyişmə al
maq olar (n-1 əşyalar arasında n-2 ara var; 
l+l+n-2 - belə üsul ilə düz n alınır). Demə
li, n-1-dən n əşyaya Keçəndə, yerdəyişmələ
rin sayı düz n dəfə artır. Ona görə ümumi 
düstur belədir:

Pn = 1 - 2 - З-...n = n!
Nida işarəsi (riyaziyyatda onu faKtori

al adlandırırlar) ilə 1-dən n-ə qədər bütün 
natural ədədlərin hasilini işarələndirirlər 
(burada P - fransızca permutation - yerdə
yişmə sözünün baş hərfidir).

Biz sadəcə düstur çıxartmamışıq, biz 
eyni zamanda тйткйп olan yerdəyişmələri 
tapmaq üsullarını da göstərdİK. Qeyd etmə- 
liyİK Kİ, o yeganə üsul deyil. Məsələn, bütün 
yerdəyişmələrini başlanğıcdan başlayaraq 
qonşu obyeKtləri növbə ilə yerlərini dəyiş- 
dirməKİə almaq olar:

ABC -> ACB -> CAB -> CBA ->
-> BCA -> BAC
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KVARTET HAQQINDA MƏSƏLƏNİN 
HƏLLİ

Krılovun təmsilində dörd başabəla mu
siqiçi uzun-uzadı bir yerdən o birinə Keçir
dilər. Bu “yaradacılıq axtarışı” zamanı 
Eşşək təKİif etdi: “Biz, əlbəttə, yan-yana ot
ursaq, yola gedərİK”. Sınadılar, amma bu da 
KöməK etmədi. Amma sıraya müxtəlif üsul
lar ilə oturmaq olar! Gəlin, тйткйп yerdə
yişdirmələrin sayını təyin edəK. Burada 
n—4, ona görə “ədəblə sıraya oturmaq” üsul
larının sayı: P4 = 4! = 1 -2-3-4 = 24.

Əlayə edəK kİ, bəzi məsələlərin həlli 
uçun yerdəyişmələrin ideyasını “təmiz” şə- 
Kildə yox, düzəlişlər ilə tətbiq etməK lazım 
gəlir. Fərz edəK kİ, ifa etmənin Keyfiyyətinə 
təsir edən əsas faKtor - bu hər musiqiçinin 
qonşularıdır və onlardan hansının sağda, 
hansının solda olması vacib deyil. Belə şərt
lərə görə, onda “Meymun, Eşşək, Keçi, Ayı” 
yerdəyişməsi Ayı, Keçi, Eşşək, Meymun” 
yerdəyişməsinə tamamilə simmetrİKdir. Ay
dındır kİ, belə bir halda P4-ün bütün variant
ları eyniqiymətli yerdəyişmə cütlərinə bölü
nürlər. Və əgər hər cütdən bir yerdəyişmə 
saxlasaq, onda müxtəlif variantların savı 
PJ2=24,/2=12 olacaq.

İndi isə fərz edəK kİ, musiqiçilər sıra 
ilə yox, dövrələmə oturublar. Bu halda belə 
fİKİrləşməK lazımdır: hər variantda olan iş- 
tiraKçıları, məsəl üçün, EşşəKdən başlaya
raq nömrələyəK. Müxtəlif yerdəyişmələrdə 
hər musiqiçinin, əlbəttə Kİ, öz nömrəsi ol
malıdır. Təkcə EşşəKdə bir dənə daimi nöm
rə olacaq. Deməli, müxtəlif üsullar ilə nöm
rələməyə təKcə üç musiqiçi qalıb. Ona görə 
burada mümKÜn olan yerdəyişmələrin sayı 
P3=3!=6-ya bərabərdir.

TƏKRARLI YERDƏYİŞMƏLƏR

Yerdəyişmələrin xüsusi (və çox vacib!) 
bir növü var - təKrarlı yerdəyişmə. Onların 
tərKİbinə bir-birindən fərqlənməyən əşyalar
- “əKİz”lər daxildir. Bir “əkİzİ” başqası ilə 
əvəz etsəK, bu, yeni yerdəyişmənin əmələ 
gəlməsinə gətirməyəcəK. Fərz edəK kİ, bizim 
musiqiçilər Kvartet yerinə simfonİK or- 
Kestr yaratmaq istədilər. Bunun üçün mey
mun özü ilə daha 15 meymun gətirdi, Eşşək
- daha 20 eşşəK, Keçi - daha 10 Keçi və 
təKcə Ayı özünü tənbəlliyə vuraraq tənha

lıqda qaldı. Onları neçə üsulla sıraya oturt
maq тйткйп olduğunu müəyyən edəK.

.. 1..6t2l+1..1t1=49 musiqiçinin istənilən 
düzülüşünü götürəK. Əgər, onların arasında 
ƏKİzlər olmasaydı, yerdəyişmələrin sayı 

49!-a bərabər olacaqdır. Amma budur, onla
rın arasında 16 eyni Meymun peyda oldu. 
Başqa heyvanlara toxunmayaraq, təKcə 
Meymunları тйткйп üsullar ilə (onların 
sayı isə 16! olacaq) yerlərini dəyişdirərəK, 
biz artıq fərqlənməyən yeni yerdəyişmələr 
alacağıq. Yəni 16! Köhnə yerdəyişmələr bir 
dənə yeni yerdəyişməyə çevrilir və nəticədə 
yerdəyişmələrin ümumi sayı 16! dəfə azalır. 
Aydındır kİ, EşşəKİər və Keçilər ilə də eyni 
məsələdir (təKcə Ayı əwəİkİ Kimi tənhadır). 
Nəticədə yerdəyişmələrin sayı:

49!
16! 21! 11!

Ayını burada nəzərə almırdıq, amma 
ümumiliyi pozmamaq üçün, onu da əlavə 
edəK, yəni göstərilmiş ifadəni heç nəyi də
yişdirməyən l!=l-ə böləK. Bunu isə adətən 
belə yazırlar: 

49!
16Г21!-11!-11

p
* 16,21,11,1 « 1,4 1022

n\ =

P-nm üstündəKİ üfiqi xəttə diqqət ye
tirin, onun Köməyi ilə təKrarlı yerdəyişmələ
ri adi yerdəyişmələrdən fərqləndirməK olar.

к1,к2,...,кп fərqlənməyən əşyalardan 
ibarət olan ‘əKizlərin” n qrupu üçün ümumi 
düsturu almaq elə də çətin deyil:

p _ («ı + k2+...+«„)!
«ı jc2 ~ •кх! k2 !... кп!

Bu düsturda faKtorialların çoxluğu Ki
misə çaşbaş qoya bilər. Amma Kombinatori- 
Kada faKtorial nəinKİ qonaqdır, hətta ev yi
yəsidir. Təəssüf kİ, KaİKulyatorlarda faKto
rial funKsiyası olmur və ona görə praKtİKİ 
hesablamalar zamanı natural ədədləri növbə
ilə vurmaq lazım olur. Belə bir iş çox zəh
mətlidir - məsələn, 49!-ı tapmağa çalışın. 
Amma mütləq dəqiqlİK tələb olunmayan za
man, böyÜK n-lər üçün XVIII əsrdə şotland 
riyaziyyatçısı Ceyms Stirlinq tərəfindən 
icad olunmuş düsturdan istifadə etməK olar:

Bu düstur təKcə yÜKSƏK dəqiqliyi (artıq 
n=10 üçün xəta 1%-dən azdır) ilə yox, İKİ 
gözəl ədədlərin: Eylerin e=2,71828... və

jt=3,14159... (bax “e ədədi” və “n ədədi” mə
qalələrinə) iştiraKi ilə də maraqlıdır. Stir
linq düsturu ilə yaxşı KaİKulyatorda hesab
lamalar aparmaq elə də çətin deyil.

YERLƏŞDİRMƏ (ARANJEMAN)

Bəzən n sayda müxtəlif obyeKtlərdən 
sərbəst surətdə m (m < n) sayda obyeKtləri 
seçib müəyyən nizamla yerləşdirməK lazım 
olur. Belə bir nizamlı yerləşməni yerləşdir
mə (aranjeman) adlandırırlar. Verilmiş n və 
m-də yerləşdirmələrin sayı nə qədərdir? Ca
vabı yerdəyişdirmələri bilməK ilə verməK 
olar.

Axtarılan ədədi A„m-ilə (A - fransızca 
arrangement - düzmə, nizamlama sözünün 
İİk hərfidir) işarə edəK. Əvvəlcə n obyeKtin 
ixtiyari yerdəyişməsini götürəK və onlardan 
birinci /n-lərı araşdıraq. Onlar n obyeKtdən 
m obyeKtin yerləşməsini təşKİl edirlər, eyni 
zamanda axırıncı n-rn obyeKtin bu yerləşmə
yə heç bir təsiri yoxdur. Amma bu “quyruq- 
daKi” n-m obyeKtlər Pn m üsulu ilə yer dəyişə 
bilərlər. Deməli, hər yerləşməyə elə o sayda 
bütün n obyeKtlərin yerdəyişməsini doğu
ran Pn_m sayda müxtəlif “quyruqları” “tİK- 
тэк” olar. ObyeKtlərin yerdəyişmələrin 
ümumi sayı Pn belə halda axtarılan An ilə 
P , ədədinin hasilinə bərabərdir:

P„=Anm-Pn.m
Buradan

P„ n!
A = —— =---------- •

" Pn-m
DeməliyİK Kİ, bu düsturdan bir neçə 

gözlənilməz nəticə alınır ...

SIFIR FAKTORİAL

Siz necə fİKİrləşirsiz, 0 obyeKti verilən 
n obyeKtdən neçə üsul ilə seçməK olar və ya, 
başqa sözlə, neçə üsul ilə heç bir obyeKti seç- 
тэтэк olar? Sual bir az qəribə gəlir, amma 
formal olaraq belə çıxır:

" (n-0)! n!
Deyəsən, bu, məntiqəuyğundur: heç 

bir obyeKti verilən n obyeKtdən seçməməK 
üçün təKcə bir üsul var - heç nə eləməməK!

İKİnci sual: Verilən n obyeKtdən bütün 
n elementin nizamlı seçimini neçə üsulla et- 

тэк olar? Belə ediriK: hər hansı obyeKti se- 
çiriK, onunla yanaşı İKİncisini, sonra üçün
cüsünü və s. yerləşdirirİK. n obyeKtin yerdə
yişməsi alınır və belə yerdəyişmələrin sayı 
Pn=n!-a bərabərdir. Digər tərəfdən, düstura 
görə:

_п!_ = Д
n (n-n)! 0!

Yeni ifadə 0! əmələ gəldi (faKtorialı biz 
təKcə natural ədədlər üçün təyin edirdİK). 
Fərz edəK Kİ, 0! - hansısa bilinməyən bir 
ədəddir və onu A" = P„ bərabərliyindən ta
paq. Onda n!/0!=n!, buradan 0!=l, yəni, sıfı
rın faKtorialı birə bərabərdir (baxmayaraq 
Kİ, bizə elə gəlirdi Kİ, bu hÖKmən sıfır olma
lıdır). Sıfırın faKtorialı cürbəcür məsələlər
də peyda olur, amma onu həmişə birə bəra
bər qəbul edirlər.

TƏKRARLI YERLƏŞMƏ

Adi yerləşmələrdən başqa təKrarlı yer
ləşmələr də olur (yerdəyişmələr Kimi). Tu
taq Ki, n müxtəlif obyeKt var. Onlardan aşa
ğıda göstərilən prinsipə görə m sayda ob
yeKt seçəK. Hər hansı birini götürürÜK, am
ma onu hər hansı bir sıraya yazmırıq, onun 
adını 1 rəqəminin altında yazırıq və bundan 
sonra başqalarının yanına qaytarırıq. Sonra 
isə yenə də bütün n obyeKtdən birini seçəK 
(indi götürdüyümüzü də götürə bilərİK), 
onun adını 2 rəqəminin altında yazaq və 
yenə də geriyə qaytaraq. Və biz bu üsul ilə m 
sayda adları yığanacan davam edəK. Тэкгаг- 
lı yerləşmələr A„m işarəsi ilə işarə edilir.

Bu ədədi təyin etməK çətin deyil. Bu si
yahıda birinci yerdə n obyeKtdən hər hansı- 
zı yerləşə bilər, İKİnci yerdə də hər hansı 
obyeKt, ümumiyyətlə hər yerdə istənilən ob
yeKt yerləşə bilər. Ona görə təKrarlı yerləş
mələrin sayı Änm = nm düsturu ilə ifadə 
olunur:

Qeyd edəK Kİ, biz burada m>n halına 
yol verirİK, yəni seçilmiş obyeKtlərin sayı 
obyeKtlərin ümumi sayından çox ola bilər. 
Bu təəcüblü deyil, çünKİ “istifadədən” sonra 
hər bir obyeKt geri qaytarılır və yenidən is
tifadə oluna bilər.
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PASPORT HAQQINDA MƏSƏLƏNİN 
HƏLLİ

Gəlin seriyanın Roma rəqəmlərini fİK- 
sə edərəK müxtəlif seriya və nömrələri olan 
sovet pasportlarının sayını müəyyənləşdi- 
гэк. Təkcə İkİ rus hərfi və altı ərəb rəqəmi 
qalır. Hərf və rəqəmləri ayrılıqda araşdıraq.

Hərflər. Rus əlifbasında 33 hərf var. 
Biz istənilən İkİ hərf seçməliyİK, onların 
İKİsi də eyni ola bilər. Deməli, təKrarlı yer
ləşmə almır. Burada n=33 və zn=2: 
A323 = 332 = 1089.

Rəqəmlər. Burada (və yenə də təKrar 
edilmələr ilə) n=10 mümKÜn jrəqəmdən m=6 
rəqəm seçilir. Bunun üçün Ä®0 = 106 sayda 
üsul var.

Nəticə: bir halda kİ hərflərin hər bir 
cütünü rəqəmlərin hər bir altılığı ilə birləş- 
dirməK olar, onda eyni Roma rəqəmlərinə 
malİK olan A323 -Д® = 332 • 106 = 
= 1089000000 sayda pasportların mövcud
luğu mümKÜndür. Amma əgər tələb etsəK 
Kİ, hər bir nömrədə, hərflər və rəqəmlər 
müxtəlif olsunlar - onda pasportların sayı 
nəyə bərabər olacaq? Burada təKrarlı yerləş
mələrin yerinə adi yerləşmədən istifadə et- 
тэк lazımdır. Ona görə cavab budur:

A2 .46 33! 101 33! 10!
33' 10 (33 — 2)! (10 — 6) I 3114!

KOMPOZİSİYALAR

Müxtəlif hissələrə təxcə çoxluqları yox, hətta 
ədədləri də bölməK olar. Natural, yəni tam və müsbət 
olan ədədi gözdən Keçirən: onu natural ədədlərin cəmi 
Kimi müxtəlif üsullar ilə göstərməK olar: 
4=1+1+1+1=1+1+2=1+2+1=2+1+1=2+2=1+3=3+1=4

Sərbəst surətdə götürülmüş natural ədədi başqa 
natural ədədlərin cəmi Kimi neçə üsul ilə göstərməK 
olar? Qədim yunan riyaziyyatçısı Diofant AleKsandri- 
yalı bizə KöməK edir: onun Kitablarından biri bu sözlər 
ilə başlayır: “Sən əlbəttə Ki, bilirsən: hər bir bütov sadə
cə bir neçə vahidin məcmusudur”. Gəlin n ədədini bir
lərin məcmusu Kimi təsvir edəK:

111...1

İndi x-1 şaquli çubuqlarını n-1 aralıqlara elə yerləşdi- 
гэк Ki, bir aralığa İkİ çubuq düşməsin: 

11...1I1...1I1...I1...1.к-1
Bizdə düz к sayda qrup əmələ gəldi, onların hə

rəsində m (/=1, ..., к) natural rəqəm sayında birlərdir,

Hesablamanı özünüz edin və cavabı əv- 
vəİKİ cavab ilə müqayisə edin. Sayı əhəmiy
yətli dərəcədə azalıb, düz deyilmi?

BİRLƏŞMƏLƏR (KOMBİNEZONLAR)

KombinatorİKada bəzi məsələlərdə ob
yeKtlərin bu və ya digər sıra ilə yerləşməsi 
elə də böyÜK əhəmiyyət daşımır. Təkcə onu 
təşKİl edən elementlər vacibdir. Məsələn, id
man zalına gələn sinifi təsvir edəK. MəKtəb- 
lilər sıraya düzələ bilərlər, harada istəyirlər 
qaça bilərlər, hoppana bilərlər və s. - amma 
onlar həmişə sinif şagirdləri çoxluğu Kimi 
qalacaqlar. İndi isə onların bir hissəsini 
qonşu otağa KeçirəK, orada onlara qaçmaq, 
hoppanmaq və s. icazə verilir. Ardıcıllığı 
vacib olmayan elementlərin seçməsini bir
ləşmə adlandırırlar, n elementlərdən müxtə
lif birləşmələrin sayı C„m ilə (C - fransızca 
combinasion - birləşmə sözünün baş hərfi
dir) işarə edilir. Bu miqdarı tapmağa çalı
şaq.

Bizə məlum olan: yerdəyişmə və yerləş
məyə əsaslanacağıq. Əvvəlcə n elementdən 
ardıcıllığı nəzərə almaq ilə hansısa m ele
ment seçəK. Bu, yerləşmədir və bu yerləşmə
lərin sayı A"!-ə bərabərdir. Aydındır kİ, 
başqa ardıcıllıq ilə eyni obyeKtlərin daxil 
olduğu müxtəlif yerləşmələr bir birləşməyə

yəni, n ədədi к sayda toplananların cəmi şəKİində 
n = 77ı + m2+...+mK təqdim edilib. Belə yerləşməni ne
çə üsul ilə həyata Keçirməyi biz artıq biliriK: n-1 ele
mentdən (aralıqdan) к-1 elementli (çubuqlu) birləşmə
lərin sayı, yəni C";,1.

Ədədin toplananların nizamlı cəmi şəKİində gös
tərilməsini Kompozisiyalar adlandırırlar. Kompozisiya
dan fərqli olaraq ədədin sıralanmamış şəKİldə topla
nanların cəmi Kimi təqdim edilməsinə baxaq, məsələn: 

4=1+1+1+1=1+1+2=1+3=2+2=4
Bu halda variantların sayı Kompozisiyaların sa

yından, gördüyümüz Kimi, azdır. Amma onların dəqiq 
Fln sayı üçün rahat bir düstur məlum deyil. Hind riya
ziyyatçısı Srinavara Ramanucan və onun ingilis həm- 
кап Qotfri Harold Hardi birliKdə Rn üçün təxmini düs
turlar aldılar. Bu düsturlardan ən sadəsi belədir:

müvafiq olacaqlar (çünKİ birləşmədə düzü
lüş sırası rol oynamır). Başqa sözlə, seçilmiş 
m elementin hər hansı yerdəyişməsi eyni 
birləşməyə səbəb olur. Amma belə yerdəyiş
mələrin sayı Pm-dir. Buna görə də, n ele
mentdən m. elementli birləşmələrin sayı yer
ləşmələrin sayından Pm dəfə azdır, yəni 

n!
Cm = ^- = (n~m^ = n!

Pm ml ml(n-m)l
Bu düsturun özünəməxsus simmetri

yasına diqqət verin: əgər zn-i n-m ilə əvəz 
etsəz, eyni düstur alınacaq, ancaq məxrəcdə 
olan faKtoriallar yerlərini dəyişdirəcəKİər. 
Buradan Kombinezonların gözəl xassəsi alı
nır:

Qtn _ Qtl-m

Bu, asanlıqla izah edilir: m seçilmiş 
elementdən hər hansı birləşməyə həmişə 
n-m qalanlardan birləşmə müvafiqdir. Ona 
görə elə əvvəldən artıq n-dən m obyeKtlərin 
ayırmasından yox, verilmiş n elementlərin 
(məsələn, elə həmin məKtəblilərin) çoxluğu
nun İkİ hissəyə — hərəsində m və n-m (m in
san bir zala, n-m isə başqa zala) - ayrılma
sından danışmaq olar.

İndi isə aşağıdaKi suala cavab verəK: n 
məKtəblini t zallar üzrə, birinci zalda mx 
məKtəbli, İKİnci zalda m2 məKtəbli və s. 
olmaqla (burada mx+m2+.. .+zn(=n-dir) neçə 
üsul ilə paylaşdırmaq olar? Axtarılanı 

uə göstərəK. Onu necə almaq olar? 
Əvvəlcə n məKtəblinin ümumi sayından mt -i 
ayıraq, sonra isə n-m-dən qalan zn2-ni və s., 
beləlİKİə:

_ ponı =
'-'n — ’ ^n-m, ■" vn-zn1-m2-..-m,_1

n!
7П]! m2!... mt!

Təəccüblüdür: baxmayaraq Kİ, biz heç 
bir yerdəyişdirilməni qiymətləndirmirdİK 
və məKtəblilərin hamısı müxtəlifdir, amma 
buna baxmayaraq bizim düstur təKrarlı yer
dəyişmə üçün düsturun tam surətidir. İş 
orasındadır Kİ, bu məsələyə İKİli baxmaq 
olar. Bir tərəfdən, biz bir-birindən fərqli 
olan məKtəbliləri zallar üzrə bölüşdürürÜK. 
Onda birləşmələr əmələ gəlir. Amma vəziy
yəti başqa yol ilə təsvir edəK: biz elə bil тэк- 
təblilər arasında müxtəlif zallara biletləri 
paylayırıq. Nəzərə almaq lazımdır Kİ, bir 

zala biletlər başqa zala biletlərdən fərqlən
mir. Bu artıq (sıraya düzülmiş məKtəblilər 
arasında biletlərin paylanması) təKrarlı yer
dəyişmədir.

LOTTO-MİLYON HAQQINDA MƏSƏLƏ

49 nömrədən 6-nın bütün mümKÜn 
Kombinasiyalarını qaralamaq üçün neçə də
nə Lotto-million KartoçKası almaq lazımdır? 
Aydındır Kİ, KartoçKaların sayı 49 element
dən 6 elementli birləşmələrin sayına bəra
bərdir: 

bu isə təxminən 14 milyondur. Belə bir nə
ticəyə gəlməK olar: bu ideyanın reallaşması 
üçün artıq milyonçu olmaq lazımdır! Amma 
belə halda da varlanmaq çətindir, çünKİ 
uduş qeyd edilməyib və hər tirajda biletlərin 
satışından məbləğin bir hissəsi mÜKafat 
fondu üçün ayrılır.

Daha bir neçə suala cavab verməyə ça
lışaq. Fərz edəK Kİ, biz C4e9 sayda KartoçKa 
aldıq və hər birini müxtəlif cür doldurduq. 
Tirajdan sonra 6 xoşbəxt rəqəm onlardan 
təKcə birində yerləşə bilər. Amma lotto-mil- 
yonda 5 və hətta 4 rəqəmin üst-üstə düşməsi 
ilə də KartoçKalar udur. Bəs onların sayı ne
çədir?

Əgər KartoçKada 5 rəqəm tapılıbsa, 
onda bu o deməKdir Kİ, 6 düşən nömrədən 
burada hər hansı 5 nömrə pozula bilər, di
gər 43-dən isə yalnız biri. Ona görə 5 nömrə
ni tapmaq üçün üsulların sayı Ce’ -C43-ə bə
rabərdir. Elə belə üsul ilə 4 nömrəni tapmaq 
üçün üsulların sayı C3 • C43 bərabər olacaq. 
Nəhayət, C4e3 KartoçKalarında heç birində 
düşən nömrə olmayacaq. Yeri gəlmişKən, 
bu, alınan KartoçKaların sayının yarısından 
çoxdur və ya azdır? Əvvəlcədən bunu tap
mağa çalışın, sonra isə özünüzü yoxlayın.

TƏKRARLI KOMBİNEZONLAR

Yerdəyişmələr, yerləşmələr təKrarlı 
ola bilər. Və ona görə təKrarlı Kombinezon
lar haqqında da danışmaq lazımdır, n əşya
ların çoxluğundan istənilən birini götürəK 
və onu siyahıya yazıb, geri qaytaraq. Sonra 
isə elə bu yol ilə siyahıda m qədər ad olana 
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qədər (onların arasında eynilər də ola bilər) 
daha bir obyeKt seçəK və s. Тэкгагк yerləş
mədən prinsipial fərq ondadır Kİ, siyahı
nın elementləri nömrələnmir. Məsələn, 
“A,B,A,Ç” və “B,Ç,A,A” siyahıları eyni sa
yılır. n elementdən m elementli təKrarlı bir
ləşmələrin C" sayını tapmağa çalışaq. Bu
nun üçün ixtiraçılıq qabiliyyəti göstərməK 
lazımdır. Diqqətlə baxın.

Əsas çoxluğun elementlərini sərbəst 
surətdə 1-dən n-ə qədər nömrələyəK. Tutaq 
Kİ, birləşmələrin birinə 1 nömrəsi altında кг 
elementləri daxil olub, 2 nömrəsi altında k2 
elementləri,..., n nömrəsi altında isə кп ele
mentləri. Bu ədədləri haqqında nə deməK 
olar? Aydındır kİ, к1+к2+...+«л=тп cəmidir 
(çünKİ siyahıda m sayda obyeKt var!).

İndi isə bu birləşməni sıfır və birlərdən 
zəncir Kİmi təsvir edəK. Bir burada birləş
mənin ayrı elementini göstərəcəK, sıfır isə - 
qonşu к+lərə uyğun olan elementlər qrupla
rı arasında sərhədi işarələndirəcəK. Əgər 
Kz=0-olarsa, yəni i nömrəsi ilə element siya
hıda yoxdursa, onda zəncirin müvafiq ye
rində İkİ “sərhədçi” sıfır dalbadal yerləşə- 
CƏK.

BeləlİKİə yazırıq: əvvəlcə birləri, 
sonra bir sıfır, bundan sonra k2 birləri və 
yenə də sıfır... кпЛ birləri və yenə də sıfır, 
nəhayət кп birləri - və bununla bitir.

Bütün Külərin cəmi m-ə bərabər oldu
ğundan, zəncirdə m qədər bir var. Sıfırların 
sayı isə n-l-ə bərabərdir. BeləlİKİə, bütöv 
zəncir n+m-1 sayda rəqəmdən ibarətdir.

YeKunlaşdıraq. Hər mümKÜn siyahıya 
ona müvafiq olan sıfırlardan və birlərdən 
ibarət uzunluğu n+m-1-ə bərabər olan zənc
ir qarşı qoyulub. Bununla belə, əgər nd si
yahı eynidirsə, onda zəncirlər də eyni olma
lıdır. Tərsi də düzdü, hər bir zəncirə müva
fiq siyahı var. Məsələn, 1111001010 zənciri 
bizə deyir kİ, siyahıda - 1 nömrəli dörd ele
ment var, 2 nömrəsi altında bir element də 
yoxdur, nömrə 3 və 4 elementlərin sayı bir 
dənədir və nömrə 5 elementi yoxdur. Belə- 
İİkİə, axırda məsələ ona gəldi kİ: m sayda 
birlərdən və n-1 sıfırlardan n+m-1 uzunlu
ğunda neçə müxtəlif zəncir düzəltməK olar? 
Bu isə təKrarlı yerdəyişmədir. Ona görə: 

_(n+ m-1)!
m!(n-l)!

BeləlİKİə, yerdəyişmə, yerləşmə və bir
ləşmə (təKrar edilmə ilə və onsuz) üçün düs
turlar əsas anlayışlar arasında sıx əlaqəni 
üzə çıxarır. Bu düsturlar KombinatorİKanın 
özünəməxsus əlifbasını təşKİl edirlər, çünKİ 
məKtəb Kursunda Kombinator məsələlərin 
çoxu onlara əsaslanaraq həll edilir.

NYUTON BİNOMU

Cəbrdə tez-tez a+b İKİhədlisini qüvvətə 
yÜKSəltməK lazım gəlir. Səbəbsiz deyil kİ, 
hər məKtəbli İkİ ifadənin cəminin Kvadratı 
və Kubu düsturlarını əzbər bilməlidir. Oxşar 
düstur, amma artıq istənilən n>0 üçün, 
Nyuton binomu (baxmayaraq kİ, bu düstur 
ondan xeyli əvvəl məlum idi) adlandırılır, 
(“binom” sözü latın dilindən tərcümədə “İkİ- 
hədli” deməKdir). Bu düsturun Kombinatori- 
ка ilə birbaşa əlaqəsi var.

(a+b)n ifadəsinin rahatlığı üçün, biz 
bn-i mötərizədən çıxardırıq və a/b-ni x ilə 
əvəz edirİK: ö"(x+l)" almır. HələlİK bn vuru- 
ğunu yaddan çıxardaq və (x+1)" üçün düs
tur axtaraq. Başa düşməK çətin deyil Kİ, 
mötərizələri açdıqdan sonra n dərəcəli çox
hədli alınacaq. Təkcə x-in müxtəlif dərəcələ
rində əmsalları təyin etməK qalır.

AşağıdaKi üsuldan istifadə edəK. n 
sayda (x+1) mötərizənin hasilini yazıb kö- 
çürəK:

(x + l)(x + l)(x + l)...(x + 1)
İndi isə mötərizələri açaq, amma oxşar 

həddləri islah etməyəK. Məsələn:
(x + l)2 = (x + l)(x + l) = x2 + x + x + l; 

(x+1)3 = (x + l)(x + l)(x + 1) =
= x3 + X2 + X2 + X + x2 + x + x + 1 və s.
Təbii Kİ, nəticə hansısa qüvvətlərin 

cəmini (o cümlədən sıfır üstlü qüvvətin, 
yəni 1) ifadə edir.

Nəhayət, oxşar hədləri islah edəK və 
artıq adət edilmiş şəKİldə n dərəcəli çoxhəd
lini alaq. Aydındır Kİ, xm-in əmsalı birinci 
gətirilməyən şəKİldə olan xm toplananların 
miqdarına bərabər olacaq. Onların sayı nə 
qədərdir? Baxmayaraq Kİ, biz bu suala necə 
cavab verəcəyimizi hələ bilmiriK, amma ar
tıq hiss edirİK Kİ, qarşımızdaKi Kombinator 
məsələdir.

BİNOMtNAL ƏMSALLAR VƏ 
KOMBİNEZONLAR

(x+1) mötərizələrinin n dəfə bir-birinə 
vurulmasından sonra yaranan hər hansı x 
qüvvəti n sayda vuruğun hasili Kİmi yara
nıb - hər mötərizədən bir dənədir. Amma 
vuruqların hamısı ya 1, ya da x-ə bərabər
dir. xm-in yaranması üçün bir-birinə vurul
ma zamanı m mötərizələrindən x vuruqları, 
qalan n-m mötərizələrdən isə 1-i götürməK 
lazımdır. Neçə üsul ilə n mümKÜn ola bilən 
obyeKtlərdən (verilmiş halda mötərizələrin 
sayı) m obyeKt seçməK olar? Və ya başqa 
sözlə, n elementdən m elementli Kombine
zonların sayı neçədir? Cavabı bilirİK: C™. 
Deməli, oxşar hədlərin islahından sonra 
xm-in əmsalı C "-ya bərabərdir. Ona görə:

(x + 1)" = C"x" + C„_1x"_1 + Cnn_2xn’2 +
+...+C„x + C°.

C"-lər Nyuton binomunun ayrılışında 
əmsallardır, ona görə onlar binominal əm
sallar adlandırılır, (x+1)" binom düsturları
nı x-in bəzi KonKret qiymətləri üçün yazın.

(a+b)n üçün oxşar düsturu çıxartmaq 
elə də çətin deyil. Təkcə a[b=x və (a+b)n= 
=6"(x+l)" olduğunu xatırlamaq lazımdır. 
Nəticədə:

(a + b)n = C"an + С"-уапГЬ + C^2an~2b2 + 
+...+Clnabn~l + Cn°b".

n=3 üçün bu düsturu yoxlayaq:
(a + b)3 = C3a3 + C2a2b + Cl3ab2 + C°b3

310!
və

= 3.

z^3 _  0
^3 “ V3

31
2!1!

Deməli:
(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 

- bizim üçün tanış İKİhədlinin Kubu düstu
rudur.

Nyuton binomunun düsturu binominal 
əmsallar arasında asılılığı tapmağa imKan 
verir. (x+l)"+1 üçün düstura baxaq. x'n+1-in 
əmsalı nəyə bərabərdir? Aydındır Kİ, C"?-ə 
bərabərdir. Başqa tərəfdən, (x+l)n+1-i biz 
(x+1)" üçün düsturu (x+l)-a vuraraq ala bi

lərİK. Onda xm+1-i ya C"x" toplananının x-ə 
vurulması ilə, ya da C"+1xm+1-in 1-ə vurul
ması ilə ala bilərİK. Ona görə düsturda 
(x+l)"+1 üçün əmsal C" və C"+1-nin cəminə 
bərabər olmalıdır, yəni:

c";1 = c; + c;+1 (*)

PASKAL ÜÇBUCAĞI

n!(*) düsturu--------------düsturunun kö-
m!(n - m)!

məyilə ayrı-ayrılıqda hesablamadan binomi
nal əmsalların cədvəlini düzəltməK üçün 
bizə imKan verir. Bir sətirə sonsuz sayda 
sıfırları və onların arasında yeganə biri kö- 
çürməKdən başlayaq:

... 0 0 0 0 1 0 0 0 0 ...
Ondan aşağıda birinci sətrinin rəqəm

lərinin arasında onların cəmlərini yazaraq, 
rəqəmlərin İKinci sətrini yaradaq. Elə bu 
qayda ilə üçüncü, dördüncü və s. sətirləri 
yazaq.

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0 0 ..

0 0 0 1 2 1 0 0 0

0 0 1 3 3 1 0 0 0 ..

0 0 1 4 6 4 1 0 0

0 1 5 10 10 5 1 0 0 ..

0 1 6 16 20 15 6 1 0

1 7 21 35 35 21 7 1 0 ..

Sağa və sola səpələnərəK sıfıra bərabər 
olmayan ədədlərin çoxalmasına diqqət yeti
rin. Əyani surətdə göstərməK üçün, bütün 
sıfırları pozaq, sətirləri isə sıfırdan başlaya
raq nömrələyəK.

İİK dəfə bu üçbucaq fransız riyaziyyat
çısı Blez PasKal tərəfindən “Hesabi üçbucaq 
haqqında traKtatda” (1665-ci ildə çap olu
nub) təsvir edilib.

O vaxtdan o PasKal üçbucağı adlandırı
lır. Bu cədvəlin bir az başqa şəKİlləri italyan 
NİkkoIo Tartalyaya, şair və alim ömər Xəy
yama, Çin və hind riyaziyyatçılarına məlum 
idi.

PasKal üçbucağında n-ci sətir C °, C„, 
C2,...,C" binominal əmsallara malixdir. Bu 
(*) düsturundan nəticə Kimidir və düzəldil
miş cədvələ tətbiq ediləndə, bu o deməKdir 
Kİ, hər ədəd yuxarıda dayanan (sağ və sol

305
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ÜÇBUCAQLI XƏLBİR

0
1
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4
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1 --------------------------------------------------------_-------------
—I 1 1

П 1 2 1 
l 1 3 3 1

~~| 1 4 6 4 1
~~l 1 5 10 10 5 1

~~| 1 6 15 20 15 6 1
~| 1 7 21 35 35 21 7 1

~~I 1 8 28 56 70 56 28 8
~~| 1 9 36 84 126126 

~~l 1 10 45 120
~1 1 11

0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
Burada PasKalın üçbucağı bir az qəribə şəxildə təs

vir edilib. İİk növbədə, sətirlər elə çəkiliblər kİ, birinci 
elementlər İkİ addım boyunda pillələr ilə “piləKən” təşKİl 
edirlər. İKİncisi öz sətrinin к nömrəsinə bölünən ele
mentlər yaşıl rəng ilə, /c-ya bölünməyənlər isə qırmızı 
rəng ilə nişanlanıblar.

Nəhayət, sütunlar da rəqəmlər ilə nömrələnib. Bu
rada rənglər aşağıdaKi prinsipə uyğun istifadə olunur
du: əgər bu “sürüşdürülmüş” PasKal üçbucağının к 
nömrəli sütununda dayanan elementləri yaşıldırlarsa,

“çiyinlər”indəKİ) İkİ ədədin cəminə bərabər
dir.

PasKal üçbucağı çoxlu sayda gözəl xü
susiyyətlərə malİKdir. Məsələn, n-ci sətrin
də ədədlərin cəmi 2"-ə bərabərdir. Bunu 
sübut etməK üçün, bizə a=b=l olduqda bi- 
nomu gözdən KeçirtməK Kifayətdir. Bir tə
rəfdən, o 2n bərabərdir, başqa tərəfdən isə - 
bu sətrin bütün binominal əmsallarının cə
minə bərabərdir.

Başqa xüsusiyyəti: n-ci sətirdə təK 
ədədlərin sayı həmişə 2K-ya bərabərdir, bu
rada к - n-nin İkİİİk yazılışında birlərin sa
yıdır. Məsələn, 5-ci sətirdə 1,5,10,10,5,1 
rəqəmləri var, onlardan 4-ü təK ədəddir. Bu
nunla belə İkİİİk sistemdə 5 rəqəmi 101 Kimi 
yazılır. 101 rəqəminin tərKİbində 2 bir var 
və 22=4. Bunu sübut etməK, birinci xüsu
siyyəti sübut etməKdən çətindir. Əgər oxu
cu sübut etməK istəsə, onun üçün köhiək 
budur: 2m-l (burada m - natural ədəddir), 
nömrəli sətirlər təKcə təK ədədlərdən ibarət
dirlər.

PasKal üçbucağının daha bir xüsusiy
yəti: təK yerlərdə dayanan ədədlərin cəmi 
cüt yerlərdə dayanan ədədlərin cəminə bəra
bərdir. Buna əmin olmaq üçün, sizə təxcə 
a=l, b=-l olduqda binomu gözdən Keçir- 

onda к da yaşıldır, əgər sütun ən azı bir element qırmızı- 
dırsa, onda sütunun nömrəsi də qırmızıdır (xüsusi hal 
Kimi İİk 2 sütun qaldı).

Siz sütunların yaşıl nömrələrini tanıyırsızmı? Bəli, 
bunlar sadə ədədlərdir və təKcə onlardır!

Ən maraqlısı odur Ki, PasKal üçbucağının üç yüz il
dən çox yaşı olmasına baxmayaraq, onun sadə ədədlər 
ilə əlaqəsi təxcə XX əsrdə təsadüfən tapılmışdır. 
Onu 1972-ci ildə Kompyuterdə proqramı düzəldəndə 
Q.V. Mann və D. ŞenKs aşKar ediblər.

tməK lazımdır. Bundan başqa, əgər sətrin 
nömrəsi - sadə ədəddirsə, onda sətirdə İkİ 
qıraqdaıcı rəqəmlərdən başqa bütün ədədlər 
sətrin nömrəsinə bölünürlər. Bunu sübut et- 
тэк çətin deyil.

KOMBİNATORİKA MƏSƏLƏLƏRİ

Kombinator məsələlərin həlli zamanı 
məlum düsturlardan bacarıqlı istifadə çox 
vacibdir, amma ondan da vacibi Kombinator 
fİKİrləşməK, yəni ucsuz-bucaqsız variantla
rın çoxluğunda daxili qayda və sadəliyi tap
maq bacarığıdır. Deyilənlərə yaxşı təsvir Ki
mi müstəvinin düz xəttlər ilə bölünməsi 
haqqında KİassİK məsələ ola bilər.

MÜSTƏVİNİN DÜZ XƏTTLƏR İLƏ 
BÖLÜNMƏSİ HAQQINDA MƏSƏLƏ

Heç bir İKİsi paralel olmayan və heç bir 
üçü bir nöqtədən Keçməyən n sayda düz xətt 
müstəvini neçə hissəyə bölür?

Əvvəlcə çox da böyÜK olmayan n-lər 
üçün cavab tapaq. n=l olanda, müstəvi İKİ 
hissəyə (Xj=2) bölünür, n=2 olanda isə, dörd 
hissəyə (x2=4). Növbəti qiyməti isə -
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x3=7-dir (şəkİİ 1). Daha bir düz xətt xeçi- 
гэк. Dərhal şübhə meydana gəlir: hissələrin 
sayı dördüncü düz xəttin birinci üç düz xət
tə nisbətən yerləşməsindən asılı olmayacaq
mı? Həqiqətən, dördüncü düz xətt bu üç düz 
xətt ilə yaradılmış üçbucaq ilə Kəsişə bilər 
(şəkİİ 2), amma ondan yan Keçə də bilər 
(şəkİİ 3). XoşbəxtlİKdən, İKİ halda da hissə
lərin sayı birdir: x4=ll. Beşinci düz xətti 
qurarxən, aşKar edərİK Kİ, nəticə yenə də 
düz xəttlərin qarşılıqlı yerləşməsindən asılı 
deyil və x5=16. Amma şəkİİ artıq düz xətlər 
ilə dolacaq və ona görə biz bu xəttlər ilə 
məhdudlaşacağıq: 2,4,7,11,16.

Diqqət yetirin: qonşu rəqəmlərin fər
qləri 2-dən başlayan ardıcıl natural ədədləri 
təsvir edir. Həqiqətən, 4-2=2, 7-4=3,
11-7=4, 16-11=5. Elə çıxır Kİ, növbəti düz 
xətt bundan əvvəl malİK olduğumuz hissələ
rin sayını düz n qədər artırır. Gəlin əmin 
olaq Kİ, həmişə belə olacaq.

Fərz edəK Kİ, tı—1 düz xətt var və biz 
daha bir dənə düz xətt KeçirirİK. Yeni düz 
xətt artıq müstəvinin bölünmüş hissələrin
dən birindən Keçir. Amma o indi daha bir 
düz xətt ilə Kəsişdi və bu hissə artıq İKİ his
səyə bölündü. Düz xətt növbəti hissəni Keçir 
və daha bir düz xətt ilə KəsişərKən, bu hissə
ni də İKİ hissəyə bölür. Hissələrin sayı yenə 
də bir artdı. BeləlİKİə, yeni düz xətt bütün 
n-1 xəttləri ilə kəsİşəcək və axırıncı (n-1) 
xətti ilə Kəsişəndən sonra, hissələrin sayı 
n-1 miqdarına artacaq. Amma düz xətt bu
nunla bitmir: “Köhnə” xəttlər ilə “vidalaşa
raq”, o növbəti sahəni bölərəK, sonsuzluğa 
gedir.

BeləlİKİə, n-ci düz xətt həqiqətən də 
hissələrin sayını n miqdarına artırır, yəni 
Kİ, n>l üçün хл=хлд+п düzdür. Təkcə x„ 

üçün n-ə nisbətən düsturu tapmaq qalır. 
xn=an2+bn+c düsturunu sınayaq, burada 
a,b,c - bizə məlum olmayan ədədlərdir. On
ları elə uyğunlaşdırmaq lazımdır Kİ, İKİ şərt 
təmin edilsin:

1) xn-xnl=n (n>l)
2) Xj=2

xn_j = a(n - l)2 + t(n - 1) + c -
= (an2 + bn + c) - 2an-(b - a) =

= x„ - 2an -(& - a) 
olduğundan, birinci şərtdən alınır Kİ, hər 
hansı n>l üçün 2an+(b—a)—n bərabərliyi 
ödənməlidir. Bu təxcə 2a=l və b—a=0 olan
da mümKÜndür. Deməli, a=b=l/2. Ona görə 
x„=n2/2+n/2+c. İKİnci şərtdən alırıq Kİ, 
x?=l2/2+l/2+c=2, buradan c=l. BeləlİKİə:

1 o 9 r»

FƏZANIN MÜSTƏVİLƏR İLƏ 
BÖLÜNMƏSİ MƏSƏLƏSİ

İndi isə biz bu məsələnin fəza ilə bağlı 
variantını gözdən KeçirdəK: indi bizdən n 
müstəvinin fəzanı neçə hissəyə (onları yn ilə 
işarələndirəK) bölünməsini öyrənməyi tələb 
edirlər; onlardan heç bir İKİsi paralel deyil 
və onlardan üçü bir düz xətt üzrə Kəsişmir 
və onlardan dördü bir nöqtədən Keçmir.

Fərz edəK Kİ, n müstəvi var və fəza yn 
hissələrinə bölünüb. Daha bir (n+1) müstə
visini KeçirəK. Ondan əvvəl Keçirilən müstə
vilərin hərəsi onunla hər hansı düz xətt üz
rə Kəsişir və bu n düz xətləri yeni müstəvini 
xn hissəyə bölürlər. Bu müstəvilərdən hərəsi 
ondan əvvəl fəzanın “Kəsilmiş” sahəsini
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MELANXOLİYA VƏ SEHRLİ KVADRAT

Alman rəssamın məşhur “Melanxoliya” qravü- 
ründə bir gözəl riyazi obyeKt təsvir olunub. Bu rəqəmlər 
yazılmış damalara bölünmüş Kvadratdır. Başa düşmən 
çətin deyil Ki, onlar birdəfəyə bir neçə şərti təmin edir
lər:

- əgər hər sətirdə bütün ədədləri toplasaq,
- əgər hər sütunda bütün ədədləri toplasaq,
- əgər İkİ diaqonalda bütün ədədləri toplasaq, 

onda cəmlərin hamısı eyni ədədə bərabər olacaq. Təəc
cüblü Kvadratdır! Belə Kvadratlar sehrli adlandırılır.

Siz ürəyiniz istəyən böyÜK ölçüdə sehrli Kvadrat
ları düzəltməyi öyrənməK istəyirsiniz? Buyurun. Biz bir 
əsr sonra fransız riyaziyyatçısı Klod Başe de MeziraK 
tərəfindən yaradılmış üsuldan istifadə edəcəyiK.

Sehrli Kvadratı damalı Kağızda qurmaq daha ra
hatdır. Tutaq Ki, n - təK ədəddir və bizə 1-dən n2-na 
ədədlər ilə/7x nKvadratı qurmaq lazımdır. Mərhələli hə- 
rəKət edəK.

1. 1-dən n2-na qədər bütün ədədləri diaqonal 
Kvadrat yaranması üçün diaqonal (hər sıraya n sayda 
rəqəm) üzrə hər damaya bir rəqəm qaydası ilə sıra ilə 
yazırıq.

5
4 10

3 9 15
2 8 14 20

1 7 13 19 25
6 12 18 24

11 17 23
16 22

21

daha İKİ hissəyə bölür. Yəni kİ, (n+1) müs
təvi hissələrin sayını düz x hissəyə bölür. 
Ona görə yn+l=yn+xn=yn+(n4n+2)/2. Bun
dan başqa bizə yr=2 məlum olduğuna görə 
bu düstur istənilən böyÜK yn-i hesablamağa 
KÖməK edə bilər. yn-in n-dən asılı ifadəsini
ala bilərİK. Əvvəİkİ məsələdə olduğu Kimi 
t/n=an3+£m2=cn+d şəKİində axtarsaq, t/-in 
n-dən asılı ifadəsini ala bilərİK. Nəticədə: 

n3 + 5n + 6
=-------------- --- --------------

ÜMUMİLƏŞMİŞ FAKTORİAL VƏ 
KATALAN ƏDƏDLƏRİ

Çevrə üzərində 2n nöqtə verilib. Onları 
bir-birilə Kəsişməyən n sayda parça ilə

2. Onun mərKəzində лх n Kvadratını ayırırıq. Bu, 
gələcəK sehrli Kvadratın əsasıdır (hələlİK bütün damalar 
dolmayıb).

3. MərKəzi Kvadratdan xaricdə yerləşən ədədi 
“guşəciyi” biz səliqə ilə içəri — Kvadratın əks tərəfinə da
şıyırıq. Bu “güşəcİKİərin” rəqəmləri bütün boş damaları 
doldurmalıdırlar.

Sehrli Kvadratı düzəltdiK. İndi isə biz yoxlaya bilə
rİK Ki, belə nx n sehrli Kvadratda birinci пг natural ədəd
lərdən hər xətt üzrə (sətir, sütun, diaqonal) rəqəmlərin 
cəmi düz

Cn2+ı (пг + 1)n
----------------------- ə bərabərdir.

n 2
Sehrli Kvadrat KombinatorİKada çox vacib istiqa

mətin doğulmasının əsasını qoyub. O dəqiq sxemləri, 
yəni çoxlu sayda qəti şərtləri təmin edən rəqəm və ya 
çoxluq sistemlərindən cədvəlləri gözdən Keçirir (O qə
dər ciddi şərtlərdir kİ, qayda olaraq, söhbət artıq müm- 
Kün variantların sadalaması haqqında yox, belə sxemin 
varlığı haqqında gedir).

3 16 9 22 15
20 8 21 14 2
7 25 13 1 19

24 12 5 18 6
11 4 17 10 23

cüt-cüt birləşdirməK lazımdır Bunu neçə 
üsulla etməK olar?

Üsulların axtarılan sayını zn rəqəmi ilə 
göstərəK. Fərz edəK kİ, z1,z2,...,2„ qiymətlə
ri bizə məlumdur, zn+1 qiymətini tapmağa 
çalışaq. Çevrə üzərində 2(n+l) nöqtə yerləş- 
dirəK və onlardan istənilən birini seçəK (şə- 
Kİl 4-də A nöqtəsi). Onu başqa nöqtələrdən 
hər hansısı ilə birləşdirməK olar. Bununla 
Keçirilmiş vətər qalan nöqtələri İkİ qrupa 
bölüşdürəcəK. Müxtəlif qruplara aid olan 
nöqtələri birləşdirməK olmaz, çünKİ bu par
ça elə Keçirilmiş vətəri kəsəcək. Deməli, hər 
qrupdaKi nöqtələri bir-biri ilə birləşdirməK 
qalır. Əgər qruplarda nöqtələrin sayı təK 
ədədə bərabərdirsə, onda onları cüt-cüt 
birləşdirməK тйткйп olmayacaq - bir nöq
tə artıq qalır. Deməli, A nöqtəsini hər hansı 

nöqtə ilə yox, yalnız eləsi ilə birləşdirməli- 
yİK Kİ, 1 və 2-ci qruplarda müvafiq olaraq - 
0 və 2n; 2 və 2n - 2;4 və 2n - 4; ... 2n və 0 
sayda nöqtə olsun. Əgər qruplardan birində 
0 nöqtə varsa, onda birləşmələrin müxtəlif
liyini başqa qrupun 2rı nöqtələri verir və 
onların sayı zn bərabərdir. Əgər bir qrupda 
2тп * 0 nöqtə, başqa qrupda isə 2(n - m) * 0 
nöqtə varsa, onda mümKÜn birləşmələrin 
sayı zmzn_m-ə bərabər olur. Buradan zn+1 
üçün ifadə alırıq:
2n+l ~ Zn + ZlZn-l + ZiZn-2+‘"+Zn-2Z2 + 2n-l2l + Zn •

Bu düsturdan istifadə edərəK, zx—1 
olmaqla başlayaraq zn-in birinci bir neçə qiy
mətini hesablamaq olar:

z2 = 1 + 1 = 2,
z3 = 2 + 11 + 2 = 5,
z4 = 5 + 1-2 + 2-1 + 5 = 14,
z5 = 14+1-5 + 2-2+5-1 + 14 = 42
Bu ədədləri XVIII əsrdə Leonard Eyler 

başqa məqsədlər üçün gözdən Keçirirdi. O zn 
üçün (özünün dedİKİərinə görə böyÜK çətin- 
İİkİə) düstur seçdi:

(4n-2)!ü!
2" " (n + 1)! *

Kəsrin surətində ümumiləşmiş faKto- 
rial dayanır. Bunu açıqlayaq.

к! ifadəsi o deməKdir Kİ, ən böyüyü 
«r-ya bərabər olan bütün natural ədədlər bir- 
birinə vurulur, kü ifadəsi isə o deməKdir Kİ, 
hər ardıcıl İKİ ədəddən İKİncisi götürülməK- 
lə, bütün natural ədədlər bir-birinə vurulur 
və vuruqlardan ən böyüyü yenə də к-dır. Be- 
ləliKİə, əgər к cüt ədəddirsə, onda kü к-dan 
böyÜK olmayan bütün cüt ədədlərin hasili

ŞəkİI 4.

dir (k!I = 2-4к); əgər к təK ədəddirsə, 
onda kü к-dan böyÜK olmayan bütün təK 
ədədlərin hasilidir (к!! = 1-3-...-к). Buna 
oxşar olaraq, əgər к-dan sonra üç nida işarə
si dayanırsa, onda hər üçüncü ədəd vurulur, 
əgər dörd — hər dördüncü ədəd və s. Bi
zim misala tətbiq edərəK, (4n - 2)1!!! = 
= 2-6 • 10-...-(4n - 2) alırıq.

Eylerin tapdığı düsturu bilərəK, biz 
onun doğruluğunu sübut edə bilərİK (bunu 
özünüz etməyə çalışın). Yeri gəlmişKən zn 
ədədləri müxtəlif Kombinator məsələlərdə 
peyda olurlar. Onları adətən, XIX əsrin 
belçİKalı riyaziyyatçısının şərəfinə Katalan 
ədədləri adlandırırlar.

QRAFLAR

Hamıya məlumdur Kİ, qraf zadəganla
rın bir tituludur, məsələn, qraf Lev NiKola- 
yeviç Tolstoy. Riyaziyyatda isə bəziləri 
xətlər ilə birləşmiş nöqtələrin yığımı qraf 
adlandırılır. Nöqtələr qrafların təpələri ad
landırılır, parçalar isə — onun tilləridir. 1-ci 
şəKİldə baKilılara çox tanış olan bir qraf təs
vir olunub. Bu, BaKi metrosunun sxemidir: 
stansiyalar — təpələrdir, onları bir-biri ilə 
birləşdirən yollar isə - tilləridir. Nəsil ağa
cının hissəsi (şəcərə) qrafa misaldır. Burada 
təpələr - şəxsin əcdadlarıdır, tillər isə onlar 
arasında qohumluq əlaqələrini göstərirlər.

ŞəkİI 1. BaKi metropoliteninin sxemi.

Qraflar nəzəriyyəsinin əsasını 1736-cı 
ildə Köniqsberq Körpüləri haqqında məsələ
ni araşdırarKən Leonard Eyler qoyub.



Riyaziyyat ensiklopediyası -1 Riyaziyyat ensiklopediyası - 1

KÖNİQSBERQ KÖRPÜLƏRİ HAQQINDA 
MƏSƏLƏ

Keçmiş Köniqsberq (indİKİ, Kalinin- 
qrad) Preqel çayı üstündə yerləşir. Şəhər da
xilində çay İkİ adanı əhatə edir. Adalara 
sahillərdən Körpülər Keçirilib. Köhnə Kör
pülər qalmayıblar, amma onlar təsvir olu
nan şəhərin xəritəsi qalıb. Köniqsberlilər 
hamıya belə bir məsələ həll etməyi təKİif 
edirdilər: şəhərin bütün Körpülərini Keçib, 
hər Körpüdə bir dəfə olmaq şərti ilə başlanğ
ıc nöqtəyə qayıtmaq.

Şəhər Körpülərində gəzməyi Eylerə də 
təKİif etdilər. Müvəfəqiyyətsiz sınaqdan 
sonra o, Körpülərin sxemini çəKdi. Şəhərin 
hissələri - təpə olan, Körpülər isə - tillər 
olan bir qraf əmələ gəldi (şəkİİ 2).

Tələb edilən marşrutun mümKÜnsüz- 
lüyünü sübut etməK üçün, Eyler əvvəlcə 
daha çətin bir xəritəni gözdən Keçirtdi. Nə
ticədə o sübut etdi Kİ, qrafın bütün tillərini 
bir dəfə KeçməK şərti ilə başlanğıc nöqtəyə 
qayıtmaq üçün aşağıdaKi İKİ şərt təmin 
olunmalıdır:

1) Qrafın hər bir təpəsindən onun tillə
ri ilə hər hansı başqa təpəyə yol mövcud 
olmalıdır (bu şərtə əməl edən qraflar əlaqəli 
qraflar adlandırılır).

2) Hər təpədən cüt sayda til çıxmalıdır.
Qrafın bütün tillərindən bir dəfə Keçən 

qapalı yolu o vaxtlardan eyler dövrəsi adlan
dırırlar.

Əgər başlanğıc nöqtəyə qayıtmaq şərti
ni atsaq, onda biz İkİ təpədən təK sayda til
lərin çıxmasını qəbul edə bilərİK. Bu halda 
hərəKəti bu təpələrdən birində başlayıb, baş
qasında bitirməliyİK.

Ola bilər Kİ, belə tipli məsələlər çoxla
rına “MurziİKa” və “Elli” jurnallarından ta
nışdır. Orada sizə hansısa fiquru Kağızdan 
Karandaşı götürmədən və bir xətt üzrə İKİ 
dəfə KeçməməK şərti ilə çəKməyi təKİif edir
dilər. 3 və 4-cü şəKİllərdə belə İKİ fiqur çəkİ- 
lib. Onlardan birincisi “Məhəmmədin qılınc
ları” adlanılır. Orada Eyler dövrəsi mövcud
dur, çünKİ qrafın altı təpəsindən cüt sayda 
til çıxır. İKİnci fiqurun - “Açılmış məKtub” 
- təK sayda tillər çıxan İKİ təpəsi (aşağıdaKi) 
var. Ona görə şəkİİ onlardan birində başla
maq, başqasında isə bitirməK lazımdır.

Köniqsberq Körpüləri ilə iş necədir? 
Burada hər dörd təpədən təK sayda til çıxır,

ona görə burada nə eyler dövrəsi, nə də bir 
təpədən başqasına bütün tilləri Keçən yol 
yoxdur.

MÜSTƏVİ VƏ İZOMORF QRAFLAR

1859-cu ildə ingilis riyaziyyatçısı Uil- 
yam Hamilton satışa bir başsındıranı çıxar
tdı. O, hər təpəsinə mıx vurulmuş taxtado- 
deKaedri (12-tərəfli) təsvir edirdi. 20 təpə
dən hərəsi məşhur bir şəhərin adı ilə işarə
lənmişdir - Dehli, Brussel, Kanton və s. Qra
fın bütün tillərindən Keçən və hər təpədə bir 
dəfə olmaq şərti ilə qapalı yol tapmaq tələb 
edilirdi. Yolu ipin Köməyi ilə hər mıxa ilişdi- 
гэгэк işarələndirməK tələb edilirdi. Oyuncaq 
“RubİK KubİKİ” Kİmi məşhur deyildi, amma

göbələklər və tanişliqlar

Teorem. Hər hansı 5 göbələyin arasında dördü 
qabarıq dördbucaqlının təpələrində yerləşir.

Müstəvidə 5 nöqtə götürən: Д,А2,...,А5 və on
lardan bir-birindən ən uzaqda yerləşən 2 nöqtəni se
çən. Tutaq ni, bu A, və A2-dir. Aşağıda göstərildiyi nımı, 
ini müadil dairə çənən.

Qalan nöqtələr - A3 A, A5 - bu ini dairənin Kəsiş
mə sahəsində yerləşməlidirlər. Burada bir neçə hal 
mümnündür:

1. A]A2 parçasından müxtəlif tərəflərdə nöq
tələr mövcuddur, anıma o zaman A^A^A^ dör- 
dbucaqlısı qabarıqdır, burada A - yuxarı oblastdan 
hər hansı nöqtədir, A- isə aşağı oblastdan hər 
hansı nöqtədir.

2. A3,A4,A5 nöqtələri AtA2 parçasından bır 
tərəfdə yerləşir. Və burada da öz növbəsində iki 

hal ola bilər: , . . .
a) Onda elə bir A,At parçası tapılar nı, о А,Аг 

xəttini A, A, parçasından xaricdə nəşəcən, amma onda 
A,,A2,A,,A, nöqtələri qabarıq dördbucaqlı əmələ gəti
rirlər;

b) Alternativ halda ya Д,А3,А4,А5, ya da 
A ,A3,A4,As nöqtələri qabarıq dördbucaqlı əmələ gə
tirirlər.

Aydın olur ni, əgər qabarıq beşbucaqlı tapmaq 
istəsəniz, onda sizə 9 nöqtə seçmən lazım olacaq. 
Özünüz bunu sübut etməyə çalışın.

Ümumiyyətlə, tutaq ni, N{n) - qabarıq n-bucaqlı- 
nın mövcudluğu təmin olunmuş müstəvinin ən az sayda 
nöqtələridir. Belə bir fərziyyə var ni:

N.n} = 2" 2 +1.
Amma bu hələlin sübut edilməyib.

* * *

Hər hansı üç insanın arasında 
bir cinsdən ini nəfər olacaq.

Xalq müdriKİİyi
Teorem. Hər hansı altı insan arasında ya üç cüt- 

cüt tanış olan, ya da üç cüt-cüt tanış olmayan olacaq.
Altı seçilmiş insanlardan sərbəst seçilmiş bırının 

nöqteyi-nəzərincə baxaq: o öz qarşısında beş nəfəri 
görür, bəzilərinə onun bir münasibəti var (məsələn, ta
nışdır), başqalarına isə başqa münasibətdədir (tanış de
vil). Aydındır Ki, beş nəfərdən həmişə üçü tapılar ki, 
onlara nisbətdə münasibət birdir. Fərz edəK ki, onlar 
ona tanışdılar. Əgər bu üç insan arasında bır-bırı ilə ta
nış olan cütlüK varsa, onda tələb edilən bir-birinə eyni 
münasibət ilə “üçbucaq” tapılıb. Əgər belə cütlüK yox
dursa və deməli, üçü də tanış deyil - hər İki halda biz 
həlli tapmışıq. „

Qeyd etməK lazımdır ki, bu məsələdə altıdan az 
olmayan miqdarda insanın seçilməsi vacibdir. Misal 
üçün beş nəfər arasında tanışlığın (qara) və tanış olma
manın (qırmızı) belə bir təsviri formalaşa bilər.

Burada, gördüyümüz Kİmi, nə qırmızı, nə də qara 
üçbucaq yoxdur və beləliKİə, nə üç cüt-cüt tanış, nə də 
üç cüt-cüt tanış olmayan da yoxdur. Ona gorə altı 
eKStremal (verilmiş halda - ən kİşİk mumxun olan say 
Kimi) bir xaraKteristİKadır, onun mövcudluğu şərti ilə go- 
bələKİər haqqında məsələdə /V(n) olduğu Kİmi, tələb edi
lən xassə yerinə yetirilir. .

Tanışlıqlar haqqında məsələ KombınatoriKanın 
yeni istiqamətinin - Ramsey nəzəriyyəsinin əsasını 
qoydu. Bu nəzəriyyənin əsasını yaradan məsələlərdən 
bici _ л-sayda cüt-cüt tanış olan və ya л-sayda cüt-cüt 
tanış olmayan qrupları seçməK üçün tələb olunan in
sanların ən az R.n} sayını təyin etməKdir. Müəyyən edilib 
Ki, F?(4)=18’dir- amma R{n}-in sonraKi nəticələri məlum 
deyil.

311
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hansı xətlərlə birləşdirildiyindən asılı deyil. 
7-ci şəKİldə təsvir edilmiş İkİ qraf bu məna
da eynidir: onlarda təpələrin sayı eynidir və 
əgər bir qrafın İkİ təpəsi til ilə birləşdirilib- 
sə, onda İKİnci qrafın eyni nömrəli olan

Əgər kİçİk lampanın Köməyi ilə qabarıq 
çoxüzlünün təpə və tillərindən ibarət olan 
qrafa izomorf olan müstəvi qrafın necə qu
rulduğunu xatırlatsaq, onda biz başa düşə 
bilərİK Kİ, bu düstur hər hansı qabarıq çox-

ŞdKİl 13.

ŞəkİI 11. Şəwil 12.

Altı təpə və doqquz til (şəkİİ 10) ilə 
İKİnci qraf “evlər-quyular” adını daşıyır. Bu 
ad Köhnə başsındıran məsələdən əmələ gəlib.

Üç evdə üç dost yaşayıb. Onların evlə
rinin yanında üç quyu yerləşirdi: biri duzlu

a a anH
4^

də təpələrin və tillərin sayı, Q isə - çoxüz
lünün üzlərinin sayıdır. Yaxınlarda müəy
yən edilmişdir Kİ, bu faKt artıq Rene DeKar- 
ta məlum idi.

OYUNLAR QRAFI

riyaziyyatda çox böyÜK bir iz qoydu. Qrafın 
bütün tillərindən Keçən və hər təpədə ancaq 
bir dəfə olan qapalı yolu hamilton dövrəsi 
adlandırırlar. Eyler dövrəsindən fərqli ola
raq, Hamilton dövrəsinin mövcudluq şərtlə
ri hələ də məlum deyil.

Əgər məftilli dodeKaedri müstəviyə qo
yub və sonra isə işıq mənbəyini onun yuxarı 
üzünə yaxınlaşdırsaq, onda tillərin müstəvi
yə proeKsiyaları-Kölgələri 5-ci şəKİldə təsvir 
olunmuş qrafı təşKİl edəcəKİər. Qırmızı 
rəng ilə Hamilton dövrəsi işarələndirilib. 
6-cı şəKİldə bu qayda ilə başqa dörd düzgün 
çoxüzlüdən yaradılmış qraflar göstərilib. 
Onların üstündə Hamilton dövrəsini tapma
ğa çalışın.

ProeKsiyalar ilə nümünədən göründü
yü Kimi, qrafların xassələri onun təpələri
nin yerdəyişməsi ilə dəyişmir və təpələrin

təpələri til ilə birləşiblər. Bu qeyd daha cid
di şəKİldə belə deyilir: Təpələri arasında 
qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq təyin etməK 
тйткйп olan, (yəni til ilə birləşdirilmiş tə
pələrə til ilə birləşdirilmiş təpələr müvafiq
dir) İkİ qraf izomorf (yunan dilindən: “izos” 
- “bərabər” və “morfs” - “görünüş”, “for
ma ) adlandırılır. 8-ci şəKİldə təsvir edilmiş 
qraflar da izomorfdular. Qeyd edəK kİ, on
lardan birində bəzi tillər Kəsişirlər, başqa
sında isə belə Kəsişmələr yoxdur. Həmişəmi 
qrafı tilləri KəsişməməK şərti ilə təsvir et- 
тэк olar? Məlum olur kİ, xeyr. Belə təsvir 
etməK тйткйп olan qraflar müstəvi qraflar 
adlandırılır.

Müstəviyə tillərin Kəsişməməsi ilə 
“uzandırılamayan” İkİ qrafa baxaq. Onlar
dan birincisi - hər İKİsi til ilə birləşən beş 
təpə ilə qrafdır. Belə qraf tam qraf adlanır 
(şəkİİ 9).

su, İKİncisi - dadlı su, üçüncüsü isə - şirin 
su quyusu idi. Amma bir dəfə dostlar bir-bi
rindən Küsdülər. Və onlar belə qərara gəldi
lər Kİ, hər quyuya yolları belə çəKsinlər Kİ, 
bir-biri ilə Kəsişməsinlər. Bunu necə etməli? 
ŞəKİldə doqquz cığırdan səkkİzİ çəKİlir, am
ma doqquzuncunu çəKməK olmur.

Polşa riyaziyyatçısı Kazimej Kuratov- 
sKİy müəyyən edib Kİ, prinsipcə ayrı cür 
müstəvi olmayan qraflar mövcud deyil. Da
ha dəqiq desəK, əgər qraf “uzandırılmır”, 
onda onun daxilində bu İKİ qrafdan (beş təpə 
ilə tam qraf və ya “evlər-quyular”) ən azı bi
risi ola bilsin Ki, tillərdə əlavə təpələrlə 
“oturur”.

Müstəvi qrafların çoxlu sayda maraqlı 
xassələri var. Misal üçün, Eyler təpələrin 
sayı (B), tillərin sayı (P) və müstəvinin qraf
lar ilə bölündüyü hissələrin sayı (Q) arasın
da adi əlaqə tapıb:

В - P + Q = 2

11-ci şəKİldə üstündə İKİ ağ və İKİ qara 
at ilə 3 x 3 damalı şahmat mini-taxtası təsvir 
edilib. Məsələ belədir: fiqurları elə yerləşdir- 
тэк lazımdır Kİ, eyni rəngdə olanları taxta
nın əks tərəflərində yerləşsinlər (şəkİİ 12). 
Onların yerlərini təKcə şahmat atının gedişi 
ilə dəyişdirməK olar və artıq tutulan yerə 
başqasını qoymaq olmaz.

Belə bir yerdəyişməsini icra etməK 
üçün bütün sınaqlar müvəfəqiyyətsizdir. 
Niyə?

ŞəkİI 14. ŞəkİI 15.
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Gəlin atların taxta üstündə mümKÜn 
gedişlərinin qrafını çəkək (şəkİİ 13). Sonra 
isə İkİ variantda özü-özünə Kəsişməsiz ona 
izomorf olan qraf çəkək: birində atların 
başlanğıc vəziyyətini qeyd edəK, başqasında 
isə tələb olunan vəziyyəti (şəkİİ 14 a və ö). 
İndi biz artıq başa düşürÜK Kİ, niyə məsələ 
həll olunmur. Atların taxta üstündə hərə- 
Kətləri qonşu təpələrə Keçid deməKdir və bi
rinci mövqedən İKİnci mövqeyə KeçməK 
başqa rəngdə olan atın “üstündən atlanma- 
maqsız” ola bilməz.

Bu qraf başqa məsələni də həll etməyə 
KÖməK edir. O məsələdə 11-ci şəKİldə göstə
rilmiş mövqedən 15-ci şəKİldə göstərilmiş 
mövqeyə ən az sayda gedişlərin Köməyi ilə 
Keçirilməsi, yəni ağları və qaraları yerləri 
ilə dəyişilməsi tələb edilir. Yenə də 14n şək- 
linə qayıdaq. Aydındır kİ, fiqurlar bu qraf 
ilə eyni istiqamətdə hərəKət etməlidirlər və 
hər ata yalnız 4 gediş etməK lazım olacaq, 
yəni ümumilİKdə 16 gediş etməK lazımdır.

Ümumiyyətlə, oyun qrafı - bu elə bir 
qrafdır Kİ, onun tərələri oyun prosesi zama
nı yaranan vəziyyətlərdir, tillər isə bu təpə
ləri növbəti gedişdən sonra yaranan təpə- 
vəziyyətlər ilə birləşdirirlər. Misal üçün, 
şahmatda başlanğıc vəziyyətdən sonra 20 
pozisiya almaq olar: hər piyada bir və ya İKİ 
dama qabağı gedə bilər, atlar isə bu və ya di
gər sahəyə Keçə bilər. Qaraların gedişindən 
sonra mümKÜn olan pozisiyaların sayı 
20•20 = 400-ə bərabər olur və sonra sürətlə 
çoxalırlar. Elə bu hal şahmat proqramla
rının yaradılması zamanı əsas çətinlİK oldu.

Oyun qrafı ilə daha yaxın tanış olmaq 
üçün biz mümKÜn situasiyalar sayı az olan 
bir oyunu gözdən KeçirəK. Tutaq Kİ, stolun 
üstündə 5 Kibrit var. İkİ oyunçu növbə ilə 1 
və ya 2 Kibrit götürür. Axırıncı Kibriti gö
türən qələbə çalır.

Oyunun müxtəlif davamlarının qrafını 
çəkək (şəkİİ 16). Görünür Kİ, hər gedişdən 
sonra stolda 3 və ya 4 Kibrit qalır. Əgər oyu
nu başlayan stolda 3 Kibrit qoysa, onda o 
udacaq: çünKİ ondan sonraKi stolda 1 və ya 
2 Kibrit saxlayacaq, bunları da başlayan 
oyunçu gələn gedişdə götürəcəK. Əgər oyu
nu başlayan stolda 4 Kibrit saxlasa, onda o 
uduzacaq, çünKİ ondan sonraKi oyunçu 1 
Kibriti götürərəK, onun üçün 3 dənə Kibrit 
saxlayacaq və bu halda başlayan uduzacaq. 
Əlbəttə Kİ, İKİnci oyunçu stolda 2 Kibrit sax

laya bilər və dərhal uduza da bilər, amma bu 
inandırıcı görünmür. Belə bir nəticə çıxar
tmaq olar: əgər Kibritlərin sayı 3-ə bölünür
sə başlayan uduzur, başqa hallarda isə qələ
bə çalır.

“Üstəgəl-sıfır” oyunu üçün də qraf ya
ratmaq olar. Onu araşdıraraq, başa düşə bi
lərİK Kİ, düz oyunla hər zaman oyunu heç- 
heçə başa vurmaq mümKÜndür. Əlbəttə Kİ, 
bu qraf Kibrit oyunu üçün qrafdan daha 
böyÜK olacaq.

KÖÇƏRİ TACİRLƏR VƏ DƏMİR 
YOLLARI

Qraflar nəzəriyyəsinin KİassİK məsələ
lərindən biri “Kommivoyajör məsələsi” ya da 
“Köçəri tacir məsələsidir”.

özümüz üçün bir neçə şəhəri Keçməli 
və geri qayıtmalı olan ticarət agentini təsvir 
edəK. Bizə bu şəhərləri bağlayan yollar və 
onların hansı uzunluqda olduqları məlum
dur. Biz ən qısa yolu seçməliyİK. Bu artıq 
“oyuncaq” məsələ deyil. Məsələn, yeşİKİər- 
dən məKtubları çxardan poçt avtomobilinin 
sürücüsü və KÖŞKİərə malları paylayan уйк 
maşının sürücüsü də ən qısa yolu bilməK is
tərdilər. Bu məsələni həll etməK, xüsusi ilə 
qrafların təpələrinin sayı çox olanda olduq
ca çətindir.

DÖRD RƏNG HAQQINDA MƏSƏLƏ

Diqqətlə coğrafi xəritələrə baxanda görə bilərİK kİ, 
dəmir və şose yollarını təsvir edən qraflardan başqa, 
daha biri - dövlətlər (vilayətlər, rayonlar) arasında sər
hədləri təsvir edən qraf var (şəkİİ 1). Til Kimi bu xəritə
lərdə sərhədlər xidmət edir, bu qrafın təpələri isə üç və 
ya daha çox dövlətlərin sərhədlərinin Kəsişdiyi nöqtə-

Danışmaq istədiyimiz məsələnin tarixi 1852-ci ildən 
başlayır. Bir dəfə ingilis tələbə Frensis Qutri BöyüK Bri
taniyanın xəritəsini rəngləyirdi. Hər qraflığı o rəng ilə 
fərqləndirirdi. Təəssüf Ki, onun rənglərinin sayı az ıdı və 
ona görə o təKrarlamağa məcbur idi. Qutri çalışırdı elə 
etsin kİ, İkİ həmsərhəd qraflıq müxtəlif rənglərə boyan
sın Bu məşğuliyyət onu bir məsələ haqqında fiKİrləş- 
məyə məcbur etdi, hər hansı xəritəni boyamaq üçün 
neçə rəng Kifayətdir? Qutri hesab edirdi xi, dörd rəng 
Kifayətdir, amma bunu sübut edə bilmirdi. Bu problem 
bir vaxt London tələbələri arasında axtiv müzaxirə edi
lirdi amma sonra yaddan çıxdı. 1879-cu ildi ingilis riya
ziyyatçısı Artur Keli “Kral coğrafi cəmiyyətinin əsərlə
rinin birinci cildində bu məsələni çap etdi və bu məsələ 
o vaxtdan məşhurlaşdı.

Vaxt xeçdiKCƏ, “dörd rəng probleminə” maraq artır
dı, amma hətta məşhur riyaziyyatçılar da bu məsələyə 
cavab tapa bilmirdilər. 1890-ci ildə Persi Xevud

ŞəkİI 1.

Başqa məsələ isə deməK olar Kİ, Kom
mivoyajör məsələsinin əKSİdir. Bir neçə bö- 
уйк şəhəri birləşdirən dəmiryolu çəKməK 
təKİif edilir. Hər hansı şəhər cütün arasında 
yolun çəKİlməsinin qiyməti bəllidir. İndi isə 

sübut etdi kİ, hər hansı xəritəni boyamaq üçün beş rəng 
Kifayətdir. 1968-ci ildə sübut etmişdilər kİ, əgər xəritənin 
üzərində 40-dan az öIkə varsa, bu xəritəni dörd rəngin 
Köməyi ilə rəngləməK olar.

Nəhayət, 1976-ci ildə amerixan riyaziyyatçıları Ken- 
net Appel və Volfqanq Хакеп bu məsələni Kompyuter 
vasitəsi ilə həll etdilər. Onlar bütün xəritələri 2000 
nümunəyə böldülər. Onların hazırladığı proqramın əsa
sında Kompyuter xəritələr arasında elə bir nümunə ax
tarırdı Ki, onun üçün dörd rəng Kifayət olmasın. Uç 
nümunə ilə Kompyuter bacara bilmədi, və onların 
üstündə riyaziyyatçılar özləri işləməyə başladılar. Bütün 
2000 nümunə üçün Kompyuterdən “xeyr” cavabı alaraq, 
tədqiqatçılar elan etdilər kİ, dörd rəng problemi həll edil
di. Appel və Xaxenin işlədiyi universitet nəzdində poçt 
bölməsi o gün bütün malaların üstünə “Dörd rəng Kifa
yətdir” möhürü qoyurdu.

Dörd rəng haqqında məsələni bir az başqa formada 
da göstərməK olar. Sərbəst seçilmiş xəritə üçün aşağı- 
daxı qrafı gözdən xeçirəx: onun təpələri - dövlətlərin 
paytaxtlarıdır, tillər ilə ümumi sərhədə malix olan dövlət
lərin paytaxtları birləşdirilib (şəkİİ 2). Alınmış qraf üçün 
məsələ belə formalaşır: onun təpələrini dörd rənglə til 
ilə bağlı olan İkİ paytaxt bir rəngdə olmamaq şərti ilə bo
yamaq.

ŞəkİI 2.

tİKİlişin ən ucuz variantını tapmaq tələb 
olunur.

Maraqlısı odur Kİ, tİKİlişin ən optimal 
variantının tapılmasının alqoritmi asan
dır (qraf nəzəriyyəsinin başqa məsələləri
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ŞəkİI 17.

A B C D E

A 1,5 1 2 2,5

B 1,5 1,2 3 0,8

C 1 1,2 1,1 0,9

D 2 3 1,1 2,7

E 2,5 0,8 0,9 2,7

haqqında bunu deməK çətindir). A,B,C,D,E - 
beş şəhəri birləşdirən yolu nümunə Kimi 
götürüb və onların əsasında bunu göstərəK. 
Hər cüt şəhər arasında yolun çəKİlmə qiy
məti cədvəldə, şəhərlərin yerləşməsi isə xə
ritədə (şəkİI 17) göstərilib.

Əvvəlcə ən ucuz yolu tİKməyə başlayı
rıq. Bizim halda bu B-E marşrutudur. İndi 
isə B və ya E-ni başqa şəhərlər ilə bağlayan 
ən ucuz yolu tapaq. Bu E və C arasında yol
dur. Onu sxemə daxil edirİK. Sonra yenə də 
- В,C,E-ni A və ya D ilə birləşdirən ən ucuz 

başa gələn yolu axtarırıq. Bu C və A arasın
da yoldur. Dəmiryolu sisteminə təxcə D-ni 
qoşmaq qaldı. Ən ucuz variant, onu C ilə 
birləşdirməndir. ŞəkİI 18-də təsvir edilən 
şəbəKəni alacağıq.

Təsvir etdiyimiz alqoritm, “xəsis” al- 
qoritmlərə aiddir: hər addımda biz ən ucuz 
yolu axtarırıq. Verilmiş məsələ üçün o çox 
uyğun gəlir. Amma başqa hallarda “xəsis” 
alqoritmlər optimal həll verməyə də bilərlər, 
məsələn, Kommivoyajör məsələsində. Bura
da əgər əvvəldən ən “ucuz” elementləri, yəni 
ən qısa yolları seçsən, istisna deyil ni, nəti
cədə çox “bahalı” - uzun yol istifadə etməyə 
məcbur olacağıq və marşrutun ümumi uzun
luğu optimal marşrutdan əhəmiyyətli dərə
cədə çox olacaq.

İSTİQAMƏTLƏNDİRİLMİŞ QRAFLAR

Bir çox hallarda təpələri birləşdirən 
qrafların tillərinin istifadəsi aydın şənildə 
ifadə olunmuş istiqamətə yönəlmiş olur. 
Məsələn, nəsil ağacların (şənil 19) qrafları, 
təbii ni, valideynlərdən uşaqlara istiqamət
lidir. Ona görə M hərfi ilə nişilər və W hərfi 
ilə qadınlar təsvir edilmiş nəsil ağacının 
fraqmentində, biz görürün ni, Мг və W2 ər- 
arvadda bir oğulları var, amma ərdə bundan 
başqa Wx ilə birinci evlənmədə ini uşaq (bir 
oğlan və bir qız) var.

“TƏLƏB OLUNUR... TƏLƏB OLUNUR- 
TƏLƏB OLUNUR”

Təsəvvür edəK xi, SaKİt океап adalarına coğrafi 
eKspedisiya təşxil olunur. Onun tərKİbinə rəhbərdən 
başqa üç cooğraf, aşpaz, radist, həKim və texnİK daxil 
olmalıdırlar. On nəfər esxspedisiyada iştirax etməx ar
zusundadır, həmçinin onu da qeyd etməx lazımdır xi, 
onlardan hərəsi göstərilmiş peşələrdən bir və ya bir ne
çəsinə yiyələnib. Həmişəmi belə bir qrupdan lazım olan 
mütəxəssisləri seçməx mümxündür?

ixi qrup təpəyə malix olan bir qraf çəkək: onlardan 
onu - iddiaçılara, yeddisi isə - vəzifələrə müvafiqdir. 
Tillər ilə iddia edənlərin təpələrini vəzifələrin təpələri ilə 
birləşdirəx (şəxil 1).

Elə görünür xü, hər şey qaydasındadır, hər vəzifə
yə namizəd var. Amma təəsürat aldadıcıdır. Baxın: hə- 
xim vəzifəsinə yeganə namizəd (№3) var və əlbəttə xi, o 
da bu yeri tutacaq. Amma onda üç cooğrafın yerinə 
təxcə ixi nəfər qalacaq. BeləlİKİə, bu iddia edənlər qru
pundan xornanda yığmaq mümxün olmayacaq.

Biz spesifix bir qrafı gözdən xeçirtdix. Onun təpələri 
elə bir çoxluqlara bölünüblər xi, bir çoxluğun təpələri 
bir-biri ilə birləşməyiblər. Belə qrafları ixibölgülü adlan
dırırlar. “Evlər-quyular” qrafı da ixibölgülüdür.

indi isə əməx birjasına baxaq. Buraya yeddi nəfər 
gəlib. Onlara peşələrinə görə on iş yeri təxlif edilib. Ye
nə də insanların onların peşələrinə müvafiqliyini göstə
rən ixibölgülü bir qraf çəkək (şəxil 2). Bu qraf əwəlxi 
qrafa oxşayır, amma insanlar və vaxansiyalar yerlərini 
dəyişiblər. Yeddilərdən hamısı iş yeri ala biləcəxmi?

Oyunların qraflarında tillər də tez-tez 
istiqamətli olurlar: əgər Px pozisiyasından 
P2 pozisiyasına KeçməK olarsa, bu hələ o de- 
тэк deyil Kİ, P2 pozisiyasından Pj pozisiya- 
sına qayıtmaq olar.

Şəhərin Küçələr sistemi də qrafdır. 
Onun təpələri - meydanlardır, tilləri isə - 
Küçələrdir. BöyÜK şəhərlərdə bəzi Küçələrdə 
birtərəfli hərəKət tətbiq edilir. Təbii Kİ, belə 
bir qraf istiqamətli tilə malİK olmalıdır. On
da İKİtərəfli hərəKət olan Küçələri müxtəlif 
istiqamətli tillər cütü ilə göstərməK olar.

Tilləri istiqamətlənmiş olan qrafları 
orqraf adlandırırlar. Onların üstündə müx
təlif nəqliyyat məsələlərini gözdən Keçirt
mən rahatdır. Məsələn, AvəB şəhərləri ara
sında yol şəbəKəsi mövcuddur və bir neçə 
yolda birtərəfli hərənət tətbiq edilir. Bun
dan başqa, hər yolun saatda min maşın öl
çüsündə neçiriciliK qabiliyyəti verilib. Belə 
bir suala cavab verməyə çalışaq: A-dan B-yə

Xarrat

Parketçi

Montajçı

Qaynaqçı

Rəngsaz

Betonçu

Sürücü

Krançı

Buldozerçi

Dülgərı
Coğrafiyaçı

Coğrafiyaçı

Coğrafiyaçı

Həkim

Rabitəçi

Aşpaz

Texnik

ŞjKll 1. ŞƏKİl 2.

və B-dan A-ya hansı mansimal maşın axını 
mümnündür?

Əgər yolların qrafı daha çətindirsə, 
həlli tapmaq artıq asan olmayacaq. Elə alqo
ritmlər icad edilib Kİ, onların Köməyi ilə və 
Kompyuter və ya nompyutersiz orqrafın hər 
hansı ini təpəsi arasında hər tilin neçiriciliK 
qabiliyyətini bilərən, maKSİmal maşın axını
nı təyin etməK olar.

Orqrafın daha bir tətbiqi. Müxtəlif iş
lər daxilində olan böyün layihələrin tərtib 
edilməsi zamanı, tez-tez elə situasiyalar ya
ranır ni, bu və ya digər işi təKcə başqalarını 
bitirərən başlamaq olar. Məsələn, evin tinil- 
məsi zamanı evin divarları tİKİlənə qədər 
bəzən işlərinə başlamaq mümKÜn deyil və ya 
evin bünövrəsi qoyulmadan divarlarını tin- 
mən mümKÜn deyil. İşlərin ardıcıllığı or
qraf şəKİlində təsvir olunur (şəkİI 20). Bura
da təpələr - aparılan işlərdir (müddətin gös
tərilməsi ilə), oxlar isə əwəİKİ işlərin
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ŞəkİI 20.

MÜSTƏVİ ÜZƏRİNDƏ HƏNDƏSƏ

bitməyindən sonra icra edilməyi lazım olan 
işləri göstərirlər. Belə orqraflar şəbəKƏ qra- 
fİKİəri adlandırılır. Onlar müəssisənin fəa
liyyətinin planlaşdırılması zamanı istifadə 
edilir.

Məsələn, əgər biz inşaatın başlanılma 
vaxtını və hər işə sərf edən müddəti bilsəK, 
onda biz asanlıqla hansı materialları nə vaxt 
gətirməyi və hansı mütəxəssisləri (dülgər
lər, rəngsazlar, eleKtrİKİər və s.) nə vaxt də
vət etməyi müəyyən edə bilərİK. İnşaatın 

ümumi müddətini təyin etməK üçün, biz 
orqrafın tillərinə görə ən uzunsürən yolu 
tapmalıyıq - o maKSİmal yol adlandırılır. 
Yolun uzunsürənliyi - bu yolda yerləşən iş
lərin müddətləri cəmidir.

ŞəbəKƏ qrafİKİərindən təxcə inşaatçılar 
istifadə etmirlər. Onlardan başqa böyÜK 
sayda hissə və detallardan ibarət olan traK- 
torların KonstruKtorları, dəmiryolların dis
petçerləri və s. istifadə edirlər.

SADƏ VƏ TÜKƏNMƏZ ÜÇBUCAQ

Qədim yunan tarixçisi Herodot yazırdı 
Ki, Nilin hər illİK daşqınından sonra misirli
lər hər dəfə sahillərin məhsuldar hissələrini 
yenidən nişanlayırdılar. Və Herodota görə 
həndəsə - qeometriya - yerin ölçülməsi (yu
nan dilindən “qeo” - “yer” və “metreo” - 
“ölçməK”) elə bundan da başladı.

Qədim yerölçənlər həndəsi qurmalar 
edir, sahə və uzunluğu ölçürdülər; astro
nomlar isə göy cisimlərinin mövqelərini he
sablayırdılar - bu hər şey, ümümiyyətlə 
müstəvi və fəza fiqurları haqqında və iIk 
növbədə, üçbucaq haqqında böyÜK bilİKİər 
tələb edirdi.

Hamıya tanış olan üçbucaq bütün fi
qurlardan ən sadəsi sayılır: hər hansı müs
təvi, yəni İkİ ölçülü fiqurun bir düz xətt 
üzərində yerləşməyən ən azı üç nöqtəsi var. 
Əgər bu üç nöqtəni cüt-cüt parçalar ilə bir
ləşdirsən, qurulmuş fiqur üçbucaq olacaq. 
Yaranmış Konturun daxilinə alınmış müstə
vi hissəsini də belə adlandırırlar.

ÜÇBUCAĞIN ELEMENTLƏRİ

ABC üçbucağının əsas elementləri bun
lardır: təpələr — A,B və C nöqtələri; tərəflər 
- a=BC, b=AC və c=AB təpələri birləşdirən 
parçalar; tərəflərin üç cütü ilə yaranmış bu
caqlar. Bucaqları adətən təpələr Kimi adlan
dırırlar - A,B və C hərfləri ilə (şəkİİ 1). Bu 
əsas elementlərdən başqa üçbucaqlarda maraq
lı xassələrə malİK olan başqa parçalan da araş
dırırlar: orta xəttlər, medianlar, tənbölənlər 
və hündürlÜKİər (şəkİİ 2a).

Orta xəttlər — İkİ tərəfin ortalarını 
birləşdirən parçalardır. Üçbucağın üç orta 

xəttləri üçbucağın “daxilinə çəKİlmiş” orta
lıq üçbucaq təşKİl edir.

Medianlar (latın dilindən - “ortalıq”) - 
üçbucağın təpələrini qarşı tərəflərin ortala
rı ilə birləşdirən parçalardır.

Tənbölənlər (latın dilindən “biss — 
“İKİ dəfə” və “seco” - “parçalamaq”) - üçbu
cağın bucaqlarını İKİyə bölən şüaların üçbu
cağın daxilində qalan parçalarıdır. Üçbuca
ğın təpəsindən qarşı tərəfə çəKİlmiş perpen
dİKulyar üçbucağın hündürlüyü adlanır. 
Üçbucağın hündürlüyünün üçbucağın tərəfi 
ilə Kəsişdiyi nöqtə hündürlüyün oturacağı ad
landırılır. Əgər üçbucağın bir bucağı Kordur- 
sa, onda tərəfə çəKİlmiş hündürlüyün otura
cağı tərəfin uzantısı üzərinə düşür (şəkİİ 2d).

Üçbucağın elementlərinin - onun bü
tün parçalarının və bucaqlarının - adları ey
ni zamanda onların qiymətlərinin adlarıdır 
(məsələn, “tənbölənin uzunluğu a-ya bəra
bərdir” yerinə “tənbölən a-ya bərabərdir” 
deyirlər).

ÜÇBUCAQLARIN NÖVLƏRİ

Üçbucağın növünün təyin edilməsi za
manı onun bucaqlarının böyÜKİüyünü və bə
rabər tərəflərinin olduğunu nəzərə alırlar. 
Bu əlamətlərdən birincisinə görə, üçbucaq
ları belə bölürlər: itibucaqlı - onların bütün 
bucaqları itidir, düzbucaqlı - bir bucağı düz 
bucaqdır və Korbucaqlı — bir bucağı ког bu
caqdır (şəkİİ 3). Hər hansı üçbucağın bucaq
larının qiymətlərinin cəmi açıq bucağın 
qiymətinə, yəni 180°-yə bərabərdir və ona 
görə üçbucağın təKcə bir bucağı iti olmaya 
bilər.

Düzbucaqlı üçbucağın tərəflərinin xu- 
susi adları var: düz bucağın qarşısında

ŞdKil 1. ŞdKİl 2.



Riyaziyyat ensiklopediyası -1 Riyaziyyat ensiklopediyası -1

yerləşən tərəf hipotenuz adlanır, başqa İKİ 
tərəf isə - Katetlərdir.

ŞəkİI 3.
Bucaqlarına görə üçbucaqların növləri.

Bərabər tərəflərin olmasına görə üçbu
caqların üç növünü fərqləndirirlər (şəkİİ 4). 
Bərabərtərəfli (və ya düzgün) üçbucaqların 
üç tərəfi bir-birinə bərabərdir. Bərabəryanlı 
üçbucaqların İkİ tərəfi bərabərdir; bu tərəf
ləri - yan tərəflər adlandırırlar, üçüncü tə
rəfi isə - oturacaq adlandırılır. Qalan üçbu
caqlar isə müxtəlif tərəfli üçbucaqlardır.

ŞəkİI 4.
Tərəflərinə görə üçbucaqların növləri.

Əgər üçbucaqları onların simmetriya
sına görə müqayisə etsəK elə bu növlər alı
nacaq. Kağızdan İKİ mütləq eyni üçbucaq 
kəsək. Əgər onlar müxtəlif tərəflidirlərsə, 
onda onları təKcə bir üsul ilə üst-üstə qoy
maq olar; əgər bərabəryanlıdırlarsa - onda 
İKİ üsul ilə, əgər bərabərtərəflidirlərsə - on
da altı üsul ilə (üsulların sayını düz saymaq 
üçün, üçbucağın təpələrini hərflər ilə işarə- 
ləndirin və necə üst-üstə düşdüyünü izlə
yin).

Bərabərtərəfli üçbucaqların əslində ha
mısı eynidir - onlar eyni formada olub, bir- 
birindən təKcə ölçülərinə görə fərqlənə bi
lərlər. Bərabəryanlı üçbucaqlar isə həndəsə
ni öyrənməyə başlayanlar üçün ən rahat 
pillədir. Bu pillədən irəli getməK üçün im- 
кап açılır.

BƏRABƏRYANLI ÜÇBUCAQ

EvKİidin “Başlanğıcm”ın İİk teoremlə
rindən birində bərabəryanlı üçbucaqların 
əsas xassəsi ifadə edilmişdir: bərabəryanlı 
üçbucaqda oturacağa bitişİK bucaqlar bəra
bərdir.

Bu teoremin isbatını EvKİiddən İKİ əsr 
əvvəl yaşamış Miletli Falesə aid edirlər. 
Sonralar teorem Pons asinorum adını aldı, 
latın dilindən tərcümədə bu söz “eşşəKİər 
Körpüsü” deməKdir. Belə adı müxtəlif cür 
izah edirlər: biriləri deyirlər kİ, onun isbatı 
üçün EvKİidin təsvir etdiyi şəkİİ Körpünü 
xatırladır (şəkİİ 5), başqaları isə deyirlər kİ, 
bu Körpünü təKcə eşşəKİər Keçə bilmirlər 
(buna baxmayaraq müasir ingilis dilində 
pons asinorum latın ifadəsi bir qədər ayrı 
mənada istifadə edilir - “təcrübəsiz insanın 
qabiliyyətlərinin ciddi yoxlanması”).

Adətən bərabəryanlı üçbucağın otura
cağına bitişİK bucaqların bərabərliyini sü
but etməK üçün onların simmetrİKİiyindən 
istifadə edirlər. Üçbucağı elə çevirib qoy
maq olar Kİ, yan tərəflərdən hərəsi başqası 
ilə üst-üstə düşərlər: o zaman oturacağa bi
tişİK bucaqlar da bir-biri ilə düz gələrlər. 
Tərs teorem də düzdür.

Əgər oturacağa bitişİK bucaqlar bəra
bərdirlərsə, onda üçbucaq bərabər
yanlıdır.

BeləliKİə, oturacağa bitişİK bucaqların 
bərabərliyi - bu bərabəryanlığm əlamətidir, 
yəni bərabəryanlıq üçün Kifayət edən şərtdir.

Başqa əlamətlər də var. Məsələn, üçbu
caq o zaman bərabəryanlı olacaq Kİ, üç 
parçadan hər hansı İKİsi - oturacağa çəkİİ- 

miş median, hündürlÜK ya da tənbölən, bə
rabər olsun. Daha üç əlamət:

/ Əgər üçbucağın İKİ medianı, ya İKİ 
tənböləni, ya da İKİ hündürlüyü bəra- 
bərdilərsə, onda belə üçbucaq bəra
bəryanlıdır.

Birinci İKİ əlamət asanlıqla isbat edilir. 
Amma axırıncı əlamət ya da İKİ tənbölən 
haqqında teoremi isbat etməK Kifayət qədər 
çətindir. Bu, Şteyner-Lemus teoremidir. 
Maraqlısı odur Kİ, S.L. Lemus riyaziyyatın 
tarixində təKcə isveçrəli həndəsə alimi Ya- 
коЬ Şteynerə bu faKtın həndəsi təsvirini 
verməK xahişi ilə göndərdiyi məKtubu ilə 
qalıb.

ÜÇBUCAQLARIN BƏRABƏRLİK 
ƏLAMƏTLƏRİ

ABC və A1BlC1 üçbucaqları bərabərdir
lərsə, onların uyğun tərəfləri və bucaqları 
bir-birinə bərabərdir, yəni AB tərəfi AXBX tə
rəfinə bərabərdir, ya da birinci üçbucağın A 
bucağı İKİnci üçbucağın Aj bucağına bəra
bərdir və s. Bu aşağıdaKi bütün fiqurlara 
aid olan anlayış ilə eynigüclüdür: üçbucaq
lar bərabərdirlərsə, birini başqasına çevirən 
hərəKət vardır.

İkİ üçbucağın bərabərliyini, yəni Kİ, 
bütün altı elementin bərabərliyini üç ele
mentin bərabərliyindən almaq olar. Müvafiq 
teoremlər üçbucağın bərabərlİK əlamətləri 
adlandırılır. Burada üç əlaməti göstərəK.

Birinci əlamət:

J Bir üçbucağın İKİ tərəfi və onlar ara
sındanı bucaq, uyğun olaraq, o biri 
üçbucağın ini tərəfi və onlar arasın
danı bucağa bərabərdirsə, onda bu 
üçbucaqlar bir-birinə bərabərdirlər.

Bu o deməndir Kİ, üçüncü tərəfi və qa
lan İkİ bucaq da bərabərdirlər.

İKİnci əlamət:

J Əgər bir üçbucağın bir tərəfi və ona 
bitişin olan ini bucaq İKİnci üçbuca
ğın müvafiq olan tərəfinə və bitişin 
olan ini bucağına bərabərdirlərsə, üç
bucaqlar bərabərdir.

Rəvayətlərə görə bu faKtın isbatını Fa- 
lesin adı ilə bağlayırlar.

Üçüncü əlamət:

■J Əgər ini üçbucağın tərəfləri uyğun 
olaraq bərabərdirlərsə, onda üçbucaq
lar da bərabərdirlər.

Üçbucaqların bərabərliyinin üç əsas 
əlamətindən başqa daha bir neçəsini göstər- 
тэк olar. Qayda olaraq, üçbucaqlar o zaman 
bərabər sayılırlar Kİ, onların üç uyğun ele
menti bərabər olsun və vacib deyil Kİ, bu ele
mentlər arasında təKcə tərəfi və bucaqlar 
olmalıdır. Amma belə fİKİr həmişə düz ol
mur. Məsələn, İkİ üçbucağın İKİ tərəfi və 
onlardan birinin qarşısında yerləşən bucağa 
görə “əlamət” düz deyil. Amma əgər məlum- 
dursa Kİ, baxılan bucağa qarşı tərəf başqa 
tərəfdən kİçİk deyil, onda üçbucaqlar bəra
bərdirlər. Bunu biz bu elementlər əsasında 
üçbucaqların qurulmasını təsvir edən 6-cı 
şəKİldən görürÜK.

İkİ düzbucaqlı üçbucağın bərabərliyi 
üçün heç olmasa birinin tərəf olması şərtilə 
hər hansı İKİ elementin (düz bucaqdan baş
qa) bərabərliyi Kifayətdir. ÜmumiliKdə beş 
müxtəlif əlamət məlumdur: məsələn, Katet 
və hipotenuza görə, İKİ Katetə, hipotenuza 
və bir iti bucağa görə və s.

ÜÇBUCAĞIN BUCAQLARININ CƏMİ

Əgər sərbəst şəKİldə seçilmiş üç ele
ment Kimi onun bucaqlarını götürsəK, o za
man başqa situasiya əmələ gəlir: sonsuz 
qədər bərabər bucaqlar ilə cüt-cüt bərabər 
olmayan üçbucaqlar mövcuddur. İş ondadır 
Kİ, üç bucağı bilərəK, biz üçbucağın təKcə
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İkİ müstəqil elementini bilirİK: bucaqların 
İkİ cütünün bərabərliyi təKcə üçüncü bucaq
ların bərabərliyini təmin edir. Bu faKt artıq 
üçbucağın bucaqlarının cəmi haqqında qeyd 
edilmiş teoremdən çıxır:

Üçbucağın daxili bucaqlarının cəmi 
180°-dir.

Üçbucağın bucaqlarının cəmi teoremi 
artıq Pifaqorun şagirdlərinə də məlum idi. On
lar bunu müstəvini aralıq və çatsız, bərabər 
düzgün üçbucaqlar ilə örtməK faKtına əsasla
naraq deyirdilər. Bu, ixtiyari üçbucaqlar 
üçün də düzdür (şəkİİ 7). Yaranan üçbucaqlı

ŞdKİl 7.

torların hər hansı qovşaqlarında üçbucağın 
hər bucağına İkİ dəfə rast gəlməK şərti ilə 
altı bucaq qovuşur. BeləlİKİə, altı bucağın 
cəmi, yəni üçbucağın bucaqlarının İKİqat 
cəmi tam bucağa bərabərdir - 360°.

Bəzi hallarda üçbucağın bucaqlarının 
cəmi haqqında teoremin yerinə onunla eyni- 
güclü olan xarici bucaq (yəni bir tərəflə və 
başqa tərəfin davamı ilə əmələ gəlmiş bucaq) 
teoremindən istifadə edirlər.

S Üçbucağın xarici bucağı onunla qonşu 
olmayan İkİ daxili bucağın cəminə bə
rabərdir (şəkİİ 8).

Üçbucağın bucaqlarının cəmi haqqında 
teorem — təKcə EvKİid həndəsəsinə məxsus 
olan faKtdır. Məsələn, Kürənin səthində 
üçbucağın bucaqları cəmi həmişə 180°-dən 
çox qiymət ala bilər. Bundan başqa, sferada 
üçbucaqlar üçün üç bucağa görə bərabərlİK 
əlaməti düzdür (bax “Sfera üzərində fiqur
lar” məqaləsinə).

OXŞARLIQ ƏLAMƏTLƏRİ

Əgər üçbucaqların uyğun bucaqları bir- 
birinə bərabərdirsə və uyğun tərəfləri mütə- 
nasibdirsə, o zaman üçbucaqlar oxşardırlar 
deyilir. Bu İkİ üçbucaqdan hərəsini başqası
na bütün məsafələri bir neçə dəfə dəyişən 
oxşarlıq çevirməsi ilə çevirməK olar (Bu 
xassə ilə ixtiyari fiqurların oxşarlığı müəy
yən edilir).

Üçbucaqda orta xətti KeçirərKən oxşar
lığın ən sadə halı əmələ gəlir. Onun vasitəsi 
ilə Kəsilmiş balaca üçbucaq eyni bucaqlara 
və İkİ dəfə az ölçüdə tərəflərə malİKdir (şə- 
Kİl 9). Bunun nəticəsi olaraq üçbucağın orta 
xətti haqqında teorem almır:

z Üçbucağın İkİ yan tərəfini bir-biri ilə 
birləşdirən orta xətt oturacağa pa
raleldir və onun yarısına bərabərdir.

Üçbucaqların oxşarlığını üçbucağın bə
rabərlİK əlamətləri ilə uyğun gələn üç əla
mətə görə təyin etməK olar:

Əgər: 1) İkİ uyğun tərəfləri mütəna
sib və bu tərəflər arasmdaKi bucaqla
rı bərabərdirsə; 2) uyğun bucaqları 
bərabərdirsə (İKİ cüt bucaqların bə
rabərliyi Kifayətdir); 3) uyğun tərəf
ləri mütənasibdirsə, İKİ üçbucaq ox
şardır.

Bu əlamətlər teoremlərin, o cümlədən, 
üçbucağın mühüm nöqtələri və xəttləri haq
qında teoremlərin isbatlarında tez-tez isti
fadə olunur.

GÖRKƏMLİ NÖQTƏLƏR, 
DÜZ XƏTLƏR VƏ ÇEVRƏLƏR

Xaricə çəKİlmiş çevrə. Üçbucağın bü
tün üç təpəsindən Keçən çevrəyə belə deyir
lər. Onun mərKƏzini adətən O hərfi ilə, 
radiusunu isə R hərfi (şəkİİ 10) ilə göstərir
lər. Belə bir çevrənin varlığına və yeganə 
olduğuna əmin olmaq üçün, diqqət yetirin: 
mərxəz O - üç bərabəryanlı üçbucağın ümu
mi təpəsidir, onların oturacaqları - verilmiş 
üçbucağın tərəfləridir. Bu üçbucaqların 
oturacağa endirilmiş hündürlÜKİəri eyni za
manda mediandırlar. BeləlİKİə, xaricinə çə
Kİlmiş çevrənin mərKəzi üçbucağın tərəflə
rinin ortalarına Keçirilmiş perpendiKulyar- 
ların Kəsişməsində yerləşir. Onları elə belə 
də adlandırırlar - orta perpendixulyarları. 
Və tərsi: üçbucağın tərəflərinə çəKİlmiş orta 
perpendİKulyarlar Keçirildiyi tərəflərin uc
larından eyni məsafədə yerləşən nöqtələr
dən ibarətdir, ona görə hər hansı İKİsinin 
Kəsişmə nöqtəsi üç təpədən eyni məsafədə
dir, deməli, üçüncü perpendİKulyarda yerlə
şir.

BeləlİKİə, hər hansı üçbucağın tərəflə
rinə çəKİlmiş orta perpendİKulyarlar bir 
nöqtədə Kəsişirlər - xaricinə çəKİlmiş çevrə
nin mərKƏzində. İtibucaqlı üçbucaqda xari
cinə çəKİlmiş çevrənin mərKəzi üçbucağın 
daxilində, düzbucaqlı üçbucaqda hipotenuz 
üzərində, KÖrbucaqlı üçbucaqda isə onun xa
ricində yerləşir.

Tənbölənlər, daxilə çəKİlmiş və xaric- 
daxilinə çəKİlmiş çevrələr. Üçbucağın bü
tün tərəflərinə toxunan çevrəyə onun daxi
linə çəKİlmiş çevrə deyilir (şəkİİ 11). Başqa 
sözlərlə desəK, daxilə çəKİlmiş çevrənin İ 
mərKəzi bütün tərəflərdən çevrənin radiu
suna bərabər olan eyni r məsafədə yerləşir. 
Üçbucağın İKİ tərəfindən eyni məsafədə üç
bucağın daxilində yerləşən nöqtələrin çoxlu
ğu bu tərəflərin əmələ gətirdiyi bucağın 
tənbölənidir. Ona görə üçbucağın daxilinə 
çəKİlmiş çevrənin varlığını və onun yeganə- 
liyinin isbatını bir az əvvəl üçbucağın xari
cinə çəKİlmiş çevrədəKİ Kİmi etməK olar, 
amma burada çevrənin mərKəzinin üçbuca
ğın təpələrindən eyni məsafədə yerləşməsi
ni, üçbucağın tərəflərindən eyni məsafədə 
yerləşməsi ilə, orta perpendİKulyarları bu
caqların tənbölənləri ilə əvəz etməK lazım
dır. Bununla birlİKdə isbat edilir Kİ, üç 
tənbölənin bir Kəsişmə nöqtəsi var - bu da 1 
mərKəzidir.

Hərəsi üçbucağın bir tərəfinə (xaric
dən) və başqa İKİ tərəfin uzantısına (şək. 12) 
toxunan üç çevrə xaricdaxilinə çəKİlmiş 
çevrələrdir. Xaricdaxilinə çəKİlmiş çevrənin 
mərKəzi bir daxili bucağın və İKİ başqa təpə- 
dəKİ xarici bucaqların tənbölənlərinin Kəsiş
mə nöqtəsində yerləşir. BeləlİKİə, üçbucağın 
altı tənböləni - üç daxili və üç xarici - üç-üç 
dörd nöqtədə Kəsişirlər - daxilinə çəKİlmiş 
və üç xaricdaxilinə çəKİlmiş çevrələrin mər- 
Kəzlərində.

HiindürlÜK. HündürlÜKİəri özündə 
saxlayan düz xəttlər həmişə ortomərKəz ad
lanan nöqtədə Kəsişirlər. İtibucaqlı üçbu
caqda ortomərKəz üçbucağın daxilində yer
ləşir (şəkİİ 13a), düzbucaqlı üçbucaqda düz
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ŞdKİl 12.

bucağın təpəsi ilə üst-üstə gəlir, Korbucaqlı 
üçbucaqda isə - üçbucağın xaricində, hün- 
dürlÜKİərin uzantılarının Kəsişməsində yer
ləşir (şəkİİ 13ö).

ŞdKİl 13.

Əgər H - ABC üçbucağının ortomərKƏ- 
zidirsə, onda A,B,C və H nöqtələrindən hər 
biri üç başqa nöqtə ilə yaradılmış üçbucağın 
ortomərKƏzləridir.

Üçbucağın ortomərKəzinin varlığını is
bat edəK. 14-cü şəKİldə ABC üçbucağı 
AjBjCı üçbucağı üçün ortalıq üçbucaqdır; 
deməli, birinci üçbucağın hündürlÜKİəri 
İKinci üçbucağın orta perpendİKUlyarları- 
dır. Deməli, onlar İKinci üçbucağın xaricinə 
çəKİlmiş çevrənin H mərKəzində Kəsişirlər 
və bu тэгкэг ABC üçbucağının ortomərKəzi 
ilə üst-üstə gəlir.

12-ci şəkİİ bizə tənbölənlər haqda teo
remdən hündürlÜKİər haqqında teoremi al
mağa imKan verir. Qonşu bucaqların tən

bölənləri qarşılıqlı perpendİKulyar olduğu
na görə, şəKİldə dörd çevrənin (xaricdaxili-

nə çəKİlmiş və daxilə çəKİlmiş çevrənin) 
mərKƏzlərinin hər biri başqa mərKəzlərdə 
təpələri yerləşən üçbucağın ortomərKəzidir, 
А,В və C nöqtələri isə onun hündürlÜKİəri- 
nin oturacaqlarıdır. Bu qeydi “çevirməK” 
olar və isbat etməK olar Kİ, üçbucağın hün- 
dürlÜKİəri - ortoüçbucağın, yəni hündür- 
lÜKİərin oturacaqları vasitəsi ilə yaradılmış 
üçbucağın tənbölənləridir. Belə nəticəyə gə
lə bilərİK Kİ, onların ortaq nöqtəsi var.

Medianlar. Əgər PAB və РАС üçbucaq
larının sahələri bərabərdirsə (şəkİİ 15) ABC 
üçbucağının daxilində yerləşən P nöqtəsinin 
BC tərəfinə çəKİlmiş median üzərində yer
ləşdiyini sübut etməK olar, Buna əsaslana
raq və tənbölənlər və orta perpendİKulyarlar 
haqqında teoremlərdəKİ Kİmi mühaKİmə 
edərəK, əmin ola bilərİK Kİ, medianlar da bir 
nöqtədə -M nöqtəsində Kəsişirlər (şək. 1 5ö), 
amma onu da nəzərə almalıyıq kİ, MAB, 
MBC və MCA üçbucaqları müadildirlər, 
yəni sahələri eynidir. Bundan başqa, istəni
lən üçbucaqda M nöqtəsi medianı təpədən 
başlayaraq 2:1 nisbətində bölür.

Medianların Kəsişmə nöqtəsinin ma
raqlı xassəsi Kütlə mərKəzi fizİKİ anlayışı ilə 
bağlıdır. Məlum oldu Kİ, əgər üçbucağın tə

pələrinə eyni Kütlələr yerləşdirsəK, onda 
onların mərKəzi bu nöqtəyə düşəcəK.

Eyni Kütlələrin mərKəzini bəzən sen- 
troid adlandırırlar. Və məhz ona görə deyir
lər Kİ, medianların Kəsişmə nöqtəsi - üç
bucağın sentroididir. Elə bu nöqtədə bircins 
üçbucaq lövhənin KÜtlə mərKəzi yerləşir. 
Əgər belə bir lövhənin sentroidindən sanca
ğın ucunu KeçirtsəK, onda o, tarazılıqda ola
caq. Maraqlısı odur Kİ, məftil üçbucaqlı 
Konturun Kütlə mərKəzi onun orta üçbuca
ğının daxilinə çəKİlən çevrənin mərKəzi ilə 
üst-üstə düşəcəK.

Eyler düz xətti. Üçbucağın həndəsəsin
də Leonard Eyler bir sıra çox gözəl Kəşflər 
edib. Məsələn, o sübut edib Kİ, hər hansı 
üçbucağın M sentroidi onun xaricinə çəKİl
miş çevrənin mərKəzi O və H ortomərKəz 
arasında çəKİlmiş parçanın üzərində yerlə
şir və bu parçanı 0M:MH=lı2 nisbətində 
bölür. OH düz xətti verilmiş üçbucağın 
Eyler düz xətti adlandırılır (şəkİİ 16). 14-cü 
şəKİldən istifadə edərəK Eyler düz xətti haq
qında teoremi isbat etməyə çalışın.

İzoqonal nöqtələr. Bundan başqa üç
bucağın ortomərKəz və xaricinə çəKİlmiş 
çevrənin mərKəzi arasında daha bir maraqlı 
əlaqə var. GöstərməK olar Kİ,

J Uyğun tənbölənlərə nəzərən hündür- 
lüKİərə simmetrİK olan düz xətlər 
xaricə çəKİlmiş çevrənin mərKəzin- 
dən Keçir.

yəni onun radiuslarını daxilində saxlayır. 
(şəkİİ 17). Ümumi teorem də doğrudur:

■/ Əgər üçbucağın təpələrindən çəkİİ- 
miş üç düz xətt bir nöqtədə Kəsişir
lərsə, onda onlara uyğun tənbölənlə
rə nəzərən simmetrİK olan düz xətlər 
də bir nöqtədə Kəsişirlər.

Belə İkİ oxşar nöqtə izoqonal nöqtələr 
adlandırılır. BeləlİKİə, üçbucağın ortomər
Kəzi xaricinə çəKİlmiş çevrənin mərKəzinə 
izoqonaldır.

Üçbucağın tənbölənlərinə nəzərən uy
ğun medianları əks etdirərəK yeni görKəmli 
xətlər almır - simedianlar. Onların L Kəsiş
mə nöqtəsi üçbucağın Lemuan nöqtəsi ad
landırılır. O, əsas üçbucağın tərəflərinə 
proeKsiyaları ilə yaradılmış A}B}CX üçbuca
ğının sentroididir (şəkİİ 18).

Doqquz nöqtənin çevrəsi. Eyler xətti 
ilə bağlı fİKİrlərimizi davam etdirsəK, isbat 
edə bilərİK Kİ, 

■J Üçbucağın tərəflərinin ortaları (1,5 və
7 nöqtələri), onun hündürlÜKİərinin 
oturacaqları (2,4 və 8 nöqtələri) və tə
pədən ortomərKəzə Kİmi parçaların 
ortaları (3,6 və 9 nöqtələri) bir çevrə 
üzərində yerləşirlər (şəkİİ 19).

Onun radiusu xaricə çəKİlmiş çevrənin 
radiusunun yarısına bərabərdir, F mərKəzi 
isə OH parçasının ortasında yerləşir. F çev
rəsi ya doqquz nöqtə çevrəsi, ya Eyler çevrə
si, ya da Feyerbax çevrəsi - (filosof Ludviq
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Feyerbaxın doğma qardaşı, Almaniyadan 
əyalət riyaziyyat müəllimi Karl Feyerbaxın 
xatirinə) adlanır. K. Feyerbax bu çevrənin

daha bir, ən təəcüblü xassəsini aşKar etdi: o 
bir daxilə çəKİlmiş və üç xaricdaxilinə çəkİİ- 
miş çevrələrə toxunur (şəkİİ 20).

Jerqonn və Naqel nöqtələri. İsbat edə 
bilərİK Kİ, üçbucağın təpələrindən daxilinə 
çəKİlmiş çevrənin təpələrin qarşısındaKi tə
rəflər ilə toxunma nöqtələrinə çəKİlmiş üç 
parça bir J nöqtəsində Kəsişirlər (şəkİİ 21). 
Bu nöqtə Jerqonn nöqtəsi adlandırılır.

Üçbucağın hər təpəsini xaricdaxilinə 
çəKİlmiş çevrənin qarşı tərəf ilə toxunduğu 
nöqtə ilə birləşdirən parçalar da bir N nöq

təsində — Naqel nöqtəsində Kəsişirlər. O, 
onunla maraqlıdır kİ, Nİ parçası (burada 
İ - daxilində çəKİlmiş çevrənin mərKƏzidir) 
üçbucağın M sentroidindən Keçir və onunla 
NM:Mİ=2:1 nisbətində bölünür (şəkİİ 21).

Çeva teoremi. Bir nöqtədən üç düz xətt 
Keçməsi haqqında teoremlərdən sonra belə 
bir sual yaranır: oxşar fİKİrləri usbat etməK 
üçün bir ümumi üsul varmı? Həqiqətən də, 
belə bir üsul var. Onu italyan qeometri və 
texnİKİ Jovanni Çeva aşKarlayıb.

ABC üçbucağının ВС, CA və AB tərəflə
rində Aj, Bj, Cj nöqtələrini seçəK və qarşı tə
rəfdə dayanan təpələr ilə birləşdirəK. Belə 
xəttləri Çeva xəttləri ya da çevianlar adlan
dırırlar. Çeva teoremində deyilir kİ:

z Əgər üç çevian bir nöqtədə Kəsişirlər
sə, onda onların Ap Bv Ct oturacaq
larının üçbucağın tərəflərini böldüyü 
nisbətlər,

BAj CB, AC. ,---- i- f - = 1 (*) 
AtC----- BtA- CXB '

bərabərliyini təmin edir.

Əgər xətlərin Kəsişmə nöqtələri üçbu
caqdan Kənarda yerləşirsə ya da xətlər para- 
leldirsə, bu münasibət o halda da saxlanı
lacaq. Bununla bərabər Ap Bp C, nöqtələrin
dən İKİsi üçbucağın tərəflərinin davamında 
yerləşir (şəkİİ 22b və c). Belə halda deyirlər 
Kİ, çevianların oturacaqları bu tərəfləri xa
ricdən müvafiq nisbətdə bölürlər. Tərs teo
rem də doğrudur:

Əgər ABC üçbucağını məhdudlaşdıran 
xəttlərdə yerləşən AvBvCl nöqtələri 
Çeva şərtini təmin edirlərsə, həm də 
məhz elə onun tərəflərində üç nöqtə
nin hamısı ya da biri yerləşirsə, onda 
uyğun çevianlar ya bir nöqtədə Kəsi
şirlər, ya da paraleldirlər.

Bu teoremdən üçbucaqda Kəsişən üç 
xəttin haqqında əvvəl dedİKİərimizi nəticə 
Kimi çıxartmaq olar.

Menelay teoremi. Çeva teoreminin mü- 
zaKİrəsi zamanı, biz qeyd etdİK Kİ, üçbuca
ğın tərəfində ya çevianların oturacaqlarının 
hamısı yerləşir, ya da təKcə biri. Belə bir 
qeydsiz, biz qədim riyaziyyatçı və astronom 
Menelay AleKsandriyalı (I II əsrlər) adı ilə

məşhurlaşan başqa KİassİK teoremin şərtlə
rinə düşəcəKdİK.

J Əgər ABC üçbucağının ВС, CA və AB 
tərəfləri və ya tərəflərin uzantıları 
hansısa düz xətt ilə uyğun olaraq, 
A„ Bp C, nöqtələrində Kəsişirlərsə, 
onda (*) bərabərliyi ödənir (şəkİİ 22ç).

Tərs teorem də doğrudur. Bununla belə ya 
bir nöqtə, ya da nöqtələrin hamısı üçbucağın 
tərəflərinin uzantısı üzərində yerləşir.

Misal üçün, Çeva və Menelay teoremlə
rini daxili və xarici bucaqlar üçün tənbölən
lərə tətbiq edəK. Bizə məlum olduğu xassəyə 
görə, ABC üçbucağının AD tənböləni BC tə
rəfini İKİ hissəyə, onlara bitişİK olan tərəflə
rə mütənasib bölür: BD/DC=BA/AC. Elə AE 
tənböləni üçün də düzdür (şəkİİ 22d): 
BE/EC=BA/AC. Müvafiq bərabərlİKİəri Çe
va teoremində nəzərə alsaq, görərİK Kİ, üç 
daxili və ya bir daxili və İKİ xarici tənbölən
lər (xarici bucaqların tənbölənləri) bir nöq
tədə Kəsişirlər. Menelay teoremindən alınır 
Kİ, müxtəlif təpələrdən çəKİlmiş bir xarici 
və İkİ daxili tənbölənlərin oturacaqları bir 
düz xətt üzərində yerləşirlər.

Morley teoremi. Bu qəşəng teorem XIX 
əsrdə amerİKalı FrenK Morley tərəfindən ifa
də olunmuşdur.

Üçbucaqların bucaqlarının triseKtrisa- 
larını - bucaqları üç bərabər hissəyə bölən 
xətlər KeçirəK. Üçbucağın hər tərəfinə biti
şİK olan triseKtrisa cütlərini nişanlayaq 
(şəkİİ 23). Nişanlanmış nöqtələr düzgün üç
bucağın təpələri olacaq.

Həqiqətən də, üçbucaqlar həndəsəsi tü- 
Kənməzdir; İkİ min ildən artıq belə bir mir
vari gözə görünməz qalmışdı.

PİFAQOR TEOREMİ

Parçaların uzunluqlarını, sahələri, fi
qurlarda bucaqların qiymətlərini birləşdi
rən düsturları metrİK münasibətlər adlan
dırırlar. Və deməK olar Kİ, bu münasibətlər
dən ən məşhuru Pifaqor teoremidir. O düz
bucaqlı üçbucağın tərəfləri arasında adı bir 
əlaqə müəyyən edir:

V Hipotenuzun Kvadratı Katetlərin Kvad
ratlarının cəminə bərabərdir.

Artıq həmişə bu teoremi məşhur yunan 
alimin adı ilə təsvir edirİK, amma bu teorem 
Pifaqordan bir neçə əsr əvvəl qədim riya
ziyyatçılara məlum idi. Bu teoremin ən məş
hur formalarından biri - 3,4 və 5 (3“+4“=5“) 
tərəfləri ilə “misir üçbucağı” - haqqında 
e.ə. 2000-ci ilə aid olan papirusda deyilir. 
Elə bu münasibətə babil mixi yazılı lövhə- 
cİKİərdə də, qədim Çin və qədim hind elmi 
əsərlərində də rast gəlməK olar (bax “Qədim
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Misir”, “İKİçayarası”, 
“Qədim Çin” və “Orta 
əsr Hindistanı” məqa
lələrinə). Amma müa
sir riyaziyyatda hesab 
edilir kİ, məhz Pifa- 
qor bu teoremin bi
rinci məntiqəuyğun 
isbatını vermişdir.

Pifaqor teoreminə tərs olan fixir də 
doğrudur:

z Əgər üçbucağın tərəfləri a2 + b2 = c2 
şərtini ödəyirlərsə, onda bu üçbucaq 
düzbucaqlı üçbucaqdır.

Həqiqətən, əgər hansısa üçbucaq üçün 
belə bir bərabərlİK təmin edilirsə, onda o, üç 
tərəfləri ilə a və b Katetli düzbucaqlı üçbu
cağa bərabər olacaq.

Hipotenuzun uzunluğunu bilavasitə 
tapmağa imxan verən Pifaqor teoreminin 
sayəsində düz xəttdən müstəviyə, müstəvi
dən üçölçülü fəzaya və sonra çoxölçülü fəza
lara yol açılır. Bununla onun həndəsə və 
ümumilİKdə riyaziyyat üçün müstəsna va
cibliyi qeyd edilir.

Birmənalı deməK olar kİ, Pifaqor teo
remində, toxumdaKi Kİmi, bütün EvKİid 
planimetriyası bağlanıb. DeKart Koordinat
ları üçün İkİ nöqtə A(x,; z/,) və B(x9; y,) ara- 
sında düsturu AB = yj(x2 - xj2 + (y2 -yj2 
yada salaq. Bir tərəfdən bu AB hipotenuzu 
ilə və Koordinat oxlarına paralel olan Katet- 
lərdən (onların uzunluqları |х2-Хл| və 
|y2 - У] | bərabərdir) ibarət olan düzbucaqlı üç
bucaq üçün Pifaqor teoremidir. Başqa tərəf
dən isə, əgər (x;y) ədədlər cütünü müstəvi
nin nöqtələri Kİmi götürsəK, onda artıq bu 
düstur məsafə anlayışıdır. Bu düsturun va
sitəsi ilə məsafə ilə bağlı olan bütün anlayış
ları çıxartmaq olar, məsələn, üçbucaqların 
bərabərliyi və oxşarlığı. Və ya, məsələn, 
çevrə aşağıdaKi qaydaya tabe olan (x;y) 
cütlərinin çoxluğu Kİmi təyin edilir:

- xo)2 + (1/- !/o)2 = const 
burada (x0;y0) - hansısa verilmiş nöqtədir 
(çevrənin mərKəzi).

Başqa həndəsi anlayışları da məsafə 
terminləri vasitəsi ilə təyin etməK olar: xü
susi halda, AB parçası - elə bir C nöqtələrin 

çoxluğudur kİ, AC+CB=AB. Daha bir z 
Koordinatını və müvafiq olan (^-zj2 topla
nanı məsafə düsturuna əlavə etsəK, artıq biz 
üçölçülü fəzada olacağıq. Belə qayda ilə hən
dəsi quruluş hər hansı ölçüdə, hətta sonsuz 
ölçüdə olan fəzaya daxil olur.

Pifaqor teoremi müstəvidə və fəzada 
çoxlu sayda ümumi metrİK münasibətlərin 
əsasında dayanır. Mühüm dərəcədə hətta 
triqonometriya da ona əsaslanır: çünKİ əsas 
triqonometrİK eynilİKİərdən biri cos2a + 
+sin2a = 1- başqa formada yazılmış Pifaqor 
teoremidir.

ÜÇBUCAQ BƏRABƏRSİZLİYİ. 
KLASSİK EKSTREMAL MƏSƏLƏLƏR

Üçbucağın həndəsəsində ən böyÜK və 
ən kİçİk qiymətlər ilə bağlı bir neçə çox gö
zəl məsələ var. Onlar haqqında danışmasaq, 
üçbucaq haqqında heKayəmiz tam olmaya
caq. Belə məsələlərin həlli zamanı birinci 
plana üçbucağın elementləri arasında bəra- 
bərsizlİKİərlə ifadə olunan yanaşmalar çıxır.

Üçbucaq bərabərsizliyi. Bu bərabər
sizliyə görə, üçbucağın hər tərəfi başqa İkİ 
tərəfin cəmindən KİçİKdir. Müasir həndəsə 
dərslİKİərinin tərtib edilməsi zamanı, bu 
qayda artıq aKsiom Kİmi götürülür, baxma
yaraq kİ EvKİidin “Başlanğıc”ında bu teo
remdir. AKsiom Kimi o həm də məsafənin 
əsas xüsusiyyətləri Kimi də götürülür: İkİ 
nöqtə arasında məsafə onlardan üçüncü nöq
təyə Kİmi məsafələrin cəmindən çox deyil.

Üçbucaq bərabərsizliyindən elə nəticə
yə gəlməK olar kİ, parça İkİ nöqtəni birləşdi
rən ən qısa xətdir. Üçbucağın həndəsəsin
də İkİ eKstremal məsələni həll edəndə məhz 
bu xüsusiyyətdən istifadə edirlər.

Fanyano məsələsi. Verilmiş üçbucağın 
daxilinə minimal perimetr ilə üçbucaq çək- 
тэк lazımdır. Bu məsələ Fanyano məsələsi 
adlandırılır. Onun adı 1755-ci ildə bu məsə
lənin analitİK həllini çap etmiş italyan riya
ziyyatçı ilə bağlıdır. Axtarılan üçbucaq hə
mişə ortoüçbucağı olacaq (şəkİİ 24).

Bu nəticəni fizİKa qanunlarının Kömə
yi ilə aydınlaşdırmaq olar. Xatırlamaq la
zımdır kİ, üçbucağın hündürlÜKİəri ortoüç- 
bucağm tənbölənləridir. Başqa sözlər ilə de- 
sək, ortoüçbucağın hər hansı İkİ tərəfi onla
rın ümumi təpəsindən Keçən əsas üçbucağın 
tərəfi ilə bərabər bucaqlar əmələ gətirirlər.

ÜÇBUCAQDA METRİK MÜNASİBƏTLƏR

ABC üçbucağında tərəfləri a,b və c; bucaqları - 
A.B və C, A təpəsindən Keçirilmiş hündürlüyü-h„; me
dianam - ma, tənböləni - /a; daxilinə və xaricinə çəkü- 
miş çevrələrin radiuslarını müvafiq olaraq r və R; 
yarımperimetri - p; sahəni isə - S hərfləri işarələndirəx.

ABC düzbucaqlı üçbucaq (C düz bucaq ilə) üçün 
belə münasibətlər doğrudur:

c2 -a2 +b2 (Pifaqor teoremi), 
a = c sin A = c cosB, 
a = btgA=bctgB, 
r=(a + b-c)/ 2.

ixtiyari üçbucaq üçün belə münasibətlər doğru
dur:

c2 = a2 + b2 - 2abcosC (xosinuslar teoremi) 
a - = b = —— = 2R (“gücləndirilmiş” si- 

sinA sinB sinC
nuşlar teoremi)

Ona görə ortoüçbucağın tərəfi boyunca bu
raxılmış işiq şüası (ya da bilyard şarı), “düş
mə bucağı qayıtma bucağına bərabərdir” qa
nununa əsaslanaraq “böyÜK” üçbucağın tə
rəflərindən əks etdirərəK, perimetr üzrə fa
siləsiz ortoüçbucağına dəyəcəK, yəni ortoüç- 
bucağm perimetri belə bir şüanın traeKtori- 
yasıdır, işıq isə məlum olduğuna görə ən 
qısa yolu seçir.

Şaıdl 24.

Fanyano məsələsinin daha bir “mexani- 
Kİ” interpretasiyası var. Tutaq Kİ, üçbucaq 
məftildəndir, həmçinin onun hər tərəfinə 
balaca bir üzIük geyindirilib. Üzlüyün için
dən yayçıqlar ilə dartılmış sap Keçirilib 
(şəkİİ 25). Əgər sistemdə müqavimət yox
dursa, maKsimal dərəcədə sıxılanda o hansı 
bir vəziyyəti tuta bilər? Təbii Kİ, o, uzunlu
ğu az olan vəziyyəti tutacaq. Son mövqedə 
hər üzlüyə təsir edən qüvvələrin cəminin 
sıfıra bərabər olduğunu nəzərə alaraq, bizə 
artıq sapın parçalarının üçbucağın müvafiq 
tərəfləri ilə bərabər bucaqlar yaratdığını he

S = ~ah= 1 absinC = =
2 2 4Я

= 2R2sinAsinBsinC = |rp.

S = jp{p^a)(p - b)(p - c) (Heron düsturu) 
m2 = (2b2 + 2c2 -a2)/ 4, 

2bccosA/2
a

Л

b + c

sablamaq çətin olmayacaq və buradan belə 
nəticəyə gələ bilərİK Kİ, sap ortoüçbucağını 
təşKİl edir.

Əlbəttə Kİ, belə ardıcıl fİKİrlər həndəsi 
isbat Kİmi işlənə bilməz, amma məsələnin 
həlli zamanı bizə котэк edə bilər.

Ferma-Toriçelli nöqtəsi. ÜçbucaqdaKi 
bu nöqtə Keçmişin üç məşhur aliminin adı 
ilə bağlıdır. Iİk dəfə bu nöqtənin adını fran
sız riyaziyyatçısı Pyer Ferma çəKdi. O ABC 
üçbucağında elə bir F nöqtəsi haqqında mə
sələni həll edirdi Kİ, bu məsələnin şərtinə 
görə təpələrə qədər məsafələrin cəmi 
FA+FB+FC ən minimal qiymətə malİK olma
lıdır.

İsveçrəli geometr УакоЬ Şteyner elə bu 
problemi bir az ümumi şəKİldə gözdən Keçi
rirdi: o üç məntəqəni birləşdirən ən qısa 
yolu tapmaq istəyirdi. Məlum oldu Kİ, belə 
bir şəbəKƏ fərqi olmadan bir nöqtədə Kəsişən 
üç düz yoldan ibarət olmalıdır, həmçinin bu 
yollardan biri bir nöqtəyə sıxıla bilər (Fer
manın məsələsindəKİ Kİmi). Belə bir ifadə 
artıq ixtiyari sayda məntəqə üçün sırf



Riyaziyyat ensiklopediyası -1 Riyaziyyat ensiklopediyası - 1

PİFAQOR TEOREMİNİN DÖRD İSBATI

Pifaqorun zamanından, onun teoreminin yüzlər
lə isbatı peyda oldu, onların sayı elə çox idi Ki, bu teo
rem artıq Ginnesin rekordlar Kitabına yazılıb. Amma 
prinsipial olaraq fərqli ideyalar bu isbatlarda az istifadə 
edilir.

EvKİidin “Başlanğıc”ında bu teoremin aşağıdaKi 
ifadəsi verilib: hipotenuzda qurulmuş Kvadratın sahəsi, 
Katetlərdə qurulmuş Kvadratların sahələri cəminə bəra
bərdir. Kifayət qədər çətin olan isbatın mənası ondadır 
Ki, daha böyÜK Kvadrat daha balaca olan Kvadratlar ilə 
müadil olan İkİ hissənin cəmi Kimi təqdim edilib. Amma 
birinci Kvadratı İkİ hissəyə də kəsitiək olar. Belə isbat
lardan biri 1-ci şəKİldə təqdim edilib. Onu “şarnir” isbat 
adlandırırlar, çünKi burada əsas üçbucağa bərabər 
olan təKcə İkİ hissə yerlərini dəyişdirir və onlar qalan fi
qura elə bir şarnirlər ilə bağlıdırlar.

Pifaqor teoreminin başqa, təmiz həndəsi birba
şa isbatı - Kəsilmə yox, bərabər fiqurlar ilə bərabər fi
qura qədər Kvadratın tamamlammasıdır. Leonardo da 
Vinçi tərəfindən verilmiş bu isbatı 2-ci şəkİİ təsvir edir 
(cizgiyə əsaslanaq onu bərpa etməyə çalışın).

Pifaqor teoreminin başqa isbat qrupunda sahəni 
hesablamaq üçün düstur istifadə edilir, yəni onlarda 
həndəsə cəbr ilə uyğunlaşır. Belə isbatlardan biri XII 
əsrin hind riyaziyyatçısı BxasKaranın elmi əsərində ve
rilib. O onunla məşhurdur ki, cizgi altında bütün mətn 
təKcə “Bax!” sözündən ibarətdir. Tarixçilər elə hesab 
edirlər Ki, BxasKara hipotenuzda qurulmuş Kvadratın 
sahəsini c2 dörd üçbucağın 4(ab/2) və tərəfi Katetlərin 
fərqinə bərabər olan Kvadratın (a-b)2 sahələrinin cəmi 
şəKİində göstərmişdir, yəni Ki 

c2 =4^ + (a-6)2

praKtİKİ əhəmiyyət daşımağa başlayır. Mə
sələn, belə bir məsələni Kabel şəbəKələrinin 
çəKİlməsi zamanı həll etməK lazım olur.

Birləşdirilən məntəqələrin verilmiş 
yerləşməsi üçün ən qısa şəbəKələrin qurul
masına aid bir neçə alqoritm hazırlanıb. 
Amma bu məsələnin xoşagəlməz bir xüsu
siyyəti var: məntəqələrin sayı artdıqca, 
Kompyuter tərəfindən onun həlli zamanı 
icra edilən əməliyyatların sayı sürətlə - 
(məntəqələrin sayından asılı üstlü funKSİya- 
lar Kimi) artmağa başlayır. Nəticədə hətta 
ən güclü Kompyuterlərdə məqbul müddətə 
yalnız iyirmi-otuz məntəqə üçün məsələni 
həll etməK olur. Olan alqoritmləri yaxşılaş
dırmaq məqsədi ilə riyaziyyatçılar bu gün 
də ən qısa şəbəKələrin quruluşunu araşdır
mağa davam edirlər.

Fermanın KİassİK məsələsinin həlli üçün 
fizİKİ modeli belə qurmaq olar: hansısa löv
hədə üçbucaq çəkək, hər təpəsinə mıx vu
raq, hər mıxın üstündən uclarında eyni уйк

ŞəkİI 3.

Sadələşdirmədən sonra bu bərabərlİK bizə tanış 
olan a2 + b2 = c2 düsturuna çevrilir.

Bir sıra isbatda üçbucaqların oxşarlığından istifa
də edilir. Aşağıda belə isbatlardan ən səciyyəvisi göstə
rilib. Hipotenuza çəKİlmiş hündürlüK S sahəli düzbu
caqlı üçbucağı İkİ Sa və Sb (şəkİİ 4) sahəsi ilə əsas üçbu
cağa oxşar üçbucağa bölür. Həmçinin onun tərəfləri üç 
üçbucağın hipotenuzudur. Üçbucaqların sahələri nisbə
ti bu tərəflərin Kvadratları nisbətindədir:

S S 'S = a2'b2'c2
Amma Sa + Sb = S. BeləlİKİə, a2 + b2 = c2.

ilə sap ataq və, nəhayət, sapların boş qalan 
uclarını düyünləyəK. YÜKİəri buraxanda, 
onlar sapları dartacaqlar. Bununla belə sap
ların şaquli hissələrinin uzunluğu maKSİmal 
olacaq, düyündən mıxa Kimi məsafə isə ən 
minimal olacaq. BeləlİKİə, düyün axtarılan 
nöqtədə dayanacaq. Onun üstünə saplar bo
yunca istiqamətlənən, qiymətcə bərabər və 
bir-birini tarazlaşdıran üç qüvvə təsir edə
cəyinə görə saplar arasında bucaqlar bərabər 
olmalıdırlar. BeləlİKİə, üçbucağın tərəfləri 
F nöqtəsindən (120°) bərabər bucaqlar ilə 
görsənəcəKİər.

Üçbucağın bu şərtləri ödəyən nöqtəsini 
civəli barometrin ixtiraçısı Kimi məşhur 
olan italyan riyaziyyatçısı Evanjelista Tor- 
riçeli qurub. Belə bir nöqtə təKcə 120°-dən 
çox olmayan bucaqlar olan üçbucaqlarda 
mövcud ola bilər və Ferma nöqtəsi ilə 
üst-üstə düşür. Amma Ferma məsələsinin 
üçbucağın bucaqlarından biri 120°-dən bö-

уйк olduqda da həlli var. Bu halda F nöqtəsi 
iti bucağın təpəsi ilə üst-üstə düşür.

Toriçelli nöqtəsini belə almaq olar: üç
bucaqdan xaricdə onun tərəflərinin üstündə 
düzgün üşbucaqlar çəkək (şəkİİ 26) və əsas 
üçbucağın hər təpəsini əks tərəfdə qurul
muş düzgün üçbucağın təpəsi ilə birləşdi- 
гэк. Alman parçalar bərabərdir, bir-biri ilə 
bərabər bucaqlar yaradırlar (60°) və T nöqtə
sində - Toriçelli nöqtəsində - Kəsişirlər.

ÇOXBUCAQLILAR

Əgər ardıcıllıq ilə müstəvidə bir neçə 
parça elə çəksək kİ, hər sonra gələn əwəİKİ- 
nin sonunda başlasın, onda sınıq xətt əmələ 
gələcəK. Parçalar onun tərəfləri, onların uc
ları isə - təpələridir. Sınıq xəttin axırıncı 
təpəsi birinci təpə ilə üst-üstə düşərsə, de
yirlər Kİ, sınıq xətt qapalıdır, əgər sınıq 
xətt öz-özü ilə Kəsişmirsə, onda bu sadə sı
nıq xətdir (şəkİİ la).

Sadə qapalı sınıq xətt müstəvini İKİ 
hissəyə bölür. Bir oblastın ixtiyari nöqtəsin
dən bu oblastın istənilən nöqtəsinə bu oblas- 
tı tərK etmədən KeçməK olar, başqa oblastın 
hər hansı nöqtəsinə yol isə sınıq xətti kəsə
cək. Belə bir aydın fİKİri isbat etməK çox

ŞaKil 1.

çətin işdir. Bu təKcə 1882-ci ildə fransız ri
yaziyyatçısı Kamil Jordan tərəfindən edil
mişdi (ümumi hal üçün).

Sadə qapalı sınıq xətt ilə verilən oblast- 
lardan biri həmişə sonludur, başqası isə son
suzdur. Birincisini - sınıq xəttin daxili, 
İKİncisini isə - xarici oblastı adlandırırlar.

Daxili oblastı ilə sadə qapalı sınıq xətti 
çoxbucaqlı adlandırırlar (şəkİİ lb). Çox vaxt 
elə bu sözlə qapalı sınıq xəttin özünü 
(şək. lc), bəzən isə ixtiyari oblastın bir neçə 
hissədən ibarət olan sərhədini də (şək. İç) 
göstərirlər.

Çoxbucaqlını məhdudlaşdıran sınıq xət
tin həlqələrini onun tərəfləri, təpələri bir
ləşdirən başqa parçaları isə onun diaqonal
ları adlandırırlar. Aydındır Kİ, çoxbucaqlı- 
nın tərəflərinin sayı onun bucaqlarının sayı
na bərabərdir. Və ona görə n sayda tərəfləri 
olan çoxbucaqlı n-bucaqlı adlandırılır. Çox- 
bucaqlının təpəsindəKİ bucağın, yəni bu tə
pədən çıxan tərəflər arasında bucağın qiy
məti fiqurun “daxilində” hesablanır (şək. 2). 
BeləlİKİə, şüalar arasında bucaqdan fərqli 
olaraq (onun qiymətləri 0°-dən 180°-yə qədər 
olur), çoxbucaqlının bucağı 0°-dən 360°-yə 
qədər dəyişə bilər (radian ölçüdə götürsəK, 
0-dan 2л qədər). Bucaqları açıq bucaqdan 
çox olmayan çoxbucaqlıların vacib bir sinfi 
var. Bu, qabarıq çoxbucaqlılardır.

ÇOXBUCAQLILARIN NÖVLƏRİ

Əgər çoxbucaqlı onun hər hansı bir tə
rəfini saxlayan düz xətdən bir tərəfdə yerlə
şirsə, o zaman bu çoxbucaqlı qabarıq adla
nır. Üçbucaqlar hamısı qabarıqdırlar, amma 
böyÜK sayda tərəflər olan çoxbucaqlılar həm 
qabarıq (şəkİİ la), həm də qabarıq olmaya 
bilərlər (şəkİİ lh,2).

Çoxbucaqlıların təsnif edilən başqa bir 
əlaməti - müxtəlif simmetriyaların möv-

ŞdKil 2.
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cudluğudur. Bu nəzər-nöqtədən dördbucaq- 
lılara baxaq (şəkİI 3).

Paraleloqram Deltoid
Bərabəryanlı 

trapesiya

ralel tərəfləri olan dördbucaqlıdır. Paralelo
qramı təyin etmənin belə üsulu ilə mərKəzi 
simmetriyadan başqa uyğunlaşmalara da 
“icazə verilir”, düzbucaqlı və romb onun 
xüsusi formalarıdır, Kvadrat isə eyni za
manda həm rombdur, həm də düzbucaqlıdır.

DÖRDBUCAQLININ HƏNDƏSƏSİNDƏN

Elementar həndəsədə düzgün çoxbu- 
caqlıları xüsusi ayırırlar. Onların bütün tə
rəfləri və bucaqları bərabərdirlər (şəkİI 4). 
Düzgün çoxbucaqlılar həmişə qabarıqdırlar, 
amma bərabər həlqələrə və bucaqlara malİK 
olan özünÜKƏSİşdirən qapalı sınıq xətlər də

RombI Düzbucaqlı

Kvadrat İxtiy°ri
, trapesiya

ŞəkİI 3.

Dördbucaqlımn həndəsəsi üçbucağın həndəsə
si Kimi zəngindir. İndi isə biz İkİ böyÜK alimin adı ilə bağ
lı olan faKtlardan danışacağıq.

ABCD dördbucaqlısının tərəflərini uzadaq. On
da qarşı tərəflərin uzantılarının Kəsişmə nöqtələrini bir
ləşdirən L parçasının ortası və dördbucaqlımn M və N 
diaqonallarının orta nöqtələri bir düz xətdə yerləşəcəK- 
lər. Bu düz xətt Qauss xətti adlandırılır. Əgər dördbu- 
caqlının daxilinə çevrə çəKilibsə, onda bu düz xəttin 
üstündə çevrənin mərxəzi də yerləşir (Nyuton teo
remi).

indi isə ardıcıl olaraq biz dörd düz xətdən hər 
hansı üçünü seçərəx, onlar ilə yaradılmış üçbucaqların 
hündürlüKİərinin Kəsişmə nöqtələrini quracağıq. Alınan 
dörd nöqtə (şəxildə təxcə ixisi göstərilib - MBFüçün P 
və \ABF üçün Q) Qauss xəttinə perpendİKulyar olan 
xətt üzərində yerləşir.

sında onun xaricinə çəKİlmiş çevrənin uzun
luğuna daha çox yaxındır; xaricinə çəKİlmiş 
çevrəyə yanaşmada da elə bu xüsusiyyət 
var. Çevrənin uzunluğunun hesablanması 
qədim vaxtlarda çox vacib olduğuna görə, 
onun daxilinə çəKİlmiş Kifayət qədər böyÜK 
n üçün düzgün çoxbucaqlının perimetrinin 
hesablanmasına çox diqqət yetirilmişdir. Bu 
sahədə xüsusilə Arximedi qeyd etməK olar 
(bax “Dairə və çevrə” məqaləsinə).

Dördbucaqlılarm üç növü təxcə bir sim
metriyaya malİKdirlər: paraleloqram - mər- 
kəzİ simmetrİK fiqurdur; deltoid - bir dia
qonala nəzərən simmetrİKdir; bərabəryanlı 
trapesiya - oturacaqların ortalarını birləş
dirən xəttə nisbətən simmetrİKdir.

İkİ simmetriya oxu olan çoxbucaqlılar 
da var. Bu oxlar hÖKmən perpendİKulyar- 
dırlar, onların Kəsişmə nöqtəsi isə dördbu- 
caqlınm simmetriya mərKəzidir. Bu romb və 
düzbucaqlıdır. Birincisində simmetriya ox
ları - diaqonallardır, İKİncisində isə orta 
xətlərdir.

Nəhayət, “ən simmetrİK” dördbucaqlı- 
ya - Kvadrata - bütün sayılmış simmetriya 
növləri məxsusdur, bundan başqa onun dörd 
simmetriyasının ümumi nöqtəsinin ətrafın
da 90°-yə bölünən bucaq qədər dönən zaman 
özü özü ilə uyğunlaşır (özü-özünə Keçir).

Ümumiyyətlə, dördbucaqlımn verilmiş 
növə məxsus olması üçün bir neçə eyni- 
güclü, amma müxtəlif şərtlər var. Onlardan 
biri növün anlayışı Kimi götürülür, başqala
rı isə onun əlamətlərinə dönür. MəKtəb 
dərslİKİərində dördbucaqlılarm növləri adə
tən onların tərəflərinin və bucaqlarının xü
susiyyətləri əsasında müəyyən edilir.

Məsələn, romb - bərabər tərəfləri olan 
dördbucaqlı, düzbucaqlı - bərabər (düz) bu
caqları olan dördbucaqlı, paraleloqram - pa

Əgər dördbucaqlımn tərəflərinin təKcə 
bir cütü paraleldirsə onda bu, trapesiyadır. 
Əgər trapesiyanın paralel olmayan tərəfləri 
bərabərdirlərsə, onda bu, bərabərəryanlı 
trapesiya adlandırılır. Əgər dördbücaqlıları 
simmetriya əlamətinə görə təsnif etsəK, o 
zaman bərabəryanlı olmayan trapesiya ayrı 
növ Kimi seçilmir. Təsadüfi deyil Kİ, Keç
mişdə “trapesiya” sözü ilə paraleloqramdan 
fərqli olan hər hansı dördbucaqlmı adlandı
rırdılar.

mövcuddur. Bu növdə fiqurları düzgün ul
duza bənzər çoxbucaqlılar ya da pentqram- 
lar - düzgün beşguşəli ulduz (şəkü 5-də 
düzgün beşbucaqlmm daxilində təsvir olu
nub) ilə oxşarlığına görə poliqramlar adlan
dırırlar.

İxtiyari düzgün çoxbucaqlını (qabarıq 
və ya ulduza bənzər) özü üzərinə elə yerləş- 
dirməK olar Kİ, istənilən seçilmiş İKİ tərə
findən biri digərinin üstünə düşsün; bu 
fİKİr onun istənilən İkİ təpə nöqtəsi üçün də 
doğrudur. Və tərsinə: belə xassəyə malİK 
olan çoxbucaqlı düzgün çoxbucaqlıdır.

Amma elə düzgün olmayan çoxbucaqlı
lar da var Kİ, onların yalnız tərəfləri (romb- 
da olduğu Kimi) və ya yalnız bucaqları 
(düzbucaqlıda olduğu Kimi) üçün bu xassə 
doğru olur.

Düzgün çoxbucaqlının özünün özü ilə 
uyğunlaşması üçün 2n sayda üsul var: onla
rın birinci yarısı - тэгкэг adlanan nöqtənin 
ətrafında dərəcə ölçüsü 360°/n-ə bölünən 
bucaq qədər dönmələr, başqa yarısı isə - 
mərKəzi təpələr və tərəflərin ortaları ilə 
birləşdirən düz xəttlərə görə n simmetriya
lardır.

Düzgün çoxbucaqlının mərKəzi onun 
bütün tərəf və təpələrindən eyni məsafədə 
yerləşir və ona görə bu тэгкэг həmçinin 
çoxbucaqlının xaricinə və daxilinə çəKİlmiş 
çevrənin mərKəzidir (şəkü 6). n sayda veril
miş tərəflər ilə düzgün n-bucaqlının peri- 
metri (tərəflərinin uzunluqlarının cəmi) 
onun daxilinə çəKİlmiş n-bucaqlıların ara

Bununla belə, Arximeddən xeyli əvvəl 
zamanlarda artıq düzgün çoxbucaqlılar qə
dim yunan alimlərinin diqqətini cəlb edirdi. 
Rəqəmlərin əsas rol oynadığı fəlsəfənin nü
mayəndələri, Pifaqorun şaqirdləri çevrənin 
bərabər hissələrə bölünməsinə, yəni daxilinə 
çəKİlmiş düzgün çoxbucaqlının qurulmasına 
çox böyÜK əhəmiyyət verirdilər. EvKİidin 
“Başlanğıc”ında pərgar və xətKeş ilə qurul
muş üçdən altıya Kimi tərəflər ilə çoxbucaq- 
lıların, həm də on beşbucaqlının da nümunə
ləri gətirilir. Bu, axırıncı nümunə ilə qədim 
astronomların hesablamaları əsasında çox 
maraqlanırdılar, çünKİ onlara görə eKİipti- 
ка müstəvisinin eKvatora meyl bucağı tam 
bucağın 1/15-nə, yəni Kİ 24°-yə (əsl qiyməti 
bundan bir az azdır - 23°27') bərabərdir. 
Düzgün çoxbucaqlıların qurulması haqqın
da məsələ yalnız İKİ min ildən sonra tam həll 
edilmişdir (bax “Həndəsi qurmalar” məqalə
sinə).

ÇOXBUCAQLININ BUCAQLARININ 
CƏMİ HAQQINDA TEOREM

Hər hansı çoxbucaqlını qabarıq çoxbu- 
caqlılara bölməK asandır: bunun üçün onun 
tərəflərini davam etdirməK və fiquru bu düz 
xəttlər boyunca KƏsməK lazımdır (şəkİI 7a). 
Həmçinin çoxbucaqlını elə də bölməK olar 
Kİ, hissələrinin təpələri onun təpələri ilə
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üst-üstə düşsün. Öz növbəsində, istənilən tə
pədən diaqonallar çəKməKİə qabarıq çoxbu- 
caqlını üçbucaqlara bölməK olar (şəkİİ 7b). 
BeləlİKİə, hər hansı çoxbucaqlını üçbucaqla
ra bölməK olur. Bu bizə çoxbucaqlıların xü
susiyyətlərini almaqda faydalı olur. Bu xas
sələrdən ən önəmlisi - çoxbucaqlının bucaq
larının cəmi haqqında teoremdir.

7b şəKİlində qabarıq n-bucaqlı n-2 say
da üçbucağa bölünüb. Onların bucaqlarının 
cəmi n-bucaqlınm bucaqlarının cəminə bəra
bərdir. Amma məlum olduğuna görə, hər 
üçbucağın bucaqlarının cəmi 180°-dir. Belə- 
İİkİə, hər hansı qabarıq çoxbucaqlının bu
caqlarının cəmi (n-2)180°-yə bərabərdir, 
(radian ölçü ilə götürsəK, onda (n-2)n). Diq
qətəlayiq odur Kİ, bucaqların cəmi çoxbu- 
caqlının formasından asılı deyil; təKcə onun 
tərəflərinin sayı vacibdir. Bunun səbəbi, 
n-bucaqlının xarici bucaqlarını, yəni daxili 
bucağa qonşu olan bucaqları gözdən Keçir- 
dİKdə daha yaxşı aydın olur.

Çoxbucaqlını onun tərəfində hansısa 
nöqtədən başlayaraq elə o nöqtədə bitirərəK 
sərhəd boyunca kəçək. Tərəf ilə gedən za
man, bizim istiqamətimiz dəyişmir və hər 
təpədə bir xarici bucağa bərabər olan bucaq 
qədər dönürÜK (şəkİİ 8). Yolun axırında biz 
başladığımız istiqamətdə hərəKət edirİK. Be- 
ləlİKİə, Keçmə zamanı bizim hərəKətimizin 
istiqaməti bir tam dövr bitirir və bu o de- 
məKdir Kİ, təpələrdəKİ ayrı-ayrı dönmə bu
caqlarının cəmi, yəni bütün xarici bucaqla
rın cəmi, təKcə çoxbucaqlının formasından 
yox, həm də onun tərəflərinin sayından da 
asılı deyil və 2л-уэ bərabərdir!

Əlbəttə Kİ, biz bu nəticəyə bucaqların 
cəmi haqqında teoremdən da gələ bilərİK. 
Həqiqətən, hər təpədə daxili və xarici bu
caqların cəmi я-yə bərabərdir. Deməli, n-bu- 

caqlıda bütün belə cəmləri toplasaq, biz rnı 
alacağıq, o zaman xarici bucaqlar isə 
пя -(n -2)я = 2n-yə bərabər olacaq.

Bucaqların cəmi üçün elə bu düstur 
həmçinin qabarıq olmayan çoxbucaqlılar üçün 
də düzdür (özünÜKƏSİşdirmələrsiz). Bunu is
bat etməK üçün, ixtiyari seçilmiş n-bucaqlını 
diaqonallar ilə qabarıq çoxbucaqlıya bölməK 
lazımdır.

ÇOXBUCAQLININ SAHƏSİNİ NECƏ 
TAPMAQ OLAR?

Paraleloqramın sahəsi bu düsturlar ilə 
hesablanır:

S = ab sina = ah
Burada a - onun oturacağıdır; b - yan 

tərəfi, a - bu tərəflər arasında bucaq, h - 
hündürlÜKdür (şəkİİ 9a).

Trapesiyanm sahəsi:

2
Burada a və b - onun oturacaqlarıdır, 

h - hündürlÜKdür (şəkİİ 9&).
Əgər bizə e və f diaqonalları və onlar 

arasında a bucağı məlumdursa, onda istəni
lən dördbucaqlının sahəsi aşağıdaKi düstur 
ilə tapılır:

ÇOXBUCAQLILARIN
EYNİTƏRKİBLİLİYİ. 
BOLYAY-QERVİN TEOREMİ.

Həndəsədə teorem və düsturların çoxusu fiqur
ların Kəsilməsi və sonra isə hissələrin yerlərini dəyişdir
mə ilə isbat olunur - məsələn, Pifaqor teoremi (bax 
“Sadə və tüKənməz üçbucaq” mövzusuna). Əgər İkİ fi
quru eyni hissələrin yığımına KəsməK olarsa (yəni bu 
yığımların hissələrin arasında qarşılıqlı birqiymətli uy
ğunluq müəyyən etməK olar, yəni müvafiq olan hissələ
ri bərabərdir), onda belə tipli fiqurları eynitərKibli fiqurlar 
adlandırırlar. EynitərKibli fiqurlar, təbii kİ, müadildirlər- 
onların sahələri bərabərdir. Çoxbucaqlılar üçün tərs 
teorem də düzdür: İKİ müadil fiqur eynitərxiblidir. 
1832-ci ildə onu macar riyaziyyatçısı Farxaş Bolyay 
(qeyri-EvKİİd həndəsəsinin banilərindən birinin - Yanış 
Bolyayın atasıdır), amma ondan müstəqil olaraq bir il 
sonra alman P. Qervin isbat edib. Sübutun açarı 1 -ci şə
Kİldə göstərilmiş düzbucaqlının yenidən biçilməsidir: 
“alçaq” üçbucağı İKİ üçbucaq və bir beşbucağa kəsə- 
гэк, Kəsilmə xətti boyunca üçbucaqları çəxib, biz baş
qa, “hündür” düzbucaqlı alırıq. Bu üsul ilə verilmiş düz- 
bucaqlını ona müadil olan hər hansı düzbucaqlıya çevi
rə bilərİK - bizə təKcə yeni düzbucaqlının əvvəlxidən İkİ 
dəfədən çox olmayaraq “hündür” olması lazımdır. Əgər 
İkİ düzbucaqlının hündürlüxləri nisbəti İkİ dəfədən çox- 
dursa (şəkİİ 2a), onda bir neçə dəfə istifadə edilən adi 
dəyişilmə (şəkİİ 2b) sayəsində “alçağı” bir az “yüxsəldə- 
cəyİK”. indi artıq hər hansı çoxbucaqlını biz müəyyən 
olunmuş h hündürlüyü ilə düzbucaqlıya çevirə bılərıx: 
onu üçbucaqlara xəsərix, hər üçbucağı düzbucaqlıya 
döndərərİK (şək. 3), alınmış düzbucaqlını hansısa/? hün
dürlüyünə gətirərİK və şaquli tərəflər ilə qovuşdurarıq.

ŞəkİI 1.

ŞəkİI 3.

Əgər İkİ çoxbucaqlı müadildilərsə, onda onlara h hün
dürlüyü ilə müvafiq olan düzbucaqlılar bərabərdilər. Be- 
IəIİkIə bu çoxbucaqlılar eyni fiqur ilə eynitərKiblidirlər, 
buradan biz artıq elə nəticəyə gələ bilərİK kİ, özləri ara
sında da eynitərKiblidirlər.

Burada nişanlanmış isbat Konstruxtivdir: onun tər- 
Kİbində bir çoxbucaqlının başqa çoxbucaqlıya biçilməsi
nin alqoritmi var. Amma ən az sayda hissələrdən istifadə 
edərəK bunu necə etməK sualı, hər müəyyən halda ayrı- 
ayrı həll edilir. Belə tipli məsələlər adətən Kifayət qədər 
çətin olurlar, amma əyləncəli riyaziyyatda çox məşhur
durlar. Belə məsələlərin KİassİK nümunəsi - düzgün 
üçbucağın eyni sahəli Kvadrata çevrilməsidir. Onun bu 
janrın məşhur ustası ingilis Qenri Dyudeniya məxsus 
olan həlli 4-cü şəxildə göstərilib. Gördüyünüz Kimi, Dyu- 
deni fiquru təxcə dörd hissəyə bölməyə nail oldu.

Həmçinin maraqlısı odur Kİ, Bolyay-Qervin teore
minə oxşar fiKir çoxüzlülər üçün doğru deyil: məsələn, 
eyni həcmli xub və düzgün tetraedr eynitərKibli deyillər. 
Bu hal haqqında daha ətraflı “Müadil və eynitərKibli fiqur
lar” məqaləsində danışılıb.

ŞəkİI 4.

335
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PİK DÜSTURU

Təpələri tam rəqəmli şəbəKənin düyünlərində yer
ləşmiş, yəni təpələrinin Koordinatları tam ədədlər olan, 
çoxbucaqlıya baxaq. Onun sahəsini onun tərxibində 
düyünlərin hesablanması vasitəsilə tapılması üçün 
düstur mövcuddur. Belə tipli çoxbucaqlıları şəbəxənin 
düyünlərində yerləşən təpələr ilə nə daxilində, nə də 
tərəflərində düyün olmayan üçbucaqlara bölməK olar. 
Göstərmən olar kİ, bütün üçbucaqların sahəsi eynidir 
və /g-ə bərabərdir. Onda çoxbucaqlının sahəsi qiy-
mətcə onların T sayının yarısına bərabərdir.

Bu ədədi tapmaq üçün: çoxbucaqlının tərəflərinin 
sayını n ilə göstərən, onun daxilindəKİ düyünlərin sayını 
/-ilə, b hərfi vasitəsilə isə təpələri daxil edən tərəflərin
də düyünlərin sayını işarələndirəx. Bütün üçbucaqların 
bucaqlarının cəmi пТ-yə bərabərdir. İndi isə bu cəmi 
başqa üsul ilə tapaq. Hər hansı daxili düyündə təpə ilə 
bucaqların cəmi 2л-уэ bərabərdir, elə çıxır Ki, ümumi 
cəmi isə 2/я-уэ bərabərdir; təpələrdə yox, tərəflərdəxi 
düyünlərdə bucaqların ümumi cəmi (ö-n)n-yə bəra
bərdir, çoxbucaqlının təpələrində bucaqların cəmi isə 
(n-2)n-yə bərabərdir. BeləliKİə, nT = 2in + (b - n)n + 
+(/7-2)л, buradan çoxbucaqlının sahəsi üçün:

PİK düsturu Kimi tanınan ifadəni alırıq. Məsələn, 
şəKİldə b=9, /=24, deməli çoxbucaqlının sahəsi 27,5-ə 
bərabərdir.

S = - + /-1
2

S = — ef sina.
2

Xüsusi halda, rombun sahəsi onun dia
qonalları hasilinin yarısına bərabərdir:

S = -ef
2

İstənilən dördbucaqlımn sahəsini onun 
tərəfləri a,b,c və d və bir cüt qarşı bucaqla
rın cəmi ç> vasitəsilə ifadə etməK olar: 

S = ^(p -a)(p - b)(p - c)(p - d)- abed cos2

Burada p — dördbucaqlımn yarımperi- 
metridir.

Çevrənin daxilinə çəKİlmiş dörbucaqlı- 
mn sahəsi Braxmaquptanm düsturu ilə:

S = y](p- a)(p - b)(p - c)(p - d)
Xaricinə çəKİlmişin sahəsi isə 

(a+c=b+d)
S = >Jabcd ■ sin düsturu ilə hesablanır.

Əgər dördbucaqlı eyni zamanda həm 
çevrənin xaricinə, həm də çevrənin daxilinə 
çəKİlibsə, onda onun sahə düsturu daha sadə 
olur:

S = slabcd
İxtiyari çoxbucaqlının sahəsini tapmaq 

üçün ümumi üsulun mahiyyəti, onu üçbu
caqlara bölüb, hərəsinin sahəsini tapıb, on
ları toplamaqdadır. Bəzən bir çoxbucaqlını 
üçbucaqların cəmi və fərqi Kimi göstərirlər. 
Amma ixtiyari n-bucaqlının sahəsini tap
maq üçün adi və yığcam bir düstur yoxdur. 
Və bu faKt təəcüblü deyil, çünui onun daxi
lində istər-istəməz dəyişənlərin sayı çox ola
caq. n-bucaqlını (onun forma və ölçülərini) 
vermən üçün, biz onun 2n-3 elementlərini: 
məsələn, bir tərəfdən başqa bütün tərəflərin 
uzunluqlarının və onlar ilə əmələ gəlmiş bu
caqların n~2 qiymətlərini göstərməliyİK.

Əgər çoxbucaqlı çevrə xaricinə çəkİ- 
libsə, onda onun sahəsini istənilən sayda 
olan tərəfdən asılı olmayan qısa düstur ilə 
ifadə etməK olar:

S =rp
Burada r — çevrənin radiusudur, p isə 

çoxbucaqlının yarımperimetridir. Bu düstu
ru çıxartmaq üçün çoxbucaqlını çevrənin 
mərKəzini təpələr ilə birləşdirən üçbucaqla
ra bölürlər (şəkİİ 10).

Ümumi halda isə bizə təxcə n-bucaqlı- 
nın ardıcıl təpələrin (x^yj, (x2;y2),..., 
(x ;yn) Koordinatlarının vasitəsilə ifadə 
olunmuş düstur ilə KİfayətlənməK qalır:

S — ~^.ХуУ2 — x2ı/ı) + (x2j/3 — x3y2) + 
Z

+-..-КЗД
Bu düsturun fərqləndirici xüsusiyyəti 

ondadır Kİ, burada sahə n-bucaqlınm öz xü
susiyyətlərinin (tərəflər, bucaqlar) vasitəsi
lə yox, onun təpələrinin Koordinatları ilə 
ifadə olunub. Axırıncılar isə n-bucaqlının 
Koordinat oxlarına nəzərən yerləşməsindən 
asılıdır. Və ona görə bu düsturu tam “hən
dəsi” düstur saymırlar. Amma praKtİKİ mə
sələlərdə o Kifayət qədər rahatdır.

PARKETLƏR - MÜSTƏVİNİN 
ÇOXBUCAQLILAR İLƏ DÜŞƏNİLMƏSİ

Artıq pifaqor məKtəbinin təmsilçiləri
nə məlum idi Kİ, müstəvini aralıqlarsız dö- 
şəməK üçün düzgün çoxbucaqlıların təKcə 
üç növü var - üçbucaq, Kvadrat və altıbu- 
caqlı (şəkİİ 11). Bu döşəmələrdən hərəsində, 
ya İKİ çoxbucaqlı ümumi tərəfə malİKdilər, 
ya da təKcə ümumi təpəyə, ya da ümumiy
yətlə ümumi nöqtələri yoxdur. Bu tələbi tə
min edən çoxbucaqlılar ilə müstəvinin döşə- 
nilməsi pareet adlandırılır.

ŞəkİI 11.

Başqa çoxbucaqlıların parKet təşKİl et
məməsinə əmin olmaq çox sadədir. Burada 
bizə çoxbucaqlıların bucaqlarının cəmi düs
turu lazım olacaq. Əgər parKet n-bucaqlılar- 
dan ibarətdirsə, onda hər təpədə к = 360°/an 
çoxbucaqlıları yığışacaqlar, burada a„- 
düzgün n-bucaqlının bucağıdır. Tapmaq 
çətin deyil Kİ, a8 = 60°, a4 =90°, a5 = 108°, 
a6 = 120° və 120°< a„ < 180° olduqda n > 7. 
Ona görə 360° an-ə təKcə n=3;4;6 olduqda 
tam bölünə bilər.

Düzgün çoxbucaqlılardan parKetlər o 
mənada düzgündülər Kİ, onlar özlərinin bü
tün təpələrinə və tərKİb hissələrinə - çoxbu- 
caqlı-hissəcİKİərə (bu hissəcİKİəri ya döşə
mənin üzü, ya da plitKa adlandırırlar) - 
nəzərən “eyni cür düzəldiliblər”. Başqa söz
lə desəK, parKetin İKİ hər hansı təpəsi üçün 
elə bir uyğunlaşma göstərməK olar Kİ, bu 
uyğunluqda onun bir təpəsi başqasının üstü
nə gəlir. Bu, parKetin hər hansı İKİ plitKası 
üçün də düzdür.

Şənil 12.

“Təpələrə” görə düz olmağını tələb et- 
тэк olar, amma düzgün çoxbucaqlıların 
müxtəlif növlərinin istifadəsinə icazə ver- 
тэк lazım gələcəK. O zaman üç əsas parKetə 
12-ci şəKİldə təsvir edilmiş daha səkkİz par
Ket əlavə olunacaq.

Həmçinin başqa ümumiləşdirməni də - 
“üzlərə” görə düzgün olan istənilən çoxbu- 
caqlının sürətlərindən parKetlər (yəni bir 
plitKanı başqasına çevrilməsi üçün uyğun
laşmalara imKan verən) araşdırırlar. Birinci 
üç parKetlər ilə birlİKdə belə parKetlərin 
sayı 46-dir. Bu parKetlərdə plitKa ola bilən 
çoxbucaqlıları planiqonlar adlandırırlar. Ay
dındır Kİ, müstəvini ixtiyari üçbucağın sü
rətləri ilə döşəməK olar, amma ixtiyari dörd- 
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bucaqlımn planiqon olması daha az aydındır 
(şək. 13a). Bu, qarşı tərəfləri bərabər və pa
ralel olan altıbucaq üçün də düzdür (şək. 136). 
Daha beş misal 14-cü şəKİldə göstərilib.

Yuxarıda gözdən Keçirilmiş bütün par- 
Ketlər periodİKdir, yəni onların hərəsində 
parKetin bir neçə plitKadan ibarət olan oblas- 
tını seçməK olar (hətta çoxlu üsullar ilə) və 
paralel Köçürmənin Köməyilə bütün parKeti 
almaq olar. Belə KonstruKsiyalara alimlərin 
marağı periodİK döşəmələrin, xüsusilə fəza
nın döşəmələrinin KristallİK quruluşları mo- 
delləşdirməKİəri ilə izah oluna bilər. Həm
çinin qeyri-dövri döşəmələr də mövcuddur. 
Məsələn, 1936-cı ildə alman riyaziyyatçısı 
X. Foderberq tərəfindən icad edilmiş müstə

ŞəkİI 14.

vinin doqquzbucaqlılar ilə çox gözəl spiral 
döşəməsi buna misaldır. Bununla belə, bu 
plitKaları mərKəzi-simmetrİK səKKİzbucaq- 
lılara birləşdirsəK, onlar ilə müstəvini perio
dİK də döşəməK olar.

Uzun müddət surətləri müstəvini təK- 
cə qeyri-periodİK döşəyə bilən plitKaların və 
bir neçə müxtəlif plitKalar yığımının möv
cud olmadığını hesab edirdilər. Amma XX 
əsrin 60-cı illərində bu hipotez təKzib edil
mişdir, amma bunun üçün 20 000-dən artıq 
plitKa növündən yığım lazım oldu. Ad
dım-addım plitKaların sayını azaltmağa nail 
olurdular və nahayət, on ildən sonra ingilis 
riyaziyyatçı Rodjer Penrouz təKcə İKİ adi 
plitKa ilə Kifayətlənməyə nail oldu. Amma 
onların döşəməyi zamanı fiqurların bir neçə 
uyğunlaşma qaydalarına riayət etməK la
zımdır (bunun yerinə fiqurların qıraqların
da xüsusi dişəKİər edirlər, onların üst-üstə 
düşməsi qaydalara riayət edilməyini təmin 
edir). Fiqurların formaları müxtəlif ola bi
lər, amma onların hamısı düzgün beşbucaqlı 
ilə bağlıdırlar. Belə oxşar plitKa cütlərinin 
nümunəsi Kimi Robinson üçbucaqları ola bi
lər (şəkİİ 5-də ABC və ACD üçbucaqları). 
Başqa nümunə - iti bucağı 72° və 36° olan 
rombdur. Penrouzun başqa mozaİKaları kİ- 
mi, bu parKet də (şəkİİ 15) Kvazi-dövraşırı- 
dır (latın “quasi” - “təxminən”), yəni onun 
hər hansı sonlu hissəsi onun daxilində son
suz qədər təKrar olunur. Amma ən maraqlısı 
ondadır Kİ, Kvazi-periodİK döşəmələrin - İİk 
vaxtlarda onlar ağılın oyunları Kimi başa 
düşülürdülər - icad edilməsindən sonra 
Kvazi-periodİK quruluşu olan maddələr aş- 
Karlanmışdılar.

ÇEVRƏ VƏ DAİRƏ

ANLAYIŞI VƏ SADƏ XASSƏLƏRİ

Çevrə ilə çox sayda maraqlı, gözəl və 
çətin teoremlər bağlıdır. Onların xassələri 
ilə tanış olmayan və onlardan istifadə edə 
bilməyən həndəsəni bilmir. BeləlİKİə, çevrə
ni bir növ “həndəsənin təKəri” adlandırmaq 
olar. Həmçinin təKərin xassələrindən biri - 
onun oxu hərəKət etdiyi səthə nisbətdə hə
mişə bir məsafədə qalır - riyazi şəKİldə çev
rənin anlayışına dönür. Çevrə - тэгкэг adlı 
nöqtədən eyni məsafədə ya da radiusda (lat. 
Radius-“təKərindəndənəsi”, “şüa”, şəkİİ 1) 
yerləşən nöqtələrin çoxluğuna deyilir. Mər- 
kəzİ çevrənin nöqtələri ilə bağlayan parçala
ra radius deyirlər.

Başqa qapalı xətlərdən çevrəni onun 
İkİ xassəsi fərqləndirir. İİk əvvəl, o eyni 
uzunluq ilə (yəni perimetr ilə) başqa qapalı 
xətlər ilə müqayisədə maKsimal sahə əhatə 
edir. Bu çevrənin izoperimetrİK (latın “isos” 
- bərabər) xassəsidir.

ŞəkİI 1. Şəkİİ 2.

ŞəkİI 3.

Sonra isə çevrə özü üstə sürüşə bilər, 
bununla belə onun hər bir nöqtəsi başqa bir 
sərbəst seçilmiş nöqtəsi ilə üst-üstə gələ bi
lər. Çevrədən başqa bu xassə təKcə düz xəttə 
məxsusdur, amma o qapalı deyil. Ona görə, 
əyri qılıncın qınına dəqiqlİK ilə daxil ola bil
məsi üçün o, çevrə üzrə əyri olmalıdır.

Müstəvinin çevrə daxilində qalan his
səsi (yəni mərKəzdən radiusdan çox olmayan 
məsafədə yerləşən nöqtələr çoxluğu) dairə 
adlanır. Vətər - çevrənin hər hansı İKİ nöq
təsini bir-biri ilə birləşdirən parçaya deyilir. 
Çevrənin mərKəzindən Keçən vətər diametr 
adlanır. O radiusdan İKİqat böyÜKdür və 
çevrənin nöqtələri arasında maKsimal uzun

luğa malİKdir (şəkİİ 2). Hər hansı vətər və 
deməli çevrənin nöqtələri arasında hər hansı 
parça tamamilə dairəyə aiddir, başqa sözlə, 
dairə - qabarıq fiqurdur. Düz xəttin çevrə 
ilə İKİdən artıq ortaq nöqtəsi ola bilməz. 
Əgər belə nöqtələrin sayı İKİdirsə, onda bu 
düz xətt Kəsən xətt adlanır, bir olsa, onda 
toxunan xətdir.

İkİ çevrə İKİdən çox ümumi nöqtəyə ma
lİK ola bilməz. Əgər belə nöqtələrin sayı İKİ
dirsə, onda deyirlər kİ, bu çevrələr Kəsişirlər 
(şək. За), əgər birdirsə, onda onlar bir-birinə 
toxunurlar. Əgər çevrələr bir-birindən 
xaricdə yerləşirlərsə, toxunma xaricidir 
(şək. 36), əgər biri başqasının daxilində yer
ləşirsə, onda daxili toxunmadır (şək. 3c). 
Əgər mərKəzləri eyni olan çevrələrin ortaq 
nöqtəsi yoxdursa, onda belə çevrələri коп- 
sentrİK çevrələr adlandırırlar.

ÇEVRƏNİN SİMMETRİYASI

Diametr çevrəni İKİ bərabər hissəyə 
bölür. “Başlanğıc”ın izahçısı ProKİ bu Kəşfi 
antİK fəlsəfənin və elmin banisi Falesə aid 
edirdi. Bu fİKİri dəqiqləşdirməK üçün deyə 
bilərİK Kİ, çevrə onun hər hansı diametrinə 
(dəqiqləşdirsəK, onu saxlayan düz xəttə, şə- 
Kİl 4) nəzərən simmetrİKdir.

Çevrənin simmetriyasından bir sıra 
faydalı nəticələrə gəlməK olar. İİk əvvəl:

J Çevrənin hər bir nöqtəsinə təKcə bir 
toxunan xətt qurmaq olar. Toxunma 
nöqtəsinə çəKİlmiş radiusa toxunan 
xətt perpendİKulyardır.

Həqiqətən, tutaq Kİ, l - çevrənin A 
nöqtəsindən Keçən istənilən düz xəttdir. O 
mərKəzindən ona p perpendİKulyarını çəkək 
(şəkİİ 5). I düz xəttinin əvvəlcədən çevrə ilə 
İkİ ortaq nöqtəsi var, bununla belə p oxuna
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nəzərən simmetrİK olan nöqtə həm düz xət
də, həm də çevrədə yerləşir. Və ona görə A 
təncə o zaman yeganə Kəsişmə nöqtəsi ola 
bilər Kİ, l düz xətti və OA radiusu bir-birinə 
perpendİKUİyar olsun.

Sonra (şəkİİ 6):

S Bir nöqtədən çevrəyə çəKİlmiş toxu
nanların parçaları bərabərdirlər: on
lar ilə əmələ gəlmiş bucağın daxilinə 
çəKİlmiş çevrənin mərKəzi bucağın 
tənböləni üzərində yerləşir.

Belə teoremləri da isbat etməK asandır 
(şəkİİ 7):

Vətərə perpendİKUİyar olan diametr, 
onu İKİ bərabər hissəyə bölür; çevrə
nin İkİ paralel vətər arasında yerlə
şən qövsləri bərabərdirlər; əgər toxu
nan xətt vətərə paraleldirsə, onda to
xunan xətt vətərin gərdiyi qövsü yarı
bayarı bölür.

Çevrənin iştiraKi ilə maraqlı məsələ və 
teoremlərin sayı həndəsənin bir neçə minil- 
İİk inKİşaf tarixi boyunca təəccüb doğurası 
qədər çox yığılıb. Biz onlardan bir neçəsi ilə 
qısaca tanış olacağıq. Oriyentir Kİmi bir neçə 
sadə, amma çox vacib teoremləri seçəcəyİK.

TOXUNANLAR HAQQINDA TEOREM

DedİKİərimizə görə, bir nöqtədən çev
rəyə Keçirilmiş İKİ toxunan xəttin toxunma 
nöqtələrinə qədər parçalarının uzunluqları 
bərabərdir. Bu uzunluğu nöqtədən çevrəyə 
Kİmi toxunan üzrə məsafə adlandırırlar.

Toxunanlar haqqında teoremsiz daxilə 
çəKİlmiş çevrələr, yəni çoxbucaqlının tərəf
lərinə toxunan çevrələr haqqında heç bir 
məsələ tam ola bilmir.

Üçbucaqlarda təpədən toxunma nöq
tələrinə qədər məsafələr. ABC üçbucağının 
tərəfləri üçün onun daxilinə çəKİlmiş çevrə
nin toxunma nöqtələri ilə bölündüyü parça
ların uzunluqlarını (şəkİİ 8a), məsələn, A 
nöqtəsindən çevrəyə qədər toxunan üzrə tA 
məsafəsini tapaq, b və c məsafələrini topla
yaq, omların cəmindən a tərəfini çıxaq. Bir 
təpədən çəKİlmiş toxunanların parçalarının 
bərabərliyini nəzərə alaraq, biz 2tA alarıq. 
BeləlİKİə:

tA - (b + c - a) / 2 = p - a
Burada p=(a+b+c)/2 - verilmiş üçbu

cağın yarımperimetridir. B və C təpələrinə 
bitişİK olan parçaların uzunluqları müvafiq 
olaraq p-b və p-c-yə bərabərdir.

Oxşar olaraq, üçbucağın a tərəfinin xa- 
ricdaxilinə (xaricindən) toxunan çəKİlmiş 
çevrəsi üçün B və C-dən toxunma məsafələri 
müvafiq olaraq p-c və p-b-yə bərabərdir, A 
nöqtəsindən isə sadəcə p-yə bərabərdir.

Qeyd edəK Kİ, bu düsturları “tərsinə” 
də istifadə etməK olar.

S Tutaq Ki, BAC bucağının daxilinə çev
rə çəKİlib, belə Kİ, bucağın təpəsindən 
çevrəyə toxunma nöqtəsinə qədər mə
safəsi p və ya p—a-ya bərabərdir, bu
rada p - ABC üçbucağının yarımperi- 
metridir, a=BC. Onda çevrə BC düz 
xəttinə toxunur (müvafiq olaraq üç
bucağın ya xaricindən, ya da daxilin
dən).

Həqiqətən, tutaq Kİ, toxunma nöqtəsi
nə qədər məsafə p-a-ya bərabərdir. Onda 
çevrə ABC üçbucağının daxilinə çəKİlmiş 
çevrənin toxunduğu nöqtələrdə toxunur, 
yəni bir-biri ilə üst-üstə gəlirlər. Deməli, o 
BC-уа toxunur.

Xaricə çəKİlmiş dördbucaqlı. Toxu
nanların bərabər parçaları haqqında teorem
dən nəticəyə gələ bilərİK Kİ (şəkİİ 9a):
✓ Əgər dördbucaqlının daxilinə çevrə 

çəKməK olarsa, onda onun qarşı tərəf
lərinin cəmləri bərabərdir: 

AD+BC=AB+CD.

Qeyd edəK Kİ, xaricə çəKİlmiş dördbu
caqlı hÖKmən qabarıq olmalıdır. Tərsi də 
düzdür:
■/ Əgər dördbucaqlı qabarıqdırsa və onun 

qarşı tərəflərinin cəmləri bərabərdir- 
sə, onda onun daxilinə çevrə çəKməK 
olar.
Paraleloqramdan fərqli olan dördbu

caqlı üçün bunu isbat edəK. Tutaq Kİ, dörd- 
bucaqlının hansısa qarşı tərəflərinin, mə
sələn AB və BC, uzantıları E nöqtəsində Kə
sişirlər (şəkİİ 9ö). ADE üçbucağının daxilinə 
çevrə çəkək. Onun E nöqtəsinə Kİmi toxu
nan üzrə məsafəsi tE ilə ifadə olunur:

tE = -(AE + ED-AD)
2

ÇEVRƏNİN UZUNLUĞU VƏ DAİRƏNİN 
SAHƏSİ

Çevrənin uzunluğu üçün 2ıtR və dairənin sahəsi 
üçün kR2 düsturları hər bir yuxarı sinif şagirdinə mə
lumdur. Bu düsturlar min il boyunca riyaziyyatçıların və 
hesablayıcıların xüsusi diqqətində idilər, л ədədinin tə
yin olunmasına maraq dairənin Kvadraturasını həll et- 
тэк - verilmiş dairəyə müadil olan Kvadratın xətxeş və 
pərgar ilə qurulması (bax “Qədminin üç məşhur məsə
lələri” məqaləsinə) arzuları ilə saxlanılırdı, ondan daha 
güclü isə bu məsələnin “yalan” həllərinin təKzib edilmə
si səyləri ilə saxlanılırdı. Sonradan isə л ədədinin dəqiq
ləşdirilməsi özünəməxsus riyazi idmana çevrildi, bizim 
vaxtımızda isə - Kompyuterlərin və Kompyuter pro
qramların yaxşı cəhətlərini göstərməx üsuluna döndü 
(bax “л ədədi” məqaləsinə).

Əslində isə düsturlar təKcə onu göstərirlər Ki, çevrə
nin uzunluğu onun radiusuna, dairənin sahəsi isə - ra
diusun Kvadratına mütənasibdir, bununla belə birinci 
əmsal İKincidən İKİ dəfə böyüKdür. Bu xassənin

Amma şərtlərimizə görə qarşı tərəflə
rin cəmləri bərabərdir, deməli AD+BC= 
=AB+CD və ya AD=AB+CD~BC. Bu ifadəni 
t£ üçün ifadədə nəzərə alsaq, alarıq:

tE = -((AE - AB) + (ED - CD) + BC) = 
2

= -(BE + ЕС + BC)
2

Bu isə ВСЕ üçbucağının yarımperimet- 
ridir. Yuxarıda isbat olunmuş şərtə görə nə
ticəyə gələ bilərİK Kİ, çevrə ВС-yə toxunur.

göstərilməsini çevrənin uzunluğundan və dairənin sa
həsindən nəticə Kimi çıxartmaq olar. Amma anlayışlar 
özü parçanın uzunluğu və çoxbucaqlının sahəsi Kimi elə 
də sadə deyil. ÇünKİ burada biz “əyri” fiqurlar ilə işləyiriK.

Əyrixəttli fiqurların sahəsini onlara yaxın olan çoxbu- 
caqları quraraq teyin edirlər (bax “Uzunluq, sahə, həcm” 
məqaləsinə). Anlayışların detalları fərqlənə bilər, amma 
onların mahiyyəti aşağıdaxı cümləyə gətirilir. Əgər veril
miş fiqur F-in tərKİbindəKİ çoxbucaqlıların ardıcıllığı m„ 
və onu tərKibində saxlayan çoxbucaqlıların Mn ardıcıllığı 
elədirlər Ki, Mn və mn sahələri fərqi л-in artırılması ilə 
azalır, onda İkİ ardıcıllıqdan çoxbucaqlıların sahələri 
F-in sahəsi Kimi götürülən eyni limit qiymətə yönəlirlər.

Əgər F - dairədirsə, ona Mn və mn yerinə təbii ola
raq daxilinə və xaricinə çəKİlmiş düzgün n-bucaqlıları 
götürməK lazımdır. Onlar bir-birinə oxşardırlar. Əgər 
çoxbucaqlıları elə qoysaq Ki, birincinin tərəflərinin orta
ları İKİncinin təpələri ilə üst-üstə düşsün, кп oxşarlıq əm
salı tapmaq asandır (şəkİİ 2): 

k"=oroa=-^2äöb~cos^ 
n

1

Oxşar fiqurların sahələri nisbəti onların oxşarlıq əm
sallarının Kvadratına bərabərdir, n-nın artırılması ilə bu 
əmsal 1-ə yaxınlaşdığına görə, onda (к* -1)S„ bərabər 
olan Mn və mn sahələrinin fərqi Sn -sn sıfıra yığılır. Be- 
IəIİkIə, dairənin sahəsi onun daxilinə və xaricinə çəKİl
miş düzgün n-bucaqlıların n -> <» şərti ilə sahələrinin 
limitinə bərabərdir.



Riyaziyyat ensiklopediyası -1 Riyaziyyat ensiklopediyası - l

ÇEVRƏNİN DAXİLİNƏ ÇƏKİLMİŞ 
BUCAQ HAQQINDA TEOREM

Xaricinə çəKİlmiş çevrələr haqqında 
məsələlərin həlli zamanı çevrənin daxilinə 
çəKİlmiş (ümumi uc ilə İkİ vətərin əmələ gə
tirdiyi) bucağın qiyməti haqqında teorem ən 
vaciblərindən biridir. Bu teoremdə deyilir 
Kİ:

Verilmiş çevrənin daxilinə çəKİlmiş 
bucaq bu bucağa uyğun qövsün dərə
cə ölçüsünün yarısına bərabərdir.

Başqa sözlə desəK, o, bu qövsə söyKƏ- 
nən mərKəzi bucağın (təpəsi çevrənin mər- 
Kəzində olan bucağın) yarısına bərabərdir; 
mərKəzi bucağın qiymətləri 0°-dən 36O°-yə 
qədər dəyişə bilər (şəkİİ 10).

Daxilə çəKİlmiş bucaq haqqında teorem 
EvKİidin “Başlanğıc”ında elə bu gün dərslİK- 
lərdə təqdim edilən şəKİldə təsvir olunub. 
Amma bu teorem hələ Xiosdan HippoKrata

ŞəkİI 2.

Vahid radiuslu dairənin xaricinə sahəsi cn olan 
düzgün n-bucaqlı çəkək. R radius ilə dairənin xaricinə 
çəKİlmiş düzgün n-bucaqlı R oxşarlıq əmsalı ilə birinci
sinə oxşardır və ona görə Sn =c nR2 sahəsinə malİKdir. 
Elə bu cHmütənasibliK əmsalı məşhur л ədədidir.

Amma л ədədini adətən çevrənin uzuluğu vasitə
silə müəyyən edirlər. Elə ona görə bu ədədi Leonard 
Eyler л adlandırdı - yunan dilində “çevrə” sözünün bi
rinci hərfidir. Xaricə çəKİlmiş düzgün n-bucaqlının mər- 
Kəzinin bütün təpələr ilə birləşdirərəK üçbucaqlara 
böləK. 2-ci şəKİldə üçbucaqlardan birinin OSC-in sahəsi:

~BC OA = -anR bərabərdir.
2 2

Burada an - çoxbucaqlının tərəfləridir. Ona görə:
S. =’о.я

məlum idi (e.ə. V əsr). Diametrə söyKənən 
daxilə çəKİlmiş bucağın düz bucaq olmasını 
artıq babillilər də bilirdilər. Güman edilir 
Kİ, bu fİKİri Fales isbat etmişdir.

Daxilə çəKİlmiş bucaq haqqında teo
remdən onun təpəsi çevrə üzərində yerləş
məsə də qövsün Köməyi ilə bucağın ifadəsini 
almaq olar.

S Əgər bucağın təpəsi çevrədən xaricdə,
İKİ tərəfi isə çevrə ilə Kəsişirlərsə,
Burada Qn =nan- xaricə çəKİlmiş n-bucaqlının 

perimetridir. n -> oo ilə Sn sahəsi cR2-na yaxınlaşır, de
məli Qn perimetri 2cR-ə yaxınlaşır. Düzgün daxilə çəKİl
miş л-bucaqlının Pn perimetri Qn/K-ya bərabərdir, 
кп -> 1 ona görə də o da elə bu limitə yönəlir. Verilmiş 
çevrə üçün daxilə və xaricə çəKİlmiş çoxbucaqlıların 
ümumi limiti onun uzunluğu Kimi götürülür.

л ədədini qiymətləndirməyi bilavasitə anlayışların 
Köməyi ilə etməK olar. Məsələn, vahid dairənin sahəsi 
onun xaricinə çəKİlmiş Kvadratın sahəsindən azdır; bu
radan n<4. Daxilinə çəKİlmiş Kvadratı gözdən Keçirərəx, 
tapırıq Ki, л>2. Xaricinə və daxilinə çəKİlmiş çoxbucaqlı- 
ların tərəflərini çoxaldaraq bu qiymətləti dəqiqləşdirməK 
də olar. Amma sahələri ilə yox, perimetrlərdən istifadə 
etməK daha yaxşı olardı. Çevrənin daxilinə çəKİlmiş hər 
hansı çoxbucaqlının perimetri çevrənin xaricinə çəkİİ- 
miş çoxbucaqlının perimetrindən KİçİKdir. Ona görə 1 
radiusu və 2n uzunluğu ilə pn <2n< qn bərabərsizlİKİə- 
rini təmin edir, burada pn və qn - daxilinə və xaricinə çə
Kİlmiş n-bucaqlıların perimetridir. Artıq n=4-də bu bizə 
aşağıdan pis olmayan qiymət verir: 2л > p4 = 4У2 
л > 2,8. Arximed aşxar etdi Ki, əgər daxilinə çəKİlmiş 
л-bucaqlının an tərəfini bi İsək, daxilə çəKİlmiş 2n-bucaq- 
lının a^ tərəfini hesablamaq çətin olmayacaq. Pifaqor 
teoremini istifadə edərəK bu çətin olmayan hesablama
nı özünüz Keçirib, düsturu ala bilərsiniz:

= 2-^4-a2
Arximed özü altıbucaqdan başlayaraq, öz İKİqat 

artırılma üsulunu dörd dəfə tətbiq etdi və yaranan 
96-bucaqlının Köməyi ilə belə qiymətlər aldı:

3—<л<3-
71 7

Bu qiymətlər uzun müddət ən yaxşı qiymət 
olaraq qalırdılar.

onda bu bucaq onun çevrədən Kəsdiyi 
qövslərin dərəcə ölçüləri fərqinin ya
rısına bərabərdir (şəkİİ lla).

✓ Təpə nöqtəsi çevrənin daxilində yerləşən 
bucaq, bu bucağa və qarşılıqlı bucağa 
uyğun qövslərin dərəcə ölçülərinin ya- 
ncəminə bərabərdir (şəkİİ 116).

Ona görə söyKəndiyi qövsün yarısına 
bərabər olan bucağın təpəsi həmişə çevrə 
üzərində yerləşir.

YAPON MƏBƏDLƏRİNDƏN 
MƏSƏLƏLƏR

XVII-XIX əsrlərdə Yaponiyada sequnlar haxim- 
Iİk edən zaman, onlar bütün dünyadan təcrid edilmişdi
lər. Kəşflər ilə mübadilə üçün yapon həndəsəçiləri 
taxta lövhəciKİərdə rəngli cizgilər çəxərəK, onları paqo- 
dalara verirdilər. Orada onları dam altında asırdılar. 
Məsələlər ilə lövhəciKİərin çoxlu hissəsi - onları san 
qaxu adlandırırlar-bizim günümüzə Kimi qalıb. Həll ilə 
məsələlər bizə həmçinin yazılı variantda da çatıb.

San qaKuların çoxusunda çətin və zərif ko- 
nstruKsiyaları görməK olar: Kvadratın daxilinə çəKİlmiş 
çevrələr, üçbucaqlar və daha çətin fiqurlar var, amma 
həmçinin onların arasında ellips və Kürə ilə lövhəciKİər 
də var. Burada biz bir neçə misal gətirmişİK.

Məsələ 1. Əgər ABCD (şəkİİ 1) dördbucaqlısının 
daxilinə çevrə çəkiiiək olarsa, onda AEF və CEF üçbu
caqlarının daxilinə çəKİlmiş çevrələr EF tərəfinə eyni 
nöqtədə toxunurlar. Əks fİKİr də düzdür.

ŞəkİI 1.

Məsələ 2. Əgər qırmızı çevrələr bərabərdilərsə, 
onda göy çevrə də onlara bərabərdir (şəkİİ 2).

Qurma məsələlərində tez-tez elə P nöq
tələrin çoxluğunu gözdən KeçirtməK lazım 
olur Kİ, onlardan AB parçası “verilmiş bu
caq altında görünür” (yəni APB bucağı 
sabitdir, şəkİİ 12). Yuxarıda verilmiş teo
remlərdən elə nəticəyə gəlməK olar Kİ, bu 
çoxluq AB-yə nəzərən simmetrİK olan A və В 
ucları ilə qövslərdən ibarətdir. Qeyd edəK 
Kİ, A və В ucları özləri P nöqtələr çoxluğuna 
daxil deyillər.

Daxilə çəKİlmiş bucaq haqqında teore
min mühüm nəticəsi - daxilinə çəKİlmiş 
dördbucaqlının əlamətidir:

Paqodada 1800-cü ildə “elan edilən” aşağıdaKi 
teorem xüsusilə güclü təəssürat bağışlayır.

Məsələ 3. Çevrənin daxilinə çəKİlmiş çoxbucaqlı- 
nın təpəsindən diaqonalların hamısını KeçirəK və əmələ 
gələn üçbucaqların daxilinə çevrələr çəkək (şəkİİ 3). 
Onda bu çevrələrin radiusların cəmi hansı təpə əsas 
olduğundan asılı olmayaraq eyni olacaq.

Üç fİKİrin hamısı toxunan xəttləri haqqında teo
rem ilə isbat olunur, həmçinin birinci İKİ məsələdə bir 
dənəsi də Kifayətdir.

Üçüncü məsələnin həlli zamanı daha güclü xas
səni isbat etməK daha rahatdır: verilmiş çoxbucaqlıları- 
nın üçbucaqlara Kəsişməyən diaqonallar ilə hər hansı 
bölünməsi zamanı gözdən Keçirilən çevrələrin radiusla
rın cəmi sabit qalır. İsbat zamanı aşağıdaKi Karno teore- 
mindın istifadə edilir:

z Daxilinə və xaricinə çəKİlmiş çevrələrin radi
usların cəmi xaricinə çəKİlmiş çevrənin mər- 
Kəzindən onun tərəflərinə qədər məsafələrin 
cəbri cəminə bərabərdir. Həmçinin əgər mər- 
kəz və üçbucaq bu tərəfdən bir yarımmüstəvi- 
də yerləşirlərsə, onda tərəfə qədər məsafə 
üstəgəl işarəsi ilə götürülür, əks təqdirdə çıx
ma işarəsi ilə götürülür.
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S Qarşı bucaqlarının cəmi 180° olarsa, 
dördbucaqlımn xaricinə çevrə çəKməx 
mümxündür və tərsinə, dördbucaqlı- 
nın xaricinə çevrə çəkihək olursa, 
onun qarşı bucaqlarının cəmi 180°-dir.

Həqiqətən, əgər dördbucaqlı çevrənin 
daxilinə çəKİlibsə (şəkİI 13), onda onun qar
şı bucaqlarının söyKəndiyi qövslər bir tam 
çevrə əmələ gətirirlər, onun bucağının qiy
məti isə 360°-dir, deməli bu bucaqların cəmi 
180°-yə bərabərdir. Və tərsi: tutaq Kİ, ABCD 
dördbucaqlısının Ä və C bucaqlarının cəmi 
180°-yə bərabərdir. A,B və D nöqtələrindən 
çevrə KeçirəK. Onun BAD qövsünün bucaq 
qiyməti 360°-2 ABAD = 2(180°-ZBAD) = 
= 2ABCD bərabərdir, buradan, biz artıq 
qeyd etdiyimizə görə, BCD bucağı çevrənin 
daxilinə çəKİlib nəticəsinə gələ bilərİK.

PTOLEMEY TEOREMİ

Dördbucaqlım çevrə daxilinə çəkİİə bil
məsi üçün zəruri və Kafi şərt olaraq, daha bir 
xassəsini çıxartmaq üçün daxilə çəKİlmiş bu
caq haqqında teoremdən istifadə edəK.

Çevrənin daxilinə çəKİlmiş ABCD dörd- 
bucaqlısına baxaq (şəkİI 14). BD diaqona
lında elə bir E nöqtəsini götürəK kİ, 
ABAC = AEAD bərabərliyi təmin edilsin. 
ABC və AED üçbucaqları oxşardırlar, çünKİ 
A təpəsində olan bucaqlardan başqa onların 
C və D təpələrində bərabər (daxilinə çəkİİ- 
miş) bucaqları var. Aydındır kİ, ACD və 
AB E üçbucaqlıları oxşardırlar. Onda BE = 
-ABCD/AC, ED = AD BC/AC. Amma 
BE+ED=BD, ona görə AB ■ CD ++AD ■ BC = 
- AC ■ BD. Başqa sözlə:

ŞdKil 14.

Daxilə çəKİlmiş dördbucaqlımn diaqo
nallarının hasili onun qarşı tərəfləri
nin hasillərinin cəminə bərabərdir.

Bu fİKİr Klavdiy Ptolemeyin “13 Kitab
da astronomiyanın böyÜK riyazi quruluşu” 
(Almaqest) adlı məşhur əsərində verilir. İn
di isə teorem onun adını daşıyır. LaKİn bu 
teorem artıq Arximedə məlum idi. Ptolemey 
onu vətərlərin uzunluğunun onların gərdiyi 
qövslərin bucaq qiymətlərindən asıllıq cəd
vəlini tərtib etməK üçün istifadə edib (si- 
nuslar cədvəli). Bu ona astronomİK hesabla
malar üçün lazım idi.

Əgər yuxarıda gətirilən isbatı ABC 
üçbucağına (şəkİI 15) oxşar olan AED üçbu
cağının təpəsi Kimi E nöqtəsini qurub, ixti
yari ABCD dördbucaqlısına tətbiq etsəK, on
da ACD və ABE üçbucaqları yenə də oxşar

olacaqlar. BE + ED > BD üçbucaq bərabər
sizliyindən biz AB • CD + AD • BC > AC ■ BD 
“Ptolemey bərabərsizliyini” alacağıq. Dörd- 
bucaqlının A, B, C və D təpələri bir çevrədə 
yerləşirlərsə və yalnız o zaman bu bərabər- 
sizlİK bərabərliyə dönür.

ÇEVRƏYƏ NƏZƏRƏN NÖQTƏNİN 
DƏRƏCƏSİ

Verilmiş çevrəyə nəzərən P nöqtəsinin 
dərəcəsi d2-R2 fərqi Kimi təyin olunur, bura
da d=PO - P nöqtəsindən O mərKəzinə qədər 
məsafə, R isə onun radiusudur. Bu Kəmiy
yətin sadə həndəsi mənası var: P nöqtəsin
dən Keçirilmiş və çevrə ilə İKİ nöqtədə (onla
rı A və B Kimi göstərəK) Kəsişən düz xəttlər 
üçün, PA ■ PB hasili sabitdir və P nöqtəsinin 
dərəcəsinin mütləq qiymətinə bərabərdir. 
Fərqin işarəsi isə çevrəyə nəzərən nöqtənin 
yerləşməsini göstərir: əgər dərəcəsi müsbət- 
dirsə - onda P çevrədən Kənarda yerləşir, 
əgər mənfidirsə - çevrənin daxilində, sıfıra 
bərabərdirsə - onda çevrənin üzərində yer
ləşir.

Əmin olmaq üçün, P nöqtəsindən AB 
vətər və A^j diametr olmaqla Kəsişən İKİ 
düz xətt KeçirəK (şəkİI 16a və b). Daxilə çə
Kİlmiş bucaqların xassələrindən PAA} və 
PB}B (bucaqlara görə) üçbucaqlarının ox
şarlığı çıxır, uyğun tərəflərin nisbətlərinin 
müqayisəsindən isə — aşağıdaKi bərabərlİK 
alınır:

ŞdKil 16.

PA-PB = PA' PB,=\d-^ (d + R).
Çevrədən Kənarda yerləşən P nöqtəsi

nin dərəcəsi onun toxunma nöqtəsinə qədər 
PK məsafəsinin Kvadratına bərabərdir, 
çünKİ Pifaqor teoreminə görə, d2-Rz = 
= PO2 - OK2 = PK2 (şəkİI 16h). Buradan biz 
toxunanın Kvadratı haqqında teoremə gələ 
bilərİK: toxunanın Kvadratı Kəsənin (şəKİldə 
PA) onun xarici hissəsinə (PB) hasilinə bəra
bərdir: PK2 = PA ■ PB.

APOLLONİY ÇEVRƏSİ

İsgəndəriyyə məKtəbinin məşhur hən
dəsə alimi Perqli Apolloniya aşağıdaKi mə
sələ məxsusdur: verilmiş İKİ A və B nöqtə
lərinə qədər məsafələri nisbəti sabit olan, 
yəni PA/PB=const şərti ilə P nöqtələrinin 
həndəsi yerini tapmaq tələb olunur. Tutaq 
Ki, bu nisbət r-ə (r* 1) bərabərdir. AB düz 
xəttində axtarılan çoxluğun İKİ nöqtəsi var 
- AB parçasının daxilində və xaricində; gə
lin onları C və D Kimi göstərəK (şəkİI 17). 
Tutaq Kİ, P - axtarılan çoxluğun qalan nöq
tələrindən biridir. Bizə məlum olan teoremə 
görə, APB üçbucağının P bucağın tənböləni 
AB tərəfini AP/PB=r=AC/CB nisbətdə bö
lür və ona görə o, PC ilə üst-üstə gəlir. Ox
şar olaraq, PD - APB ilə qonşu olan bucağın 
tənbölənidir. Qonşu bucaqların tənbölənləri 
perpendİKulyardır: burada ACPD = 90°. De
məli, daxilə çəKİlmiş bucaq haqqında teore
mə görə A və B nöqtələri üçün P nöqtəsi CD 
diametri ilə Apolloniy çevrəsi adlanan çev
rədə yerləşir. İsbat edə bilərİK Kİ, AP/PB=r 
verilmiş çevrənin hər bir P nöqtəsi üçün tə
min edilir, yəni o axtarılan çoxluqdur.

345
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HƏR ŞEY VƏ YA HEÇ NƏ

Çevrə haqqında ifadə tərzi eyni, mahiyyətcə fər- 
qlı olan İkİ gözəl teorem var. Onlardan birincisini adətə 
görə Şteynerin porizmi adlandırırlar. Biri başqasının da
xilində yerləşən İkİ çevrəni gözdən KeçirəK. Onların ya
ratdığı halqanın (düzgün olub olmamağı vacib deyil) 
daxilinə çevrə çəkək. Bu çevrə ki çevrəyə də toxuna
caq. Sonra isə halqanın daxilinə çevrələri elə çəkək kİ, 
hər əvvəİKi çevrə sonraKi çevrə ilə toxunsun (şəkİİ 1).’ 
Çevrələrin cərgəsi əmələ gəlir. Teoremdə deyilir:

Əgər bu cərgə qapanarsa, yəni bu cərgənin n 
saylı çevrəsi birinci çevrə ilə toxunacaqsa, 
onda birinci çevrəni harada çəKməyimizdən 
asılı olmayaraq, belə cərgə həmişə qapalı ola
caq və həmişə n addımdan sonra qapanacaq.

ŞdKİl 1.

İKinci teoremdə - Ponsele alternativi - ki çevrə
nin arasında çoxbucaqlılar “yerləşdirirlər”. Xarici çevrə
də nöqtə götürəK, ondan daxili çevrəyə toxunan xətti 
çəkək və sonra isə bu toxunan xəttini xarici çevrə ilə 
İKİnci dəfə Kəsişənə qədər uzadaq. Alınan Kəsişmə 
nöqtəsindən daha balaca olan çevrəyə tərəf yenə də 
toxunan xətti çəkək (şəkİİ 2) və bu qurmanı davam edə- 
cəyiK. Bizdə xarici çevrənin daxilinə çəKİlmiş və daxili 
çevrənin xaricinə çəKİlmiş sınıq xətt alınır. Aydındır kİ 
ikİ imKanımız var: ya hansısa addımda başlanğıc nöq
təyə qayıdacayığ və sınıq xətt qapanacaq, bundan son
ra isə artıq Keçdiyimiz “orbit”ə görə biz yenə də Keçməli 
olacağıq və ya başlanğıc nöqtəyə biz heç vaxt qayıtma
yacağıq. Məlum oldu kİ, bu məsələnin cavabı, yəni, 
başlanğıc nöqtəyə qayıdacağıq ya yox, nöqtənin’özün
dən asılı deyil. Bundan başqa, əgər sınıq xətt qapana
caqsa, onun həlqələrinin sayı bütün nöqtələr üçün eyni 
olacaq. Başqa sözlə:

HƏNDƏSİ QURMALAR

Həndəsi fiqurları pərgar və xətKeş ilə 
qurmaq sənəti qədim Yunanıstanda yÜKsəx 
dərəcədə inKİşaf etmişdir. XətKeşdən artıq 
qədim Misirdə də istifadə edirdilər, amma 
pərgarı isə, qədim Roma şairi Ovidiyin söz

z Ya xarici çevrənin daxilinə çəKİlmiş və daxili 
çevrənin xaricinə çəKİlmiş n-bucaqlılar (qa
palı л-həlqəli sınıq xətlər) mövcud deyil, ya 
da onların sayı sonsuz qədər çoxdur və onla
rın təpəsi Kimi xarici çevrənin istənilən nöqtə
sini götürməK olar (şəkİİ 3).

Ponselenin teoremi elə bundan da ibarətdir.
Burada gətirilmiş teoremlərin kisi də elementar 

deyil. Əgər inversiya adlı xüsusi həndəsi çevirmədən is
tifadə etsəK, birincisini isbat etməK asan olacaq. Ponse
le teoremi bizə daha asan görünə bilər, amma onun 
məlum olan isbatları çətindirlər və dərin ümumiləşdiril- 
mələrə gətirir.

lərinə görə, Yunanıstanda icad ediblər. İkİ 
ən sadə xətti - düz xətt və çevrəni - çəköİk- 
ləri üçün, bu İkİ alət əsas alətlərə döndülər. 
Riyaziyyatda isə minimal səylər ilə məsələni 
həll etməK həmişə mÜKəmməlliyin əlaməti 
sayılıbdır.

RADİKAL OX VƏ RADİKAL 
MƏRKƏZ

P(x;y) nöqtəsinin O(a;b) mərxəzli çevrəyə nəzə
rən dərəcəsini Koordinatlarda belə yazmaq olar:

d2 -R2 = OP2 -R2 = (x-a)2 +(y-b2)-R .
İkİ çevrəyə nəzərən eyni dərəcəyə malk olan 

nöqtələrin çoxluğunu tapaq. Bu çevrələrə nəzərən 
P(x;y) nöqtəsinin dərəcələrinin ifadələrini bərabərləş- 
dirəK. SadəliK üçün bir çevrənin mərxəzi - Koordinat 
başlanğıcı, başqasının isə - (a;0) nöqtəsi olsun və on
ların radiusları uyğun olaraq r və R olsun. Onda Ox 
oxuna perpendİKulyar olan düz xətti verən belə bir tən
ik alınacaq:

x2 +y2 -г2=(х-а)г +y2-R2, yaxud 
a2 +r2-R2

x - ----------------
2a

BeləliKİə, İkİ çevrəyə nisbətdə eyni dərəcələrə ma- 
Iİk olan nöqtələr bu çevrələrin mərKƏzlərindən Keçən düz 
xəttə perpendİKulyar olan xətt qururlar. Bu düz xətt çevrə
lərin radkal oxu adlanır. Xüsusilə, Kəsişən çevrələrin ra- 
dixal oxu - verilmiş çevrələrə nisbətdə sıfır dərəcəyə 
maliK olan Kəsişmə nöqtələrindən Keçən düz xətdir. Çev
rələr bir-birinə toxunanda, radkal ox onların ortaq toxu
nan xətti olur. Əgər çevrələr bir-birindən xaricdə yerləşir
lərsə, onda onların radkal oxunu onların ortaq toxunan 
xətt parçalarının ortalarından Keçən düz xətt Kİmi qurmaq 
olar, çünKİ çevrələrin belə yerləşməsi zamanı oxun nöq
tələrinin dərəcələri uyğun toxunanların parçaları Kvadrat
larına bərabərdirlər (şəkİİ 1).

Üç çevrəni götürəK və cüt-cüt onların radıxal 
oxlarını quraq. Ümumi halda, yəni çevrələrin mərxəzlə- 
ri bir düz xətdə yerləşməyən zaman (şəkİİ 2), radkal 
oxlar uç çevrəyə nisbətdə dərəcəsi eyni olan nöqtədə 
Kəsişirlər. Bu nöqtə onların radkal mərxəzi adlandırılır. 
Həqiqətən, hər hansı İkİ radkal oxun xəsişmə nöqtəsi 
üç çevrəyə nisbətdə eyni dərəcəyə malkdir, yəni üçün
cü oxun üstündə yerləşir. Buradan elə nəticəyə gəlməK 
olar xi, üçbucağın hündürlüxləri bir nöqtədə Kəsişirlər. 
Həqiqətən, hansısa tərəfə çəKİlən hündürlüx ki başqa 
tərəfi diametr olmaqla qurulan çevrələrin ümumi nöqtə
sidir (şəkİİ 3). Ona görə bütün üç tərəfin üstündə quru
lan çevrələrin mərKəzi həm də hündürlüKİərin Kəsişmə 
nöqtəsi olacaq.

Əgər üç çevrənin mərKəzi bir düz xətdə yerləşir
sə, onda onların radkal oxları ya paraleldir (onda radi- 
ка1 тэгкэг ümumiyyətlə mövcud deyil), ya da üst-üstə 
düşürlər, belə halda bu üçqat oxun hər hansı nöqtəsi 
radkal mərxəz ola bilər.

Həndəsini öyrənənlər üçün qurma mə
sələlər heç vaxt öz cazibədarlığını itirməyə- 
cəKİər. Belə məsələlərin sayı çoxdur. Onla
rın həlli üçün istifadə edilən əsas üsullar ilə 
tanış olaq.

ƏN ASAN MƏSƏLƏLƏR

Qurma məsələlərində, “oyunun qayda

larını” dəqiq ifadə etməK, yəni pərgar və 
xətKeş ilə hansı əməliyyatlar edilməsini 
müəyyən etməK çox vacibdir. Bu qaydalar 
çox sadədir:

xətKeş birtərəflidir və onun üstündə 
bölünmələr yoxdur, onları heç cızmaq da ol
maz; onun Köməyi ilə İKİ verilmiş nöqtədən 
düz xətti KeçirməK olar və daha heç nə.

verilmiş O nöqtəsi və AB parçası ilə
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EVKLİDİN “BAŞLANĞIC INDAN “QƏRİBƏ” 
BIR CÜMLƏ

EvKİidin “Başlanğıc’inın birinci səhifələrində qur
maya aid bir neçə məsələnin həlləri gətirilir. Məsələn, 1 
cümləsində verilmiş tərəfə görə bərabərtərəfli üçbucaq 
qurmaq tələb olunur. 2-ci cümlə bir az təəccübləndirir: 
verilmiş nöqtədən verilmiş düz xəttə bərabər olan düz 
xətt çəKməK lazımdır (“Başlanğıc”da düz xətlər sonlu- 
durlar, yəni parçalardır).

Göründüyünə görə, məsələ elə də çətin deyil: pə
rgarın uclarını verilmiş parçanın uclarında yerləşdirən 
onu ölçən, sonra isə verilmiş nöqtədə mərnəz ilə çevrə 
çəkək və xətKeşin vasitəsilə çevrənin hər hansı bir nöq
təsi ilə verilmiş nöqtəni birləşdirən. Amma hər şey bu 
qədər də sadə deyil: EvKİİd təncə o zaman çevrəni

pərgarla təKcə O mərKəzi və AB-ya bərabər 
olan radius ilə çevrə qurmağa icazə verilir;

verilmiş və ya qurulmuş xəttlərin Kə
sişmə nöqtələri qurulmuş sayılırlar;

müstəvidə qurulmuş düz xəttin və çev
rənin ya daxilində, ya üzərində, ya da 
xaricində istənilən nöqtəni qurmağa icazə 
verilir (belə nöqtələri hər vaxt qurmaq 
olar);

bir neçə ən sadə qurmaları (parçanın 
yarıbayarı bölünməsi, perpendİKulyarın çə- 
Kilməsi və s.) əsas Kimi götürürlər və daha 
çətinləri onlara gətirirlər.

AB parçasında düzgün üçbucağın qu
rulmasını (şəkİİ 1) AB parçasının ortasını 
müəyyən etməK üçün istifadə edirlər: o, ve
rilmiş parça və bu qurma zamanı çevrələrin 
Kəsişməsinin C və D nöqtələrini birləşdirən 
düz xəttin Kəsişməsində yerləşir. Burada üç 
KÖməKçi xətt - İkİ çevrə və bir düz xətti - 
çəKməK tələb olundu. Bundan daha az sayda 
xətlər ilə KİfayətlənməK olmazdı.

Amma qurmaya aid bir neçə elementar 
məsələləri dərslİKİərdə göstərildiyindən da

ŞəkİI 2.ŞdKil 1. 

çəKməyə icazə verir kİ, onun radiusu mərnəzdən Keçiril
miş parça Kimi verilmiş olsun - başqa sözlə mərnəz və 
çevrə üzərində nöqtə verilən zaman çevrə qurula bilər. 
Radiusa bərabər olan parçanı bir nöqtədən başqasına 
aparmaq təncə İKİnci cümlədə təsviri verilmiş xüsusi 
qurma Hə olar. Düzgün üçbucağın qurulması zamanı ra
diusun götürüb aparılması lazım deyil. Əxsinə, bu qurul
manın özü EvKİidin 2-ci cümlədə verdiyi məsələnin ağıllı 
həlli zamanı istifadə edilir.

Parçaları Köçürməyi öyrənəndən sonra, biz faKtiKi 
olaraq başlanğıc məhdudiyyəti qaldırırıq və pərgar ilə 
adət etdiyimiz üsul ilə istifadə etməyə haqq əldə edirİK.

ha asan həll etməK olar. Məsələn, verilmiş A 
nöqtəsində verilmiş l düz xəttinə perpendi
kulyarı standart götürülən üç xətt ilə yox, 
İkİ KÖməKçi xəttin vasitəsilə qurmaq olar. 
Şəkİİ 2 a və Ь-də müvafiq olaraq İkİ hal gös
tərilib-A nöqtəsi Z-in üzərində yerləşmədİK- 
də və A Z-in üzərində yerləşdİKdə (B və C l 
üzərində istənilən nöqtələrdir, D isə Z-ə aid 
olmayan nöqtədir). ŞəKİllərdə rəqəmlər xət
lərin Keçirilməsinin ardıcıllığını göstərirlər.

Verilmiş düz xəttə paralel olan düz 
xətti elə bu qədər tez qurmaq olar. Verilmiş 
A nöqtəsindən mərKəzi ixtiyari O nöqtəsin
də olan c çevrəsi çəKİlir. Bu çevrənin Z düz 
xəttilə Oj Kəsişmə nöqtəsi mərKəz olmaqla, 
radiusu İKİnci Kəsişmə nöqtəsi P-dən A-ya 
qədər məsafəyə bərabər olan d çevrəsi çəkİ- 
lir. Onda В - İkİ qurulmuş çevrənin müva
fiq Kəsişmə nöqtəsi olmaqla, AB düz xətti Z-ə 
paraleldir.

Optimal həndəsi qurmaların nəzəriyyə
sini XIX əsrdə fransız həndəsə alimi Emil 
Lemuan tədqiq etmişdir. Qurmaların çətin
liyini qiymətləndirərəK, o təKcə çəKİlmiş

ŞəkİI 3. 

xətlərin sayını yox, həmçinin xətKeşin nöq
təyə və pərgarın iynəsinin nöqtəyə neçə dəfə 
dəydiyini sayırdı. Lemuanın həndəsi - qra- 
fİK adlandırdığı optimal həllər başqa həllər 
ilə müqayisədə daha yÜKSƏK dəqiqlİK təmin 
edirlər.

QURMA MƏSƏLƏLƏRİNİ NECƏ 
HƏLL ETMƏLİ?

Qurma məsələlərinin həll üsulları tə
fərrüatı ilə işlənilib hazırlanıblar. Bir neçə 
misalda onların ən vacibləri ilə tanış olaq.

Məsələ 1. a=BC tərəfi, bu tərəfə çəkİİ- 
miş ha hündürlüyü və qarşısındKi a bucağı
na görə ABC üçbucağı qurun.

a uzunluqlu BC parçası quraq (şəkİİ 4). 
A nöqtəsinin yerləşməsini tapaq. Şərtə görə 
o BC düz xəttindən ha məsafəsində yerləşir. 
Bu şərti təmin edən nöqtələrin çoxluğu - 
ВС-dən ha məsafədə yerləşən İKİ paralel düz 
xətdir. Yenə şərtə görə, A nöqtəsi BC parça
sının BAC=a bucağı altında göründüyü nöq
tələr çoxluğuna məxsusdur, yəni ВС-yə nə
zərən simmetrİK olan qövslər cütünə aiddir 
(müvafiq olan çevrənin O mərKəzi ВС-ya çə
Kİlmiş orta perpendiKulyarında yerləşir, həm 
də nəzərə almalıyıq Kİ BOC bucağı 2a-ya bəra
bərdir.). Deməli, A - düz xətlər cütünün qöv
slər cütü ilə Kəsişmə nöqtələrindən biridir. 
ŞəKİlin simmetriyasına görə bütün alınan üç
bucaqlar bərabərdirlər, ona görə bu məsələnin 
həlli yeganədir (ya da ümumiyyətlə mövcud 
deyil).

Axtarılan nöqtəni bir neçə şərti təmin 
edən çoxluqların Kəsişmə nöqtəsi (ya da nöq
tələrin həndəsi yeri) Kimi qurulmasının həll 
üsulu elə belə də adlanır - çoxluqların Kəsiş
mə üsulu ya da həndəsi yerlər üsulu.

Məsələ 2. 2p (üçbucağın perimetri), ha 
və a = ABAC ilə üçbucaq quraq.

Bu məsələni təKcə düz xəttlərdən iba
rət olan çoxluqların Kəsişmə üsulu ilə həll 
etməK olar. Təpə nöqtəsi A olmaqla a (şək. 5) 
bucağını quraq. Məsələnin başqa İKİ şərtini 
icra etməK üçün BC düz xəttini necə qurmaq 
olar? BC düz xəttindən A təpəsinə qədər mə
safə və üçbucağın perimetri müvafiq olaraq 
ha və 2p-yə bərabər olmalıdırlar. Şübhəsiz, 
birinci şərt təKcə o zaman ödənə bilər Kİ, BC 
düz xətti mərKəzi A nöqtəsində yerləşən ha 
radiuslu çevrəyə toxunan olsun. GöstərməK 
olar Kİ (bax “Çevrə və dairə” məqaləsinə), 

İKİnci şərti bucağın daxilinə çəKİlmiş hansı
sa çevrəyə toxunan xətlərin çoxluğu təmin 
edir. Bu çevrənin bucağın tərəfləri ilə to
xunma nöqtələri M və N onun təpəsindən p 
məsafəsində yerləşirlər. Axtarılan düz xətt 
İkİ ailəyə aiddir, yəni çevrələrin ortaq (daxi
li) toxunanıdır. Bizə təKcə çevrəni və onun 
ilə toxunan xətti çəKməK qalır. Toxunan 
xəttin qurulması - ayrı məsələdir.

2-ci məsələni başqa cür də həll etməK 
olar. Fərz edəK Kİ, axtarılan ABC üçbucağı 
artıq qurulub. BC tərəfinin uzantısı üzərin
də BAj=BA və CA2=CA (şəkİİ 6) parçalarını 
ayıraq. Biz oturacağı AxA2=2p olan əwəİKİ 
ha hündürlÜK ilə - AXAA2 üçbucağı alacağıq. 
AXAB və CAA2 üçbucaqlarının bərabəryanlı 
olmağından və onların В və C təpələrindəKİ 
ABC = P və ACB = у xarici bucaqları cəmi
nin л - a-ya bərabərliyindən istifadə edə- 
гэк, A təpəsindəKİ bucağı tapmaq çətin de
yil: ZAXAA, = a +(p + y)/2 = (л + a)/2. Bi
rinci məsələdə olduğu Kimi AXAA2 üçbucağı
nı, sonra isə ABC üçbucağını quraq.

İndi istifadə etdiyimiz üsulun adı onun 
yerinə danışır - KÖməKçi fiqur üsulu. İKİnci 
məsələdə belə bir fiqur Kimi AjAA2 fiquru 
istifadə edilir. Tez-tez KÖməKçi fiqur rolunu 
axtarılan fiqura oxşar fiqur oynayır. Belə 
hallarda deyirlər Kİ, oxşarlıq üsulu tətbiq 
edilir.

Məsələ 3. Üç hündürlÜK verilib, üçbu
caq qurmaq tələb olunur.
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Üçbucağın tərəflərinin onlara çəKİlmiş 
hündürlüyə hasilləri bərabər olduğundan 
(sahənin İKİqatma bərabərdir), tərəflər 
uyğun hündürlÜKİərlə tərs mütənasibdirlər: 
b:a=ha:hb, c:a=ha:hc. BeləliKİə, tərəflərin 
nisbəti məlumdur, bu isə o deməndir kİ, ax
tarılan üçbucağa oxşar olan üçbucağı Z, 
Ihjhb’ l ha/hc götürərən qurmaq olar (bu
rada l - ixtiyari parçadır). Bundan sonra isə 
bizə təKcə üçbucağın ölçülərini elə dəyişdir
mən qalır ni, l tərəfinə çənilmiş hündürlün 
ha-ya bərabər olsun (şənil 7).

Qurmanı tezləşdirmən üçün incə bir 
üsul mövcuddur: məsələnin şərtlərində ve
rilmiş hündürlünlərdən üçbucaq quraq, 
onun daxilində hündürlünlər çənən və yenə 
də alınmış hündürlünlərdən üçbucaq quraq. 
Elə o, tərəflərin və hündürlünlərin tərs mü
tənasibliyinə görə axtarılan üçbucağa oxşar 
olacaq. Təəssüf ni, belə üsulu hər dəfə isti
fadə edə bilmərin: verilmiş hündürlünlər- 
dən ola bilər ni, üçbucaq alınmasın.

Maraqlısı odur ni, medianlarına görə 
üçbucağın qurulması elə bu üsul ilə baş ve
rir. AM və МВ-yə bərabər və paralel olan 
CD parçasını quraq, burada M - AB-nın or
tasıdır (şənil 8). Şənildən göründüyü nimi, 
istənilən ABC üçbucağının medianlarına bə
rabər və paralel olan parçalardan BND üç
bucağı qurmaq olar, onun medianları həm
çinin əsas üçbucağın tərəflərinə paralel və 
mütənasib (3/4 əmsalı ilə) olacaq.

Rərgar və xətneşin vasitəsilə verilmiş 
tənbölənlərinə görə üçbucaq qurmaq olar
mı? Ümumi halda - xeyr.

Qurma ilə bağlı çoxlu sayda məsələlər 
müstəvinin çevrilmələri ilə həll edilir. İni 
müxtəlif növ çevirmə istifadə edilən məsələ
ni gözdən neçirən.

A

ŞəkİI 8.

Məsələ 4. I düz xəttindən bir tərəfdə 
yerləşən A və В nöqtələrindən bu düz xəttə 
toxunan çevrə çənən.

Bu dəfə biz ümumi və ən maraqlı hal 
ilə məhdudlaşacağıq, burada AB düz xətti 
l-ə nə paraleldir, nə də perpendinulyardır 
(şənil 9). AB parçasına p orta perpendinul- 
yarını (axtarılan çevrənin mərnəzi bu per- 
pendinulyarın üstündə yerləşməlidir) çənən 
və ona nəzərən l düz xəttini əks etdirən. Xa
tırladaq ni, çevrə öz diametrinə nəzərən 
simmetrindir. Və ona görə axtarılan çevrə 
əns olunmuş m düz xətt ilə toxunmalıdır. 
Beləlinlə, ox simmetriyasının vasitəsilə biz 
məsələni daha yaxşı tanış olan məsələyə gə
tirdin: verilmiş A nöqtəsindən neçən çevrəni 
(belə bir çevrə hönmən В nöqtəsindən də ne
çəcən) bucağın daxilinə çənən (Z və m tərəf
li). Bu nömənçi məsələni - fiquru özünə 
oxşar olan fiqura çevirən homotetiyanın - 
nöməyi ilə həll etmən olar. Bucağın daxilinə 
çənilmiş hər bir d çevrəsi axtarılan çevrəyə 
к = OA / OA' əmsalı ilə O təpəsinə nəzərən 
homotetindir, burada A' - d-nin OA ilə Kə
sişmə nöqtələrindən biridir. Ona görə buca
ğın daxilinə hər bir çevrəni çənmən olar, 
sonra isə onu к dəfə dartıb uzatmaq olar (ya 
da sıxmaq).

Bu məsələni həm də “cəbri” üsul ilə də 
həll etmən olar. AB-ni Z ilə C Kəsişmə nöqtə
sinə qədər uzadaq. Toxunan xəttinin Kvad
ratı haqqında teoremə görə (bax “Çevrə və 
dairə” məqaləsinə), C-dən axtarılan çevrə
nin Z düz xətti ilə toxunma nöqtəsinə qədər 
məsafənin Kvadratı CA ■ CB hasilinə bəra
bərdir. Ona görə Z üzərində C-dən V CA ■ C В 
uzunluqlu parça qurmaq Kifayətdir, beləlin- 
lə, biz M toxunma nöqtəsini alacağıq, sonra 
isə А,В və M nöqtələrindən çevrə çənirin. 
Parçanı ini istiqamətdə ayırmaq olar, ona 
görə bizdə ini həll ola bilər.

Cəbri üsulun daha bir istifadə nümunə
si. Düzgün beşbucaqlı quraq (şənil 10a). Bu
nun üçün lazım olan parça və bucaqları 
verilmişlərin vasitəsilə düsturlar ilə ifadə

edən. Beşbucaqlınm tərəfini a ilə, diaqonalı
nı x ilə işarə edən. ABC və BDA üçbucaqları
nın oxşarlığından istifadə edərən, alacağıq:

AB: AC = AD: AB = (AC -CD):AB 
ya da a / x = (x - a):a (çünni CD=BC=AB), 
buradan

a(75 + l)
* _ 2

x parçasının a parçasına görə vurulma
sı 10i> şənilində göstərilib.

QURMA MƏSƏLƏLƏRİNİN 
HƏLLİNİN MÜMKÜNLÜYÜ

Axırıncı qurmada parçaları toplamaq, 
yarıya bölmən və Tö-ə vurmaq lazım oldu. 
Ümumiyyətlə, pərgar və xətneşin vasitəsilə 
hansı cəbr əməliyyatları icra etmən olar? Əl

bəttə, niçiyin böyündən çıxılması və toplan
masını. Yuxarıda bizə 4ab qurulması, yəni 
a və b parçalarının həndəsi ortasını qurmaq 
lazım oldu. Bu qurma ona əsaslanır ni, 
düzbucaqlı üçbucağın hündürlüyü hipote
nuzu böldüyü ini parçanın həndəsi ortasına 
bərabərdir (şənil lla). Amma 11 ö şənilində 
daha qısa həlli verilib: təncə dörd xətt çəni- 
lir (AB=a parçası şərtlərdə verilib, qurma
nın özündə isə punntirli xətlər lazım deyil - 
onlar həlli əsaslandırmağa nömən edirlər).

Verilmiş a,b və c parçalarına görə “dör
düncü münasib parçanı” x=ab/c qurmaq çə
tin deyil. Bunu Fales teoreminin Köməyilə 
necə etməK məlumdur (şəkİİ 12). Bu teore
mə görə bucağın bir tərəfində paralel düz 
xətlər ilə Kəsilən parçalar başqa tərəfindəKİ 
müvafiq parçalar ilə münasibdirlər.

Hansısa e parçasını ölçü vahidi Kimi 
götürəK. Onda biz təKcə İKİ parçanın a+b cə
mini qurmağı deyil, həmçinin onların hasili
nə bərabər olan parçanı qura bilərİK - bu 
parçanın uzunluğu seçilmiş etalonda a və b 
uzunluqlarının hasilinə bərabər olacaq: o 
ab/e parçasına bərabər olacaq (belə ifadəni 
pərgar və xətKeş ilə qurmağı biz artıq öy- 
rənmişİK). Oxşar olaraq a / b = ae / b və 
4a = \ae parçaları da qurulur. Qeyd edəK 
Kİ, əgər başqa ölçü vahidini e' götürsəK, 
onda ab/ e', ae'/ b, \ae' parçaları da başqa 
olacaqlar. Ona görə ab, a/ b yaxud Va par
çaları haqqında ölçü vahidi verilmədən da
nışmaq olmaz.

QURMA MƏSƏLƏLƏRİNDƏ CƏBR

BeləliKİə, verilən ölçü vahidi ilə xətKe- 
şin və pərgarın Köməyi ilə parçalar ilə dörd 
hesab əməli icra etməK olar və həmçinin par
çadan İKİncidərəcəli kökü çıxartmaq olar. 
Birinci dörd əməliyyatı daxil edən ifadələr 
rasional ifadələr adlandırılır, amma həm də 
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beşinci əməliyyatı, yəni Kvadrat кокйп çıxa
rılmasını özünə daxil edənlər isə, - Kvad- 
ratİK-irrasional ifadələr adlandırılır. BeləlİK- 
lə, pərgarın və xətKeşin Köməyi ilə verilmiş 
ədədlərdən hər bir KvadratİK-irrasional ifadə 
qurmaq olar. Məlum oldu Kİ, daha heç nə 
qurmaq olmaz!

Həqiqətən, qurma zamanı hər addımı 
diqqətlə təhlil etsəK görə bilərİK: xətKeş və 
pərgar ilə götürülən ədədlərdən (məsələn, 
parçaların uzunluğu) qurduğumuz hər şey 
ya rasional olur, ya da KvadratİK-irrasional 
olur. Və ona görə xətKeş və pərgarın Köməyi 
ilə bu və ya digər məsələlərin həll edilməsi 
haqqında sual hansısa tənliyin Kvadrat radi- 
Kallarda həll edilməsi haqqında suala çevri
lir. Əgər bu tam əmsalları olan üçüncüdərə- 
cəli tənlİKdirsə - bu tez-tez olur - onda aşa- 
ğıdaKi faKt qeyd olunur:

Əgər tam əmsallı üçüncüdərəcəli tən
liyin rasional KÖKİəri yoxdursa, onda 
o Kvadrat radixallarda da həllə malİK 
deyil.

— ixtisarolunmaz Kəsri tam əmsallı 
9

tənliyin KÖKÜdürsə, bu Kəsrin sürəti sərbəst 
həddin, məxrəci isə yÜKSƏK dərəcəli hədd 
əmsalının bölənidir olduğunu göstərməK elə 
də çətin deyil, (bax “Yüksək dərəcəli tənlİK- 
lər” məqaləsinə). Və ona görə tam əmsallı 
üçüncüdərəcəli tənlİKİərə gətirilən qurma 
məsələləri onun mümKÜn rasional kökİə- 
rinin seçilməsi ilə yoxlanılır.

Misal üçün üçbucağın üç tənbölənə 
görə qurulması haqqında məsələni gözdən 
KeçirəK. Tutaq Kİ, onlardan İKİsi bir-birinə 
bərabərdir, üçüncüsü isə hər birindən dörd 
dəfə KİçİKdir. O zaman üçbucaq bərabəryan
lıdır və onun yan tərəfinin oturacağına nis
bəti x-in 16x3+16x2-3x-4=0 tənliyini 
ödəyəcəyini tapmaq çətin deyil. TənlİK nə 
rasional, nə də KvadratİK-irrasional KÖKİərə 
malİKdir, deməli belə bir üçbucaq qurmaq 
olmur. Əgər məsələ hətta bir yeganə halda 
da həll edilmirsə, onda məsələnin heç ümu
mi həlli də yoxdur. Amma bu məsələ ümu
miyyətlə həll edilmir fİKİrini iddia etməK 
olmaz. Əgər, məsələn, üç tənbölən bərabər
dirlərsə, onda müvafiq olan üçbucaq bəra- 
bərtərəflidir və onu qurmaq asandır.

DAİRƏNİN BÖLÜNMƏSİ HAQQINDA 
MƏSƏLƏ

Bu Köhnə məsələ riyaziyyatın tarixində qədi
min üç məşhur məsələsindən az olmayan şərəfli bir 
yer tutur. Bu məsələdə verilmiş sayda tərəflər ilə 
düzgün çoxbucaqlı qurmaq lazımdır və ya çevrəni 
bərabər hissələrə bölmən lazımdır (bu eyni şeydir).

Qədmilər dairəni 2,3,4,5,6,8,10,12,15 hissəyə 
bölə bilirdilər. Ümumiyyətlə, düzgün 2n-bucaqlını 
düzgün n-bucaqlıdan təxcə xaricinə çəKİlmiş çevrə
nin bölündüyü qövsləri yarıbayarı bölməx ilə almaq 
olar. Belə üsul ilə к-bucaqlıya əsaslanaraq bütün 
(2x)-bucaqlıları qurmaq olar.

Onbeşbucaqlını qurmaq üçün çevrənin daxili
nə eyni zamanda təxcə ümumi təpə ilə düzgün üçbu
caq və beşbucaqlı çəKməK Kifayətdir. Onların təpələri 
çevrəni böldüyü qövslərdən ən balacası 36071 Sə 
(çevrənin 2/5-1/3=1/15) bərabər olacaq. Belə üsul 
ilə düzgün pq-bucaqlını da дэктэк olar, bunun üçün 
çevrənin daxilinə düzgün p-bucaqlı və q-bucaqlı çək- 
тэк lazımdır və p və q rəqəmləri isə qarşılıqlı sadə 
olmalıdırlar (yəni 1-dən başqa ortaq bölənləri olma
sın).

Düzgün yeddi və doqquz-bucaqlı qurmaq - bu 
zaman Kvadrat radiKallarda həll edilməyən tənlİKİər 
əmələ gəlirlər. Amma hansı düzgün n-bucaqlıları 
pərgar və xətKeş ilə qurmaq olar sualı uzun müddət 
açıq qalmışdır. XVIII və XIX əsrlərin sərhədində bu 
suala cavabı Karl Fridrix Qaus vermişdir. BöyÜK riya
ziyyatçı isbat etdi Kİ, düzgün n-bucaqlı (burada n - 
sadə ədəddir), n ədədi 2? + 1 şəKİində olduqda və 
təKcə o zaman pərgar və xətKeşin Köməyi ilə qurula 
bilər. Birinci bir neçə belə bir ədəd - 3,5,17,257, 
65537. Qauss özü 17-bucaqlının qurulmasını tapdı. 
Qeyd etməK lazımdır Kİ, 19 yaşında etdiyi elə bu Kəşf 
onun gələcəK sənətini müəyyən etdi.

Elə bu üsul ilə riyaziyyatçılar təyin et
dilər Kİ, qədimin üç məsələsindən təxcə İKİ- 
sinin həlli yoxdur - bunlar Kubun İKİqat 
artırılması və bucağın üçəbölünməsi haq
qında məsələlərdir (bax “Qədimin üç məşhur 
məsələsi” məqaləsinə)

ALƏTLƏR İLƏ EKSPERİMENTLƏR

Qədim Yunanıstanda pərgar və xətKeş 
ilə qurmalardan istifadə edirdilər. Amma 
başqa alətlərdən də istifadə edirdilər - mə
sələn, İkİ bölgü nöqtəsi olan xətKeş (bax 
“Qədimin üş məşhur məsələsi” məqaləsinə). 
Belə xətKeş, misal üçün, Pappın məsələsini 
həll etməyə köhiək edir: bucağın daxilində 
yerləşən nöqtədən verilmiş uzunluq ilə ucla
rı bucağın tərəflərində yerləşən parça çək- 
тэк. GöstərməK olar kİ, bu sadə alət dör
düncü dərəcədən yuxarı olmayan tənlİKİərə 
gətirilən bütün məsələləri həll edir (Əlbəttə 

Kİ, çevrəni xətKeşin Köməyi ilə çəKməK 
olmaz. Adətən əgər тэгкэг və çevrənin han
sısa nöqtəsi verilibsə, onda hesab edilir Kİ, 
çevrə qurulub).

Amma icazə verilənin çərçivəsi geniş
lənən məsələlər yox, ƏKSinə, daralan çərçi
vələr ilə məsələlər daha çox maraq Kəsb 
edirdilər. Həndəsənin birinci məhdudlaşdı- 
rılmalarından biri o idi Kİ, pərgarın qolla
rının arasını dəyişdirməK olmaz. X əsrdə 
fars riyaziyyatçısı Məhəmməd Abul-Vəfa bu 
mövzuya elmi əsər yazdı və burada çoxlu 
sayda məsələlərin incə həllərini göstərdi.

1797-ci ildə italyan MasKeroni “Pərga
rın həndəsəsi” elmi əsərini çap etdirdi. Bu 
əsərdə isbat olunurdu Kİ, pərgar və xətKeş 
ilə qurulan hər bir qurmanı təKcə bir pərgar 
ilə yerinə yetirməK olar (əlbəttə Kİ, pərgar 
ilə düz xətt qurmaq olmurdu və ona görə 
MasKeroni sayırdı Kİ, əgər İKİ nöqtə verilib
sə, onda düz xətt artıq qurulub). Daha son
ra, artıq XX əsrdə 1672-ci ildə çap edilmiş 
və yaddan çıxarılmış danimarKalı Q. Morun 
Kitabı aşKar olunmuşdur. Bu Kitabda alim 
başqa üsul ilə eyni teoremi isbat etmişdir.

Məsələlərin daha bir sinfi - müstəvidə 
bir KÖməKçi fiqur vasitəsilə təKcə xətKeşin 
Köməyi ilə qurmalardır. Məsələn, 13-cü şə- 
Kİldən belə bir neçə qurma çıxartmaq olar: 
paralel düz xətt verilmə şərti ilə parçanın 
İKİqat artırılması və yarıbayarı bölünməsi, 
və tərsinə, verilmiş orta ilə parçaya paralel 
düz xəttin qurulması. 14-cü şəKİldə isə ona 
paralel verilmiş düz xətt şərti ilə parçanın 
1/n hissəsinin qurulması verilib. Ümumiy
yətlə, əgər müstəvidə ABCD paraleloqramı 
verilib, P nöqtəsini təKcə AP - pAB + qAD 
(burada p və q - rasinal ədədlərdir) olduq
da təK xətKeşin Köməyilə qurmaq тйткйп- 
dür.

Əgər müstəvidə qeyd olunmuş тэгкэг- 
lə çevrə çəKİlibsə, onda pərgar və xətKeş ilə 
qurulan hər bir qurmanı təKcə bir xətKeş ilə 
qurmaq olar. Bunu 1833-cü ildə isveçrəli 
YaKob Şteyner sübut edib. 15a və b şəkİİIə- 
rində belə tipli İKİ qurma göstərilib: veril
miş A nöqtəsindən verilmiş dairəyə İKİ to
xunan xətt və onun diametrinə isə perpendİ
Kulyar çəKİlib (belə bir qurmalarda dairənin 
mərKəzi lazım deyil). Başqa sözlə, əgər mə
sələni təKcə pərgar və xətKeş ilə həll etməK 
olarsa, onda pərgarı təKcə bir dəfə istifadə 
etməK Kifayətdir. Həm də alınır Kİ, daimi 
ara ilə pərgar adi pərgarı əvəz edir. Sonralar 
isə məlum oldu Kİ, həm də çevrədən istəyən 
qədər balaca bir qövsə və тэгкэгэ malİK 
olmaq Kifayətdir. Həm də verilmiş çevrənin 
mərKƏzini təKcə xətKeş ilə qurmaq olmaz.

XIX əsrdə müxtəlif qeyri-KİassİK vasi
tələr ilə qurmaları çox böyÜK maraq ilə öy
rənirdilər. Xüsusilə, İKİtərəfli xətKeş (baş
qa sözlə, onun İkİ paralel Kənarları ilə isti
fadə etməK icazə verilirdi) və düz bucaqlı 
günyə ilə qurulmuş qurmaları gözdən Keçir
dirdilər. Günyəni elə yerləşdirməK olar Kİ, 
onun ucları verilmiş nöqtələrdən Keçsinlər, 
təpəsi isə verilmiş xəttə düşsün. Bu sadə 
olan alətlərdən hərəsi pərgar ilə xətKeşi 
asanlıqla əvəz edir, həmçinin hərdənbir da
ha sadə həllər almağa imKan verirlər. Hər
dənbir hətta eKzotİK alətlərdən də istifadə 
edilirdi - məsələn, tənbölənləri çəkibək 
üçün cihaz. Amma məlum oldu Kİ, maKsi- 
mal imKanlara günyələrin cütü malİKdir 
(bax “Qədimin üç məşhur məsələsi” məqalə
sinə). Onların Köməyi ilə dördüncü dərəcə
dən çox olmayan tənlİKİərə gətirilən hər bir 
məsələni həll etməK olar.
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QƏDİMİN ÜÇ MƏŞHUR MƏSƏLƏSİ

Qədim zamanlardan qurmaya aid üç 
məsələ məlumdur: Kubun İKİqat artırılması, 
bucağın triseKsiyası və dairənin Kvadratu- 
rası haqqında məsələlər. Onlar riyaziyyatın 
tarixində xüsusi rol oynamışlar. Axırda sü
but olundu Kİ, təKCə pərgar və xətKeşin ко- 
məyi ilə bu məsələləri həll etməK тйткйп 
deyil. Amma məsələnin şərti - “həll edil- 
məzliyini isbat etməK” - artıq irəliyə bir cə
sarətli addım idi. Bununla birlİKdə ənənəvi 
olmayan alətlər ilə həllərin çoxluğu təKİif 
edilirdi. Bunlar cəbrdə və həndəsədə yeni 
ideyaların yaranmasına və inKİşafma gətir
di. Riyaziyyat həvəsKarları da standart ol
mayan və yaxın həllərdə müvəfəqiyyət qa
zanmışdılar - onların arasında qədimin üç 
məşhur məsələsi çox məşhur idi. Məsələlər 
hamıya asan gəlir: amma onların ifadələri 
bizi aldadır. Riyazi jurnalların redaKsiyala- 
rı indiyə Kimi bu məsələlər ilə bağlı məKtub- 
lar alırlar. Bu məKtubların müəllifləri çox
dan müəyyən edilmiş həqiqətləri təKzib et
məyə çalışıb, üç məşhur məsələdən hər han
sının pərgar və xətKeş ilə həllini təfərrüat
ları ilə təqdim edirlər.

KUBUN İKİQAT ARTIRILMASI

Bu məsələdə verilmiş Kubdan İkİ dəfə 
böyÜK həcm ilə Kub düzəltməK tələb olunur. 
Axtarılan Kubun tili aV2-dır, burada a - ve
rilmiş Kubun tilidir. Əgər təxmin etsəx kİ, 
a=1’ onda axtarılan Kubun tili x3-2=0 tənli
yin KÖKÜdür. Bu məsələnin rasional KÖKİəri 
yoxdur, deməli KvadratİK-irrasional həlli də 
yoxdur. BeləlİKİə, Kubun İKİqat artırlmasım 
pərgar və xətKeş ilə həyata KeçirməK müm- 
кйп deyil. XIX əsrin əwələrində təxminən 
belə fİKİrləşirdilər. Elə o vaxt bunun üçün la
zım olan cəbr aparatı icad edilmişdir.

Elə hesab edilir kİ, Kubun İKİqat artırıl
ması haqqında məsələ pifaqor məxtəbi təm
silçilərinin zamanında, e.ə. 540-cı ildə əmələ 
gəlmişdir. Ola bilər kİ, bu məsələ Kvadratın 
lKiqat artırılması haqqında məsələdən əmələ 
gəlib. Bu məsələni Pifaqor teoremi ilə asan- 
dlıqla həll etməK olar - verilmiş Kvadratın 
diaqonalında Kvadrat qurmaq lazımdır. Əfsa
nələrə görə üstünə tanrıların taun epidemi
yası göndərdİKİəri Afina şəhərinin saKinləri, 
Delos adasında yerləşən oraKulun yanma

nümayəndə heyəti göndərdilər. Onlar dəniz 
yoluxmasından qurtulmağı və tanrıların rəğ> 
bətini necə qazanmağı öyrənməK istəyirdilər*. 
Cavab belə idi: ‘Apollon məbədinin qurban
gahını İKİqat artırın və taun kəsİİəcək”. Qur
bangah isə киЬ formalı idi. Afina saKinləri 
elə hesab edirdilər kİ, məsələ çox asandır və 
İKİqat artırılmış til ilə qurbangah tixdilər. 
Amma taun daha da gücləndi. İKİnci dəfə 
oraKuldan soruşdular və belə bir cavab aldı
lar: “Həndəsəni daha yaxşı öyrənin”. Tanrıla
rın rəğbətini necə qazandıqları haqqında əf
sanə daha heç nə demir, amma axır kİ taun, 
şəhəri tərK etdi. Kubun İKİqat artırılması 
haqqında məsələni artıq delos məsələsi adlan
dırmağa başladılar.

Başqa bir əfsanə də məlumdur. E.ə. VI 
əsrin yunan şərhçisi I Ptolemeya yazılmış 
məKtub haqqında xəbər verir. Bu məKtubda 
deyilir kİ, çar Minos öz oğlunun məzarında 
киЬ formalı başdaşı tİKİb, amma abidənin 
ölçüləri ilə razı qalmamış, onu Kubun İkİ 
dəfə artırılması üçün tilini İKİqat artırılma
sı haqqında əmr verdi. Şərhçi çar Minosun 
səhvini göstərir (nəticədə fiqurun səthinin 
sahəsi dörd dəfə, həcmi isə səkkİz dəfə artı
rıldı) və deyir kİ, o zaman həndəsə alimləri 
bu məsələni həll etməyə çalışdılar.

Amma xətKeş və pərgar ilə bu məsələni 
həll edə bilmədİKİərinə görə, yunanlar başqa 
alətlərdən, mexanizmlərdən və xüsusi əyri
lərdən də istifadə etdilər. E.ə. V əsrin məş
hur alimi Xioslu HippoKrat Kubun İKİqat 
artırılmasını verilmiş a və b parçaları üçün 
“İkİ orta mütənasib” x və z/-in qurulmasına, 
yəni a : x = x : у = у : b (b=2a şərti ilə biz 
x - a\[2 alırıq) tənliyinin həllinə gətirdi. 
E.ə. təqribən 340-cı ildə bu ideyanı ənənəvi 
olmayan cizgi alətlərin - İkİ düz bucaq - ко- 
məyi ilə Platon reallaşdıra bildi (şəkİİ 1).
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E.ə. 350-ci ildə Menexm котк kəsİk- 
lərdən - müstəvinin Konusla Kəsişdiyi əyri 
xətlər (bax “GörKəmli əyrilər” məqaləsinə, 
burada əyrilər ilə qədimin üç məşhur məsə
lələrinin başqa həll üsullarını görməK olar) 
- istifadə edərəK Kubun İKİqat artırılması 
haq- qında məsələləri həll edirdi. Bu məsələ 
üçün həlləri həm də başqa böyÜK yunan ri
yaziyyatçıları da verib: YevdoKS, Eratosfen, 
Apolloniy, Heron, Papp və s.

Kubun İKİqat artırılması haqqında 
məsələnin həllərindən biri şəkİİ 2-də göstə
rilib. Burada BC=BD, AB=AC=EF, l=CE 
düz xətti isə AD-yə paraleldir. BC=a, 
AB=b/2, AE=x və CF=y qəbul edərəK, tapa 
bilərİK Kİ, x və у - a və b-nin İKİ orta mütə
nasibidir və ya 

xüsusi halda, b=2a şərti ilə x = a3^2. AEF 
düz xəttindən başqa bu fiqurdaKi bütün 
nöqtələr və xəttlər pərgar və xətKeş ilə 
qurulur; düz xətti isə xətKeşdə işarələrə ica

ERATOSFENİN MEZOLYABİYİ

Qədim yunan alimi Eratosfen riyazi nəticələri və 
hadisələri əyani surətdə göstərməK fürsətini əldən qa
çırmırdı və həmçinin prantiKi həllərin alınma üsullarını 
təKİif edirdi. Məsələn, o mezçlyabiy icad edib - İKİ ədəd 
arasında İkİ mütənasibin hesablaması üçün cihaz.

Mezolyabiy İkİ paralel istiqamətlər ilə asanlıqla 
çəKİlən üç eyni düzbucaqlı lövhədən (metaldan, taxta
dan, Kartondan və s.) ibarətdir; şəKİldə gördüyünüz 
Kimi hər lövhədə onun diaqonalı çəKİlib (hər lövhə öz 
rənginə boyanılıb; şəkİIə bax).

Əgər M nöqtəsi verilibsə (üçüncü lövhənin tilin
də), onda lövhələri elə qarışdırırlar Kİ, dörd nöqtə - 
A,Q,P və M - bir düz xəttin üstündə yerləşsinlər (P və 
Q başqa lövhələrin qırağı ilə diaqonalların Kəsişmə 
nöqtələridir). Onda İkİ balaca üçbucağın görülən oxşar
lığına görə AFN üçbucağın daxilində AF və MK qiymət
ləri arasında İkİ orta mütənasib alınır:

AF QG PH 
QG ~ PH MK

Xüsusi halda, əgər AF=2 və MK=1, onda PH = -]2: 
2_AF AF QG PH (PH V

MK QG PH MK MK J

bu şərt bizə Kubun İKİqat artırılması haqqında məsələni 
həll etməK imKanı yaradır.

Məşhur məsələnin elə bu həll etməK üsulu haq
qında Eratosfen çar Ptolemey Everqeta yazırdı:

“Alətlərin Köməyi ilə biz məsələnin çox asan həll 
üsulunu icad etmişiK; bu üsuldan istifadə edərəK İkİ ve
rilmiş düz xətt üçün biz İkİ yox, hətta üç orta mütənasib 
tapa bilərİK. Bundan sonra biz ümumiyyətlə hər bir ve
rilmiş paraleloqramlar ilə məhdudlaşmış həcmi Kuba 
döndərməK, bir formanı başqasına, onları oxşar etməK 

zə versəK çəKməK olar. E və F işarələri bizə 
Kifayətdir; bir-birindən b/2 məsafədə onları 
çəKməK lazımdır. Onda AEF düz xəttini 
qurmaq üçün, xətKeşi elə qoyurlar kİ, onun 
ucu A nöqtəsindən Keçsin, o zaman bir işarə 
l üstünə düşəcəK, başqası isə BC düz xətti
nin üstünə.

İsgəndəriyyədən NİKomed (e.ə. II əsr) 
bu məsələnin həlli üçün xüsusi əyri xəttdən 
istifadə etdi - Konxoidadan (“Konxoides” 
sözü yunan dilindən tərcümədə “midiya ba
lıqqulağına oxşar” mənasını verir; şəkİİ 3).

və oxşarlığı qoruyaraq həm qurbangahları, həm 
də məbədləri böyüdə bilərİK. Həmçinin maye və səpələ
nən cisimlərin ölçülərini biz Kuba çevrildib, onun tərəfi
nin ölçüsü ilə müxtəlif qabların tutumlarını ölçə bilərİK. 
Bu icad həmçinin Katapulta və daşatanları böyütməK is
təyənlər üçün faydalı olacaq, çünKİ atışın uzunluğunu 
artırmaq üçün, həmçinin mütənasib olaraq - həm enliyi, 
həm qiymətini, həm deşiyi, həm oynağı, həm qoyulan 
ağırlığları artırmaq lazımdır, bu isə orta - mütənasibliyi 
tapmadan тйткйп deyil”.

Arximedin əsərlərinin şərhçisi Evtoxiy əsərlərin
dən birində - “Kürə və silindr haqqında” - Eratosfenin 
məKtubunu əlavə Kimi yerləşdirdi. Elə bu yolla o bizə 
qədər çatdı. Əlbət bilərəK Kİ, epistollar (məKtublar) və 
əlyazmalar o qədər də uzunömürlü deyillər, Eratosfen - 
o, isgəndəriyyə Kitabxanasını idarə edirdi - mezolyabi- 
yini məbəddə hədiyyə Kimi yerləşdirdi. Və mezolyabini 
yazı ilə təchiz etdi - bu yazıda mezolyabiy ilə iş qayda
ları təsvir edilib. Və alimin icadı gələn nəsillər üçün qo
runurdu.

LoqarifmiK xətKeşin və noniusun əcdadı olan me
zolyabiy xətKeş və pərgar Kimi bərabərhaqqlı həndəsi 
alətə elə də dönmədi. Niyə?

A BCD

F G H К N
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Əgər işarələnmiş xətxeşi həmişə elə yerə də- 
yişəK Kİ, onun Kənarı daima A (onu Konxoi- 
danm polyusu adlandırırlar) nöqtəsindən 
Keçsin, E isə bütün l düz xətti boyunca qaça
caq (Konxoidanın oturacağı), onda 2-ci şə- 
Kİldə onu F nöqtəsi təsvir edəcəK. EF daimi 
uzunluğu interval adlandırılır. Dəqiqləşdir- 
sək, bu Konxoidanın bir qolu olacaq; İKİnci 
qolunu isə E-yə nəzərən F nöqtəsinə sim- 
metrİK nöqtə təsvir edir. NİKomed F nöqtə
sini 2-ci şəKİldə A polyusu və l oturacağı ilə 
Konxoidanı çəKərəK tapırdı. O, bu əyrilərin 
çəKİlməsi üçün xüsusi bir cihaz icad etdi.

BUCAĞIN TRİSEKStYASI

Hər bir bucağı pərgar və xətKeş ilə İkİ, 
bəzi bucaqları isə üç bərabər hissəyə bölməK 
çətin deyil. Axırıncı dediyimiz əməliyyat 
bucağın trisexsiyası adlandırılır. Məsələn, 
biz düzbucağın üçdə bir hissəsini düzgün 
üçbucağın bucağını yarıbayarı bölsəK, qura 
bilərİK, yaranmış 30° bucaqda tənbölən ке- 
çirtsəK, biz 15°-li bucaq alacağıq - 45°-li bu
cağın üçdə bir hissəsidir. Əlbəttə, belə tipli 
qurmalar elə ümid yaradıb Kİ, hər bir buca
ğın xətKeş və pərgar ilə triseKsiyasını qur
maq olar. Bu məsələni Yunanıstanda hələ 
e.ə. V əsrdə həll etməyə çalışırdı- lar.

Şəkİİ 3-də АО В - bizə verilmiş bucaq
dır , В nöqtəsindən isə O A-ya perpendİKulyar 
olan p=BC düz xətti və OA-ya paralel olan l 
düz xətti Keçirilmişdir. Əgər indi biz a=OPQ 
düz xəttini elə çəksək kİ, onun p və l arasın
da qalan PQ parçası 2OB-ya bərabər olsun, 
onda РОС bucağı verilmiş bucağın üçdə bir 

hissəsini təşKİl edəcəK (bunu biz OBD və 
BDQ üçbucaqların bərabəryanlı olmağından 
(burada D — PQ parçasının ortasıdır) və üç
bucağın xarici bucağı haqqında teoremdən 
istifadə edib, isbat edə bilərİK). a düz xəttini 
işarələnmiş xətKeş ilə, yəni üstündə bir-bi
rindən 2OB məsafədə İkİ işarə qoyulmuş xət- 
Keşin Köməyilə qurmaq olar.

Elə bu məqsəd ilə NİKomed O polyusu., 
p oturacağı və 2OB intervalı ilə öz Konxoi- 
dasını düzəldib; o l xətti ilə axtarılan Q nöq
təsində Kəsişir.

1593-ci ildə Fransua Viyet isbat etdi 
Ki, hər hansı üçüncüdərəcəli tənliyi ya buca
ğın triseKsiyasına, ya da Kubun İKİqat artı
rılmasına gətirməK olar. Hər nd məsələ 
Konxoidanın Köməyi ilə həll edildiyinə görə, 
Nyuton təKİif etdi kİ bu əyrini “standart” 
əyrilər sırasına daxil etsinlər.

Arximed öz triseKsiya üsulunu yarat
dı. 4-cü şəKİldə verilmiş bucaq - bu çevrə
nin radiusların arasındam АО В bucağıdır. 
İşarələnmiş xətKeşin Köməyi ilə biz A nöqtə
sindən düz xətti elə KeçirdəK Kİ, OB düz 
xəttinin davamının və çevrənin arasında 
onun PQ parçası çevrənin radiusuna bərabər 
olsun. 3-cü şəkİMəkİ Kimi, burada da OAP 
və OPQ üçbucaqları əmələ gəlir və asanlıqla 
isbat etməK olar Kİ, OQA bucağı verilmişdən 
üç dəfə KİçİKdir.

ŞəkİI 4.

Əlbəttə Kİ, elə bu halda da P nöqtəsini 
tapmaq üçün biz A polyusu və OB oturacağı 
ilə NİKomedin Konxoidasından, daha dəqiq 
desəK, onun oturacağından polyusa tərəf sa
bit parçanın yerləşdirilməsi zamanı əmələ 
gələn İKİnci “daxili” qolundan istifadə edə 
bilərİK. Hər verilmiş АО В bucağı üçün yeni 
Konxoida çəKməK lazım olur. Amma bütün 

bucaqlar üçün bir əyri ilə də Kifayətlənə bi
lərİK. Elə bu A polyusu ilə Konxoidanı göz
dən KeçirəK, amma artıq oturacağı Kimi bi
zim çevrəmizi götürəK (şəkİİ 5); başqa sözlə 
desəK, bu Konxoidanı P çevrəni Keçərxən, 
P-dən radiusa bərabər olan məsafəyə uzaq
laşan AP düz xəttinin Q və Qj nöqtələri təs
vir edəcəKİər. Alınan əyri xətt məşhur filo
sof və riyaziyyatçı Blez PasKalın atası Et- 
yen PasKalın xatirəsinə PasKal ilbizi adlan
dırılır. 4 və 5-ci şəKİlləri müqayisə edərxən, 
görə bilərİK Kİ, əgər 5-ci şəKİldə OB düz xət
ti verilmiş bucaq altında ilbizin OA simmet
riya oxuna Keçirilibsə, onda ZOQA onun üç
də bir hissəsinə bərabər olacaq.

Elidli Qippiy (e.ə. təxminən 420-ci ildə) 
bucağın triseKsiyası üçün sonra Kvadratissa 
adlandırılmış əyridən istifadə etmişdir.

1837-ci ildə fransız riyaziyyatçısı P. 
Vansel qəti surətdə isbat etdi Kİ, triseKsiya- 
nı pərgar və xətKeş ilə reallaşdırmaq müm
KÜn deyil. Tutaq Kİ, P = a / 3. Məlum olan 
düstura görə cosa = 4cos^ - 3cosŞ. Onda 
x - 2cosP qiyməti üçün, belə bir tənlİK alı
nır x3 - 3x - a = 0, burada a = 2 cosa. Veril
miş a bucağın triseKsiyanın həndəsi məsələ
si pərgar və xətKeş ilə təKcə o zaman həll 
ediləndir Kİ, alınmış cəbri tənlİK Kvadrat

h

radİKallarda həll edilən olsun. GötürəK, mə
sələn, a = 60°. Onda tənlİK belə bir şəkİİ ala
caq x3 - 3x - 1 - 0. O Kvadrat radİKallarda 
həll edilən deyil, deməli, pərgar və xətKeşin 
Köməyi ilə triseKsiya mümKÜn deyil. Ümu
mi halda da mümKÜn deyil. Maraqlısı odur 
Kİ, n tam olduqda 360°/n şəkİİİ bucaqlar 
üçün triseKsiya təKcə n 3-ə bölünmədiyi hal
da mümKÜndür.

DAİRƏNİN KVADRATURASI

Dairənin Kvadraturası haqqında məsə
lədə pərgar və xətKeşin Köməyi ilə verilmiş 
dairəyə müadil olan Kvadratın qurulması tə
ləb olunur. Yəqin Kİ, bu məsələ hələ e.ə. İKİ 
min əvvəl qədim Misir və Babildə məlum idi. 
Bu məsələyə birinci dəfə e.ə. V əsrdə rast gə- 
lirİK. Qədim yunan tarixçisi Plutarxm de- 
dİKİərinə görə filosof AnaKsaqor həbsxana
da vaxt KeçirərKən, dairəni Kvadrata gətir- 
тэк, yəni dairəni müadil Kvadrata döndər- 
тэк istəyirdi. Əgər verilmiş dairənin radiu
sunu 1 götürsəK, onda axtarılan Kvadratın 
tərəfi V л olmalıdır.

“Kvadraturçıların” ümidləri həm də 
onunla əsaslanırdı Kİ, pərgar və xətKeş ilə 
Kvadraturalanan əyrixəttli fiqurlar möv
cuddur. Xiosdan HippoKrat belə bir fiqur
lardan birini tapıb - “HippoKratın ayparala
rı” (şəkİİ 6). O həmçinin Kvadraturaya im- 
кап verən başqa ayparaları da tapdı, amma 
əlbəttə Kİ, bu ona məsələni həll etməyə kö- 
тэк etmədi. Qeyd edəK Kİ, hansı ayparalar 
Kvadraturalıdırlar sualı çətin oldu və tam 
olaraq təKcə XX əsrdə sovet riyaziyyatçısı 
N.Q. Çebotarev tərəfindən həll edilmişdi.

Çoxlu sayda qurmalar təKİif edilmiş
dir. Amma ən yaxşı halda onlar л-nin Kifa
yət qədər dəqiqliyi ilə yaxın qiymətini verir
dilər (məsələn, şəkİİ 7). Amma başqa İKİ



Riyaziyyat ensiklopediyası — 1

məsələnin həllərindən fərqli olaraq, bu qur
malar prinsipal yaxın idilər. Buna baxmaya
raq, bu qurmaların müəllifləri öz qurmaların 
dəqiqliyinə şübhələnmirdilər və bunu həra
rətlə isbat edirdilər. Bu mövzuya ən məşhur 
mübahisələrdən biri İngiltərədə XVII əsrin 
İKİ böyÜK alimi - filosof Tomas Qobbs və ri
yaziyyatçı Con Vallis arasında baş verdi. Çox 
qoca yaşında Qobbs dairənin Kvadraturasma 
həsr edilmiş ona yaxın “həll” çap etdirdi.

BeləliKİə, dairənin Kvadraturası haq
qında məsələ üçündən ən çətini oldu. İkİ

başqa məsələdə istifadə edilən üsul burava 
uyğunlaşmadı, çünKİ тг ədədinin mahiyyəti 
V2-dən və triseKsiyanın gətirildiyi tənlİKİə- 
18«9Ь—m S0K!ərindən fərqlidir. Təkcə 
1882-cı ildə Ferdinand Lindeman isbat etdi 
Ki, л ədədi transsendentdir, yəni tam əmsal- 
lı heç bır çoxhədlinin kökü deyil. Deməli o 
həm də KvadratİK-irrasional da deyil> çün’Rİ 
əks halda hansısa çoxhədlinin kökü olardı. 
BeləliKİə, nəhayət kİ Lindeman qədimin üç ən 
məşhur məsələlərindən axırıncısının pərgar 
və xətKeş ilə həlli probleminə nöqtə qoydu.

Riyaziyyat ensiklopediyası - 1

FƏZADA HƏNDƏSƏ
STEREOMETRİYANIN ƏSASLARI

Öz fəaliyyəti dövründə insan hər ad
dımda fəza fiqurlarının formalarını, ölçülə
rini, qarşılıqlı yerləşməsini araşdırıb öyrən- 
тэк ehtiyacı ilə qarşılaşır. Belə tipli məsələ
ləri həm ən böyÜK miqyaslar ilə qarşılaşan 
astronomlar, həm də atom və moleKulların 
quruluşunu araşdıran fizİKİər həll edirlər. 
Həndəsənin belə məsələləri araşdıran bölmə
si stereometriya adlanır (yunan, “stereos” - 
“həcmi”, “məKani”).

ParadoKsal görünə bilər, amma plani- 
metriyadaKi - müstəvidə həndəsə - “müstə
vi” anlayışı lazım deyil. Məsələn, siz: “Üç
bucağın müstəvisində nöqtə verilib”, dedİK- 
də güman edirsiz Kİ, müstəvidən Kənarda da 
nöqtə var. Belə bir fərziyyə planimetriyada 
artıqdır: çünKİ bütün fəaliyyət təKcə bir 
müstəvidə baş verir. Stereometriyada biz 
artıq bir neçə müstəvi ilə iş aparırıq. Müstə
vilərin hərəsində planimetriyadan məlum 
olan bütün anlayışlar və teoremlər qalır, 
amma müstəvilərin xassələrini yenidən təs
vir etməK lazım olur.

STEREOMETRİYANIN AKSİOMALARI

BeləliKİə, stereometriyada planimetri- 
yanın əsas anlayışlarına daha biri əlavə olu
nur - müstəvi. Və onunla birlİKdə müstə
vilərin həndəsənin başqa obyeKtləri ilə “qar
şılıqlı münasibətlərini” qaydaya salan ак- 
siomlar da əlavə olunur. Belə aKSİomların 
sayı üçdür.

Birincisi - fəzaya çıxış aKsiomu - “hən
dəsi hərəKətlərin teatrına” yeni, üçüncü ölçü 
əlavə edir:
V Bir müstəvidə yerləşməyən dörd nöqtə 

var (şəkİİ la).
BeləliKİə, müstəvidə heç də bütün nöq

tələr yerləşmir. Amma bu Kifayət deyil. Bi
zə lazımdır Kİ, müxtəlif müstəvilərin sayı 
sonsuz olsun. Bu İKİnci aKSİom ilə təmin 
edilir - müstəvinin aKsiomu:

V Üç hər hansı nöqtədən müstəvi Keçir.
Üçüncü aKsiom ilə biz Kağızdan fiqur

lar düzəldəndə rastlaşırıq: hamı bilir Kİ, bu

zaman əmələ gələn əymə xətləri - düz xət
lərdir. Müstəvilərin Kəsişmə aKsiomu belə
dir:

V Əgər İKİ müstəvinin ümumi nöqtəsi 
varsa, onda onların Kəsişməsi düz 
xətdir (şəkİİ 16).
Buradan, yeri gəlmişKən, biz belə bir 

nəticəyə gəlirİK Kİ, əgər üç nöqtə bir düz 
xəttin üzərində yerləşmirsə, onda onlardan 
Keçən müstəvi yeganədir.

ŞəkİI 1.

Həqiqətən, əgər hansısa üç nöqtədən 
İKİ müxtəlif müstəvi Keçirsə, onda bu nöqtə
lərdən düz xətt KeçirməK olar, yəni bu müs
təvilərin Kəsişdiyi düz xətti KeçirtməK olar. 
Qeyd edəK Kİ, axırıncı xassə özü tez-tez ак- 
siomlara daxil edilir. Üçüncü aKsiom stereo
metriyada çox vacib və elə də aşKar olun
mayan rol oynayır: o fəzanı dəqiqlİK ilə 
üçölçülü edir, çünKİ dörd və ondan artıq 
ölçülü fəzada müstəvilər bir nöqtə üzrə Kə
sişə bilərlər.

Üç verilmiş aKsioma bir neçə müstəvi
ni araşdırmağımızı nəzərə alaraq planimet- 
riya aKSİomları da əlavə edilir. Məsələn, düz 
xəttin aKsiomunu - İKİ müxtəlif nöqtədən 
təKcə bir düz xətt KeçirtməK olar - stereo- 
metriyaya eynən Keçirdirlər, amma o artıq 
fəzanın müxtəlif nöqtələrinə yayılır.

Nümunə Kimi elə bu aKSİomdan çox 
faydalı bir nəticə çıxaraq: müstəvi ilə ən azı 
İKİ ümumi nöqtəsi olan düz xətt bütünlÜKİə 
bu müstəvidə yerləşir.

Tutaq Kİ, l düz xətti a müstəvisinin A 
və В nöqtələrindən Keçir (şəkİİ 2). A müstə
visindən Kənarda ən azı bir C nöqtəsi yerlə-
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şir (fəzaya çıxış aKsiomuna görə). Müstəvi
nin aKsiomuna görə А,В və C nöqtələrindən 
P müstəvisini KeçirməK olar. O C nöqtəsini 
daxil etdiyi üçün a müstəvisindən fərqlidir 
və a ilə İKİ ümumi nöqtəyə malİKdir - A və 
B. Deməli, Ş a müstəvisi ilə A və В nöqtələ
rinin məxsus olduğu l düz xətti Kİmi düz 
xətt üzrə Kəsişirlər. Düz xəttin aKsiomuna 
görə müstəvilərin Kəsişmə xətti l ilə üst-üs
tə düşür. Amma bu xətt, yəni l a müstəvi
sində yerləşir. Bunu da isbat etməK lazım

Sonra isə bizə lazım olan planimetriya- 
nın aKSİomlarını xatırladacağıq, hələlİK isə 
əsas nəticəni ifadə edəK:

İstənilən müstəvidə planimetriyanın 
bütün müddəaları doğrudur.

LaKİn, indi bizə “fəzaya çıxış” zamanı 
həndəsədə yaranan anlayışlar və faKtlar 
haqqında danışmaq daha maraqlı olacaq.

DÜZ XƏTLƏR. MÜSTƏVİLƏR. 
PARALELLİK

Artıq düz xətlərin paralelliyi Kimi an
layışın yeni bir ifadədə ehtiyacı var: Bir 
müstəvinin üzərindəKİ İKİ düz xəttin ortaq 
nöqtəsi yoxdursa, onlar paraleldir. BeləlİK- 
lə, imtahanda tələyə düşməyin - İkİ paralel 
düz xətdən bir müstəvi Keçirməyin müm- 
Künlüyünü “isbat etməyin”, çünKİ bu para
lel düz xətlərin anlayışından artıq bəllidir! 
Stereometriyanm aKSİomalarına daha bir, 
planimetriyanın məşhur paralellİK haqqında 
aKsiomu da əlavə edirlər və onun Köməyi ilə 
fəzada paralel düz xəttlərin əsas xüsusiyyə
tini isbat edirlər:

Düz xətt üzərində yerləşməyən nöqtə
dən verilmiş düz xəttə təKcə bir para
lel düz xətt Keçirmən olar.

Paralel düz xətlərin paralelliyin tran- 
zitivliyi adlanan başqa xüsusiyyəti də qalır:

Əgər a və b düz xəttləri c düz xəttinə 
paraleldirlərsə, o zaman onlar bir-bi
rinə də paraleldirlər.

Amma stereometriyada bunu isbat et- 
тэк daha çətindir. Müstəvidə paralel olma
yan düz xətlər Kəsişməyə məcburdurlar və 
ona görə eyni zamanda üçüncü düz xəttə pa
ralel ola bilməzlər (o zaman paralel xətlərin 
aKsiomu pozulur). Fəzada isə paralel olma
yan və Kəsişməyən düz xətlər (onlar müxtəlif 
müstəvilərdə yerləşirlər) də var. Belə düz 
xətləri çarpaz xətlər adlandırırlar.

3-cü şəKİldə Kub təsvir olunub; AB və 
BC düz xəttləri Kəsişirlər, AB və CD - para
leldirlər, AB və .BjCj isə çarpazdırlar. Gələ- 
cəKdə biz stereometriyanm anlayışlarını və 
faKtlarını göstərməK üçün tez-tez Kubun 
Köməyinə əl atacağıq. Bizim Kubumuz 6 
Kvadrat-üzdən ibarətdir. Buna əsaslanaraq, 
biz artıq onun başqa xüsusiyyətlərini çıxar
dacağıq. Məsələn, biz deyə bilərİK kİ, AB 
С1Л paraleldir, çünKİ onların hər biri daxil 
olduğu Kvadratların ortaq CD tərəfinə para
leldir.

Stereometriyada həm də müstəvilərin 
paralelliyi araşdırılır: İkİ müstəvi və ya bir 
müstəvi və düz xətt ortaq nöqtəsi yoxsa, pa
raleldirlər. Əgər düz xətt müstəvi üzərində 
yerləşirsə, onları paralel saymaq əlverişli
dir. Müstəvilər və düz xəttlər üçün tranzi- 
tivlİK haqqında teoremlər də düzdür:

Əgər İkİ müstəvi üçüncü müstəviyə 
paraleldirsə, onda onlar bir-birlərinə 
də paraleldirlər.

z Əgər düz xətt və müstəvi hansısa bir 
düz xəttə (və ya müstəviyə) paralel
dirlərsə, onda onlar bir-biri ilə də pa
raleldirlər.

İKİnci teoremin xüsusi vacib halı - düz 
xəttin və müstəvinin paralellİK əlamətidir:

'C Düz xətt müstəvi üzərindəKİ hər hansı 
düz xəttə paraleldirsə, müstəviyə də 
paraleldir.

Bu isə müstəvilərin paralellİK əlaməti
dir:
/ Əgər bir müstəvinin İKİ Kəsişən düz 

xətti başqa müstəvinin müvafiq ola
raq İKİ Kəsişən xəttinə paraleldirsə, 
onda müstəvilər də paraleldir.

Belə sadə teorem də tez-tez istifadə 
olunur:

■/ İkİ paralel müstəvilərin üçüncü müs
təvi ilə Kəsişdiyi düz xətlər bir-birinə 
paraleldirlər.

Kuba bir də baxaq (şəkİİ 3). Düz xəttin 
və müstəvinin paralelliyi haqqında əlamət
dən nəticəyə gələ bilərİK Kİ, misal üçün, 
A^j düz xətti ABCD müstəvisinə paraleldir 
(çünKİ o bu müstəvidə yerləşən AB-ya para
leldir), Kubun qarşı üzləri isə, xüsusi halda, 
A1BlClDl və ABCD, müstəvilərin paralel
lİK əlamətinə görə paraleldirlər: bir üzdə

AjBj və CrD: xətləri, baçqasında AB və CD 
xətlərinə müvafiq olaraq paraleldirlər. Və 
bundan daha asan bir nümunə. AA} və CCj 
düz xətlərindən Keçən müstəvi A1B1C1D1 və 
ABCD paralel müstəvilərini AC və AlC1 düz 
xətləri üzrə Kəsir, deməli, bu düz xətlər pa
raleldirlər: ona oxşar olaraq BtC vəA^D düz 
xətləri də paraleldirlər. Deməli, Kubu üçbu
caqlara görə Kəsən A-BjC və AjDCj müstəvi
ləri də paraleldirlər.

FƏZA FİQURLARININ TƏSVİRİ

Belə bir aforizm var: “Həndəsə - bu 
düzgün olmayan cizgidə düzgün düşünməK 
sənətidir”. Həqiqətən, əgər biz yuxarıda ve
rilən düşüncələrə qayıtsaq, onda başa düşə- 
riK kİ: onları müşahidə edən Kubda yeganə 

fayda o oldu Kİ, bizim üçün işarələrin ifadə
si üçün yer qənaət etdi. Elə bu üsul ilə biz 
onu cisim Kimi 4a şəKİlində təsvir edə bilər- 
dİK, baxmayaraq Kİ, orada təsvir edilmiş 
“nə isə” nəinKİ Kub deyil, heç çoxbucaqlı da 
deyil. Bununla belə yuxarıda qeyd edilmiş 
aforizmdə həqiqətin təKcə bir hissəsi qeyd 
edilib. ÇünKİ “fİKİrləşməK” - hazır olunmuş 
isbatı ifadə etməK üçün - əvvəl onu fİKİrlə- 
şib tapmaq lazımdır. Bunun üçün isə veril
miş fiquru, onun elementləri arasında mü
nasibəti özümüzə aydın təsvir etməliyİK. 
Belə təsviri yaratmaq üçün bizə düzgün çə- 
Kİlmiş cizgi KÖməK edə bilər. Bundan başqa, 
biz həmçinin görəcəyİK Kİ, stereometriyada 
düzgün çəKİlmiş cizgi elə belə məsələnin şə- 
Kili yox, o məsələnin həllinin əsası ola bilər.

Rəssam (dəqiq desəK, realist-rəssam) 
Kubu biz gördüyümüz Kİmi təsvir edəcəK 
(şəkİİ 4ö), yəni perspeKtivdə və ya mərKəzi 
proeKsiyada. a müstəvisinə O nöqtəsindən

ŞdKİl 4.

(proyeKsiyanm mərKəzi) mərKəzi proyeKsi- 
ya zamanı ixtiyari X nöqtəsi X' Kİmi işarə
lənir, bu nöqtədə a OX ilə Kəsişir (şəkİİ 5). 
MərKəzi proyeKsiya nöqtələrin düzxətli yer
ləşməsini saxlayır, amma, bir qayda olaraq, 
bucaqları və məsafələri dəyişdirməKİə bəra
bər paralel düz xətləri Kəsişən xətlərə çevi
rir. Onun xüsusiyyətlərinin öyrənilməsi 
həndəsənin vacib bölməsinin yaranmasına 
gətirib çıxartdı (bax: “ProeKtiv həndəsə 
məqaləsinə).

Amma həndəsi çertyojda başqa proeKSİ- 
ya istifadə edilir. O, mərKəz proyeKsiyalama- 
dan O mərKəzi sonsuzluğa uzaqlaşanda, və 
beləlİKİə də OX düz xətləri paralel olduqda 
yaranır.

A müstəvisini və onu Kəsən l düz xəttini 
seçəK. X nöqtəsindən l-ə paralel olan düz xətt 
KeçirəK. X' nöqtəsi — bu düz xəttin a
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müstəvisi ilə Kəsişmə nöqtəsidir və a müstə
visinə l düz xətti boyunca X-in paralel pro- 
yensiyasıdır (şəkİİ 6). Fiqurun proyeKsiyası 
onun bütün nöqtələrinin proyensiyaların- 
dan ibarətdir. Həndəsədə fiqurun təsviri de
dində onun paralel proyensiyasını başa dü
şürlər.

Xüsusi halda, düz xəttin təsviri — düz 
xətdir ya da nöqtədir (düz xətt proyensiya- 
nın istiqamətinə paralel olduqda). Çertyojda 
paralel düz xətlər elə paralel də qalırlar, 
həmçinin burada paralel parçaların nisbəti 
də qalır, baxmayaraq ni, uzunluqları dəyi
şir. Yuxarıda deyilənlərin hamısını paralel 
proeKsiyanm əsas xüsusiyyətinin çox qısa 
bir ifadəsinə sığışdırmaq olar:

Z Əgər, A', B', C' və D' - A,B,C,D nöqtə
lərin proyeKsiyalarıdırsa və AB = kCD 
isə onda A'B' = kC'D'.

Buradani cızıq o deməndir ni, onlar is
tiqamətlənmiş parçalardır (ventorlar), bəra- 
bərlin isə — təncə uzunluqların yox, həmçi
nin istiqamətlərin üst-üstə düşməsi demən
dir (şənil 6). Beləlinlə, əgər A və В nöqtələ
rinin təsvirini versən, onda birmənalı ola
raq X-in bütün nöqtələrin təsvirləri də 

müəyyən ediləcən, çünni к vuruğu AX = 
= к AB bərabərliyində həm paralel proensi- 
yada, həm də orijinalında da eynidir. Oxşar 
olaraq, bir düz xətdə yerləşməyən üç nöqtə
nin təsvirinə görə birmənalı olaraq onlardan 
neçən müstəvinin bütün nöqtələrinin təsviri 
bərpa edilir. Bir müstəvidə yerləşməyən 
dörd nöqtə verildində isə, biz irəlicədən fəza
nın bütün nöqtələrinin yerləşməsini müəy
yən edirin.

Eyni zamanda verilmiş üç nöqtənin, yə
ni üçbucağın, təsviri istənilən ölçüdə üçbu
caq ola bilər. Bunda əmin olmaq çətin deyil: 
verilmiş ABC üçbucağının AB tərəfindən a 
müstəvisini neçirən, onun içində lazım olan 
formada ABCj üçbucağı quraq və a müstəvi
sinə l—CCy düz xətti boyunca ABC üçbucağı
nın proensiyasını çənən (şənil 7). ABC şən- 
lində bərabəryanlı düzbucaqlı üçbucağı gö
türərən və onu ABCD Kvadratına qədər ta
mamlasaq, görərin ni, paralel proensiyada

ŞəkİI 7.

nvadrat asanlıqla hər hansı bir paraleloqra
ma çevrilir. Bundan əlavə, həmçinin isbat 
etmən olar ni, hər hansı verilmiş üçbucaqlı 
piramidanın təsviri bir düz xəttə yerləşmə
yən, onları bir-biri ilə birləşdirən parçalar 
ilə hər hansı dörd nöqtə ola bilər.

Düzgün seçilmiş təsvir bizə məsələni 
düzgün həll etməyə nömən edir. Misal üçün 
götürən ni, nubun A}BD nəsiyi tərəfindən 
(şənil 8a) AD və BjCj tillərinin P və Q orta
larını birləşdirən parçanı hansı nisbətlərə 
uyğun böldüyünü tapaq. Kuba BBr yan tili 
tərəfindən baxaq, dəqiq desən, В D düz xətti 
boyunca nubun AAjCjC müstəvisinə proyen- 
siyasını çənən. Aydındır ni, bu daxilində 
oturacaqların ortalarını birləşdirən parça 
Keçirilmiş AA^C düzbucaqlısı olacaq (B və 
D nöqtələri üst-üstə gələcənlər; şənil 8b); 
axtarılan nəsin artıq balaca bir parçaya

çevriləcən (8b şənlində o qırmızı rəngdədir), 
P və Q nöqtələri isə AD və BjCj parçala
rının ortaları olacaqlar. Aydındır ni, bi
zim şənlimizdə, A1Q=3PB, onda deməli, 
PM:MQ=1:3. Paralel proyensiyanm əsas

xüsusiyyətinə görə bu bərabərlin həmçinin 
fəzada da düzdür. Elə bu proyensiyanm va
sitəsilə nubda çənilmiş AXBD müstəvisi ilə 
bölünmüş hər hansı parçanın hissələrinin 
arasında nisbəti tapmaq olar: xüsusi halda, 
KQ parçası, burada К — AB-nin ortasıdır, 
onunla yenə də 1:3 nisbətdə bölünür, ACj isə 
1:2 nisbətində bölünür.

“Fəzaya çıxanda”, yəni verilmiş müstə
vi fiqur hər hansı fəza obyentinin təsviri ni- 
mi təqdim ediləndə alınan planimetrin mə
sələlər daha da effentiv görsənilirlər. Belə 
məsələlərdən biri: Təpə nöqtələri ortaq baş- 
lanğıclı OA, OB və ОС şüaları üzərində ol
maqla üçbucaq qurmaq tələb olunur və həm
çinin onu elə qurmaq lazımdır ni, onun tərəf
ləri AOB, BOC və COA bucaqların daxilində 
verilmiş P,Q və R nöqtələrindən neçsinlər.

Şəkİİ 9.

Bu çox çətin məsələdir. Amma əgər siz 
əvvəlcədən onun cizgisinə (şənil 9a) üzlərin
də üç nöqtə ilə üçüzlü bucağın təsviri nimi 
baxsaz, onda başa düşərsiz ni, siz bu buca
ğın PQR müstəvisi ilə Kəsiyinin qurulması 
məsələsi ilə məşğul olursuz. Məsələnin həlli 
9ü şənlində verilir; yeri gəlmişnən, o həmçi
nin nəsinlərin qurulmasının əsas üsulunu 
aydınlaşdırır. ОС şüasının sərbəst seçilmiş 
E nöqtəsindən verilmiş R və Q nöqtələrinin 
O AB müstəvisinə proyensiy alarım çənirin: 
B' və Q' nöqtələri alırıq. RQ düz xətti OAB 
müstəvi ilə RQ' düz xəttinin M nöqtəsində 
nəsişir. Axtarılan nəsiyin səthi OAB müstə
visi ilə MP düz xətti üzrə nəsişir. Qalanları 
isə aydındır.

PERPENDİKULYARLIQ. BUCAQLAR. 
MƏSAFƏLƏR

İndiyə qədər, biz heç yanda məsafə və 
bucaq nimi belə vacib həndəsi anlayışlardan 
lazımınca istifadə etmirdin. Hətta nubdada 
bizə təncə, onun üzləri - paraleloqramlar la
zım idi, onun bütün tərəflərinin və bucaqla
rının bərabərliyi heç lazım deyildi. Kubun 
və başqa fəza fiqurların xassələrini bütün 
dolğunluğu ilə araşdırmaq üçün bizə müva
fiq anlayışlar lazımdır. İln əvvəl, planimet- 
riyadan məlum olan perpendinulyarlıq anla
yışını genişləndirən.

Əgər düz xətt müstəvini P nöqtəsində 
nəsirsə və bu müstəvidə P nöqtəsindən ne
çən hər hansı düz xətt ilə perpendinulyar- 
dırsa, onda deyirlər ni, verilmiş düz xətt və 
müstəvi perpendinulyardırlar.

Məsələn, bizə aydındır ni, nubun AAr 
tili ABCD oturacağına perpendinulyardır. 
Amma bu tilin əslində oturacaqda yerləşən 
və A nöqtəsindən neçən hər hansı düz xəttə 
perpendinulyar olduğunu necə yoxlamaq 
olar? Məlum olur ni, bizə düz xəttin və 
müstəvinin perpendinulyarlıq əlamətinə gö
rə təncə AAj xəttinin AB və AD ilə düz bu
caq yaratdıqları nifayətdir:

✓ əgər l düz xətti ini Kəsişən avəb düz 
xəttinə perpendiKulyardırsa, onda o, 
bu a və b düz xətlərindən Keçən müs
təviyə də perpendiKulyardır.

Həmçinin, burada l düz xəttinin a və b 
düz xətləri ilə Kəsişdiyini söyləmən vacib 
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deyil. Əgər istənilən nöqtədən, xüsusi halda 
1 düz xəttinin müstəvi ilə Kəsişmə nöqtəsin
dən Keçən düz xətlər perpendİKUİyardırsa, 
onda onlara paralel olan çarpaz düz xətlər 
də perpendİKulyar olur. BeləlİKİə, indi artıq 
deyə bilərİK Kİ, müstəviyə perpendİKulyar 
olan düz xətt, müstəvidə yerləşən hər hansı 
düz xətt ilə perpendİKulyardır. AşağıdaKi 
teorem doğrudur:

J Fəzanın verilmiş nöqtəsindən verilmiş 
düz xəttə perpendİKulyar olan təKcə 
bir müstəvi KeçirməK olar və həmçi
nin bir nöqtədən verilmiş müstəviyə 
təKcə bir perpendİKulyar düz xətt ке- 
çirməK olar.

Müstəviyə perpendİKulyar xətt boyun
ca ona paralel proeKsiya verilmiş müstəviyə 
ortoqonal (yəni düzbucaqlı) proeKsiya ad
landırılır. Adətən, sadəcə “proeKsiya” deyi
ləndə, ortoqonal proeKsiya haqqında fİKİr- 
ləşirlər. O paralel proeKsiyanm bütün ümu
mi xüsusiyyətlərinə malİKdir. Amma onun 
həmçinin spesifİK xüsusiyyətləri də var, on
ları fəzada bucaqlar və məsafələr haqqında 
məsələləri həll edəndə istifadə etməK olar.

Düz xəttin və müstəvinin perpendiKul- 
yarlıq əlamətindən çox sadə, amma çox va
cib bir üç perpendİKulyar haqqında teorem 
çıxır (şəkİI 10):

ŞdKil 10.

Müstəvi üzərində mailin oturacağın
dan Keçirilmiş düz xətt, onun ргоуек- 
siyasına perpendİKUİyardırsa, onda o 
mailə də perpendİKulyardır.
Və tərsinə:
Müstəvi üzərindəni düz xətt mailə 
perpendİKUİyardırsa, onda o mailin 
proyeKsiyasına da perpendİKulyardır.

Müstəviyə mail müstəviyə perpendİ
Kulyar olmayan, amma onunla Kəsişən hər 
hansı xəttə deyirlər. Bu teoremin hər İkİ 
şərti a və a'-dan Keçən müstəvinin l düz xət
tinə perpendİKulyar olması ilə eyni güclü
dür.

Hər İkİ teoremi Kuba tətbiq edəK 
(şəkİI 11). Onun AC diaqonalının oturacağa 
AC1 proeKsiyası oturacağın BD diaqonalına 
perpendİKulyardır; üç perpendİKulyar teo
reminə görə AC1 diaqonalının özü də BD-yə 
perpendİKulyardır. Elə bu səbəbə görə də 
ACj və AXB perpendİKulyardılar. Buradan 
belə nəticəyə gəlməK olar kİ, diaqonal ArBD 
“üçbucaqlı Kəsiyə” də perpendİKulyardır.

Stereometriyada adi müstəvi bucaqlar
dan başqa həmçinin bucaqların daha üç növü 
ilə işləməK lazım olur. Çarpaz xətlər arasın
da bucaq tərifə görə onlara paralel olan Kəsi
şən xətlər arasında bucağa bərabərdir, a düz 
xətti və a müstəvisinin arasında bucaq a düz 
xətti və onun a' proyeKSİyasımn arasındam 
bucağa bərabərdir (şəkİI 10), əgər düz xətt və 
müstəvi perpendİKulyardılarsa, onu 90°-yə 
bərabər götürürlər. Bu a düz xətti və a 
müstəvisinin hər hansı düz xətti arasında ən 
kİçİk bucaqdır. Kəsişən müstəvilər arasında 
bucaq bu müstəvilərdə onların Kəsişmə xətlə
rinə Keçirilmiş perpendİKulyarlar arasındam 
bucaqla ölçülür (şəkİI 12). Bütün bu bucaqlar 
0°-dən 90°-yə qədər qiymətlər qəbul edirlər.

Misal üçün, bizim Kubumuzun tərəflə
rinin AXB və BAC diaqonalları arasında buca
ğı tapaq (şəkİI 13). BXC düz xəttini ona pa
ralel olan qarşı üzün AXD diaqonalı ilə əvəz 
edəK: axtarılan bucaq BArD bucağına bəra
bərdir, yəni 60°-dir (BAjD üçbucağı bərabər-

tərəflidir). ACj diaqonalı və Kubun oturaca
ğı arasında bucaq AC^ düz xətti və onun otu
racağa AC proeKsiyası arasındam САСг bu
cağına bərabərdir, yəni arctgiC^C / AC) = 
= arctgÇl/^. BDA, və BDC1 müstəvilər

arasında bucaq isə (şəkİI 13) АгМСг bucağı
na bərabərdir, burada M - BD-nın orta nöq
təsidir, çünKİ MAr və MCj düz xətləri bu 
müstəvilərdə yerləşir və onların BD Kəsişmə 
xəttinə perpendİKulyardırlar (çətin olmayan 
hesablama bizə arccos (1/3) verir).

ŞəkİI 13.

İkİ hər hansı fiqur arasında məsafə bu 
fiqurları birləşdirən ən qısa parçaya deyir
lər. Deməli, nöqtədən müstəviyə məsafə 
nöqtədən müstəviyə çəKİlmiş perpendİKUİ- 
yara bərabərdir - o hər hansı maildən Qisa
dır, çünKİ düzbucaqlı üşbucağın Kateti hi
potenuzdan qısadır. Paralel müstəvilər ara
sında məsafə, aydındır Kİ, bir müstəvinin 
istənilən nöqtəsindən o biri müstəviyə qədər 
məsafəyə bərabərdir (şəkİI 14a).

avəb çarpaz düz xətləri arasında məsa
fə haqqında sual daha maraqlandırıcıdır. a 
düz xəttindən b düz xəttinə paralel olan a 

müstəvisini KeçirəK (şəkİI İli»), b düz xətti
nin a-ya ortoqonal proeKSİyasımn a-düz xət
ti ilə A Kəsişmə nöqtəsini və b-nin A-ya 
proeKSİyalanan B nöqtəsini tapaq. AB parça
sı a müstəvisinə perpendİKulyardır və ona 
görə a və b düz xətlərinin ortaq perpendi- 
Kulyarıdır. Onun uzunluğu çarpaz düz xətlər 
arasında məsafəyə bərabərdir.

Fəzada məsafələri və bucaqları tap- 
maqdansa, uyğun qiymətləri verilmiş fiqu
run ortoqonal proeKSİyasında tapmaq olar. 
15-ci şəKİldə tilinin uzunluğu a olan Kubun 
İkİ maraqlı ortoqonal proeKsiyası göstərilib. 
a x asİ2 ölçülü düzbucaqlı dördbucaq (ACC}AX 
diaqonal müstəvisinə proeKsiya və ya otura
cağın BD diaqonalı boyunca proeKsiya) və 
tərəfi a 72/3 olan düzgün altıbucaqlı (Kubun 
AC, diaqonalı boyunca proeKsiya; biz gör- 
müşdÜK Kİ, ACj düz xətti BDA1 müstəvisinə 
perpendİKulyardır və ona görə tərəfi a<2 
olan düzgün üçbucaq belə proeKSİyada po
zulmur”). Birinci proeKsiyanm Köməyi ilə, 
məsələn, BDAj və BDCX müstəviləri arasın
da bucağı tapmaq olar - o bu müstəvilərin 
proeKsiyalandığı İKİ qırmızı düz xətt ara
sında bucağa bərabərdir. İkİ çarpaz BD və 
B,C tərəfləri arasında r məsafəsi işəl5a şə- 
KİldəKİ B nöqtəsindən BXC düz xəttinə qədər 
məsafəyə bərabərdir (B və BXC - uyğun 
olaraq birinci və İKİnci diaqonalların təsvi
ridir). Səbəbini fİKİrləşin (burada diaqo
nalların ortaq perpendİKulyarının proyeKSi- 
ya müstəvisinə paralel olduğu vacibdir). 
Asanlıqla tapmaq olar Kİ, r= a/V3. Elə bu
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ŞdKİl 18. ŞəkİI 19.
proyeKsiyada BD və AC1 düz xətləri arasın
da məsafəni hesablamaq elə də çətin deyil. 
Onu ACrnin nöqtəyə çevrildiyi 15& şəKİinin 
Köməyi ilə tapmaq daha da asandır: altı- 
bucaqlının mərKəzindən BD-yə qədər məsa
fə altıbucaqlınm tərəfinin yarısına, yəni 
а/Тб-уа bərabərdir.

Fiqurun sahəsini, onun proeKsiyasınm 
sahəsini və müstəvilər arasında bucağı bir- 
birinə bağlayan maraqlı bir əlaqəni qeyd 
edəK:

Ortoqonal proeKsiyanın Spr sahəsi çox- 
bucaqlının S sahəsinin cos tp-yə hasili
nə bərabərdir, burada cp - çoxbucaq- 
lının müstəvisi ilə proyeKsiya müs
təvisi arasında bucaqdır:

Spr = S cosq

Bu İKİ müstəvinin Kəsişmə xətti ilə bir 
tərəfi üst-üstə gələn (şəkİİ 16) və ya ona pa
ralel olan üçbucaq üçün aydındır. Hər hansı 
üçbucağı isə belə üçbucaqlara bölməK olar. 
Əyrixətli fiqurları çoxbucaqlılar ilə yaxın
laşdıraraq, alarıq kİ, proeKsiyanın sahəsi 
üçün düsturlar həmçinin onlar üçün də 
düzdür.

İKİÜZLÜ VƏ ÇOXÜZLÜ BUCAQLAR

Ortaq düz xətlə məhdud edilmiş İKİ ya- 
rımmüstəvinin əmələ gətirdiyi fiqura İKİüzlü 
bucaq deyilir. (şəkİİ 17). Yarımmüstəvilər - 
onun üzləridir, ümumi sərhədləri isə tildir. 
Onun tilinə perpendİKulyar olan müstəvi ilə 
İKİüzlü bucağın Kəsişdiyi şüalar cütü İKİüzlü 
bucağın xəttli bucağını təşKİl edir. İkİüzİü 
bucağın bütün xətti bucaqları bərabərdirlər 
və onların qiymətini İKİüzlü bucağın qiyməti 
Kimi qəbul edirlər. Müstəvilər arasında bu

caqdan fərqli olaraq onun qiymətləri 0°-dən 
180°-yə qədər dəyişə bilərlər.

Bəzən İKİüzlü bucaq Kimi ümumi sərhədli 
İKİ yarımmüstəvinin böldüyü fəzanın İKİ hissə
sindən hər hansı birini götürməK rahatdır. 
Müvafiq olaraq belə bir “cismani” İKİüzlü bu
cağın xətti bucağı onun tilinə perpendİKulyar 
olan müstəvinin, üzlərin bu müstəvi ilə Kəsiş
diyi şüalar ilə məhdudlaşan hissəsi olacaq. 
Onun qiymətləri isə 0°-dən 360°-yə qədər ola 
bilər.

Şəkİİ 17.

ABC üçbucağını və ABC müstəvisindən 
Kənarda S nöqtəsini götürəK. Üç müstəvi 
bucaq (ASB, BSC və CSA) ilə təşKİl olunmuş 
fiqur üçüzlü bucaq adlandırılır (şəkİİ 18). 
Müstəvi bucaqlar - onun üzləridir, S nöqtə
si - təpəsidir, SA, SB və SC şüaları isə - til
ləridir. Xüsusiyyətlərin çoxu ilə üçüzlü 
bucaqlar üçbucaqları xatırladırlar. Üçüzlü 
bucağın altı əsas elementlərini seçməK olar: 
tillərin cütləri onun üçbucağın tərəflərinə 
müvafiq olan üç müstəvi bucaqlarını təşKİl 
edirlər, üzlərin cütləri isə onları tərKİbində 
saxlayan, üçbucaqda təpə bucaqlarına mü
vafiq olan İKİüzlü bucaqları verirlər. Adi 
üçbucağın tərəfləri Kimi müstəvi bucaqlar 
da özünəməxsus “bərabərsizliyi” təmin edir
lər: onlardan hərəsinin qiyməti başqa İKİsi- 
nin cəmindən azdır. Amma elə burada 

onların fərqi yaranır: üçüzlü bucağın “peri- 
metri”, yəni onun müstəvi bucaqlarının 
cəmi məhdudlaşdırılıb - o daima 360°-dən 
azdır. ÜmumilİKdə qeyd edilmiş bərabərsiz- 
lİKİər (a + P > у, P + у > a, y + a>p və 
a + p + у < 360°) a,p və у müstəvi bucaqlar 
ilə üçüzlü bucağın mövcudluğunu təmin 
edirlər. Üçüzlü bucaqların və üçbucaqların 
oxşarlığının səbəbi əgər üçüzlü bucağı mər
Kəzi onun təpəsində yerləşən Kürə ilə kəsİş- 
dirsəK, daha aydın görsənir. O zaman üçüz
lü bucağın xassələrini Kəsişmədə yaranan 
sferİK üçbucağın xassələri Kimi təqdim et- 
тэк olar, onlar isə - özünəməxsus olsa da - 
adi üçbucaqların xassələrini təKrarlayırlar 
(bax “Sfera üzərində fiqurlar” məqaləsinə).

Əgər üçüzlü bucağın tərifində üçbucağı 
ixtiyari n-bucaqlı A1A2 ..An ilə əvəz etsəK, 
onda çoxüzlü (düzgün desəK, n-üzlü) bucağın 
tərifini alacağıq (şəkİİ 19). Üçüzlü bucaq 
üçün olduğu Kimi, bunun üçün də onun tə
pəsi, tilləri, üzləri, müstəvi və İKİüzlü bu
caqları müəyyən edilirlər. Çoxüzlü bucağın 
müstəvi bucaqları daim açıq bucaqdan 
(180°) azdılar və onlardan hər biri başqaları
nın cəmindən azdır. Qabarıq çoxüzlü bucaq
da (AjA2 ...An qabarıq çoxbucaqlısına gö
rə düzəldilmiş) müstəvi bucaqların cəmi 
360°-dən azdır.

Çoxüzlü bucağın İKİüzlü bucağını təbii 
olaraq “içəridən” ölçməK lazımdır, başqa söz
lər ilə, AtA2 ..An çoxbucaqlısının uyğun da
xili bucağını saxlayan İKİüzlü “cismani” 
bucaq Kimi; onun qiyməti 360°-yə qədər hər 
hansı bir qiymət qəbul edə bilər.

CİSİMLƏR

StereometrİK eKSKursiyada bizim yol- 
yoldaşımızı - Kubu biz altı Kvadratdan iba
rət olan hansısa fiqur Kimi, yəni səth Kimi 
müəyyən etmişİK. Onun daxilində olan nöq
tələri, ona qoşsaq, onda biz cisim Kimi Kub 
alacağıq. İndi isə cisimlərin bir neçə ən sadə 
növləri ilə tanış olaq, sonra isə ümumiyyət
lə, cisimin tərifini verəK.

Prizmalar və silindrlər. M müstəvi 
çoxbucaqlısını götürəK, onu onun müstəvisi 
ilə Kəsişən düz xətt üzrə M' vəziyyətinə pa
ralel KÖçürəK və Af-in bütün nöqtələrini 
onlara müvafiq olan M' nöqtələri ilə birləş- 
dirəK (şəkİİ 20a). Bizim Keçirdiyimiz bütün 
parçaların birləşməsi olan cisim prizma ad
landırılır (yunan “prizmadan” - “mişarla 
Kəsilmiş nə isə”). Onun səthi oturacaqlardan
- M və M' çoxbucaqlılardan və yan üzlərdən
- müvafiq olan oturacaqlarda qurulmuş

ŞdKİl 20.
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paraleloqramlardan ibarətdir. Oturacaqla
rın uyğun təpələrini birləşdirən parçalar - 
prizmanın yan tilləridir. Prizmaları otura
caqların tərəflərinin sayına görə adlandırır
lar - üçbucaqlı, ..., n-bucaqlı. Əgər onun 
oturacağı paraleloqramdırsa - onda prizma 
paraleloqrama oxşayan paralelepipeddir 
(şəkİİ 20&): məsələn, onun O simmetriya 
mərKəzi bütün dörd diaqonalın ortaq ortası
dır, qarşı üzlər isə paralel və bərabərdirlər. 
Əgər prizmanın yan tilləri oturacağa per- 
pendİKulyardırsa, onda deyirlər kİ, o düz
dür. Qalan prizmalar - maildirlər.

Oturacağı düzbucaqlı olan düz prizma 
- düzbucaqlı paralelepipeddir, Kub isə onun 
bur növüdür. Kuba düzgün prizmanın (yəni 
oturacağı düzgün çoxbucaqlı olan düz priz
ma) bir növü Kimi də baxmaq olar.

Prizmanın tərifində M çoxbucaqlısını 
dairə ilə əvəz etsəK, biz dairəvi silindrin tə
rifini alarıq (yunan “Kİlindoros”; şəkİİ 20c). 
Oturacaqların çevrələrində uyğun olan nöq
tələri birləşdirən parçalar doğuran adlanır
lar. Əgər onlar oturacağa perpendİKulyar- 
dırlarsa, onda silindr düzdür. Elementar 
həndəsədə düz dairəvi silindri adətən sadəcə 
silindr adlandırırlar.

Prizma və silindr, oturacaqları hər 
hansı müstəvi fiqur ola bilən ümumiləşdiril
miş silindrin növləridir.

Piramida və Konus. “Piramida” sözü
nü həndəsəyə yunanlar daxil etdilər. Güman 
edilir Kİ, bu söz ən gözəl piramidaları yara-

FƏZA TƏSƏVVÜRÜNƏ, TƏSVİRƏ VƏ... 
DÜŞÜNMƏYƏ BİR NEÇƏ MƏSƏLƏ
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danlardan, misirlilərdən götürülüb. Başqa 
nəzəriyyəyə görə, piramida sözü “piros” 
(çovdar) sözündən əmələ gəlib, güman edir
lər kİ, yunanlar çörəKİəri elə bu formada bi
şirirdilər. Prizmaya oxşar olaraq, piramida 
- M müstəvi çoxbucaqlısınm - onun otura
cağının - nöqtələrini oturacağın müstəvi
sində yerləşməyən S nöqtəsi - təpəsi - ilə 
birləşdirən parçalardan ibarət olan cisimdir 
(şəkİİ 21a). S nöqtəsindən M çoxbucaqlı- 
sınm təpələrinə qədər Keçirilən parçalar yan 
tillər adlandırılır. Yan tillər və M oturaca
ğının hər tərəfi ilə təşKİl olunmuş üçbucaq
lar isə piramidanın yan üzləri adlandırılır. 
Oturacağında n-bucaqlı olan piramida n-bu- 
caqlı piramida adlandırılır. Əgər piramida
nın oturacağı - düzgün çoxbucaqlıdırsa, 
yan tilləri isə bərabərdirlərsə - belə bir pira
mida düzgün adlandırılır. Əgər piramidanın 
təpəsini oturacağa paralel müstəvi ilə Kəsib

ŞəkİI 1.

C

ŞəkİI 2.

368- Cİ SƏHİFƏDƏKİ MƏSƏLƏLƏRƏ 
CAVABLAR

2. Xeyr. AD,BE,CF düz xəttləri bir nöqtədə Kə
sişməlidirlər.

3. Olar. Əgər göy düz xəttlərin Kəsişmə nöqtə
ləri AB düz xəttində yerləşirsə, ya da onlar paraleldir- 
lərsə, parçalar təxcə o zaman Kəsişirlər (yəni bir 
müstəvidə yerləşirlər)

4.15 hissəyə: verilmişdən üç dəfə balaca 11 
tetraedr və 4 düzgün OKtaedr.

atsaq, onda alınan fiqura kəsİk piramida 
deyilir (şəkİİ 21&).

Piramidanın tərifində M çoxbucaqlı- 
sını dairə ilə əvəz etsəK, onda biz dairəvi Ko
nusun tərifini (yunan “копов” - “itilənmiş 
əşya”), ondan isə kəsİk Konusun tərifini ala
cağıq. Dairəvi Konusun təpəsini çevrənin 
nöqtəsi ilə birləşdirən parça doğuran adlan
dırılır. Elementar həndəsədə Konus anlayışı 
altında adətən düz dairəvi Konus başa dü
şülür; onun təpəsinin proeKsiyası oturaca
ğın mərKəzinə çəKİlir (şəkİİ 21c).

Konus və piramida - oturacağı hər han
sı müstəvi fiqur ola bilən ümumiləşdirilmiş 
Konusun növləridir.

Kürə və sfera. Verilmiş O nöqtəsindən R 
məsafəsində yerləşən fəzanın bütün nöqtələri 
ilə təşKİl olunmuş fiqur sfera adlandırılır, O - 
onun mərKəzi, R - isə onun radiusudur. Sfera 
Kürəni məhdudlaşdırır. Radiusdan çox ol
mayan məsafədə yerləşən nöqtələrin çoxluğu 
Kürə adlandırılır. Maraqlısı odur Kİ, mənasın
da və səslənmədə fərqinə baxmayaraq, İKİ ter
min yunan dilində olan bir sözdən əmələ 
gəliblər - “sfaira” - “şar”, “top”.

Əlbəttə Kİ, siz artıq gördünüz kİ, sfera
nın və Kürənin tərifləri dairə və çevrənin tə
riflərini təKrarlayırlar. Bu İKİ cüt fiqurun 
xüsusiyyətlərində çox oxşar şey tapmaq 
olar. Məsələn, sferanın və müstəvinin qarşı

lıqlı yerləşməsini gözdən Keçirəndə biz üç 
hal qeyd edə bilərİK. Əgər müstəvidən sfera
nın mərKəzinə qədər d məsafəsi radiusdan 
azdırsa, onda müstəvi və sfera д/R1 2 3 4 - d2 ra- 
diuslu çevrə üzrə Kəsişirlər. Əgər d=R, onda 
müstəvi və sferanın bir ortaq nöqtəsi var, 
həmçinin müstəvi bu nöqtəyə çəKİlmiş radiu
sa perpendİKUİyardır. Belə müstəvilər sfera
ya (və müvafiq olan Kürəyə) toxunan adla
nırlar. d>R olsa, onda Kürə və müstəvi Kə
sişmirlər.

1. Rəsmxəttin qaydalarına görə çoxüzlünün “əks”, 
bizdən görünməyən tərəfində yerləşən tillərini punxtir 
ilə göstərmən lazımdır. Hansısa çoxüzlü bir fiqur həm 
qabaqdan, həm də yuxarıdan şəkİİ 1a və b göstərilmiş 
Kimi eyni görsənir. Bu təsvirlərdə punKtir yoxdur, de
məli bizdən gizli tillər də yoxdur. Bu fiqurun yandan 
necə görünəcəyini özünüz fİKİrləşin.

2. Şəkİİ 2 üzləri üç dördbucaqlı və İKİ üçbucaq olan 
çoxüzlünün təsviri (məsələn, yuxarıdan görünüş Kimi) 
ola bilərmi?

3. 3-cü şəKildə qarşı tilləri birləşdirən parçalar ilə 
üçbucaqlı piramida təsvir olunub. ŞəkİIə görə bu parça
ların fəzada KəsişdİKİərini başa düşməK olarmı? Əgər 
bu mümKündürsə, onda necə?

4. Düzgün tetraedrin hər tilini üç bərabər hissəyə 
bölüblər və bölünmə nöqtələrindən tərəflərə paralel 
olan müstəvilər Keçirdiblər (şəkİİ 4). Onlar tetraedri 
hansı və neçə hissəyə bölürlər?

Düz xəttin sfera ilə bir ortaq nöqtəsi 
varsa, düz xətt sferaya toxunandır. Bu nöq
tədə sferaya toxunan bütün düz xətlər bu 
nöqtədə sferaya toxunan müstəvidə yerlə
şirlər. Toxunan xətlər haqqında teorem kü
tə üçün də düzdür: verilmiş nöqtədən 
Kürəyə çəKİlmiş bütün toxunan xətlərin, bu 
nöqtədən toxunma nöqtəsinə qədər parçaları 
bərabərdirlər.

Sfera üzərində fiqurların xüsusiyyətlə
ri həndəsənin xüsusi bölməsində araşdırılır 
(bax “Sfera üzərində fiqurlar” məqaləsinə).

Fırlanma cisimləri. Silindri düzbucaq- 
lının bir tərəfinin ətrafında fırlanmasından 
alınan cisim Kimi təqdim etməK olar. Ko
nusu isə - düzbucaqlı üçbucağın Katet ət
rafında fırlanmasından alınan, Kürəni 
isə - yarımdairənin diametrin ətrafına 
fırlanmasından alınan cisim Kimi təqdim 
etməK olar. Qeyd edilmiş müstəvi fiqur
ların nöqtələri fırlanma zamanı ona per- 
pendİKulyar olan müstəvilərdə hansısa 
düz xətdə - fırlanma oxunda yerləşən 
тэгкэг ilə çevrələri xaricinə çəKİrlər. 
Ümumi halda belə üsul ilə yerləşmiş çev
rələrin birləşməsini fırlanma fiquru ad
landırırlar. Fırlanma fiqurlarının daha 
bir maraqlı halı - tordur, yəni çevrənin 
müstəvisində yerləşməyən, amma çevrə 
ilə Kəsişməyən düz xəttin ətrafında fırla
nanda əmələ gələn səth. Əgər toru “dol
dursaq”, yəni Kİ, çevrəni yox, dairəni 
fırlatsaq, onda dolutoriy adlı bir fırlan
ma cisimi əmələ gələcəK. Fırlanma cisim
lərin səthini və həcmini hesablamaq üçün 
gözəl və sadə düsturlar mövcuddur (bax 
“fırlanma cisimlərinin həcmi və səthi” 
məqaləsinə).

İxtiyari cisim. İndi isə artıq biz nəticə 
Kimi cisimin ümumi bir tərifini verə bilərİK. 
Amma bunu başlamaq üçün, bir az uzağa 
getməli olacağıq.
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Fəzada hər hansı bir fiqurda daxili ob- 
lastı və sərhədi seçməK olar. Belə Kİ, Kürə
nin sərhədi uyğun sferanın nöqtələrindən, 
piramidanın sərhədi isə - onun yan üzləri
nin və oturacağın nöqtələrindən ibarətdir. 
Daha ciddi danışsaq, onun yaxınlığında fi
qura məxsus olan nöqtələr, həm də fiqura 
məxsus olmayan nöqtələr yerləşirsə, nöqtə
ni sərhəd nöqtəsi adlandıra bilərİK. Nöqtə 
özü isə ola bilər kİ, fiqura aid olmasın. Mi
sal üçün, O təpəsindən başqa, Konusun bü
tün nöqtələrindən ibarət olan fiquru araşdı
raq. O nöqtəsi - sərhəd nöqtəsidir, amma o 
həmçinin fiqura aid deyil. Fiqurun sərhədi 
- onun sərhəd nöqtələrinin çoxluğudur. Öz 
sərhədini daxil edən fiqur qapalı fiqur adla
nır. Və ona görə yuxarıda göstərilmiş təpə- 
siz Konus - açıq fiqurdur. Fiqurun sərhəd 
nöqtəsi olmayan nöqtələri onun daxili oblas- 
tını təşKİl edirlər; onlar elə belə də adlanır
lar - daxili nöqtələr. Hər hansı daxili nöqtə 
üçün mərKəzi bu nöqtədə olmaqla bütöv- 
IükIə bu fiqura aid olan KÜrəcİK mövcuddur. 
Misal üçün, R radiuslu Kürənin mərKəzdən 
x<R məsafədə yerləşən nöqtəsi üçün R-x ra
diuslu KÜrəcİK götürməK olar.

Daxili nöqtələrə malİK olan, sərhədi 
daxili oblastin sərhədi ilə üst-üstə gələn və 
fiqurun daxilində hər hansı İKİ nöqtəni sı
nıq xətt ilə birləşdirməK imKanı verən fiqur 
cisim adlanır. Qabarıq cisimdə isə hər hansı 
İKİ nöqtə arasında fiqurun daxilində yerlə
şən parça çəkhiək olar. Yuxarıda göstəril
miş fiqurların - prizma, Konus, Kürə və s. - 
cisim olduğunu yoxlamaq çətin deyil. Cisim 
olmayan fiqurların nümunələri: sferadan 
“təmizlənmiş” Kürə; yarımfəza; Kvadrat; İKİ 
toxunan Kürədən ibarət olan fiqur. Onların

hərəsi üçün tərifin hansısa bir hissəsi pozu
lur (hansı olduğunu təyin edin). Cisimin 
sərhədini onun səthi adlandırırlar.

Cisimlərin vacib bir sinfini çoxüzlülər 
- sərhədləri çoxbucaqlılardan ibarət olan ci
simlər təşKİl edirlər. Onlara prizma və pira
midalar misaldır.

Çoxüzlülər bu bölmənin başqa məqalə
lərində danışılan çoxlu sayda maraqlı xüsu
siyyətlərə malİKdirlər.

ÇOXÜZLÜLƏR

Sərhədi çoxbucaqlılardan ibarət olan 
cisim çoxüzlü adlanır. Uşaq KubİKİəri, arxi- 
teKtur binalar, zərgərlİK bəzəKİəri - çoxüz- 
lüləri siz hər yerdə tapa bilərsiz. Məsələn, 
Kub (şəkİİ İn). Onun səthi altı bərabər Kvad
rat ilə - üzlər ilə təşKİl olunub. Hər üz dörd 
təpəyə malİKdir, amma təpələrin hamısı ey
ni vaxtda üç üzə aiddirlər; Kubun ümumiy
yətlə, səkkİz təpəsi var. Hər üzün dörd tərə
fi var. Üzlərin tərəfləri Kubun tilləri adlan
dırılır. Onların ümumi sayı 12-dir və onun 
hər tili İKİ üzə məxsusdur. DeməK olar Kİ, 
Kub (“киЫк”) - bizə ən yaxşı məlum olan 
çoxüzlüdür. Amma ən sadəsi deyil. Bu mə
nada çempion üçbucaqlı piramida və ya tet- 
raedrdir (şəkİİ lö). O təKcə dörd təpəyə 
malİKdir, bundan az götürməK heç olmaz, 
çünKİ hər hansı üç nöqtəsi bir müstəvidə 
yerləşir. Üzlərin sayı da dörddür - təpələri 
tetraedrin təpələrində yerləşən üçbucaqlar
dır, tillərin sayı isə altıdır. Sadəliyinə bax
mayaraq, tetraedr çoxlu sayda maraqlı 
xüsusiyyətlərə malİKdir (bax “Tetraedrin 
həndəsəsi” məqaləsinə). Tetraedr və Kub - 
məKtəbdə, bizim ətrafımızda ən tez-tez rast

gəldiyimiz çoxüzlülərin İKİ ailəsinin nüma- 
yəndəsidirlər. Tetraedr - piramidanın, Kub 
isə prizmanın bir növüdür. Bütün nöqtələri 
qeydə alınmış bu cisimlərin tərifləri “Stere- 
ometriyanın əsasları” məqaləsində verilib. 
Amma çoxüzlüləri başqa üsul ilə də - onla
rın üzlərini təsvir edərəK təyin etməK olar.

Belə Kİ, n-bucaqlı piramida - bir üzü 
ixtiyari n-bucaqlı (oturacağı), qalan n üzləri 
isə - üçbucaqlar olan çoxüzludur. Onların 
üzlərinin hansı üsul ilə birləşdiyini dəqiq- 
ləşdirməməK də olar, çünKİ əgər siz onlar
dan çoxüzlü təşKİl etməK istəsəz, onda 
dərhal əmin olarsız Kİ, bütün üçbucaqlar 
ortaq təpəyə malİK olmalıdırlar, onların bu 
təpə qarşısmdaKi tərəfləri isə oturacağın tə
rəfləri olmalıdırlar.

Oxşar olaraq, n-bucaqlı prizma paralel 
müstəvilərdə yerləşən İKİ bərabər n-bucaqlı- 
lardan (oturacaqlar) və n sayda paralel
oqramlardan təşKİl olunub. Amma asta 
olun, verilmiş tərifdə balaca n hərfini yad
dan çıxarmayın! Ən mötəbər lüğətlərdə və

hərdən həndəsə dərslİKİərində aşağıdaKinı 
oxumaq olar: prizma - İkİüzü paralel tərəf
lər ilə çoxbucaqlı olan çoxüzlüdür, qalan 
üzləri isə - paraleloqramlardır. Elə bir hər 
şey düzdür, amma 2-ci şəKİldən gördüyümü
zə görə bu, düzgün tərif deyil. Və hətta qa
barıq çoxüzlülər ilə məhdudlaşsaq da, o düz
gün olmayacaq, özünüz Kontr nümunə fi- 
Kİrləşməyə çalışın. Eyni zamanda belə bir 
sual üstündə fİKİrləşin: bütün üzləri Kvad
rat olan hər çoxüzlü Kubdurmu? Cavablar - 
məqalənin axırındadır.

Prizma və piramidalar ilə bağlı çox
üzlülərin daha bir neçə növü 3-cü və 4-cü şə- 
Kİldə göstərilib: kəsİk piramida, bipiramida 
(ümumi oturacağa görə simmetrİK olan İKİŞdKİl 1.

piramidanın birləşməsi), antiprizma (düzgün 
n-bucaqlı prizmanın oturacağını mərKƏzin 
ətrafında 180°/n dərəcəyə fırlatsaq və otura
caqların təpələrini ziqzaqşəKİlli sınıq xətt ilə 
birləşdirsəK, belə bir fiqur alınacaq).

Əgər üçbucaqlı antiprizmanı daha da 
güclü “burmağa başlasaq” 4-cü şəKİldə gös
tərilmiş çoxüzlü əmələ gələcəK. İİk baxışdan 
o heçnə ilə fərqlənmir. Amma o intuisiyaya 
zidd olan maraqlı bir xüsusiyyətə malİKdir: 
fərqi olmadan hər hansı dörd təpəni götür, 
onlar ilə müəyyən edilən tetraedr antipriz- 
manın daxilində bütövlüKİə yerləşməyə- 
cək! Müstəvidə buna oxşar heç nə mümKÜn 
deyil: hər hansı çoxbucaqlını yeni təpələr 
əlavə etmədən üçbucaqlara bölməK olar. 
“Həddindən artıq burulmuş antiprizmanın” 
bu paradoKsal xüsusiyyəti onun qabarıq 
olmamasından irəli gəlir (xatırladaq Kİ, ci
sim, xüsusilə, çoxüzlü o zaman qabarıq ad
lanır Kİ, hər hansı İKİ nöqtə ilə birlİKdə, o 
həmçinin onları birləşdirən parçanı da daxil 
edir; bax “Qabarıq fiqurlar” məqaləsinə). 
Hər hansı qabarıq çoxüzlünü şəKİllərdə gör
düyümüz Kimi, təpələri onun təpələri ilə 
üst-üstə gələn tetraedrlərə bölməK olar.

ŞəkİI 4.
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5-ci şəKİldəKİ kəsİk piramida və Kub 
tamamilə əks xüsusiyyətlərə malİKdirlər - 
birincisində bütün üzlər müxtəlifdirlər, 
İKİncisində isə - eynidirlər, amma müəyyən 
mənada onları bir sinfə aid etməK olar: hər 
İKİsinin eyni sayda üzü var (altı), bütün 
üzləri bir tiplidir (dördbucaqlılardır) və 
eyni qayda ilə birləşiblər (hər təpədə üç-üç). 
Paralelepiped də elə bu sinfə aiddir. Deyir
lər Kİ, bütün qeyd edilmiş çoxüzlülər eyni 
Kombinator tiplidirlər. Başqa sözlə desəK, 
bu çoxüzlülərdən hər hansının təpəsinə hər 
hansı başqa çoxüzlünün təpəsini elə tutuş
durmaq olar Ki, uyğunluq qarşılıqlı birqiy
mətli olacaq, əgər bir çoxüzlüdə təpələr til 
ilə birləşdiriliblərsə (və ya bir üzdə yerləşir
lər), onda başqa çoxüzlünün uyğun təpələri 
üçün də bu düz olacaq. “Həddindən artıq bu
rulmuş antiprizma” və 4-cü şəKİldə təsvir 
olunmuş bipiramida eyni tiplidirlər. Çoxbu- 
caqlınm tipini də oxşar olaraq müəyyən et- 
тэк olar, amma burada hər şey daha da 
asandır: aydındır kİ, eyni sayda təpələri 
olan çoxbucaqlılar bir tipə aiddirlər. Çoxüz
lülər isə başqadırlar. Verilmiş В sayda təpə
lər ilə onların tiplərinin sayı sürətlə çoxalır. 
Əgər B=4 isə, qabarıq çoxüzlülərin bir növü 
var -üçbucaqlı piramida, B=5 isə - İKİ (dörd
bucaqlı piramida və üçbucaqlı bipiramida), 
amma B=6 olduqda onların sayı artıq 7-dir 
(şəkİİ 5), B=7 olduqda 34-dür, B-8 - artıq 
257-dir, B=9 - 2606-dır, B=10,ll,12 isə ar
tıq 30000, 400000 və 5000000-dən böyÜK 
ədədlər alınır. Belə bir qiymətləndirilmə və 
ümumiyyətlə çoxüzlülərin KombinatorİKası- 
nın belə bir məsələləri bizim vaxtımızda 
xətti proqramlaşdırma ilə bağlı praKtİKİ 
məna Kəsb etməyə başladı. Xətti proqram- 
laşdırılma tətbiqi riyaziyyatın, İİk növbədə
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riyazi iqtisadiyyatın, elə bir bölməsidir kİ, 
burada çoxölçülü fəzalarda qabarıq çoxüz- 
lülərdə xətti funKSİyaların ən böyÜK və ən 
kİçİk qiymətlərinin hesablanması üsulları 
işlənib hazırlanırlar.

Çoxüzlü formaların ucsuz-bucaqsız оке- 
anında öz mÜKəmməlliyi ilə beş düzgün çox
üzlü və ya platon cisimləri seçilir. Onların 
qurulması ilə də EvKİidin “Başlanğıc”ı bitir.

PLATON VƏ ARXİMED CİSİMLƏRİ

Əgər çoxbucaqlınm tərəfləri və bucaq
ları bərabərdirsə, onda belə bir çoxbucaqlı 
düzgün adlanır. Elə bu üsul ilə düzgün 
çoxüzlülər də müəyyən edilir.

Üzləri bərabər düzgün çoxbucaqlılar və 
hər tildəKİ İKİüzlü bucaqları bərabər olan 
çoxüzlüyə düzgün çoxüzlü deyilir.

Düzgün çoxbucaqlılarn sayı sonsuz qə
dər çoxdur: hər n> 3 üçün düzgün n-bucaqlı 
mövcuddur (bununla belə oxşarlığa qədər 
dəqiqlİK ilə bir dənə). Düzgün çoxüzlülərin 
sayı isə beşdir. Bunun səbəbini başa düşmə
yə çalışaq.

Dərhal qeyd edəK kİ, düzgün çoxüz
lünün təpələrində çoxüzlü bucaqlar bərabər
dirlər, çünKİ onların müstəvi və İKİüzlü bu
caqları bərabərdirlər. Xüsusilə, bu o deməK- 
dir kİ, hər təpədə eyni sayda üz cəmləşir. 
Onu q ilə işarə edəK. Əgər gözdən Keşirtdiyi- 
miz çoxüzlünün üzləri - düzgün p-bucaqlı- 
lardırsa, onda onun müstəvi bucaqları 
я(р-2)/ p-yə bərabərdirlər və hər təpənin 
ətrafındaKiların cəmi isə - nq^p-2)/ p-yə 
bərabərdir. Amma qabarıq çoxüzlü bucağın 
müstəvi bucaqlarının cəmi 2n-dən azdır. Be- 
ləlİKİə q(p -2)< 2p. Bu bərabərsizliyi həm
çinin belə bir şəKİldə yazmaq olar: 
(Ç - 2)(p - 2) < 4. İndi isə, nəzərə alaraq Kİ, p 
və q - 3-dən az olmayan tam ədədlərdir, 
(p,q) mümKÜn olan cütləri seçmə ilə tapmaq 
asandır. Bunlardır: (3,3), (4,3), (3,4), (5,3) 
və (3,5). 6-ci şəKİldə yuxarıdan hər qeyd 
edilmiş hal üçün “tor”, yəni çoxüzlünün til
lərinin birləşməsinin sxemi təsvir olunub. 
Tor - Kombinator tipli çoxüzlünün əyani 
təsviridir. Düzgün çoxüzlünün torunun bir
mənalı olaraq (p,q) ədədlər cütü ilə müəyyən 
edilməsini asanlıqla yoxlamaq olar. Müstə
vidə sadəcə p-bucaqlı çəKİn və onu yeni p-bu- 
caqlılar ilə əhatə edin, vacib deyil Kİ, hamısı 
düzgün olsun, amma bir vacib şərtin təmin

tetraedr

(3,5)

киЪ (heKsaedr) İKOsaedr
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edilməsi ilə: hər təpədə onların sayı q-yə bə
rabər olmalıdır. Torların altında elə 6-cı şə
Kİldə çoxüzlülərin özləri təsvir olunub. 
Onların hamısı müxtəlif sayda üzlərə malİK
dirlər və onların saylarına görə adlar da 
alıblar: tetraedr (4 üz; yunan “tetra” - dörd 
və “xedron” - “üz”), heKsaedr (6 üz; o bizə 
Kub Kimi məlumdur), oKtaedr (8 üz), dode- 
Kaedr (12 üz), İKOsaedr (20 üz). Amma riya
ziyyat üçün hətta üçölçülü şəkİİ də obyeKtin 
mövcudluğunu isbat etmir. Fərz edin Kİ, 
məsələn, siz 12 bərabər düzgün beşbucaqlı- 
dan, hər təpədə onları üç-üç birləşdirərəK 
dodeKaedr düzəldirsiz. Elə almmayacağmı 
Kİ, siz növbəti üzü yapışdıranda əmələ gəl
miş aralığa yerləşdirməK məqsədi ilə hansı
sa üzü əyib Ьйкэ bilərsiz? Bundan başqa, siz 
hələ yoxlamalısız Kİ, düzəldilmiş çoxüzlü- 
lərdə İKİüzlü bucaqlar bərabər olsunlar.

Biz ona əsaslanacağıq Kİ, (p,g)=(4,3) ilə 
düzgün çoxüzlü - Kub mövcuddur: bu ay
dındır. Kubun əsasında çoxüzlülərin başqa 
dörd növünü də düzəltməK olar. Əsassız de
yil Kİ, İohann Kepler Kubu bütün düzgün ci
simlərin “əcdadı” sayırdı.

Kubun qarşı üzlərinin Kəsişən diaqo
nallarının ucları düzgün tetraedrin təpələri
dir (şəkİİ 7a). Kubun hər üzünün məməzini 
qonşu üzlərin mərKƏzləri ilə birləşdirərəK, 
biz 12 bərabər parça - düzgün oKtaedrin til
lərini (şəkİİ 7b) alacağıq. Çoxüzlülərin hər 
İKİsinin üzləri - düzgün üçbucaqlardır, bu 
cisimlərdən hərəsinin tilini isə hər hansı

başqasına Kubun çevrilməsi ilə KeçirməK 
olar, bu çevrilmə ilə çoxüzlü özü özünə Ke
çir. Buradan İKİüzlü bucaqların bərabərliyi 
alınır.

İKOsaedri isə düzəltməK bundan çətin
dir. Kubun hər tərəfində üzün mərKƏzində 
onun İKİ tərəfinə paralel olan eyni x uzunlu
ğu ilə parçaları elə çəkək kİ, qonşu üzlərdə 
parçalar perpendİKulyar olsunlar (7c şəkİ- 
lində qırmızı parçalar). ŞəKİldə göstərilmiş 
Kimi qırmızı parçaların uclarını birləşdirəK 
(göy xətlər ilə). Bizdə (3,5) tipli iyirmiüzlü 
alınacaq, yəni onun bütün üzləri - üçbucaq
lardır və hər təpəsinin yanında onların sayı 
beşdir. Kubun simmetrİKİiyinə görə, İKOsa- 
edrin bütün göy tilləri, bu tillərdə İKİüzlü 
bucaqlar Kimi bərabərdir, x-i elə seçəK Kİ, 
göy tillər qırmızı tillərə bərabər olsunlar. 
Pifaqor teoreminin Köməyi ilə göy tilin 
uzunluğunu x ilə ifadə edəK. Onda (şək. 7c):

AB2 = AC2 + CB2 = AC2 + CD2 + DB2 =
= (x2 + a2 +(a- x)2) / 4

Burada a - Kubun tilinin uzunluğudur. 
AB2 = x2 şərti müsbət kökü 
x = «(V5-l)/2 -yə bərabər olan x2 + ax - 

-a2 = 0 tənliyinə gətirir. Maraqlı odur Kİ, 
a-nın yanında alınan vuruq, yəni Kubun da
xilinə çəKİlmiş İKOsaedrin tili x-in Kubun ti
linə nisbəti - hər yerdə mövcud olan qızıl 
KəsİKdir. Verilmiş x qiymətində bizim 
çoxüzlünün üzləri - düzgün üçbucaqlardır.
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Amma hələ İKİüzlü bucaqların bərabərliyini 
isbat etməK lazımdır. Bir təpədən, məsələn 
A-dan çıxan beş tili gözdən Keçirəx; on
lardan biri qırmızıdır, qalanları isə göy
dürlər (şəkİİ 7c). Bütün beş tilin ucları həm 
A nöqtəsindən, həm də Kubun mərxəzi O 
nöqtəsindən də eyni məsafədə yerləşirlər. 
BeləlİKİə, bu beş nöqtə mərxəzləri O və A 
nöqtələrində yerləşən sferaların Kəsişməsin
də yerləşir, yəni bir çevrədə və onları birləş
dirən tillər bərbərdirlər. Çevrənin daxilinə 
çəKİlmiş bərabərtərəfləri olan beşbucaqlı 
düzgündür. Deməli: bizim beş nöqtəmiz və 
A nöqtəsi - düzgün piramidanın təpələridir, 
onun təpəsinin yanındanı İKİüzlü bucaqlar 
isə bərabərdirlər, yəni qırmızı tildə bucaq 
göy tildə bucaq Kimidir.

Dodenaedri inosaedrdən ontaedri Kub
dan alınma üsulu ilə almaq olar. Biz görmü
şün Kİ, ümumi təpə ilə beş üz düzgün beşbu- 
caqlı piramida, onların mərnəzlərini birləş
dirən parçalar isə düzgün beşbucaqlını əmə
lə gətirir (şəkİİ 7ç). Belə üsul ilə əmələ gələn 
beşbucaqlıların sayı on İKİdir. OnİKİüzlünün 
təpələrində yerləşən üçüzlü bucaqlar eyni 
müstəvi bucaqlara malİKdirlər, yəni onlarda 
İKİüzlü bucaqlar da bərabərdirlər. Deməli, 
bu, düzgün dodeKaedrdir.

BeləlİKİə, (p,q) cütün hər beş mümKÜn 
olan qiymətləri üçün düzgün çoxüzlü düzəl
dilib. Və verilmiş pvzq ilə hər hansı düzgün 
çoxüzlü elə bu p və q ilə başqasına oxşar ola
caq, çünKİ p və q ədədləri birmənalı olaraq 
üzlərin formasını və düzgün çoxüzlünün İKİ
üzlü bucaqlarının qiymətini müəyyən edir.

Biz (p,q) tipli düzgün çoxüzlünün üzlə
rinin mərKəzləri (q,p) tipli düzgün çoxüz
lünün təpələri olmasından İkİ dəfə istifadə 
etmişİK. Qalan hallarda da bu düzgün ola
caq. İkİ belə çoxüzlü İKİli adlanırlar. Onla
rın eyni sayda tilləri var, amma təpələr və 
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üzlər yerlərini dəyişdiriblər. Kub və ok- 
taedr, dodeKaedr və İKOsaedr, tetraedr öz- 
özünə İKİlidir.

Düzgün çoxüzlülərin mühüm xüsusiy
yəti onların simmetrİKİiyidir. Çoxüzlünün 
AB tilini və ona yanaşı olan F üzünü seçəK. 
O zaman onun belə bir özünə uyğunlaşdırıl
ması, yəni öz-özünə Keçirən hərəKəti möv
cuddur Ki, AB tili hər hansı verilmiş CD tili
nə KeçəcəK, A nöqtəsi — C və ya D ucuna, F 
üzü isə - ona yanaşı olan İkİ üzdən birinə. 
Tillərin, onun uclarının və yanaşı olan üzün 
surətləri birmənalı olaraq özünəuyğunlaşma 
verirlər, onda özünəuyğunlaşmaların sayı 
4P olacaq, harada P - tillərin sayıdır. Və bu 
bir tipli çoxüzlülər üçün maKsimal mümKÜn 
olan miqdardır. Özünəuyğunlaşmaların ya
rısı - müvafiq olaraq 2л / p, л və 2л / q-yə 
bölünən bucaqlara dönmələrdir (çoxüzlünün 
mərKəzini üzlərin mərKəzi, tillərin ortası və 
təpələr ilə birləşdirən oxların ətrafında). 
Başqa yarısı isə - müstəvilərə nəzərən sim
metriyalar və “güzgü dönmələri”dir (dönmə 
oxuna perpendİKulyar olan müstəviyə nis
bətdə dönmələr ilə icra edilməKİə birlİKdə). 
Qeyd edilmiş “maKsimal simmetrİKİİK xüsu
siyyətini” tez-tez düzgün çoxüzlünün tərifi 
Kimi qəbul edirlər.

Düzgün çoxüzlüləri həmçinin platon ci
simləri də adlandırırlar, baxmayaraq Kİ Pla
tondan bir neçə əsr əvvəl belə cisimlər haq
qında Pifaqorun şagirdləri də bilirdilər. “Ti- 
mey” dialoqunda Platon onları dörd əsas ele
ment ilə bağlayıb. O belə hesab edirdi kİ, Kub, 
tetraedr, OKtaedr və İKosaedr müvafiq olaraq 
torpağın, odun, havanın və suyun KorpusKul 
formasına malİKdilər. Beşinci çoxüzlünü isə o 
bütün Kainatın modeli sayırdı.

Başqa məşhur yunanın Arximedin, adı 
ilə isə yarıdüzgün adlanan çoxüzlüləri bağ
layırlar (arximed cisimləri). O onları bizə 

çatmamış “Çoxüzlülər haqqında” Kitabında 
təsvir edib. Düzgün çoxüzlülərin Kəsilməsi 
ilə əmələ gələn 13 Arximed cisiminə və İKİ 
sonsuz seriyaya - düzgün prizma və bərabər 
tillər ilə antiprizmaya - malİKİK.

Platondan sonra Kainatın quruluşunu 
çoxüzlülər ilə bağlamaq təşəbbüsünü real
laşdırmağa tohann Kepler çalışdı. O, onun 
vaxtında məlum olan altı planetin orbitləri
ni daxil edən sferaları gözdən Keçirtdi. Və 
böyÜK və ya az dəqiqlİK ilə sferalar arasında 
beş düzgün çoxüzlü yerləşdirdi. Onları o elə 
üsul ilə yerləşdirdi Kİ, onlardan hərəsi daha 
balacasının xaricinə çəKİlmişdir və eyni za
manda daha böyüyün daxilinə çəKİlmişdir. 
Amma həndəsədə Keplerin adı onun açdığı 
İKİ ulduzlu düzgün cisimlər ilə bağlıdır. On
ların ümumi sayı dörddür; qalan İKİsini 
fransız riyaziyyatçısı Lui Puanso 1809-cu 
ildə tapıb.

EYLER DÜSTURU

Bir cədvəl tərtib edəK və daxilinə bir 
neçə çoxüzlü üçün təpələrin (B), tillərin (P) 
və üzlərin (Q) sayını yazaq:

Çoxüzlü В P Q

DodeKaedr 20 30 12

OKtaedr 12 30 20

n-bucaqlı piramida n+1 2rı n+1

n-bucaqlı prizma 2n 3n n+2

GörməK çətin deyil Kİ, cədvəldəKİ bü
tün çoxüzlülər üçün təpələrin sayı çıx tillə
rin sayı və üstəgəl üzlərin sayını 2-yə bə
rabərdir:

B-P+Q=2 (*)
Siz bu bərabərliyin düzgünlüyünü göz

dən Keçirtdiyimiz başqa çoxüzlülər üçün də 
- hətta sizin seçiminizə görə hər hansı qaba
rıq çoxüzlülər üçün də yoxlaya bilərsiniz. 
İİk dəfə belə bir gözəl münasibəti 1620-ci 
ildə Rene DeKart tapdı. 1720-ci ildə qabarıq 
çoxüzlülərin tiplərinin onların təpələrinin 
sayından asılılığını təsvir edəndə bu müna
sibəti Eyler yenidən açdı. İndi bunu Eyler 
düsturu adlandırırlar.

Eyler münasibətinin isbatlarının sayı 

çoxdur. Onlardan birində çoxbucaqlınm bu
caqlarının cəmi üçün düstur istifadə edilir. 
Çoxüzlünün Kənarında hansısa F üzünə ya
xın olan O nöqtəsini götürəK və qalan üzləri 
isə тэгкэг O-dan F üstünə proeKsiyasını çə
kək (şəkİİ 8). Onların proeKsiyaları F üzü
nün çoxbucaqlara bölünməsini təşKİl edirlər

(düzgün çoxüzlülərin torları belə üsul ilə 
düzəldiliblər). Bütün alınan çoxbucaqlılarm 
və F üzünün özünün o bucaqları cəmini İKİ 
üsul ilə hesablayaq, n-bucaqlınm bucaqları
nın cəmi л(п -2)-yə bərabərdir. Bu ədədləri 
bütün üzlər üçün cəmləyəK (həmçinin F üzü 
üçün də), лп tipli hədlərin cəmi bütün üzlə
rin tərəflərinin cəminə bərabərdir, yəni Kİ 
2P - çünKİ P tillərdən hərəsi İKİ üzə məx
susdur. Toplananların sayı Q-yə bərabər 
olduğundan, <j = k(2P-2Q) alırıq. İndi isə 
hər bölünmə təpəsində bucaqların cəmini ta
paq və bu cəmləri toplayaq. Əgər təpə F 
üzün daxilində yerləşirsə, onda bucaqların 
cəmi 2n-dir. Belə təpələrin sayı В-к-dır, bu
rada к - F üzünün təpələrinin sayıdır, de
məli, onların qiyməti 2л(В - к)-уэ bərabər
dir. F təpələrində yerləşən bucaqlar o cəmin
də İkİ dəfə hesablanırlar (F bucaqları Kimi və 
bölünmə çoxbucaqlılarının bucaqları Kimi); 
onların qiyməti isə 2л(к - 2)-dır. BeləlİKİə, 
o = л2(В - к) +2л(к - 2) =2л(В - 2). İkİ nəti
cəni bərabərləşdirərəK və 2л-уэ bölərəK, biz 
lazım olunan bərabərliyi alırıq: P-Q=B-2.

Eyler düsturu bizə yalnız Kombinator 
tipli çoxüzlülərə məxsus olan xüsusiyyətlər
dən fİKİr söyləməK imKanı verir. Fərz edəK, 
çoxüzlü “Kombinator-düzgündür”, yəni 
onun bütün üzləri - p-bucaqlılardır və hər 
təpədən q sayda til çıxır. Hətta onun üzləri
nin formaları haqqında heç nə bilməyə-bil
məyə, biz iddia edə biləriK Kİ, o beş platon 
cisimindən biri Kimi tipdə olacaq. Və həqi
qətən, onun bütün təpələrindən çıxan tillə
rin cəmi çB-dir, bu cəmdə hər til İkİ dəfə
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hesablanır (o, İkİ uca malİKdir) və ona görə 
° 2P-yə bərabərdir. İkİ üsul ilə bütün üzlə
rin tərəflərinin sayını hesablayaraq, biz 
müəyyən edəcəyİK Kİ, 2P=pQ. QvəB ədədlə
rini tillərin sayının vasitəsilə ifadə edəx və 
alınmış ifadələri Eyler düsturunda yazaq. 
Nəticədə biz belə bir tənliyə gələcəyİK:

1111
---- 1-----=----- 1----- 
q P 2 P

Ondan belə bir bərabərsizlİK çıxarılır:
1 1 1
q p 2

Bu bərabərsizliyi təKcə bizə məlum 
olan beş (p,q) cütü təmin edir. P,Q və В qiy
mətlərini beş haldan hərəsində düz bizim 
tənlİKİərdən hesablamaq olar.

Eyler düsturu təKcə qabarıq çoxüzlülər 
üçün yox və hətta təKcə çoxüzlülər üçün is
tifadə edilmir. Kürənin üstündə hər hansı 
səlis bir qraf çəkək, yəni götürəK bir neçə 
nöqtəni (təpə) və onların bir hissəsini xətlər 
(tillər) ilə elə birləşdirəK Kİ, hər təpədən til
lər ilə başqa təpəyə KeçməK olsun. Yaranmış 
üzlərin sayını sayaq - Kürənin xətlər ilə 
bölündüyü fraqmentlərini, üzlərin sayı təpə 
və tillərin sayı ilə eyni münasibət ilə bağlı 
olacaq. Eyler xaraKteristİKası adlanan 
B-P+Q qiyməti bütün “кйгэ Kimi təşKİl 
edilmiş” çoxüzlülər üçün 2-yə bərabər ola
caq - onları əgər rezindən düzəldib doldur
saq, təşbihlərlə danışaraq, Kürəciyə dönə- 
cəKİər. Belə çoxüzlüləri sadə adlandırırlar. 
Aydındır Kİ, bütün qabarıq çoxüzlülər sadə
dirlər. Amma, məsələn, “üçbucaqlı bubli- 
Kİn” (şəkİİ 9) Eyler xaraKteristİKası sıfıra 
bərabərdir. GöstərməK olar Kİ, g sayda “sey- 
гэк deşiyə” malİK olan çoxüzlü üçün o 
2-2g-yə bərabərdir.

Eylerin teoremi topologiyanın ən bi
rinci teoremlərindən oldu. Topologiya - fi
qurların fasiləsiz deformasiyalar zamanı 
saxlanılan ümumi xüsusiyyətləri haqqında 
elmdir.

TƏRİFLƏRƏ QAYIDIŞ

Çoxüzlülər haqqında ən mühüm teo
remlər qabarıq çoxüzlülərə aiddirlər. Onlar 
ilə iş aparanda “üz nə deməKdir?” tipli sual
lar bizdə yaranmır, çünKİ bu suallara cavab
lar təbii və asandır. Amma qabarıq olmayan 
çoxüzlülər bizə problem yarada bilərlər.

Kubun yuxarı üzünə ondan balaca olan 
Kubu qoyaq (şəkİİ 10). Bu sadə, amma qaba
rıq olmayan çoxüzlüdür. Onun üçün Eyler

ŞəkİI 10.

düsturunu yoxlayaq: B=16, P=24, Q=ll; 
B-P+Q=3?! Anlaşılmazlığın səbəbi ondadır 
Ki, bizim çoxüzlünün üzlərindən biri - bö- 
уйк Kubun yuxarı üzündən qalan - “pis”dir: 
onun “deşiyi” var. Bu deşiyə görə tillər İkİ 
bir-biri ilə əlaqəsi olmayan qrupa bölünür
lər. İşi təKcə İkİ Kubu birləşdirən əlavə tillə
rin çəKİlməsi ilə həll etməK olar. Məsələn, 
11-ci şəKildə göstərildiyi Kİmi. Eyler düstu
ru ilə indi işlər qaydasındadır, amma biz qə
bul etməliyİK Kİ, təriflər ilə iş qaydada 

deyil, çünKİ biz yenidən til və üzlərin sayını 
hesablamağı əlavə izah etməliyİK.

Bu və bir neçə başqa vəziyyətlərdə 
çoxüzlünü cisim Kimi yox, hansısa qayda ilə 
bir neçə çoxbucaqlıdan tərtib edilmiş səth 
Kİmi təqdim etməK daha məqsədəuyğun 
olardı. Doğrudur, belə bir halda çoxüzlünün 
tərifi daha çətin olur və bir neçə varianta 
malİKdir. Onlardan birini deyəK.

Səth Kİmi çoxüzlü - düz çoxbucaqlıla- 
rın sonlu yığımıdır. Onlar fəzada elə yerlə
şiblər Kİ: 1) onlardan hər hansının bir tərəfi 
eyni zamanda təKcə başqalardan birinin tə
rəfi Kİmi xidmət göstərir; 2) onlardan hər 
hansı İKİsi çoxbucaqlar yığımından “cığır” 
ilə birləşirlər, ardıcıl çoxbucaqlılar bir tərə
fə görə həmsərhəd olurlar; 3) əgər İKİ çox
bucaqlı bir ümumi təpəyə malİKdirlərsə, on
da onları birləşdirən “cığırı” eyni təpə ilə 
çoxbucaqlılardan düzəltməK olar. Çoxbucaq
lılar üzlərdir, onların tərəfləri və bucaqları 
isə - çoxüzlünün tilləri və təpələridirlər.

Birinci şərt səthin qapalığını təmin 
edir - onun qırağı yoxdur; İKİnci şərt deyir- 
kİ Kİ, səth rabitəlidir (əlaqəlidir) - yəni bir 
hissədən ibarətdir; üçüncü şərt isə çoxüzlü- 
lərin sayından, məsələn, başqa ümumi nöq
tələrə malİK olmayan ümumi təpə ilə İKİ 
Kubdan ibarət olan fiquru istisna edir. Am
ma qeyd edəK Kİ, bu tərif səthin özünÜKƏSİş- 
dirməsinə imKan verir. Düzgün ulduzlu 
cisimlər məhz belədirlər. Məsələn, onlardan 
axırıncısının üzləri - düzgün beşbucaqlılar- 
dır; hər təpədə onlar özünÜKƏsişdirən beş- 
guşəli ulduza oxşar düzgün beşüzlü bucaq 
təşKİl edirlər. Qalan İKİsində isə üzlərin öz
ləri ulduzlu beşbucaqlılardır.

Əgər çoxüzlü-səth özü özü ilə Kəsiş
mirsə, onda o məqalənin əvvəlində gətiril
miş tərifə müvafiq olaraq hansısa çoxüz- 
lü-cisminin səthi ilə üst-üstə gəlir. Amma 
onun əksİ düz deyil: məsələn, çoxüzlü-cisi- 
min daxilində boşluqlar ola bilər, onda onun 
sərhədi əlaqəsiz olacaq.

KOŞİ TEOREMİ VƏ ÇOXÜZLÜLƏRİN 
ƏYİLMƏSİ

Axırda isə biz çoxüzlülər nəzəriyyəsi
nin ən axırıncı nailiyyətlərindən biri ilə ta
nış olaq. Amma uzaqdan başlamalı olacağıq.

Fərz edin Kİ, sizdə Karton çoxüzlülərin 
yığımı var və onlardan siz bir dənə çoxüzlü 

yapışdırmaq istəyirsiniz. Əlbəttə Kİ, bunu 
daim etməK olmur, amma əgər alınsa, belə 
bir çoxüzlü yeganə olacaqmı? Bizə üzlərin 
yapışdırılma ardıcıllığı verilmədiyinə görə, 
biz asanlıqla belə bir nümunə fİKİrləşə bilərİK 
Kİ, müxtəlif çoxüzlülər yaransın - 11 a və b 
şəKİllərində çoxüzlüləri müqayisə edin. Am
ma əgər yapışdırılma ardıcıllığı verilibsə? O 
zaman da alınan nəticə yeganə olmayacaq: 
llö və c şəKİllərində nümunələri müqayisə 
edin. Axırıncı nümunədə çoxüzlülərdən biri 
qabarıq deyil və bu təsadüfi deyil. 1813-cü il
də fransız riyaziyyatçısı Oqusten Koşi isbat 
etdi Kİ, eyni üzlər yığımı ilə, eyni ardıcıllıq 
ilə birləşdirilən İKİ qabarıq çoxüzlü bərabər
dir. İfadəsinə görə çox sadə və aydın bir faK- 
tın Eyler düsturuna əsaslanan isbatı elemen
tar olmasına baxmayaraq, çox mürəKKəbdir.

Koşi teoremindən elə çıxır kİ, tillərin 
eyni uzunluğu ilə (p,q) tipində verilmiş düz
gün çoxüzlülər bərabərdirlər və həmçinin 
üzləri düzgün çoxbucaqlı olan, hər hansı 
Kombinator-düzgün çoxüzlü platon cisimlə
rindən biridir. Amma indi bizi Koşi teoremi
nin başqa nəticəsi maraqlandırır: heç bir 
qabarıq çoxüzlü əyilmir.

Bu fİKİri əyanı surətdə aydınlaşdıraq. 
Təsəvvür edin Kİ, çoxüzlünün üzləri mütləq 
Ьэгк bir parçadan düzəldilib, amma bir biri 
ilə şarnir ilə birləşdiriliblər, yəni onun sət
hini tillər üzrə эутэк olar. Onda, əgər 
çoxüzlü qabarıqdırsa, o bütövlÜKdə mütləq 
Ьэгк olacaq və onun üzlərinin arasında bu
caqlar dəyişə bilməzlər. Həqiqətən, əgər bu 
belə olmasaydı, biz onu bir az əysəydİK, biz 
tamamilə başqa, amma elə o üzlər ilə elə o 
ardıcıllıq ilə birləşdirilmiş hələ qabarıq olan 
çoxüzlü alacaqdıq. Amma Koşi isbat edib Kİ, 
bu тйткйп deyil.

Əyilən çoxüzlülər mövcuddurmu? Hələ 
1766-cı ildə Eyler təxmin edib Kİ, yox. Çox 
uzun vaxt sadə çoxüzlülər üçün Eylerin hi- 
potezi həqiqətə yaxın sayılırdı. Koşinin teo
remi onu sübut edirdi. Bir az sonra isbat 
olunmuşdu Kİ, təKcə çoxüzlü yox, həmçinin 
hər hansı qabarıq qapalı səth əyilmir. Amma 
1979-cu ildə riyaziyyat dünyasında sensasi
yalı bir Kəşf baş verdi: amerİKan R. Konnelli 
birinci fleKsoru (əlbəttə kİ, qabarıq olma
yan), yəni əyilən çoxüzlü qura bildi, amma 
bir az qəribə idi. Daha bir il sonra K. Şteffen 
yalnız doqquz təpə ilə fleKSor tapdı (yəqin Kİ, 
bu ən aşağı rəqəmdir).
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ŞdKil 12.

Yaxınlarda fleKSorun bir maraqlı xü
susiyyəti isbat olunmuşdur: əyilmə zamanı 
onların həcmi dəyişmir. Gələn səhifədə bu 
xüsusiyyət haqqında ətraflı yazılıb.

Məqalənin əvvəlində verilmiş suallara 
cavab, gördüyünüz Kimi, 12-ci şəKİldə təs
vir olunub.

TETRAEDRİN HƏNDƏSƏSİ

Üçbucaq - ən sadə çoxbucaqlı olduğu 
Kimi, tetraedr və ya üçbucaqlı piramida 
(şəkİİ 1) - ən sadə çoxüzlüdür. Tetraedrin 
həndəsəsi onun “müstəvi qardaşının” həndə
səsi Kimi zəngindir. Üçbucağın çoxlu xüsu
siyyətlərini dəyişilmiş halda tetraedrdə görə 
bilərİK. Həmçinin tetraedr dördbucaqlı ilə də 
Kifayət qədər oxşarlığa malİKdir - çünKİ İKİ- 
si də dörd təpəyə malİKdir.

Üçbucaqlara oxşar olaraq, tetraedrləri 
də simmetrİKİİK dərəcəsinə görə təsnif et- 
тэк olar. Bərabəryanlı üçbucağa düzgün 
üçbucaqlı piramida müvafiqdir (şəkİİ 2). 
Düzgün piramida hündürlüyün ətrafında 
120° və 240° dönmədə və həmçinin oxdan və 
yan tillərdən Keçən müstəvilərə nəzərən 
simmetriyalar zamanı da özü-özünə Keçir. 
FİKİr verin Kİ, “düzgün tetraedr” termini 
məntiqə sığmayan adətə görə düzgün üçbu- 
caqlı piramidanın bir növü sayılır - bütün 
tilləri bərabər olan tetraedr, yəni - onun 
bütün üzləri bərabərtərəfli üçbucaqlardır. 
Belə tipli tetraedr mümKÜn qədər çox özü- 
nəuyğunlaşma yığımına malİKdir. O özünə 
Keçirən 12 çevirməyə malİKdir. Düzgün 

tetraedrin 6 simmetriya müstəvisi, 6 sim
metriya oxu var (onları müəyyənləşdirin).

Düzgün tetraedr - ən simmetrİK üçbu
cağın - düzgün üçbucağın “stereometrİK 
ƏKİzidir”. Amma burada bizi sürpriz gözlə
yir: başqa, müəyyən mənalarda daha qanu
nauyğun olaraq bu rola iddia edən biri var. 
LaKİn, onun haqqında biz bir az sonra danı
şacağıq. HələlİK isə biz üçbucaq həndəsəsin
dən bir neçə teoremi yada salaq (bax “Sadə 
və tÜKənməz üçbucaq” məqaləsinə) və baxaq 
görəK, onlardan hansılarını tetraedrin hən
dəsəsinə KeçirtməK olar.

TETRAEDR VƏ SFERALAR

İstənilən üçbucaq bir xaricinə çəKİlmiş 
və bir daxilinə çəKİlmiş çevrəyə malİKdir. 
EynilİKİə hər tetraedr bir xaricinə çəKİlmiş 
(bütün üzlərə toxunan) və bir daxilinə çəkİİ- 
miş (bütün təpələrdən Keçən) sferalara ma
lİKdir. Bu xüsusiyyətlərin isbatları müvafiq 
olan planimetrİK isbatları təKrarlayırlar: 
daxilinə çəKİlmiş sferanın mərKƏzi bütün 
üzlərdən eyni məsafədə və üzlərin əmələ gə
tirdiyi İKİüzlü bucaqların bisseKtor müstə
vilərinin Kəsişməsində yerləşir (yəni altı 
bisseKtor müstəvi bir nöqtədən Keçir), xari
cinə çəKİlmiş sferanın mərKəzi isə bütün tə
pələrdən eyni məsafədə və üzlərin xaricinə 
çəKİlmiş çevrələrin mərKƏzlərindən Keçiril
miş perpendİKulyarların Kəsişmə nöqtəsində 
yerləşir (yəni dörd perpendİKUİyar bir nöq
tədə Kəsişirlər).

ŞTEFFEN FLEKSORUNU NECƏ 
HAZIRLAMAQ OLAR

ŞəKİldə göstərilmiş üç hissəni Kifayət qədər 
qalın olan Kağızdan Kəsin. AşağıdaKi ölçüləri gö- 
türməK daha rahat olardı: a=12, £>=10, c=5, <7=11, 
e=17. Qonşu etillərini bir-biri ilə elə yapışdırın ki, ağ 
dairəcİKİərdə çuxurlar əmələ gəlsin, qara dairəcİKİər- 
də isə qabarıqlıqlar. Bizdə İKİ tam oxşar bir fiqur alı
nacaq. Və onları tamamilə bir-biri ilə uyğunlaşdırmaq 
olar. Onlardan birini başqasına daxil edin və b qırağı

Amma üz və təpədən başqa tetraedr 
həm də tillərə malİKdir. Belə bir sual yara
nır: onun bütün altı tilinə toxunan bir Kürə
ni çəKməK olarmı (onu daxilinə yarıçəKİlmiş 
adlandırırlar) (şəkİİ 3)? ...Bəzi hallarda. Bu
rada tetraedr özünü dördbucaqlı Kimi aparır 
və daxilinə yarıçəKİlmiş Kürənin mövcudluq 
şərtləri çevrə xaricinə çəKİlmiş dördbucaqlı-

ŞəkİI 3.

na görə onları yapışdırın. KonstruKsiyanın hərəKətliliyin- 
dən istifadə edərəK azad təpələri aralayın, onların arasına 
salın və а qıraqlarının boyunca üçüncü hissəni yapışdırın. 
Yığım bitdi! Hissələri ya yapışqan lent ilə, ya da daxili tərə
findən bütün tili boyunca yapışqan çəKİlmiş adi Kağız zo
laqları ilə yapışdırmaq olar. Amma elə ola bilər Ki, sizin 
modeliniz siz təsəvvür etdiyiniz qədər əyilə bilməyəcəK.

nm əlamətlərini təKrarlayır: belə bir sfera 
təKCƏ o zaman mövcud ola bilər Kİ, tetraed
rin qarşı tillərinin hər bir cütünün uzunluq
ları cəmi bir-birinə bərabər olsun. Əslində, 
bu elə o planimetrİK bir əlamətdir, amma o 
fərqlə Kİ, indi o fəza dördbucaqlısı (indİKİ 
halda tetraedrin İKİ cüt qarşı tilləri ilə 
yaranmış dördbucaqlılardır) üçün tətbiq 
edilib. Daxilinə yarıçəKİlmiş Kürəyə malİK 
olan tetraedrlər кагкав tetraedrlər adlanır
lar. İndi bütün öyrəndİKİərimiz, deməK olar 
Kİ, plaimetriyanın təKrarı idi. Amma gözlə
nilməyən bir faKt: məlum olur Kİ, qarşı til- 
lərdəKİ İKİüzlü bucaqların cəmi bərabər ol
duqda və yalnız onda tetraedr KarKaslı ola 
bilər. Bucaqlar və sferalar bir-biri ilə nə cür 
bağlıdırlar? FİKİrləşin.

Amma daha böyÜK gözlənilməzlİKİər 
tetraedrin xaricdaxilinə çəKİlmiş sferaların, 
yəni onun bütün üzlərinin müstəvilərinə to
xunan, amma tetraedrdən Kənarda yerləşən 
Kürələrin araşdırılması zamanı üzə çıxır.
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HERONUN DÜSTURUNDAN 
ÇOXÜZLÜNÜN HƏCMİNƏ QƏDƏR

Yuxarı sinifin hər şagirdi bilir Ki, Heronun düs
turu üçbucağın sahəsini onun tərəfləri vasitəsilə ifa
də edir:

S = 7p(p-a)(p-ö)(p-c).
Başqa çoxbucaqlılar üçün belə bir düsturun 

olmaması, sizi təəccübləndirməməlidir. Misal üçün, 
dördbucaqlı üçün belə bir düsturun mövcudluğu 
onun sahəsi təxcə onun tərəflərinin uzunluğu ilə 
müəyyən edilməsi demən idi. Amma bu elə deyil: 
məsələn, а uzunluğunda tərəfləri olan rombun sahə
si bucaqdan asılı olaraq, 0 və a2 arasında ola bilər.

Çoxüzlülərə KeçəK. Tetraedr üçbucağın çoxüz- 
lü analoqudur. Onun üçün də həcmi onun tilləri vasitə
si ifadə edən düstur mövcuddur. Tetraedrdə 6 tili var; 
Ц,12,13,1^,15,1б - onların uzunluqlarının Kvadratları 
olarsa (şəkİI 1), onda:
1/2 =ТйШ'2 +'3 +/4 +/e “/l _/®) + ^(/ı +/3 + 

+ /4 + /g — /2 — /g ) + /g /4 (/, + /2 + /5 + /g — /g — ! —

.. -М2/4 -W5-/1V6 -/4^6)-
Üzləri, üçbucaq olan daha тйгэккэЬ çoxüz- 

lülərdə həcm təxcə tillərin uzunluğu ilə müəyyən edil
mir. Nümunə üçün uzağa getmən lazım deyil. İKİ üzə 
görə bir-biri ilə bitişmiş T, və T2 tetraedrlərindən ya
ranmış altıüzlünü gözdən KeçirəK (şəkİI 2). Bu al- 
tıüzlünü T, + T2 işarə edəK. Onun l/ həcmi İkİ 
tetraedrin И, +1/2 həcmlərinin cəminə bərabərdir. 
İndi isə başqa 1\ - T2 çoxüzlünü götürəK. O birinci
dən təKcə onunla fərqlənir Ki, aşağıda yerləşən tetra
edr yuxarıdaKina “basılıb”. Aydındır Ki, T, -T2 
çoxüzlünün tilləri (və hətta onun üzləri) T, + T2 
çoxüzlünün müvafiq tillərinə (və üzlərinə) bərabərdir. 
Amma İKinci şoxüzlünün U' həcmi başqa olacaq: 0 
tetraedrlərin l/, - l/2həcmlərinin fərqinə bərabərdir.

Amma burada 1996-cı ildə rusiyalı riyaziyyatçı 
İ.X. Sabitov tərəfindən isbat olunmuş çox gözəl birte- 
orem mövcuddur. Tutaq Ki, ixtiyari çoxüzlü verilib, 
onun bütün üzləri üçbucaqlardır. Bu çoxüzlüyə əsas
lanaraq (dəqiq desəK, onun Kombinatop tipinə) xüsu
si bir çoxhəddli qurmaq olar:

F(IZ) = Vn + а,]/"-1 + а2\/пг+...+ап
а,...ап əmsalları çoxüzlünün tillərinin uzunluq

larının Kvadratları ilə dörd hesab əməli vasitəsilə ifa
də olunurlar. Əgər / əmsalların yerinə biz KonKret 
çoxüzlünün tillərinin uzunluqlarının Kvadratlarını yaz
saq, onda əmsalları ədədi olan çoxhədli alınacaq. 
Sabitovun göstərdiyinə görə, verilmiş çoxüzlünün 
həcmi bu çoxhədlinin KÖKİərindən biridir.

Məlum olduğu Kimi hər bir üçbucaq üç xa- 
ricdaxilinə çəKİlmiş çevrəyə malİKdir. Tet
raedrin üzlərinin müstəviləri fəzanı 15 
hissəyə bölürlər (şəkİI 4). Təpələrə yanaşı 
olan dörd üçüzlü bucaqlardan başqa, qalan 
11 hissə bütün dörd müstəvi ilə məhdudla
şır. Tetraedrin daxilində, həm də onun dörd 
“əsasının” daxilinə - üzlərə yanaşı olan his

İndi isə7", -T2vəT} + T2 çoxüzlüyə qayıdaq. Kom- 
binatorlu olaraq onlar eyniliKİə düzəldiliblər və müvafiq til
ləri bərabərdirlər. Sabitovun teoreminə əsasən, bu İKİ 
çoxüzlüyə bir çoxhədli cavab verir. Onların həcmləri isə 
verilmiş çoxhədlinin müxtəlif KÖKİəridir.

Bu teoremi, həmçinin üçbucaqlı üzlərə maliK olma
yan çoxüzlülərə də tətbiq etməK olar. Amma üçbucaqlı 
olmayan hər bir üzü İİk əvvəl üçbucaqlara bölməK lazım
dır. Çoxhədlinin əmsallarının asılı olduğu parametrlər Kimi 
əsas çoxüzlünün tillərinin uzunluğu ilə bərabər bölünmə 
zamanı yaranmış yeni tillərin də uzunluqlarını da gözdən 
KeçirtməK lazımdır.

Başqa tərəfdən, Kornellinin göstərdiyinə görə, əyi
lən çoxüzlülər də mövcuddur (Koşi teoremindən elə çıxır 
Ki, onlar təKcə qabarıq ola bilməzlər). Hər əyilən çoxüzlü, 
misal üçün, aKKordeonun xəzzləri Kimi formasını dəyişir. 
Formasını dəyişəndə xəzzlərin daxili həcmi dəyişir və əsl 
mahiyyəti bundadır. Amma əyilən çoxüzlülərin həcminin 
dəyişilməsinə baxanda - nəticə çıxdı Ki, heç dəyişmir: for
masını dəyişməyinə baxmayaraq, əyilən çoxüzlü həcmini 
qoruyur. Belə bir problem qoyulmuşdur: əyilmə zamanı 
çoxüzlülərin həcminin dəyişilməzliyi haqqında fiKiri ya da 
isbat etməK, ya da təKzib etməK.

Bu problemin müsbət həlli Sabitovun teoremindən 
gəlir: hər hansı əyilən çoxüzlünün forması dəyişiləndə, 
onun həcmi heç dəyişmir. Həqiqətən, forma dəyişilməsi 
zamanı, həm çoxüzlünün Kombinator tipi, həm də tillərin 
uzunluğu qorunub, saxlanılır. Ona görə, həm əsas 
çoxüzlüyə, həm də onun bütün fasiləsiz forma dəyişməx- 
lərinə eyni çoxhəddli müvafiqdir, onun KÖKİəri arasında bu 
çoxüzlərin həcmlərinin bütün mümKün olan qiymətləri 
var. Amma fasiləsiz forma dəyişməsi zamanı həcm təxcə 
fasiləsiz dəyişilməlidir və ona görə Konxret çoxhədlinin 
kökü olmaq üçün, əyilmə zamanı çoxüzlünün həcmi dəyi
şilməz olmalıdır.

sələrində - bütün müstəvilərə toxunan sfera 
həmişə mövcuddur. Amma tilləri yanaşı olan 
və formaya görə dördhamarlı damlara və ya 
çardaqlara oxşayan altı hissə ilə iş bir az çə
tinləşir. Məlum olur Kİ, İKİ “çardaqdan” qar
şı tillərdən təKcə birində daxilinə çəKİlmiş 
sfera ola bilər. BeləlİKİə, düzgün tetraedrdə

- onun bütün “çardaqları” bərabərdirlər - 
“çardaqlı” sferalar ümumiyyətlə yoxdur, 
çünKİ əgər olsaydılar, onlar bütün “çardaq
larda” mövcud olmalıdırlar. BeləlİKİə, tetra
edr dörddən az olmadan, yeddidən çox 
olmadan xaricdaxilinə çəKİlmiş sferaya mal
İKdir, bununla belə bütün aralıq miqdarlar 
mümKÜndürlər.

TETRAEDRİN MEDİANLARI

Üçbucağa qayıdaq və xatırlayaq Kİ, 
onun bütün medianları bir nöqtədə - sentro- 
iddə Kəsişirlər - və bu nöqtədə 2:1 nisbətin
də bölünürlər. Minimal dəyişİKİİKİər ilə 
tetraedrə üçün bu fİKİr doğrudur. Tetraed
rdə təpələri qarşı üzlərin sentroidləri ilə bir
ləşdirən parçaları medianlar adlandırırlar. 
Bu dörd parça həmişə M nöqtəsində Kəsişir
lər və təpələrdən hesablayaraq 3:1 nisbətin
də bölünürlər (şəkİI 5). Elə bu nöqtədən də

ŞəkİI 5.

bimedianlar da Keçir - tetraedrin qarşı tillə
rinin ortalarını birləşdirən parçalar, həmçi
nin onlar M nöqtəsində yarıbayarı bölü
nürlər. Tetraedrin sentroidi, üçbucağın sen- 
troidi Kimi təpələrdə yerləşdirilmiş bərabər 
çoxluqlar mərKəzidir. Həndəsi şəKİlində on
ları aşağıda göstərilmiş çox faydalı bir Kons- 
truKSİyanm Köməyi ilə isbat etməK olar.

Tetraedrin hər tilindən qarşı tilə para
lel olan müstəvi KeçirəK (şəkİI 6). Tetraed
rin daxilinə çəKİlmiş paralelepiped adlanan 
paralelepipedi məhdudlaşdıran üç cüt para
lel müstəvi alacağıq. Bizim tetraedrin tilləri 
paralelepipedin diaqonallarıdır, onların or
taları isə mərKəzləridir. Buradan nəticəyə

gələ bilərİK Kİ, bütün bimedianlar parale
lepipedin O mərKəzindən Keçirlər və orada 
yarıya bölünürlər. Bundan başqa, biz həmçi
nin qeyd edə bilərİK Kİ, tetraedrin medianları 
da paralelepipedin üzlərinin diaqonallarında 
yerləşirlər və onlar da həmçinin O nöqtəsin
dən Keçirlər. Bu KonstruKSİyanm başqa tət
biqləri ilə biz aşağıda rastlaşacağıq.

ORTOMƏRKƏZLİ VƏ DÜZBUCAQLI 
TETRAEDRLƏR

Tetraedrin medianları “özlərini nümu
nəvi aparırlar” - üçbucaqda olduğu Kİmi 
onlar eyni nöqtədən Keçirlər. Tetraedrin tə
pələrindən qarşı üzlərə çəKİlən perpendi- 
Kulyarlar ilə - hündürlÜKİərlə iş bir az 
başqadır. Üçbucağın hündürlÜKİəri bir nöq
tədə Kəsişirlər - ortomərKəzdə. Bu bir neçə 
tetraedr üçün, xüsusilə düzgün üçbucaqlı pi
ramidalar üçün də doğrudur.

OrtomərKəz həmçinin tetraedrlərin çox 
böyÜK sinfinə məxsusdr. Onları elə belə də 
adlandırırlar - ortomərKƏzli tetraedrlər. 
Onlardan hər birini oturacaq Kimi istənilən
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seçilmiş üçbucaq götürərən, onun təpələrini 
müstəvisinə ortomərKəzindən çəKİlmiş per- 
pendiKulyarda hər hansı bir nöqtə ilə birləş- 
dirərəK almaq olar (şəkü 7). Və tərsinə,

ŞdKİl 7.

ortomərxəzli tetraedrin bütün hündürlÜKİə- 
rinin oturacaqları - onun üzlərinin orto- 
mərKəzləridir (şəkİİ 8). OrtomərKƏzliyin da
ha bir neçə meyarını (yəni zəruri və Kafi 
edən şərtlərini) gətirəx: tetraedr təKcə o za
man ortomərKƏzlidir Kİ, əgər onun qarşı til
ləri perpendİKulyardır; ya da bütün altı 
tilin ortaları bir sferada yerləşirlər; ya da 
xaricinə çəKİlmiş paralelepipedin bütün til
ləri bərabərdirlər; ya da qarşı tillərin Kvad
ratları bərabərdirlər.

OrtomərKəz ilə bağlı olan üçbucağın 
bir neçə xüsusiyyətini, Eyler düz xətti haq
qında və müvafiq dəyişilmiş şəKİldə doqquz 
nöqtə çevrəsi haqqında teoremləri ortomər- 
Kəzli tetraedrdə də tapmaq olar. Ortomər- 
Kəzli tetraedrin sentroidi ortomərKƏz H və 
xaricinə çəKİlmiş sferanın mərKəzi O arasın
da parçada yerləşir və bu parçanı yarıbayarı 
bölür, НО Kəsiyini 1:2 nisbətdə bölən nöqtə 
isə “12 nöqtə sferasının” mərKƏzidir - onun 
üstündə bütün üzlərin ortomərKəzləri və 

sentroidləri yerləşir, onlardan başqa isə H 
nöqtəsindən təpələrə qədər parçaları 1:2 nis
bətdə bölən nöqtələr də yerləşirlər. Bu teo
remlərin isbatları elə də çətin deyil, amma 
fəza təsəvvürü tələb edirlər.

OrtomərKƏzli tetraedrlərin bir növü - 
təpəsində üç qarşılıqlı perpendİKulyar til 
Kəsişən tetraedr haqqında ayrıca deməK la
zımdır (şəkİİ 9). Aydındır Kİ, bu M təpəsi

elə onun ortomərKəzidir. Belə tetraedr düz
bucaqlı adlandırılır. Onun üçün özünəməx
sus “Pifaqor teoremi” istifadə olunur, əgər 
Sx, S2 və S3 - onun düzbucaqlı üzlərinin sa
hələri, (“Katetləri”), S isə - dördüncü üzün 
sahələri (“hipotenuz”), onda

S2 = sf + S2 + s2
Həqiqətən, üç “Katetin” “hipotenuza” 

proyeKSİyası onu üç üçbucağa bölür. Pro- 
yeKSİya zamanı fiqurun sahəsi onun müstə
visi və proyeKsiya müstəvisi arasmdaKi bu
cağın Kosinusuna vurulduğuna görə, onda 

5 = 5! cosa^ + S2 cosa2 + S3 cosa3 (*) 
Burada ax - “hipotenuz” və müvafiq 

“Katetin” müstəvilərinin arasındaKi bucaq
dır. Eyni zamanda “Katetlərdən” hər birisi 
“hipotenuzun” onun müstəvisinə proyeKsi- 
yası ilə üst-üstə düşür və ona görə 
cosa, - Sr / S. Sahələr vasitəsilə ifadə olun
muş Kosinusun ifadəsini (*) tənliyinə yaz
maq qalır.

BƏRABƏRÜZLÜ TETRAEDR

Tetraedrlər haqqında söhbəti başlayan
da vəd etdiyimiz sürpriz haqqında yada sal
mağın vaxtı gəldi. Üçbucağın düzgün və ya 
bərabərtərəfli olduğunu biz necə təyin edi

rİK Kİ? Təbii Kİ, bütün tərəfləri bərabər olan 
üçbucaq Kimi. Tetraedrin “tərəfləri” bəs nə 
deməKdir? Əgər hesab etsəK Kİ, bu tillərdir, 
onda oxşar stereometrİK tərif bizi düzgün 
tetraedrə gətirəcəK. Amma, ola bilər Kİ, tet
raedrin “tərəfləri” Kimi biz onun üzlərini 
hesab edəK? O zaman biz aşağıdaKi tərifə gə- 
lirİK: bütün üzləri bərabər olan (yəni bəra
bər üçbucaqlardır) tetraedr bərabərüzlü 
tetraedr adlandırılır.

İİk baxışda bərabərüzlü tetraedr bu 
təKcə düzgün tetraedrdir. Əslində isə, bəra
bərüzlü tetraedrin üzü hər hansı bir itibu- 
caqlı (və təKcə itibucaqlı yox) üçbucaq ola 
bilər. Bərabərüzlü tetraedrlərin mühüm xü
susiyyətlərini sadalayaq. İİk İkİ xüsusiyyəti 
onların quruluşunun ümumi üsuluna işarə 
edir:

1) Bərabərüzlü tetraedrin xaricinə çəkİİ- 
miş paralelepipedi - düzbucaqlı paralelepi- 
peddir (şəkİİ 10);

2) Tetraedrin bir təpədə qovuşan üç til 
üzrə Kəsilməsi zamanı əmələ gələn açılışı - 
üçbucaqdır (şəkİİ 11: bu üçbucaq itibucaqlı 
olmalıdır, çünKİ düzbucaqlı və ya KÖrbucaq- 
lı orta xətlər üzrə əyilmə zamanı tetraedrə 
dönə bilməzlər);

İstənilən bərabərüzlü tetraedrin özünə- 
uyğunlaşmaların yığımı düzgün tetraedrdə- 
kİ Kimi “varlı” deyil;

3) O üç simmetriya oxuna malİKdir 
(qarşı tillərə çəKİlmiş ümumi perpendİKUİ- 
yarlardılar, onlar həmçinin bimedianlardır). 
Amma bu simmetriyalar hər hansı İKİ qeyd 
edilmiş üz və ya təpəni uyğunlaşdırmaq üçün 
Kifayət edir, amma tillər üçün yox.

ŞəkİI 10.

1-3 xüsusiyyətlərdən və tərifdən istifa
də edərəK asanlıqla deyə bilərİK kİ, bəra
bərüzlü tetraedrdə;

4) Bütün üçüzlü bucaqlar bərabərdirlər;
5) Bütün medianlar (tetraedrin) bəra

bərdirlər;
6) Bütün hündürlÜKİər (tetraedrin) bə

rabərdirlər;
7) Daxilinə və xaricinə çəKİlmiş Kürələrin 

mərKəzləri və sentroidlər üst-üstə düşürlər;
8) Üzlərin xaricinə çəKİlmiş çevrələrin 

radiusları bərabərdirlər;
9) Üzlərin perimetrləri bərabərdirlər;
10) Üzlərin sahələri bərabərdirlər.
Bu xüsusiyyətlərdən bir neçəsi o qədər 

aydındır Kİ, heç adının çəKİlməsi də lazım de
yil. Çox gözəl (və heç də aydın olmayan) bir 
faKt başqadır: bütün bu xüsusiyyətlər bir- 
biri ilə eynigüclüdürlər və hərəsi ayrılıqda 
tetraedrin bərabərüzlüyünü təmin edir. De
yəsən, onlardan ən təsirlisi 10-cu xüsusiy
yətdir. FİKİrləşin: tetraedrin üzlərinin bəra
bərliyi üçün onların sahələrinin bərabərliyi 
Kifayətdir!

Уекип vuraq. Bizim sadaladığımız on 
şərt eyni zamanda bərabərüzlü tetraedrin həm 
xüsusiyyətləridir, həm də əlamətləridir. Başqa 
sözlə desəK, onlardan hər birini bərabərüzlü 
tetraedrin tərifi Kimi təqdim etməK olar. Bə
zən, hansısa şərtdən bərabərüzlüyü çıxarmaq 
üçün bir sıra aralıq şərtlər düzəltməK lazım
dır. Bu sırada hər birisi - əwəİKİnin nəticəsi
dir. Belə bir sıra tapmaq üçün təKcə çalışmaq 
lazımdır, amma bu məsələni biz maraqlanan 
oxucuların öhdəsinə buraxırıq.

383
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ƏSAS İŞARƏLƏRİN SİYAHISI
Bəzi riyazi sabitlər

e = 2,7182819... natural loqarifmlərin 
əsası

л - 3,1415931.. çevrə uzunluğunun dia- 
metrə nisbəti

C = 0,577216 ... Ey ler - MasKeroni sabiti 
(p = (Vö -1) / 2 = qızıl kəsİk

= 0,618034..

Ümumriyazi simvollar

a ədədinin modulu (mütləq 
qiyməti)

[a] a ədədinin tam hissəsi 
= bərabərdir

>
>
<
<z
z

qeyri-bərabərdir (bərabər deyil) 
eynilİKİə bərabərdir 
təqribən bərabərdir
böyündür
böyÜK və ya bərabərdir 
Kiçindir
kİçİk və ya bərabərdir
Kvadrat kök

n-ci dərəcəli kök
cəm işarəsi

П hasil işarəsi
“deməli”

<=> eynigüclüdür
| sistem (tənlİKİər, bərabərsizlİK-

lər) işarəsi
məcmu (tənlİKİər, bərabərsiz-

İİk-
lər) işarəsi

KombinatoriKa

n! n faKtorial
Pn n elementdən ibarət yerdəyiş
mələrin sayı
A™ n elementdən m aranjemanla
rın sayı
C” n elementdən m Kombinezon
ların sayı

Çoxluqlar

(elementlərindən) ibarət 
çoxluq

{alt a2, an} at, a2, .... an ünsürlərindən

0 boş çoxluq
N natural ədədlər
Z tam ədədlər
Q rasional ədədlər
R həqiqi ədədlər
[a, b] parça
(a, b) interval
a e A a A çoxluğuna daxildir (mən- sub- 

dur)
a i A a A çoxluğuna daxil deyil
AcB A B-nin alt çoxluğudur
AçtB A B-nin alt çoxluğu deyil
A\JB A və B çoxluqlarının birləşməsi
АП-В A və B çoxluqlarının Kəsişməsi
A f -> В A çoxluğunun B çoxluğuna 

f inİKası

r1 tərs inİKas
g°f f və g inİKaslarınm Kompozisi

yası

KompleKs ədədlər

Ardıcıllıqlar və funKsiyalar /U) if funnsiyasının x nöqtəsində törə
məsi

{<»„} ardıcıllıq /'(x) f(x) funnsiyasının x nöqtəsində 
İKİnci törəməsi

lim anП-HD ardıcıllığın limiti J f(x)dx f funnsiyasının qeyri-müəyyən

lim f(x) x0 nöqtəsində f funnsiyasının b
inteqralı

X^Xq

limiti j f(x)dx f funKsiyasınm a-dan fe-dəK
A/ f funnsiyasının artımı a

müəyyən inteqralıdf f funnsiyasının diferensialı

i xəyali vahid
Re z z KompleKs ədədinin həqiqi

hissəsi
Im z z KompleKs ədədinin xəyali

hissəsi
z z-ə qoşma olan KompleKs ədəd
|z| z KompleKs ədədinin modulu
argz z KompleKs ədədinin arqumenti

Həndəsə

ZA
ЛАВС
ф
A(x;y) 
ä, AB 
läl

A bucağı
ABC üçbucağı
a b-yə paraleldir
x və у Koordinatlı A nöqtəsi 
veKtor
ä veKtorunun uzunluğu
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BƏZİ ALİMLƏR HAQQINDA QISA MƏLUMAT
Abel Nils HenrİK (1802 - 1829), Norveç ri
yaziyyatçısı, 4-cü dərəcədən yuxarı cəbri 
tənlİKİərin ümumi halda radİKallarda həll 
edilmədiyini sübut etmiş, cəbri funKsiyala- 
rın inteqrallarını öyrənmişdir (abel inteq- 
ralları), elliptİK funıcsiyalar nəzəriyyəsinin 
yaradıcılarından biridir.
Adamar JaK (1865 — 1963), fransız riya
ziyyatçısı, La Valle Pussenlə birgə sadə 
ədədlərin paylanması qanununu əsaslandır
mışdır; diferensial tənlİKİər, funnsiyalar 
nəzəriyyəsi, ədədlər nəzəriyyəsi, mexanina 
üzrə əsərlərin müəllifidir.
AleKsandrov Pavel Sergeyeviç (1896 - 
1982), sovet riyaziyyatçısı, topologiya elmi 
məKtəbinin banisi; eləcə də çoxluqlar nəzə
riyyəsi və funKSİyalar nəzəriyyəsi sahələrin
də işləmişdir.
Appoloni, PerqlsKİy (e.ə. 260 ətrafı, - 170 
ətrafı), qədim yunan riyaziyyatçısı və astro
nomu, “KonİK KəsİKİər” əsərində котк kə- 
sİKİərin tam təfsirini verib; planetlərin 
görünən hərəKətini izah edən nəzəriyyənin 
müəllifi.
Ariabhata (475 ətrafı - ?) hind astronomu 
və riyaziyyatçısı, “Ariabhatiam” astrono- 
mİK traKtatmın müəllifi.
Aristotel (e. ə. 384 — 322), əsərləri o dövrün 
deməK olar Kİ, bütün bilİK sahələrini əhatə 
edən, xüsusi halda, məntiq üzrə İİk sistemli 
tədqiqat aparan qədim yunan filosofu. 
Arximed (e. ə. təxminən 287 - 212-ci illər), 
qədim yunan riyaziyyatçısı və filosofu, 
müxtəlif fiqur və cisimlərin sahələrinin, 
səthlərinin və həcmlərinin hesablanması 
metodlarını, eləcə də inteqral və diferensial 
hesablarının sələfi olan toxunanlar və ens- 
tremumlar metodlarını inKİşaf etdirmişdir; 
riyazi metodları təbiətşünaslıqda və texni- 
nada geniş tətbiq etmişdir.
Ayyui (Hayui) Röne Jüst (1743 - 1822), 
fransız mineroloq və Kristalloqrafı; Kristal- 
loqrafiyanm əsas qanunlarından birini Kəşf 
etmişdir.
Barrou İsaaK (1630 - 1677), ingilis riya
ziyyatçısı, filoloqu, ilahiyyatçısı, Kembric 
universitetinin professoru, sonsuz Kiçilən
lərin hesabının işlənib-hazırlanmasında 
Nyuton və Leybnisin sələflərindən biri. 
Beda Dostopoçtenni (622 və ya 623, - 735 
ətrafı), anqlosaKS salnaməçisi, rahib; Pasxa

nın günlərinin hesablanmasına həsr olun
muş “Vaxtın hesablanmasına dair” tranta- 
tmda barmaq hesabı sisteminin təsvirini 
vermişdir.
Bernulli Daniil (1700—1782), öz dövrü tə
biətşünaslığının bütün sahələrinə öz payını 
vermiş İsveçrə alimi, İ. Bernullinin oğlu, 
məşhur “HidrodinamİKa” (1738) əsərinin 
müəllifi; riyaziyyatçı Kimi sıralar nəzəriy
yəsi, ehtimal nəzəriyyəsi sahələrində işlə
miş, riyazi fizİKanın İİk qaranquşlarından 
olmuşdur.
Bernulli İohann (1667 — 1748), İsveçrə riya
ziyyatçısı, Y. Bernullinin qardaşı, diferen
sial və inteqral hesabının yaradıcılarından 
biri, variasiya hesabının banisi; riyazi ana
liz metodlarını tətbiq etmənlə mexanİKaya 
böyÜK töhfə vermişdir.
Bernulli YaKob (1654 — 1705), İsveçrə riya
ziyyatçısı, Leybnisin sonsuz kİçİk Kəmiy
yətlər hesabı metodlarını inKİşaf etdirmiş, 
ehtimal nəzəriyyəsinin bünövrəsini qoymuş 
və bu nəzəriyyədə böyÜK ədədlər qanununun 
sadə halını isbat etmişdir; variasiya hesabı
nın yaradıcılarından biri.
BoltyansKİ Vladimir Qriqoryeviç (1925-ci 
ildə anadan olub), Rusiya riyaziyyatçısı; to
pologiya və topoloji metodlar, Kombinator 
həndəsə, differensial tənlİKİər sahəsində bö
yÜK uğurlar qazanıb.
Bolsano Bernard (1781 — 1848) çex riyaziy
yatçısı və filosofu; XIX əsrin əvvəllərində 
Koşi ilə bir vaxtda limit, diferensial və in- 
teqralm tərifini vermiş, parçada Kəsilməz 
funKsiya teoreminin dəqiq riyazi isbatını 
təKİif etmişdir; sonsuz çoxluqların tədqi
qində Kantorun sələfi olmuşdur.
Bolyay (Boyai) Farnaş (1775 - 1856), macar 
riyaziyyatçısı; 1832-ci ildə sübut etmişdir 
Kİ, ixtiyari İkİ eyni böyÜKİÜKdə olan çoxbu
caqlılar eynitərKiblidir.
Bolyay (Boyai) Yanoş (1802 - 1860), macar 
riyaziyyatçısı, F. Bolyaym oğlu, LobaçevsKİ 
və Qaussdan asılı olmadan qeyri-evKİid nə
zəriyyəsini yaratmışdır.
Bombelli Rafaelle (1526 ətrafı - 1572) 
italyan riyaziyyatçısı və mühəndisi; müəlli
fi olduğu “Cəbr” əsərində riyaziyyata İİk 
dəfə KompleKs ədədlər daxil etmişdir.
Borel Emil (1871 - 1956), fransız riyaziy
yatçısı; riyazi analiz, funnsiyalar nəzəriy

yəsi, riyazi fizina və ehtimal nəzəriyyəsi 
üzrə əsərlərin müəllifi.
Boesi Anisi Maili Severin Tornvat (480 ət
rafı - 524), neoplatonİK filosof və Roma 
dövlət xadimi; Pinomaxın “Hesabını” və 
EvKİidin “Başlanğıclar”ının İİK üç Kitabını, 
Aristotel və Porfirinin məntiqi əsərlərini 
latın dilinə tərcümə etmişdir.
Brave Ogüst (1811 - 1863), fransız Kristal - 
loqrafı; Kristalların fəza qəfəsləri nəzəriy
yəsinin banisi.
Bradvardin Tomas (1290 ətrafı, 1349), in
gilis riyaziyyatçısı və ilahiyyatçısı; onun 
“Nəzəri həndəsə” əsəri daha böyün əhəmiy
yət Kəsb edirdi Kİ, burada o, ulduzvari çox- 
bucaqlılara, izoperimetriya məsələlərinə 
baxmış, İİk dəfə riyazi mənada “irrasional” 
terminini işlətmişdir.
Brahmaqunta (Bramaquta, 598 ətrafı - 
660), hind elminin riyaziyyatçısı və astro
nomu; “Braxman elminin təKmilləşdirilmə- 
si” əsərinin müəllifi; bu əsərin əhəmiyyətli 
hissəsi hesab və cəbrə həsr edilib.
Brianşon Şarl Jülen (1785 - 1864), fransız 
riyaziyyatçısı; proyentiv həndəsə sahəsində 
işləmişdir Kİ, burada da Brianşten teoremi 
məşhurdur.
Breqq Vilyam Henri (1862 - 1942); ingilis 
fizini, rentgenostruKtur analizin banilərin
dən biri, oğlu V.L. Breqqlə birgə bir sıra 
Kristalların atom quruluşunu deşifrə etmiş
dir.
Breqq Vilyam Lorens (1890 - 1971) ingilis 
fizini; V. H. Breqqin oğlu, rentgenostruK
tur analizin banilərindən biri.
Bul Corc (1815 - 1804) ingilis riyaziyyatçı
sı; riyazi məntiqin yaradıcılarından biri.
BurbaKİ NiKola - fransız riyaziyyatçıları
nın yığma təxəllüsü; onlar 1939-cu ildə 
bütün riyaziyyatı aKSİomatiK əsasla qurmaq 
ideyası ilə çıxış etmişlər.
Bhasxara Anarya (1114 - 1185), hind riya
ziyyatçısı və astronomu; “Elm tacı” əsərinin 
müəllifi, bu əsərə müxtəlif cəbri məsələlərin 
həlli daxildir.
Bebbic Carlz (1791-1871), ingilis riyaziy
yatçısı; İİk hesablama maşınını quraşdır
mışdır.
Ber Röne Lui (1874 - 1932), fransız riya
ziyyatçısı; Kəsilən funKsiyaları öyrənmiş, 
Kəsilmə nöqtələrinin təsnifatını vermişdir. 
Çebışev Pafnuti Lvoviç (1821 - 1894), rus 
riyaziyyatçısı; Peterburq elmi məKtəbinin 

banisi; funKSİyaların ən yaxşı yaxınlaşması 
nəzəriyyəsini yaradıb, ehtimal nəzəriyyə
sində ümumi halda böyÜK ədədlər nəzəriy
yəsini, ədədlər nəzəriyyəsində isə sadə ədəd
lərin paylanmasının asimptotİK qanununu 
isbat edib.
D’Alamber Jan Leron (1717 - 1883), fran
sız riyaziyyatçısı, mexanİKİ və filosof-maa- 
rifçisi; maddi sistemlərin diferensial hərə- 
Kət tənlİKİərinin tərtibi qaydalarını formula 
etmişdir, riyazi analiz, diferensial tənlİKİər 
nəzəriyyəsi, cəbrdə sıralar nəzəriyyəsi əsər
lərinin müəllifi.
DedeKİnd Yulius Vilhem Rixard (1831 - 
1916), alman riyaziyyatçısı; həqiqi ədədlər 
nəzəriyyəsinin əsaslandırılmasını vermiş
dir, cəbri ədədlər nəzəriyyəsi üzrə əsərlərin 
müəllifi.
Dezarq Jerar (1593 - 1662 və ya 1591 - 
1661), fransız riyaziyyatçısı, memar, mü
həndis, proyentiv həndəsənin banilərindən 
biri.
Dexart Rene (1596 - 1650), fransız filosofu 
və riyaziyyatçısı, analitİK həndəsənin əsas
larını qoymuşdur, dəyişən Kəmiyyətin və 
funKsiya anlayışlarını vermişdir, bir çox ri
yazi işarələri daxil etmişdir.
Delone Boris NİKolayeviç (1890 - 1980), 
rus riyaziyyatçısı, həndəsə, ədədlər nəzə
riyyəsi, riyazi Kristalloqrafiyaya dair əsər
lərin müəllifi.
Den Mans (1878 - 1952), alman riyaziyyat
çısı; Hilbertin eyni böyÜKİÜKdə çoxüzlülər 
haqqında 3-cü problemini həll edib.
Diofant İsKəndəriyyəli (III əsr), qədim yu
nan ruyaziyyatçısı; 13 Kitabda “Hesabın” 
müəllifi (6-sı qədim yunan dilində, 4-ü 
ərəbcəyə tərcümədə saxlanılıb), İİK dəfə ola
raq məchul və onun dərəcələri üçün hərfi 
işarələr daxil etmişdir, qeyri-müəyyən tən- 
lİKİər (diofant tənlİKİəri) haqqında təlimin 
banisi.
Eyler Leonard (1707 - 1783), riyaziyyatçı, 
mexanİK, fizİK və astronom, mənşəcə isveç
rəli, Rusiyada və Almaniyada işləyib, riyazi 
analiz, ədədlər nəzəriyyəsi, diferensial hən
dəsə, riyazi fizina, səma mexaniKası üzrə 
800-dən artıq əsəri elmin inKİşafına əhə
miyyətli təsir göstərmişdir.
Eynşteyn Albret (1879 - 1955), nəzəriyyə- 
çi-fizİK, ümumi və xüsusi nisbilİK nəzəriy
yələrinin yaradıcısı, işığın Kvant nəzəriyyə
sinə dair işlərin müəllifi.
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Eratosfen Kirenli (e. ə. 276 -194), qədim 
yunan riyaziyyatçısı və astronomu, riyazi 
coğrafiyanın əsasını qoyub, İİk dəfə olaraq 
meridian qövsünü ölçüb. Riyaziyyat, astro
nomiya, fəlsəfə və musiqiyə aid əsərlərin 
müəllifi olub.
Ermit Şarl (1822 - 1901), fransız riyaziy
yatçısı, 1873-cü ildə İİk dəfə isbat etmişdir 
Kİ, e ədədi transendentdir, riyazi analiz, 
ədədlər nəzəriyyəsi və cəbr üzrə əsərlərin 
müəllifi.
EvKİid (e. ə. IV əsrin axırı - III əsr), qədim 
yunan riyaziyyatçısı; 13 Kitabdan ibarət 
“Başlanğıcların” müəllifi, həndəsənin, ədəd
lər nəzəriyyəsinin əsasları, sahələrin və 
həcmlərin limit elementlərini ehtiva etməK- 
lə təyini metodları şərh edildiyi bu əsər ri
yaziyyatın inKİşafına çox böyÜK təsir gös
tərmişdir.
Əbu Kamil (850 ətrafı — 930 ətrafı), ərəb ri
yaziyyatçısı, Misirdəndir, əl-Xarəzminin 
Kvadrat tənlİKİər nəzəriyyəsini, Diofantın 
qeyri-müəyyən tənlİKİər haqqında nəzəriy
yəsini inKİşaf etdirmişdir; “Əl-cəbr və 
əl-mÜKabələ” cəbr Kitabının (IX əsrin axırı, 
X əsrin əvvəli) müəllifidir.
Əbül-vəfa Məhəmməd ibn Məhəmməd (940 
- 998), fars astronomu və riyaziyyatçısı, 
Diofantın “Hesabının” şərhçisi, Kəsrlər nə
zəriyyəsinə müfəssəl baxmış, əsas həndəsi 
qurğuları pərgar və xətKeşin Köməyi ilə 
araşdırmışdır.
Fales Miletli (e. ə. 625 - 547), qədim yunan 
mütəfəKKİri, antİK fəlsəfə və elmin banisi. 
Fanyano dey Toskİ CanfrançesKO Oporio 
(1715-1797), italyan riyaziyyatçısı, 1755-ci 
ildə sonralar onun adıyla adlandırılmış mə
sələnin analitİK həllini çap etdirmişdir. 
Ferma Pyer (1601 - 1665), fransız riyaziy
yatçısı, XVII əsrin ən böyÜK riyaziyyatçıla
rından biri; ədədlər nəzəriyyəsi, həndəsə, 
cəbr, riyazi analiz (maKsimum və minimum
ların tapılması metodu), ehtimal nəzəriyyəsi 
ilə məşğul olmuşdur, DeKartla birgə anali
tİK həndəsənin banisi olmuşdur, ədədlər nə
zəriyyəsində onun İKİ teoremi - böyÜK və 
KİçİK Ferma teoremləri məxsusi yer tutur. 
Ferrari LudovİKO (1522 - 1565), italyan ri
yaziyyatçısı; 4-cü dərəcəli cəbri tənlİKİərin 
həlli üsulunu tapıb.
Fyodorov Yevqraf Stepanoviç (1833- 1919), 
rus Kristalloqrafı, Kristalloqrafiyanın bani
lərindən biri; 1890-cı ildə “Fiqurların düz

gün sisteminin simmetriyası” əsərində İİk 
dəfə Kristalların 230 simmetriya qrupunu 
çıxarıb.
Fibonaççi bax Leonardo Pizanlı.
Fredholm ErİK İvar (1866 - 1927), İsveç ri
yaziyyatçısı; inteqral tənlİKİər nəzəriyyəsi
nin əsas xassələrini və teoremlərini şərh 
etmişdir, onların bəzi növlərinin həllinin 
ümumi metodlarını işləyib-hazırlamışdır.
Gelfond AleKsandr Osipoviç (1906 - 1968), 
sovet riyaziyyatçısı; Şnayderdən asılı olma
dan Hilbertin 7-ci problemini həll edib 
(1934); ədədlər nəzəriyyəsi və funKSİyalar 
nəzəriyyəsi üzrə əsərlərin müəllifi.
Gödel Kurt (1906 — 1978), Avstriya riya
ziyyatçısı, 1940-cı ildən ABŞ-da yaşayıb, 
çoxluqlar nəzəriyyəsi, riyazi məntiq və ni- 
sbilİK nəzəriyyəsi üzrə əsərlərin müəllifi. 
Hadinger Huqo (1908-ci ildə doğulub), İs
veçrə riyaziyyatçısı; Kombinator həndəsəyə 
dair əsərlərin müəllifi.
Hardi Qotfrid Harold (1877 - 1947), ingilis 
riyaziyyatçısı; Ramanucanla birgə n ədədi
nin bütün bölünmələrinin sayının İİk təqribi 
düsturlarını alıb, ədədlər nəzəriyyəsi və 
funKSİyalar nəzəriyyəsi üzrə işlərin müəllifi. 
Hamilton Vilyam Rouan (1805 - 1865), ir- 
land riyaziyyatçısı; KompleKS ədədlərin tam 
təfsirini vermişdir, qraflar nəzəriyyəsi sa
həsində işləmişdir.
Herbert OriaKİı (940 ətrafı - 1003, 999-cu 
ildən Roma Papası II Silvestr); fransız riya
ziyyatçısı, “АЬак qaydaları haqqında” traK- 
tatın müəllifi.
Heron İsKəndəriyyəli (I əsr ətrafı), qədim 
yunan riyaziyyatçısı və mexanİKİ; riyaziy
yat və mexanİKada antİK dövrün əsas uğur
larının sistematİK şərhini verib.
Hilbert David (1862 - 1943), alman riya
ziyyatçısı; XX əsrdə riyaziyyatın inKİşafına 
böyÜK təsir göstərmişdir, invariantlar nəzə
riyyəsi, cəbri ədədlər nəzəriyyəsi, riyaziyya
tın əsasları, variasiya hesabı, riyazi məntiq, 
riyazi fizİKa, ədədlər nəzəriyyəsi və s. üzrə 
əsərlərin müəllifi, II Beynəlxalq riyaziyyat 
Konqresində (1900) riyaziyyat qarşısında 
duran 23 problemi ifadə etmişdir. 
HippoKrat Hioslu (e. ə. V əsr) qədim yunan 
həndəsəçisi; həndəsə sahəsində İİK sistemli 
əsərin müəllifi, üç ayparanın Kvadraturası- 
nı tapmışdır (hippoKrat ayparası adlanan 
ayparalar).

Hüqo Sen-VİKtorlu (1096 ətrafı - 1141), fi- 
losof-sxolast, Sen-vİKtor məKtəbinin başçı
sı; praKtİKİ həndəsəyə dair traKtatın 
müəllifi.
Hyügens Xristian (1629 - 1695), holland 
riyaziyyatçısı, fizİKİ, mexanİKİ və astrono
mu; KəfKİrli saatları icad etmiş, onların nə
zəriyyəsini yaratmış, fizİKİ rəqqasın rəqs 
qanunlarını müəyyənləşdirmiş, işığın dalğa 
nəzəriyyəsini yaratmışdır.
Xarəzmi (əl-Xarəzmi) Məhəmməd bin Musa 
(787 - 850 ətrafı), Orta Asiya alimi; hesab, 
cəbr, astronomiya coğrafiya üzrə işlərin 
müəllifi.
İbn-əl-Bənna (1256 - 1321), MəraKeş alimi; 
riyaziyyatda, xüsusi halda triqonometriya
da bir sıra müstəqil Kəşflər etmiş, dost 
ədədlər (17296 və 18486) cütünü aşKar et
mişdir, “Hesabi əməllərin qısa şərhi” Kitabı
nın müəllifidir.
İbn Kürrə (Sabit İbn Kürrə, 836 - 901), 
ərəb riyaziyyatçısı və astronomu; EvKİidin 
“Başlanşıclarını”, Arximedin “Kürə və si
lindr haqqında”, Apolloninin “KonİK kəsİk- 
lər” əsərini, ərəb dilinə tərcümə etmişdir, öz 
“ParabolİK adlanan KonİK Kəsiyin ölçülməsi 
haqqında Kİtab”ında parabolİK seqmentin 
inteqral cəmlərinin Köməyi ilə Kvadratura- 
sını göstərmişdir.
Jirar Alber (1595 - 1632), holland riya
ziyyatçısı; İİk dəfə olaraq birməchullu cəbri 
tənliyin KÖKİərinin mövcudluğu haqqında 
cəbrin əsas teoremini söyləmişdir.
Jordan Mari Enmon Kamil (1838 - 1922), 
fransız riyaziyyatçısı; cəbr, funKSİyalar nə
zəriyyəsi, topologiya və Kristalloqrafiya üz
rə əsərlərin müəllifi.
Kavalyeri Bonoventura (1598 - 1647), ital
yan riyaziyyatçısı; fiqurların sahələrini və 
həcmlərini hesablamaq üçün “bölünməzlər” 
metodunu yaratmışdır, metod inteqral hesa
bın yaranmasına təKan verdi.
Kantor Georq (1845 - 1918), alman riya
ziyyatçısı, çoxluqlar nəzəriyyəsinin banisi; 
həqiqi ədədlər nəzəriyyəsinin əsaslandırıl
masını vermişdir.
Kardano Cerolamo (1501 - 1576) italyan ri- 
yaziyatçısı, filosofu və həKİmi; Kub tənliyin 
həll düsturunu onun adıyla bağlayırlar.
Kassini Covanni DomenİKO (1625 - 1712), 
fransız astronomu, onun Yerin orbitini tə
yin etməyə cəhd edərKən baxdığı 4-cü tərtib 
müstəvi cəbri əyri onun adıyla adlanıb.

Kataldi Pyetro Antonio (1552 - 1626), 
italyan riyaziyyatçısı; “Ədədlərdən Kvadrat 
KÖKalmanın ən qısa üsulu haqqında traK- 
tat”ında İİk dəfə Kəsilməz Kəsrlərin Köməyi 
ilə Kvadrat KÖKalma üsulu vermişdir.
Kaşi (əl-Kaşi) Cəmşid ibn Məsud (? - 1436 
və ya 1437), Orta Asiya riyaziyyatçısı və 
astronomu; “Hesabın açarı”, “Çevrə haqqın
da traKtat”, “Vətər və sinus haqqında” əsər
lərinin müəllifi, onluq Kəsrləri İİk dəfə da
xil etmiş, KÖKalma üsullarını şərh etmişdir. 
Kepler İohann (1571 - 1630), alman astro
nomu və riyaziyyatçısı; planetlərin hərəKəti 
qanunlarını Kəşf etmişdir, “Şərab çəlləKİəri- 
nin yeni steoremetriyası” əsərində fırlanma 
cisimlərinin həcmini təyin etməyin maraqlı 
üsulunu təKİif etmişdir, 1624-cü ildə loqa- 
rifmlər cədvəlini çap etdirmişdir.
Kleyn FelİKS (1849 - 1925), alman riyaziy
yatçısı; həndəsə, cəbr və funKSİyalar nəzə
riyyəsi üzrə əsərlərin müəllifi.
KovalevsKaya Sofya Vasilyevna (1858 - 
1891), rus riyaziyyatçısı və ədəbyyatçısı; 
Peterburq Elmlər AKademiyasınm İİk qadın 
müxbir üzvü, riyazi analiz, mexanİKa və 
astronomiya üzrə əsərlərin müəllifi.
Kolmoqorov Andrey NİKOİayeviç (1903 - 
1987), sovet riyaziyyatçısı; ehtimal nəzə
riyyəsi və funKSİyalar nəzəriyyəsi üzrə тэк- 
təblərin banisi; funKSİyalar nəzəriyyəsi, 
riyazi məntiq, topologiya, diferensial tən- 
lİKİər, funKsional analiz ehtimal nəzəriyyəsi 
və informasiya nəzəriyyəsi üzrə fundamen
tal əsərlərin müəllifi.
Koşi Ogüsten Lui (1789 - 1857), fransız ri
yaziyyatçısı; riyazi analizin limit anlayışı
nın sistematİK tətbiqinə əsaslanmış KİassİK 
Kurslarının müəllifi; analitİK funKSİyalar 
nəzəriyyəsinin banilərindən biri, diferensial 
tənlİKİər nəzəriyyəsi, riyazi fizİKa, ədədlər 
nəzəriyyəsi, həndəsə üzrə əsərlərin müəllifi. 
Кгопекег Leopold (1823 - 1891), alman ri
yaziyyatçısı; cəbr və ədədlər nəzəriyyəsi 
üzrə əsərlərin müəllifi.
Kummer Ernst Eduard (1810 - 1893); al
man riyaziyyatçısı; cəbri ədədlər nəzəriyyə
si, həndəsə, riyazi analiz, nəzəri mexanİKa 
sahəsində əsərlərin müəllifi.
KuratovsKİ Kazimey (1896 - 1980), polyaK 
riyaziyyatçısı; topologiya və funKjsiyalar 
nəzəriyyəsi üzrə əsərlərin müəllifi.
Qaliley Qalileo (1564 - 1642), italyan fizİ
Kİ, mexanİKİ, astronom və riyaziyyatçısı, 
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dəqiq təbiətşünaslığın yaradıcılarından biri; 
mahiyyətcə inteqral hesabı metodu tətbiq 
edərəK sürətə görə yol qanununu çıxarmış
dır, onun əsərlərində ehtimal nəzəriyyəsi 
ünsürlərinə rast gəlinir.
Qalua Evarist (1811 - 1832), fransız riya
ziyyatçısı; onun cəbri tənlİKİər üzrə əsərləri 
müasir cəbrin əsasını qoymuşdur, cəbrin 
qruplar Kimi ən mühüm anlayışları Qalua- 
nın ideyaları ilə bağıldlr.
Qauss Karl Fridrix (1777 - 1855), alman ri
yaziyyatçısı; onun əsərləri cəbr, ədədlər nə
zəriyyəsi diferensial həndəsə, riyazi fizİKa, 
geodeziya, astronomiyanın innişafına çox 
böyÜK təsir göstərmişdir.
Qoldbax Xristian (1690 - 1764), riyaziyyat
çı, mənşəcə alman, Rusiyada yaşayıb; ədəd
lər nəzəriyyəsi və riyazi analiz üzrə əsər
lərin müəllifi.
Qrandi Qvido (1671 - 1742), italyan həndə- 
səçisi; Iəçəkİİ əyrilər adlanan əyrilərə baxıb. 
Qurvis Adolf (1859 - 1919), alman riya
ziyyatçısı; əsas işləri riyazi analiz, funKsi- 
yalar nəzəriyyəsi və ədədlər nəzəriyyəsinə 
aiddir.
La Vale Pussen Şarl Jan (1866 - 1962), Bel- 
çİKa riyaziyyatçısı; Adamarla birlində sadə 
ədədlərin paylanması qanununu əsaslandır
mışdır, ədədlər nəzəriyyəsi, funnsiyalar nə
zəriyyəsi, riyazi fizina sahəsində əsərlərin 
müəllifi.
Laqranj Jozef Lui (1736 - 1813), fransız ri
yaziyyatçısı və mexanİKİ, variasiya hesabı
nın əsas anlayışlarını və metodlarını işləyib- 
hazırlamışdır; riyazi analiz, ədədlər nəzə
riyyəsi, cəbr, diferensial tənlinlər üzrə əsər
lərin müəllifi.
Lambert İohan Henri (1728 - 1777), alman 
riyaziyyatçısı, astronomu, fizini; riyaziyyat 
sahəsində л ədədinin irrasionallığını ciddi 
isbat etmişdir (1766), cəbr, həndəsə, sferin 
triqonometriya sahəsində əsərlərin müəllifi; 
astronimiyada nometlərin orbitlərini, Kai
natın quruluşunu araşdırmışdır, işarələrin 
universal dili ideyasının müəllifi.
Lame Qabriel (1795 - 1870), fransız riya
ziyyatçısı və mühəndisi; riyazi fizina, elas- 
tinlin nəzəriyyəsi üzrə əsərlərin müəllifi, 
əyrixətli noordinatlar nəzəriyyəsini işlə
yib-hazırlamışdır.
Laplas Pyer Simon (1749 - 1827), fransız 
astronomu, riyaziyyatçısı, fizini; ehtimal 
nəzəriyyəsi və səma mexaninası üzrə nlas- 

sin işlərin, “Analitin ehtimal nəzəriyyəsi”, 
“Səma mexaninası haqqında trantat” (5 cild
də: 1798 - 1825) və s. əsərlərin müəllifi. 
Lebeq Anri (1875 - 1941), fransız riyaziy
yatçısı; həqiqi dəyişənli funnsiyalar nəzə
riyyəsinin yaradıcılarından biri; ölçü nəzə
riyyəsi əsasında inteqrahn nifayət qədər 
ümumi tərifini vermişdir.
Lejandr Adrien Mari (1752 - 1833), fransız 
riyaziyyatçısı; ədədlər nəzəriyyəsi, elliptin 
inteqrallar və s. üzrə işlərin müəllifi.
Leybnis Qotfrid Vilhelm (1646 - 1716), al
man filosofu, riyaziyyatçısı, fizini; diferen
sial və inteqral hesabının yaradıcılarından 
biri.
Leonardo Pizalı (Fibonaççi) (1180 - 1240), 
italyan riyaziyyatçısı; özünün baş əsəri olan 
“Aban nitabında” (1202) iln dəfə olaraq sis
temli və son dərəcədə orijinal şənildə ərəb 
riyaziyyatının uğurlarını şərh etmiş, Fibo
naççi ədədləri adlanan iln qayıtma ardıcıllı
ğını təqdim etmişdir.
Lilio Luici (1520 - 1576), italyan hənimi və 
riyaziyyatçısı; onun yaratdığı təqvim layi
həsi Roma Papası Qriqorinin islahatları nə
ticəsində qəbul edilmişdi.
Lindeman Karl Ferdinand (1852 - 1939), 
alman riyaziyyatçısı; 1882-ci ildə л ədədinin 
transendent olduğunu göstərmişdir.
Liuvil Jozef (1809 - 1882), fransız riya
ziyyatçısı; funnsiyalar nəzəriyyəsi, diferen
sial tənlinlər və mexanina sahəsində işlərin 
müəllifi.
LobaçevsKİ Ninolay İvanoviç (1792 - 1856), 
rus riyaziyyatşısı; qeyri-evnlid həndəsənin 
yaradıcılarından biri, cəbr, riyazi analiz, 
ehtimal nəzəriyyəsi, mexanina, fizina və 
astronomiya sahəsində əsərlərin müəllifi. 
Lopital Giyom Fransua Antuan (1661 - 
1704), fransız riyaziyyatçısı; diferensial he
sabı üzrə iln nəşr olunmuş nitabm müəllifi. 
Lyu Xuey (III əsr), Çin riyaziyyatçısı, 
müəllifi olduğu “Dəniz adası haqqında tran- 
tat”da əlçatmaz əşyalara qədər olan məsafə
nin təyin olunması haqqında məsələlər var. 
Lyapunov Alensandr Mixayloviç (1857 - 
1918), rus riyaziyyatçısı; yeni elmin - hərə- 
nətin dayanıqlığı nəzəriyyəsinin yaradıcısı. 
Mandelbrot Benua (1924 -cü ildə anadan 
olub), amerinan riyaziyyatçısı; Varşavada 
doğulub, frantal həndəsənin yaradıcısı. 
Marnov Andrey Andreyeviç (1856 - 1922), 
rus riyaziyyatçısı; ehtimal nəzəriyyəsi, 

ədədlər nəzəriyyəsi və riyazi analiz sahələ
rində işləri var.
Matiyaseviç Yuri Vladimiroviç (1947-ci ildə 
doğulub), Rusiya riyaziyyatçısı; əsas işləri 
riyazi məntiqdəndir. 1970-ci ildə Hilbertin 
10-cu probleminin alqoritmİK həlledilməzli- 
yini müəyyən etmişdir.
MeziriaK Klod Qaspar Başe de (1581 - 
1638), fransız riyaziyyatçısı və şairi; “Xoş 
və əyləncəli məsələlər” toplusunu (1612), 
eləcə də Diofantın “Hesab”ını (1621) yunan 
və latın dillərində öz şərhləriylə çap etdirib, 
birinci tərtib qeyri-müəyyən tənlİKİərin həl
lini verib.
Menelay İsKəndəriyyəli (I - II əsrlər), qə
dim yunan riyazziyyatçısı və astronomu; 
sferİK həndəsə və triqonometriyaya dair 
“SferİKa” (5 Kitabda) əsərinin müəllifi.
Menexm (e. ə. IV əsr), qədim yunan riya
ziyyatçısı; KonİK KƏSİKİərin əsas xassələrini 
öyrənib və onlardan Kubun İKİləşməsi məsə
ləsinin həllində istifadə edib.
MerKator (Kaufman) NİKOİaus (1620 ətrafı 
- 1687), alman riyaziyyatçısı, astronomu, 
mühəndisi; Kopenhagen, London və Parisdə 
işləyib, öz “LoqarifmotexnİKa” Kitabında 
(1668) İİk dəfə olaraq ln(l+x) funKsiyasmın 
sonsuz qüvvət sırasına ayrılışını göstərib. 
Mersenn Maren (1588 - 1648), fransız ali
mi, rahib; Parisdə elmi dərnəK yaradaraq 
onu Paris aKademiyası adlandırmışdır, öz 
geniş məKtublaşması və səyahətləri sayəsin
də bütün dünya alimlərinin məlumat müba
diləsində geniş şəbəKəsini yaratmışdır. 
MinKovsKİ German (1864 - 1909), alman ri
yaziyyatçısı və fizİKİ; həndəsə, ədədlər nə
zəriyyəsində həndəsi metodlar, riyazi fizi- 
ка, hidrodinamİKa sahəsində əsərlərin 
müəllifi, xüsusi nisbilİK nəzəriyyəsi Kİne- 
matİKasının həndəsi interpretasiyasını ver
mişdir (MinKovsKİ fəzası).
Mopertyüi Pyer Lui Moro de (1698 - 1759), 
fransız alimi; 1736 - 1737-ci illərdə dərəcə 
ölçmələri üçün lapland eKspedisiyası adla
nan eKspedisiyaya rəhbərlİK etmişdir, ən Kİ- 
çİk təsir prinsipini formula etmişdir (1740). 
Muavr Abraham de (1667 - 1754), ingilis 
riyaziyyatçısı, mənşəcə fransız; KompleKS 
ədədi qüvvətə yÜKSəltməK qaydasını tapmış
dır (Muavr formulu), ehtimal nəzəriyyəsi 
sahəsində işləmişdir.
Neyman (fon Neyman) Con (Yanoş; 1903 - 
1957), amerİKan riyaziyyatçısı, Budapeştdə 

doğulub, riyaziyyatın müxtəlif sahələrində 
işləmişdir, çoxluqlar nəzəriyyəsinin aKsio- 
matİKasına və hilbert isbat nəzəriyyəsinə 
baxmışdır; onun “Kvant mexanİKasılnın ri
yazi əsasları” Kitabı bu elmin və onun riyazi 
aparatının inKİşafına əhəmiyyətli təsir gös
tərmişdir, ömrünün axır illərində oyunlar 
nəzəriyyəsi, hesablama maşınları nəzəriyyə
si, avtomatlar nəzəriyyəsi sahələrində işlə
mişdir.
Neper Con (1550 - 1617), şotland riyaziy
yatçısı; loqarifmləri icad etmişdir.
NİKolay Kuzanlı (1401 - 1464), teoloq və ri
yaziyyatçı; Kardinal; riyazi traKtatlar müəl
lifi; KopernİKİn Kosmologiyasılnın sələflə
rindən biri.
NİKomed İsKəndəriyyəli (e. ə. Ill - II əsr
lər), qədim yunan həndəsəçisi; sonralar коп- 
xoid adlandırılan əyrinin müəllifi Kimi məş
hurdur.
NilaKanta (1444 - 1501 ətrafı), hind riya
ziyyatçısı; “Elmi toplunun” və Ariabhata- 
nın yazdığı “Ariabhatiam” traKtatına şərh
lərin müəllifi.
Nyuton İsaaK (1643 - 1727), ingilis riyaziy
yatçısı, mexanİKİ, astronomu və fizİKİ; “Na
tural fəlsəfənin riyazi əsasları” fundamental 
əsərinin (1687) müəllifi; Leybnisdən asılı ol
madan diferensial və inteqral hesabını işlə
yib-hazırlamış, qüvvət sıralarını elmə daxil 
etmiş və onlardan sistematİK olaraq funKsi- 
yaların verilməsi üçün istifadə etmişdir; 
Nyutonun təbiətşünaslığın müxtəlif sahələ- 
rindəKİ işləri öz zəmanəsini xeyli qabaqla
mışdı.
Orem NİKOİa (1323 ətrafı - 1382), fransız 
riyaziyyatçısı, fizİKİ və iqtisadçısı; Kəsr 
üstlü qüvvətləri daxil etmişdir, İİk düzxətli 
Koordinat sistemlərinin yaradılmasını onun 
adı ilə bağlayırlar. “Sfera haqqında” Kitabın 
müəllifidir.
OstroqradsKİ Mixail Vasilyeviç (1801 - 
1861), rus riyaziyyatçısı və mexanİKİ; riya
zi analiz, riyazi fizİKa, analitİK və səma me- 
xanİKası sahəsində əsərlərin müəllifi, 
ömər Xəyyam (1048 ətrafı - 1122-dən son
ra), fars şairi, riyaziyyatçısı və filosofu; ri
yaziyyatda KonİK KəsİKİərin Köməyi ilə 3-cü 
tərtib də daxil olmaqla tənlİKİərin həllini 
vermişdir.
Papp İsKəndəriyyəli (III əsrin İKİnci yarısı), 
qədim yunan riyaziyyatçısı; “Riyazi toplu” 
əsərində (8 cild) daha əvvəİKİ qədim yunan 
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müəlliflərinin ən mühüm nəticələrini şərh 
etmişdir.
PasKal Blez (1623 - 1662), fransız riyaziy
yatçısı, fizİKİ, filosof və yazıçısı; hesab, 
cəbr, ədədlər nəzəriyyəsi, ehtimal nəzəriy
yəsi üzrə əsərlərin müəllifi; proyeKtiv hən
dəsənin ən əsas teoremlərindən birini almış
dır; 1641 və ya 1642-ci ildə cəmləyici maşın 
quraşdırmışdır.
PasKal Etyen (1588 - 1651), fransız riya
ziyyatçısı, B. PasKalın atası; onun baxdığı 
4-cü tərtib əlamətdar əyri sonralar onun 
adıyla PasKal ilbizi adlandırılmışdır.
Paçoli Ьика (1445-1514 ətrafı), italyan ri
yaziyyatçısı; hesab əməlləri qaydalarını, bir 
sıra cəbri tənKİİKİərin həllini, həndəsi təna
süblər nəzəriyyəsini şərh etmişdir, “Hesab, 
həndəsə, nisbətlər və mütənasiblİK üzrə bi- 
lİKİər məcmusu” dərsliyinin müəllifi.
Paş Moris (1843 - 1930), alman riyaziyyat
çısı; həndəsənin aKsiomatİK əsaslarını bi
rincilər sırasında araşdırmışdır; nizam ак- 
siomları qrupu işləyib-hazırlamışdır, sonra
lar onun adıyla adlanan aKsiom formula et
mişdir.
Peano Cüzeppe (1858 - 1932), italyan riya
ziyyatçısı; riyaziyyatın əsaslandırılması, ri
yazi analiz üzrə işləri var; natural ədədlər 
sırasının aKsiomatİKasını yaradıb.
Pifaqor (e. ə. VI əsr), qədim yunan filosofu 
və riyaziyyatçısı, pifaqor məKtəbinin bani
si; riyaziyyatı formullar və reseptlər yığna
ğından mücərrəd deduKtiv elmə çevirmiş
dir; tam ədəd və tənasüblərin xassələrini öy
rənməyi, düzbucaqlı üçbucağın tərəfləri ara
sında münasibətin isbatını ona aid edirlər. 
Platon ( e. ə. 428 və ya 427 - 348 və ya 
347), qədim yunan filosofu, Afinada öz тэк- 
təbini - AKademiyanı yaradıb, riyaziyyatı 
tədris olunan fənlər siyahısına daxil edib; 
əKsini fərz etməKİə mühaKİmə yürütməK 
məntiqi metodunun banilərindən biridir.
Poisele Jan VİKtor (1788 - 1867), fransız 
riyaziyyatçısı və mexanİKİ; proyeKtiv hən
dəsənin əsaslarını qoyub.
Pontryagin Lev Semyonoviç (1908 - 1988), 
Rusiya riyaziyyatçısı; yeni elmin - optimal 
idarəetmənin banisi.
Ptolomey Klavdi (90 ətrafı - 160 ətrafı), 
qədim yunan astronom və riyaziyyatçısı; 
tərpənməz Yer ətrafında planetlərin Ьэгэкэ- 
tinin riyazi nəzəriyyəsini yaratmışdır, onun 
əsas əsəri “Almagestdə” (“Məcəsti”) qədim

lərin astronomİK bilİKİəri ümumiləşdiril
mişdir və eləcə də düzxətli və sferİK tri- qo- 
nometriya haqqında məlumatlar gətiril
mişdir.
Риапкаге Jül Anri (1854 - 1912), fransız 
riyaziyyatçısı, fizİKİ və filosofu; riyazi ana
liz, topologiya, riyazi fizixa, səma mexani- 
Kası üzrə əsərlərin müəllifi; 1881 - 1883-cü 
illərdə qeyri-evKİid həndəsəsinin özünün 
izahını vermişdir.
Puanso Lui (1777 - 1859)), fransız riya
ziyyatçısı, mexanİK və fizİKİ; mexanİKİ sis
temlərin həndəsi metodlarla tədqiqini işlə
yib-hazırlamışdır, cüt qüvvə nəzəriyyəsi 
əsasında həndəsi statİKanı qurmuş, qüvvə
lər mövcud olmadıqda bərx cismin fırlanma
sı haqqında teoremi çıxarmışdır.
Puasson Simeon Deni (1780 - 1840), fran
sız riyaziyyatçısı, mexanİKİ və fizİKİ.
Ramanucan Srinivasa (1887 - 1920), hind 
riyaziyyatçısı; Hardi ilə birlİKdə İİk dəfə 
olaraq n ədədinin bütün bölünmələrinin təq
ribi düsturlarını almışdır.
Rassel Bert ran Artur Uilyam (1872 - 
1970), ingilis riyaziyyatçısı, məntiqçisi, fi
losofu; riyazi məntiq və riyaziyyatın əsas
landırılması üzrə əsərlərin müəllifi; çoxluq
lar nəzəriyyəsinin paradoKslarından birini 
(Rassel paradoKsu) ifadə etmişdir.
Rize Adam (1489 - 1559), alman riyaziyyat
çısı və pedaqoqu; öz dərslİKİərində vurma
nın müasir üsulunu daxil etmiş, “+” və 
işarələrindən istifadə etmişdir.
Riman Bernhard (1826 - 1866) alman riya
ziyyatçısı; KompleKs dəyişənli funxsiyalar 
nəzəriyəsində həndəsi istiqamətin əsaslarını 
qoymuşdur; həndəsəyə ixtiyari bircins ob- 
yeKtlərin Kəsilməz məcmuları haqqında tə
lim Kimi baxmışdır; Kəsilən funxsiyalan öy
rənmişdir; riyaziyyata riman fəzaları adla
nan fəzaları daxil etmiş və onların nəzəriy
yəsini (riman həndəsəsini) işləmişdir; dife- 
rensial tənlixlər nəzəriyyəsi, triqonometrix 
sıralar, inteqral hesabı sahələrində işləmiş
dir.
Roberval Jil (1602 - 1675), fransız riya- 
zityyatçısı; “bölünməyənlər” metodunun 
yaradıcılarından biri, sixloidin xvadratura- 
sını tapıb.
Romen (van Romen) Adrien (1561 - 1615), 
holland riyaziyyatçısı, həndəsə və triqono
metriya sahəsində işləmiş və л ədədinin 17 
onluq işarəsini təyin etmişdir.

Ruffini Paolo (1765 - 1822), italyan riya
ziyyatçısı; 5-ci dərəcəli cəbri tənliyin radi- 
xallarda həlledilməzliyi barədə İİk (o qədər 
də əsaslandırılmamış) isbat vermişdir.
SaKKeri Covanni Cerolamo (1667 - 1733), 
italyan riyaziyyatçısı və məntiqşünası; öz 
tədqiqatları ilə qeyri-evKİid həndəsəsinin 
Kəşfini hazırlayan riyaziyyatçılardan biri; 
EvKİidin beşinci postulatını (paralel düz 
xətlər haqqında) əxsini fərz etməxlə isbat 
etməyə çalışmışdı.
Stevin Simon (1548 - 1620), holland riya
ziyyatçısı və mühəndisi; onluq xəsrləri (Av
ropada) və tənlİKİərin mənfi KÖKİərini isti
fadəyə daxil etmişdi.
Stensen Nils (Steno Nixolaus, 1638 - 1686), 
Danimarxa təbiətşünası, rahib-riyaziyyatçı, 
Kristalloqrafiyanın öz adı ilə adlandırılmış 
bir qanununu müəyyən etmişdir.
Stirlinq Ceyms (1692 - 1770), şotland riya
ziyyatçısı, faKtorialları hesablamaq üçün 
sonralar onun adıyla adlandırılan təqribi 
düstur almışdır.
Sun-szı (III əsr), Çin riyaziyyatçısı, “Riyazi 
traKtatın” müəllifi, hesab lövhəsində hesabi 
əməllərin qaydasını vermiş, bir dərəcəli tən- 
lİKİərin tam ədədlərdə həlli üsullarını şərh 
etmişdir.
Suslin Mixail YaKovleviç (1894 - 1919), 
rus riyaziyyatçısı, Luzinin tələbəsi; Mosxva 
universitetinin tələbəsi İKən A-çoxluqlar 
adlanan yeni tip çoxluqları Kəşf etmişdi. 
Seylen (van Seylen) Ludolf (1540 - 1610), 
holland riyaziyyatçısı; 1615-ci ildə л ədədi
nin 32 onluq işarəli hesablamasını çap etdi
rib.
Şyonflis Artur (1853 - 1928), alman riya
ziyyatçısı; 1890 - 1891-ci illərdə qruplar 
nəzəriyyəsinin Köməyi ilə bütün KristallİK 
fəza qəfəslərinin təsnifatı məsələsini həll et
mişdir.
Şnayder Teodor (1911-ci ildə doğulub), al
man riyaziyyatçısı, Gelfonddan asılı olma
dan 1934-cü ildə Hilbertin 7-ci problemini 
həll etmişdir.
Şteyner YaKob (1796 - 1863), İsveçrə riya
ziyyatçısı; proyeKtiv həndəsənin yaradıcıla
rından biri.
Ştifel Mixel (1487 - 1567), alman riyaziy
yatçısı və missioneri; “Tam hesab” Kitabının 
müəllifi, bu Kitaba o dövrə qədər olan hesabi 
əməliyyatların və qüvvətləri ilə birgə məc
hulların işarələrindəKİ bütün dəyişİKÜKİər 

daxil olmuşdu, Kvadrat kök üçün simvol da
xil etmiş, ədədi silsilələri mənfi ədədlər ob- 
lastına qədər davam etdirmiş, həndəsi silsi
lələrdə isə qüvvətin mənfi üstlərini daxil et
mişdi.
Şur Fridrix (1856 - 1932), alman riyaziy
yatçısı; əsas işləri həndəsə, çevirmə qrupla
rına aiddir, sabit əyrilİKİi riman fəzaları 
haqqında əsərlərin müəllifi.
ŞyuKe NİKOİa (? - 1500), fransız riyaziyyat
çısı, İİk dəfə olaraq məchulun qüvvətlərinin 
işarələnməsi üçün üstlərdən istifadə etmiş
dir.
Tartalya NİkkoIo (1499 ətrafı - 1557), 
italyan alimi; киЬ tənlİKİərin həlli üsulları
nı tapmışdır.
Teetet Afiııalı (e. ə. 410 - 369), qədim yu
nan riyaziyyatçısı, Kirenli Feodorun və Pla
tonun tələbəsi; irrasioanallıqlar nəzəriyyə
sini qurmuş, dodeKaedr, İKOsaedr və OKtaed- 
ri xəşf etmişdir.
Torriçelli Evancelista (1608 - 1647), ital
yan fizİK və riyaziyyatçısı; toxunanlar haq
qında məsələnin həllində bölünməyənlər me
todunu təKmilləşdirmiş və geniş tətbiq et
mişdir. Rasional üst halında parabolanm 
Kvadraturası qaydasını ümumiləşdirmişdir, 
Robervaldan asılı olmadan sİKİoidin Kvadra- 
turasını təyin etmişdir. DeKartdan asılı ol
madan loqarifmİK spiralın qövsünün uzun
luğunu təyin etmişdir.
Tusi Nəsirəddin (1201 - 1274) - Azərbayca
nın böyÜK alimi, filosofu, astronom və riya
ziyyatçısıdır. O, 1248-ci ildə həndəsəyə aid 
15 hissədən ibarət “Təhrir öqlidis” (Öqlidi- 
sin yazılışı) əsərini yazmışdır. Bu əsər hən
dəsə sahəsində XVIII əsrə Kimi yazılmış 
bütün əsərləri Kölgədə qoymuşdur. 1657-ci 
ildə latın dilinə tərcümə olunaraq Londonda 
nəşr edilmiş və İngiltərənin OKsford univer
sitetində Con Vallis (1616 - 1703) ondan mü
hazirə oxumuşdur. Bununla da N. Tusi 
İngiltərədə bir azərbaycanlı Kimi şöhrət tap
mışdı. N. Tusi, “Təhrir Öqlidis” Kitabını ya- 
гагкэп EvKİidin həndəsə ilə hesabını yenidən 
işləmiş və məzmununa toxunmadan ona əla
vələr etmişdir. O, həm də bu Kitabında Pifa
qor teoreminin 48 variantda isbatını ver
mişdir. N. Tusi ədəd anlayışının inKİşafmda 
böyÜK inqilab yaratmışdı. O, İİk dəfə vahidə 
ədəd Kimi baxmış və ona tərif vermişdi: Ədəd 
- vahidlərin yığınından əmələ gəlmiş miq
dardır. Ədəd say sırasında duran hər hansı 
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bir şey olduğu üçün vahidin özünün də ədəd 
olduğunu mən deyirəm, N. Tusi eyni zaman
da İkİ ədədin nisbətindən alınan qismətə də 
ədəd Kimi baxmış və onu riyazi əsaslandır
mışdır. N. Tusinin riyaziyyat sahəsindəKİ 
nailiyyətlərini aKademİK İ. Xəlilov yÜKsəK 
qiymətləndirmişdir: Nəsirəddinin Kəsilməz 
Kəmiyyətlər nəzəriyyəsinə və ədəd haqqın- 
daKi nəzəriyyəyə aid olan fİKİrləri riyaziy
yatın sonraKi inKİşafına çox böyÜK təsir 
göstərmiş və müasir riyazi analizin əsaslan
dırılmasında lazım olan dəyişən Kəmiyyətlə
rin Kəşfi, diferensial və inteqral hesabının 
Kəşfi və Kəsilməzliyin ciddi tərifi Kimi mü
hüm Kəşflərin hazırlanmasında əhəmiyyətli 
rol oynamışdır. N. Tusi 1259-cu ildə Marağa 
şəhərinin şərqində uzunluğu 350 metr, eni 
150 metrə yaxın olan bir təpənin üstündə 
rəsədxana tİKdirmiş və buraya когкэтИ 
alimləri cəlb edərəK, astronomiyanın inxişa- 
fı üçün qiymətli Kəşflər etmişdir. O, eyni 
zamanda triqonometriyanı ümumiləşdirmiş 
və müstəqil elm şəKİinə salmışdır. Xüsusilə 
sferİK triqonometriyanı daha çox inKİşaf et
dirmişdir. Bu sahədə atılmış İİk elmi addım
lar N. Tusiyə məxsusdur. N. Tusi yüzdən 
çox əsər yazmışdır. Onlardan “İşarələrin 
şərhi”, “Həndəsə qaydaları”, “Kürə və si
lindr haqqında”, Apolloninin “Konus kəsİk- 
ləri, Arximedin “Dairənin Kvadraturası”, 
Menelayın “SferİKa” əsəri, “Astronomiya 
haqqında”, “Astronomiya xatirələri”, “Təq
vim haqqında”, “Kainatın əbədiliyi və son
suzluğu haqqında”, Ptolomeyin “Almages- 
ti”, “Əxlaqi Nasiri”, “Cavahirnamə”, “Ma- 
liyyət barəsində”, “Təcrid”, “Otuz fəsil” 
və s. əsərlərini göstərməK olar.
Vallis Con (1616 - 1703), ingilis riyaziyyat
çısı; onun “Sonsuzluq hesabı” əsəri (1665) 
sonsuz kİçİk Kəmiyyətlərin hesablanmasının 
yaradılmasında mühüm rol oynayıb.
Van-der-varden Bartel Landert (1903 - 
1996), riyaziyyatçı, milliyətcə holland, Al
maniyada işləyib; cəbr, cəbri həndəsə, riya
ziyyat tarixi üzrə əsərlərin müəllifi.
Vansel Pyer Loran (1814 - 1848), fransız 
riyaziyyatçısı; İİk dəfə pərgarın və xətKeşin 
Köməyi ilə bucağın triseKsiyasını həyata Ke
çirməyin və Kubu İKİləşdirməyin тйткйп 
olmadığını isbat etmişdir.

Veber Henrix (1842 - 1913), alman riya
ziyyatçısı; cəbri ədədlər, cəbri funKsiyalar 
nəzəriyyələri, cəbri həndəsə və riyazi fizİKa 
üzrə əsərlərin müəllifi, 1898-ci ildə qrupla
rın aKsiomatİK tərifini ifadə etmişdir.
Veyerştrass Karl Teodor Vilhelm (1815 - 
1897), alman riyaziyyatçısı, riyazi analiz, 
funKsiyalar nəzəriyyəsi, variasiya hesabı, 
diferensial həndəsə və xətti cəbrə dair əsər
lərin müəllifi, riyazi analizin məntiqi əsas
landırılması sxemini işləyib-hazırlamışdır. 
Veyl German (1885- 1955), alman riyaziy
yatçısı, 1933-cü ildən ABŞ-da işləyib; funK
siyalar nəzəriyyəsi, ədədlər nəzəriyyəsi, 
qruplar nəzəriyyəsinə dair əsərlərin müəlli
fidir, həndəsənin veKtor aKsiomatİKasını iş- 
ləyib-hazırlamşdır.
Vessel Kaspar (1745 - 1818), DanimarKa 
alimi, İİk dəfə olaraq KompleKS ədədlərin 
həndəsi təsvirini vermişdir.
Viyet Fransua (1540 - 1603), fransız riya
ziyyatçısı, deməK olar Kİ, bütün elementar 
cəbri işləyib-hazırlamışdır, cəbrə hərfi işa- 
rəmələr daxil etmiş və İİk hərfi hesablama 
qurmuşdur; ona qədər riyaziyyatda düstur 
olmamışdı.
Viner Norbert (1894 - 1964), amerncan ali
mi; “KibernetİKa” əsərinin müəllifi, burada 
o, bu elmin əsas müddəalarını ifadə etmiş
dir, eləcə də riyazi analiz və ehtimal nəzə
riyyəsi sahələrində işləmişdir.
Vinoqradov İvan Matveyeviç (1891 - 1983), 
sovet riyaziyyatçısı; ədədlərin analitİK nə
zəriyyəsi sahəsində fundamental əsərlərin 
müəllifi.
Vulf Yuri VİKtoroviç (Georq) (1863 - 1925) 
rus Kristalloqrafı, 1913-cü ildə U.L. Breq- 
dən asılı olmadan rentgen şüalarının difraK- 
siya şərtini vermişdir.
Veyls Endryü (1952-ci ildə doğulub), ingilis 
riyaziyyatçısı; 1995-ci ildə böyÜK Ferma 
teoreminin tam isbatını vermişdir.
Yeqorov Dmitri Fyodoroviç (1869 - 1931), 
rus riyaziyyatçısı; diferensial həndəsə, in
teqral tənlİKİər, funKsiyalar nəzəriyyəsi üz
rə əsərlərin müəllifi.
Zenon Eleyalı (e. ə. 490 ətrafı - 430 ətrafı); 
qədim yunan filosofu; “Dixotomiya”, “Axil- 
les və tısbağa”, “Ox” və s. paradoKsları 
(aporiyaları) ilə məşhurdur Kİ, bunlar da 
hərəKətin, əşyalar çoxluğunun mümKÜn- 
süzlüyünü isbat edir.

MÜNDƏRİCAT

Ön söz............................................................. 3

ƏDƏDLƏRİN QƏDİM YAZILMA 
SİSTEMLƏRİ

Qədim misirlilərin Heroqlif sistemi........ 5
Roma rəqəmləri............................................6
Saylar bizə nə danışa bilər ........................8
Digər Heroqlif sistemləri...........................8
Əlifba sistemləri.......................................... 8
Altmışlıq (Babilistan) sistemi.................... 9
Maya hindularının hesab və rəqəmləri....9 
Rəqəmlərin tarixindən............................. 10
Mövqeli onluq sistemi.............................. 11

QƏDİM ŞƏRQ RİYAZİYYATI

Qədim Misir ..............................................12
İİk dərslİKİər .............................................12
Hesablama üsulları....................................13
Piramidalar öİKƏsinin həndəsəsi............ 13
Çayarası.......................................................15
Babilistanda hansı məsələləri
həll edirdilər..............................................16
Qədim Çin ................................................. 18
Hesab ..........................................................18
Cəbr və ədədlər nəzəriyyəsi .................... 18
Həndəsə ......................................................19

ANTİK DÖVRÜN RİYAZİYYATI

Fales və iİKİn sübutlar ............................21
Pifaqor və onun məKtəbi ........................22
Hesab ..........................................................23
Həndəsə ......................................................23
Astronomiya və harmoniya ....................24
İrrassionallığın Kəşfi .............................. 24
Həndəsi cəbr və sonsuzluq anlayışı ...... 25
Sonsuzluğun dərK edilməsi ....................26
Ellinizm dövrü və antİK dövrün 
qürubu ....................................................... 27
AntİK riyaziyyatın son yÜKSƏİişi ...........30
EvKİidin “Başlanğıclar” əsəri ................ 32
Arximed .....................................................33
Diofantın “Hesabı” .................................. 36

ORTA ƏSRLƏR VƏ İNTİBAH DÖVRÜ

Orta əsrlər Hindistanı ............................. 38
Hindistan sayı ..........................................39
Cəbr və ədədlər nəzəriyyəsi ....................39
Həndəsə ......................................................40
Triqonometriya .........................................41
Ərəb Şərqinin ölKələri ............................. 41
Orta əsrlər Avropası ............................... 44
Егкэп orta əsrlər traKtatları ................. 44
“XII əsr renessansı” və həndəsə ...........45
AbaKda riyaziyyat ................................... 46
HərəKət haqqında elm və riyaziyyat ....47 
Leonardo Pizalın və onun dövrü ...........49
İntibah dövrü: şərəfli ixtiralar ..............51
Məxfi düsturlar .......................................52
Xəyali ədədlərin meydana gəlməsi........ 54
Hərfi simvolİKanm yaranması .............. 55
Məchul Kəmiyyət üçün simvollar ......... 55
Orta əsrlər Avropa riyaziyyatçılarının 
cəbri simvolİKası ......................................56
İİk hərfi hesablama.................................. 57
Nəsirəddin Tusinin cəbr, hesab və 
həndəsə irsi ...............................................58

YENİ DÖVR

Riyazi təhlilin təşəKKÜlü ........................ 60
AnalitİK həndəsə ...................................... 60
Loqarifmlərin icadı .................................. 60
Sahələrin hesablanması ...........................61
FunKSİyaların sferalara ayrılışı ............ 62
Əyriyə toxunanın Keçirilməsi 
haqqında məsələ ........................................62
Diferensial və inteqral hesabının 
yaradılması. Nyuton və Leybnis ........... 63
İdeal riyaziyyatçı - Leonard Eyler ....... 66
XIX əsr: AbstraKtın mənimsənilməsi.
Qauss, Abel və Qaluanın Kəşfləri ..........68
Həndəsənin “Fərziyələr”i ........................ 70
Kleynin “Erlangen” proqramı .................72
NİKola İvanoviç LobaçevsKİy ..................73
XX əsr. Əsrlərin qovşağında ................. 74
Riyazi məKtəblər .......................................75
XX əsr riyaziyyatında elmi 
istiqamətlər ................................................76



Mündəricat Mündəricat

Riyaziyyat və fizİKa ................................78
Riyaziyyat və hərbi-sənaye
KompleKSİ ..................................................79
Riyaziyyat və elmi dünyagörüşü ........... 79
Bəzi riyazi problemlər və onların
həlli ............................................................ 80

HESAB ƏLİFBASI

Mövqeli say sistemləri............................. 82
İkİİİk say sistemi .....................................82
İxtiyari əsası olan mövqeli sistemlər ...83 
BöyÜK ədədlərin adları ............................83
Hesabın dörd əməli.
Toplama və çıxma.....................................84
Vurma ........................................................ 86
Vurma və toplama qanunları ................. 86
Bölmə ..........................................................87
Ədədi çoxluğun genişlənmə
mərhələləri ................................................ 89
Hesab əməlləri ..........................................89
Cəbri əməllər .............................................92
Həqiqi ədədlər çoxluğunun alınması ....93 
Bu isə həqiqi ədədlər çoxluğunun 
alınmasının yeni üsulu ............................95
İnteqral və törəmə anlayışına
yeni baxış .................................................100
Kəsr ölçülü fəzalar ................................101
Həqiqi ədədlər çoxluğunun alınması ..102 
Sıfır ölçülü çoxluq ................................. 104
Kəsr ölçülü fəzalar ................................104
Bölünür, ya bölünmür ...........................105
Qədim Şərq pritçası ...............................106
Mənfi ədədlər .......................................... 108
Mənfi ədədlərin toplanması və 
vurulması qaydaları ...............................109
Faizlər ......................................................109
Qüvvətə yÜKSəltmə və кокакпа ........... 110
Qüvvətə yÜKSəltmə düsturları ............ 111
Kök işarəsi necə meydana gəldi ..........112
Orta qiymətlər ........................................112
Orta qiymətləri necə qurmalı ............... 114

TAM ƏDƏDLƏR

Sadə ədədlər ............................................116
Əxizlər ...................................................... 116
Sadə, yoxsa тйгэккэЬ ...........................116
Sadə ədədlər ovu ....................................117
İIk 320 sadə ədəd və onların
arasındaKi əKİzlər ...................................118
Sadə ədədlərin paylanması qanunu ....118 
MÜKəmməl və dost ədədlər.

MÜKəmməlliyin ciddi qanunları .......... 119
Altı yüz altmış altı ................................120
Ədədlər aləmində dostluq telləri .........120
Natural və tam ədədlər çoxluğu .......... 121
Qalıqlı bölmə ............................................122
Say sistemləri .........................................123
Bölünmə əlamətləri ................................125
Çıxıqlar haqqında .................................. 125
Sadə və тйгэккэЬ ədədlər .................... 127
Bəzi xüsusi hallarda ədədin sadə və 
тйгэккэЬ olmasının araşdırılması ...... 129
Fermanın kİçİk teoremi ........................ 129
Ortaq bölən. Qarşılıqlı sadə ədədlər.
Eyler funKsiyası ..................................... 130
Ən böyÜK ortaq bölən. Ən kİçİk
ortaq bölünən .......................................... 133
Fibonaççi ədədləri .................................. 134
Fibonaççi ədədlərinin bölünmə
xassələri ................................................... 139
Fibonaççi ədədləri həndəsədə ............... 145
Fibonaççi ədədləri və Kəsilməz
Kəsrlər ......................................................149
Mersen ədədləri: yanılmalar və
reKordlar .................................................. 152
Mersen ədədləri. ReKordlar cədvəli ...153 
Ferma ədədləri ........................................153
Hesabın əsas teoremi ............................. 153
n ədədinin neçə böləni var? ..................154
İIk 150 ədədin KanonİK ayrılışı ........... 155
n ədədinin bölənləri cəmi nəyə 
bərabərdir? .............................................. 155
Leonard Eyler ......................................... 155
n-i aşmayan neçə natural ədəd n-lə 
qarşılıqlı sadədir? .................................. 156
Qalıqlar hesabı və müqayisələr 
nəzəriyyəsi .............................................. 156
Ədədi təqvimin düsturu ........................156
“Sinfi təbəqələşmə” ................................157
Modula görə müqayisələr və onların 
xassələri ................................................... 158
Turnirin cədvəlini necə tərtib
etməli .......................................................159
Qeyri-müəyyən tənlİKİər .......................159
Birdərəcəli tənlİKİəri necə həll
etməli? ......................................................160
İKİdərəcəli tənlİKİər .............................. 160
Elementlərin uzunluqları tam
ədədlər olan fiqurlar.............................. 161
BöyÜK Ferma teoremi
Əsrarəngiz hÖKm.....................................162
Sonsuz enmə metodu.............................. 163
Kİçİk Ferma teoremi.............................. 163
n=4 üçün böyÜK Ferma teoremi........... 164

n=3 halında böyÜK Ferma teoremi:
Eyler cəhdi................................................164
71=3 halında böyÜK Ferma
teoreminin isbatının ideyası.................165
BöyÜK teorem və cəbri ədədlər 
nəzəriyyəsi...............................................165
BöyÜK Ferma teoreminə
“Axırıncı hücum”.................................... 166
Hər halda o sübut edildi........................ 167

HƏQİQİ ƏDƏDLƏR

Rasional ədədlər .....................................168
Kəsrlərlə əməliyyat qaydaları .............168
AlİKVot Kəsrlər......................................... 168
Altmışlıq və onİKİlİK Kəsrlər................ 169
Rasional ədəd anlayışı............................169
Onluq Kəsrlər............................................170
Sonlu və dövri onluq Kəsrlər ...............171
İrrasional ədədlər....................................171
“Ağılsız” ədədlərin tarixi.......................171
Pifaqorçularm Kəşflərinin iziylə .ı.......172
Rasional, yoxsa irrasionaldır................ 172
İrrasional ədədlərin rasionallarla 
yaxınlaşması............................................ 173
Rasional+irrasional.................................173
Zəncirvari Kəsrlər................................... 174
KanonİK zəncirvari Kəsrlər...................175
Zəncirvari Kəsrin qiymətini necə 
təyin etməli..............................................175
Münasib Kəsrlər...................................... 177
Ümumiləşmiş zəncirvari Kəsrlər...........177
Zəncirvari Kəsrlər və təqvim................ 178
Həqiqi ədədlərin aKsiomatİKası 
haqqında................................................... 179
Bəzi nəticələr. İrrasional ədədlərin 
Kəsilməz Kəsrlər vasitəsi ilə 
göstərilişi.................................................. 187
EvKİid alqoritm........................................188
Transsendent ədədlər............................. 191
Dairə magiyasının aşılması...................191
Saysız-hesabsız qoşun............................. 192
я ədədi....................................................... 192
я ədədinin İİk rəqəmlərini necə 
yadda saxlamalı .......................................193
Есагкаг капнШк düsturu......................194
Sadə ədədlər və я..................................... 194
e ədədi....................................................... 195
Sələmçi haqqında məsələ........................ 196
e ədədinin irrasionallağımn isbatı...... 196
Gözəl ittifaq.............................................197

KOMPLEKS ƏDƏDLƏR

Yeni ədədlər nəyə lazımdır?..................198
Kub tənlİKİərin çevrilə bilməyən halı.. 198 
Həqiqi+xəyali=KompleKS.......................199
KompleKS ədədlərin xassələri............... 199
Kvadrat tənlİK haqqında........................ 200
Toplama, çıxma, vurma......................... 200
Qoşma KompleKS ədədlər........................ 201
KompleKS ədədlərin bölünməsi..............201
KompleKS müstəvisi və İKİ ox...............202
KompleKS ədədi veKtor Kimi..................202
KompleKS ədədin arqumenti................. 203
KompleKS ədədin triqonometrİK 
şəkİİ...........................................................204
KompleKS ədədlərin qüvvətə yÜKSəldilməsi 
və KÖKÜnün alınması.............................. 205
Muav düsturu və triqonometriya........206
Eyler düsturunu necə əldə etməK 
olar?...........................................................206

TƏNLİKLƏR VƏ BƏRABƏRSİZLİKLƏR

Hesabdan cəbrə qədər.
Sirlər açıqlanır.........................................208
Rəqəmlər yerinə hərflər......................... 209
Həmişə düz olan bərabərsizlİKİər........209
Yeni sehrbazlığa başlayanlara bir neçə 
məsləhət və ya tənliyi necə
həll etməli.................................................211
Tənliyi həll etməK nə deməKdir?..........211
Tənliyi necə sadələşdirməli.................... 211
Kimsə itirir, Kimsə tapır.......................212
Cəbri “sıralar”.......................................... 213
Kvadrat tənlİKİər....................................213
Viet düsturu.............................................214
Kvadrat tənliyin disKriminantı............ 215
Viet teoremi.............................................215
Babilistan cədvəlində məsələ................ 215
Ən böyÜK torpaq sahəsini necə 
hasarlamaq olar?..................................... 216
İmtahan məsələsi..................................... 217
Çevrilməmiş tənlİK................................. 217
Kvadrat tənlİKİərə gətirilən tənlİKİər .217 
Kub tənlİKİər............................................218
Sadələşdirmədən başlayaq......................218
Kardano düsturu..................................... 219
TənlİKİəri həll edirİK...............................219
Kub tənlİKİər və KompleKS ədədlər..... 221
Dördüncü dərəcəli tənlİKİər................... 222
Yüksək dərəcəli tənlİKİər.
RadİKalda həll etmə................................223
Həll edilən tənlİKİər................................224



Mündəricat Miindəricat

Cəbri tənlİKİər Qalua qrupları............. 224
Cəbrin əsas teoremi.................................227
Həqiqi əmsallı çoxhədlinin KÖKİəri......228
FunKSİonal tənlİKİər................................228
İİKİn anlayışlar.........................................228
Sadə funKsional tənlİKİər.......................231
KəsilməzlİK və funKsional tənlİKİər....232 
Tərpənməz nöqtələr, tnversiyalar 
və funKsional tənlİKİər...........................237
Cəbrin əsas teoreminin tətbiqləri........ 242
Diofant tənlİKİəri....................................243
Ən böyÜK ortaq bölən haqqında 
tənlİK..........................................................243
Natural KÖKİər. Silvester teoremi........ 244
Birdərəcəli diofant tənlİKİəri................ 245
TənlİKİər sistemi.....................................248
Xətti tənlİKİər sistemi............................249
Sistem tənlİKİərin həllinin ümumi 
sistemi....................................................... 251
BərabərsizlİKİərin həlli...........................253
Bircins simmetrİK çoxhədlilər və 
bərabərsizlİKİər........................................257
SimmetrİK çoxhədlilər və onların 
bərabərsizlİKİərin araşdırılmasına 
tətbiqləri................................................... 266
Törəmə anlayışının funKSİyanın 
monotonluğunun araşdırılmasına 
tətbiqi.........................................................269
Yunq bərabərsizliyi və nəticələr........... 270
Holder və MinKovsKİ
bərabərsizlİKİəri...................................... 271
МйгэккэЬ funKsiyaların törəməsinin 
tapılması və araşdırılması....................272
s-ci ortalar və onlar arasında
münasibət................................................ 272
Qabarıq və çökük funKsiyalar 
nəzəriyyəsinin bərabərsizlİKİərin 
araşdırılmasına tətbiqi.......................... 275
Qabarıq və çökük funKsiyalar.............. 275
FunKSİyanın qabarıq və ya 
çÖKÜKİüyünün araşdırılması üçün 
Kriteriyalar............................................... 276
Kriteriyaların tətbiqləri......................... 278
Xətti bərabərsizlİKİər sistemi...............281
İİKİn məlumatlar.....................................281
İKİdəyişənli və üçdəyişənli xətti 
bərabərsizlİKİər sistemlərinin
müstəvidə və fəzada təyin etdİKİəri 
çoxluqlar................................................... 285
Nöqtələr sisteminin qabarıq örtüyü ....287
Qabarıq çoxüzlü Konus..........................287
Xətti proqramlaşdırma məsələləri...... 292

VARİANTLARIN SEÇİLMƏSİ

Kombinator məsələlərin
“xüsusi əlaməti”......................................299
Yerdəyişmələr (permutasiyalar)........... 299
Kvartet haqqında məsələnin həlli........ 300
TəKrarlı yerdəyişmələr.......................... 300
Yerləşdirmə (aranjeman)........................301
Sıfır faKtorial..........................................301
ТэкгагЬ yerləşmə................................... 301
Pasport haqqında məsələnin həlli........ 302
Birləşmələr (Kombinezonlar)................. 302
Konpozisiyalar.........................................302
Lotto-milyon haqqında məsələ..............303
ТэкгагЬ Kombinezonlar......................... 303
Nyuton binomu....................................... 304
Binominal əmsallar və
Kombinezonlar..........................................305
PasKal üçbucağı...................................... 305
Üçbucaqlı xəlbir...................................... 306
KombinatorİKa məsələləri..................... 306
Müstəvinin düz xətlər ilə bölünməsi 
haqqında məsələ...................................... 306
Fəzanın müstəvilər ilə bölünməsi 
məsələsi.................................................... 307
Melanxoliya və sehrli Kvadrat............. 308
Ümumiləşmiş faKtorial və Katalan 
ədədləri......................................................308
Qraflar.......................................................309
Köniqsberq Körpüləri haqqında 
məsələ........................................................ 310
Müstəvi və izomorf qraflar...................310
GöbələKİər və tanışlıqlar........................311
Oyunlar qrafı........................................... 313
Köçəri tacirlər və dəmir yollar............ 314
Dörd rəng haqqında məsələ...................315
İstiqamətləndirilmiş qraflar................. 316
“Tələb olunur. Tələb olunur.
Tələb olunur.”.......................................... 317

MÜSTƏVİ ÜZƏRİNDƏ HƏNDƏSƏ

Sadə və tÜKənməz üçbucaq....................319
Üçbucağın elementləri............................319
Üçbucaqların növləri.............................. 319
Bərabəryanlı üçbucaq.............................320
Üçbucaqların bərabərlİK əlaməti...........321
Üçbucağın bucaqlarının cəmi................ 321
Oxşarlıq əlamətləri.................................322
GörKəmli nöqtələr, düz xətlər və 
çevrələr..................................................... 323
Pifaqor teoremi....................................... 327

Üçbucaq bərabərsizliyi. KlassİK eKstremal
məsələlər................................................... 328
Üçbucaqda metrİK münasibətlər...........329
Pifaqor teoreminin dörd isbatı..............330
Çoxbucaqlılar........................................... 331
Çoxbucaqlıların növləri......................... 331
Dörbucaqlının həndəsəsindən................ 332
Çoxbucaqlının bucaqlarının cəmi 
haqqında teorem..................................... 333
Çoxbucaqlının sahəsini necə
tapmaq olar?........................................... 334
Çoxbucaqlıların eynitərKİbliliyi.
Bolay-Qervin teoremi............................. 335
Pİk düsturu..............................................336
ParKetlər-müstəvinin çoxbucaqlılar
ilə döşənilməsi.........................................337
Çevrə və dairə anlayışı və sadə
xassələri.................................................... 339
Çevrənin simmetriyası............................339
Toxunanlar haqqında teorem............... 340
Çevrənin uzunluğu və dairənin 
sahəsi........................................................341
Çevrənin daxilinə çəKİlmiş bucaq 
haqqında teorem......................................342
Yapon məbədlərindən məsələ................343
Ptolomey teoremi................................... 344
Çevrəyə nəzərən nöqtənin dərəcəsi..... 345
Apolloniy çevrəsi.................................... 345
Hər şey və ya heç nə..............................346
Həndəsi qurmalar................................... 346
RadİKal ox və radİKal тэгкэг...............347
Ən asan məsələlər................................... 347
EvKİidin “Başlanğıc”ıııdan “qəribə” 
bir cümlə...................................................348
Qurma məsələlərini necə həll etməli?..349 
Qurma məsələlərinin həllinin 
mümKÜnlüyü.......................................... 351
Qurma məsələlərində cəbr.................... 351
Dairənin bölünməsi haqqında məsələ ..352

Alətlər ilə eKperimentlər.......................352
Qədimin üç məşhur məsələsi..................354
Kubun İKİqat artırılması........................ 354
Eratosfenin mezolyabiyi........................ 355
Bucağın triseKSİyasiyası........................356
Dairənin Kvadraturası............................357

FƏZADA HƏNDƏSƏ

Stereometriyanın əsasları.......................359
Stereometriyanın aKsiomaları...............359
Düz xətlər. Müstəvilər. ParalellİK.......360
Fəza fiqurlarının təsviri........................ 361
PerpendİKulyarlıq. Bucaqlar.
Məsafələr..................................................363
İkİüzİü və çoxüzlü bucaqlar..................366
Cisimlər.................................................... 367
Fəza təsəvvürünə, təsvirə və...
düşünməyə bir neçə məsələ...................368
368-ci səhifədəKİ məsələlərə cavab..... 369
Çoxüzlülər................................................ 370
Platon və Arximed cisimləri..................372
Eyler düsturu..........................................375
Təriflərə qayıdış...................................... 376
Koşi teoremi və çoxüzlülərin 
əyilməsi.................................................... 377
Tetraedrin həndəsəsi.............................. 378
Tetraedr və sferalar................................378
Şteffen fleKSorunu necə hazırlamaq 
olar............................................................ 379
Heronun düsturundan çoxüzlünün 
həcminə qədər.......................................... 380
Tetraedrin medianları............................381
OrtomərKəzli və düzbucaqlı 
tetraedrlər.................................................381
Bərabərüzlü tetraedr...............................382
Əsas işarələrin siyahısı...........................384
Bəzi alimlər haqqında qısa məlumat ...386 
Mündəricat............................................... 395



Tərtib edənlər:

Hüseynov İlham Heydər oğlu - FiziKa-riyaziyyat elmləri namizədi

Kərimov Məhəmməd Ağahəsən oğlu — RespubliKanın əməKdar müəllimi

RİYAZİYYAT

ENSİKLOPEDİYASI

I hissə

Nəşriyyatın direKtoru
Eldar Əliyev

Mətbəənin direKtoru
Səhraf Mustafayev

TexnİKİ redaKtor
Mehri Xanbabayeva

Dizayn
Süsən Zərbaliyeva
Aydan Əliməmmədova

KorreKtor
Fəridə Ələsgərli

Çapa imzalanıb 28.11.2011.
Formatı 60x90%.
Ofset çapı. F.ç.v. 50. Tiraj 35000.

“Çaşıoğlu” mətbəəsi.
BaKi şəhəri, M.Müşfiq Küçəsi 2E, Tel.: 447-49-71.


