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Riyaziyyat heç bir zaman qocalmır. Məhz bu xüsusiyyət riyaziyyatı 
digər həqiqi elmlərdən köklü surətdə fərqləndirir. Riyaziyyat yalnız aydın 
təfəkkür, ciddi fikir və saymaq bacarığını tələb etmir.

Riyaziyyatın özünəməxsus gözəlliyi var. Heyranedici riyazi faktlar və 
geniş fikirlər özünün təsirinə görə dərketməyə və musiqiyə yaxındır. Nai
liyyətlərə malik olan riyaziyyatçının geniş fantaziyası olmalıdır. Riyaziyyat 
qədim elmlərdən birinin olmasına baxmayaraq, indiyə qədər bu sahədə 
həll olunmamış xeyli problem qalmışdır.

Yalnız uzaqgörən olmayan insanlar hesab edirlər ki, bütün elmi kəşf
lər edilmişdir, biz isə yalnız əldə olunmuş nailiyyətlərdən istifadə etməklə 
kifayətlənməliyik. Yeni biliklər yaradan insanlar isə başqa fikirdədirlər.

Riyaziyyat və fizika sahəsində bir çox düsturları, teoremləri və qa
nunları kəşf etmiş dahi ingilis alimi İsaak Nyuton deyirdi: “Öz-özlüyümdə 
mən dəniz qırağında oynayan və əylənən, sonra isə dənizin cilaladığı kiçik 
daşlan və ya daha gözəl balıqqulağını yığan oğlanam. Amma, tamamilə 
toxunulmamış həqiqət okeanı mənim qarşımdadır!”

Riyaziyyat — vacib elmdir. Bu ona görə deyil ki, riyaziyyatı bütün 
orta və ali məktəblərdə öyrənirlər. Ətrafınıza baxın. Bütün binalann, ma
şınların, telefonların, kompyuterlərin və televizorların üstündə riyazi hesab- 
lamalann möhürü var.

Riyaziyyat — gözəl elmdir. Riyaziyyatı mürəkkəb, qanşıq hesabla
malarla eyniləşdirən insanlar yanılırlar. Eyni tipli məsələlərin həllinə hazır 
reseptin tətbiq edilməsini, məlum düstur vasitəsi ilə kəmiyyətin hesablan
masını, hətta “şüursuz” olan maşın da yerinə yetirə bilər. Lakin bu və ya 
digər reseptin tətbiqi və ya düsturun istifadə edilməsi və bundan da artıq 
olan bu reseptin hazırlanması və düsturların çıxarılması yalnız yaradıcı və 
istedadlı insana məxsusdur.

Riyaziyyatla məşğul olan hər bir kəsdən işləmək həvəsi, fikri cəmləş
dirmək və gərginlik tələb olunur.

Deyilənə görə, çar Ptolomey öz müasiri Evkliddən soruşur ki, xüsusi 
gərginlik keçirmədən riyaziyyatla necə məşğul olmaq olar. Dahi alim ona 
indi məşhur olan kəlamla cavab verir: “Riyaziyyatda çarlara məxsus olan 
yol yoxdur”.

Riyaziyyatın daha mühüm rolu ondan ibarətdir ki, o, insanın intel
lektual və yaradıcılıq qabiliyyətini inkişaf etdirir.

İki cildlik “Riyaziyyat ensiklopediyası kitabının oxucularına daima 
cavan, qədim, ciddi və gözəl elm olan riyaziyyatla xoş təmasda olmağı 
arzu edirik.
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HƏNDƏSƏ - “YEROLÇMƏ” DEMƏKDİR

UZUNLUQ, SAHƏ, HƏCM

UZUNLUQ

Parçanın uzunluğu 2000 il əvvəl bö- 
уйк yunan riyaziyyatçısı Arximed 
tərəfindən müəyyən olunmuş üsul

la ölçülür. AB ölçməK istədiyimiz parça (bu 
metr, santimetr, düymə, arşın, qulac və ya 
başqa qabaqcadan seçilmiş parça ola bilər), 
PQ isə uzunluq vahididir. AB-nin (A nöqtə
sindən В nöqtəsi istiqamətində) üzərinə, ar
dıcıl olaraq, ölçü vahidinə bərabər parçala
rı düzməyə başlayaq: AL=LM=MN=...=1 
(şək. 1). Bu əməliyyatı bir neçə (sonlu say
da) dəfə yerinə yetirdİKdən sonra ya axırın
cı parçanın sonucu В nöqtəsi ilə üst-üstə 
düşəcəK, ya da ölçü vahidindən az olan qalıq 
hissə yaranacaq (təcrübədən məlum olan bu 
faKt Arximed aKsiomunun mahiyyətini təş- 
Kİl edir). Əgər, misal üçün, ölçü vahidi 
AB-nin üzərinə dörd dəfə düşürsə, deməli 
AB-nin l uzunluğu 4-ə bərabərdir (1=4). 
Yox, əgər dörd dəfədən sonra, Z-dən kİçİk 
qalıq hissə olan KB yaranırsa, onda deyirİK 
Kİ, AB parçasının uzunluğu ƏKSİyi ilə 4-ə, 
artığı ilə 5-ə bərabərdir. Bunu isə belə yazı
rıq: 4 <. I < 5.

Sonra, yenidən KB qalığı üzərində ölçü 
vahidinin onda bir hissəsini düzürÜK. Əgər 
bu zaman İKİ dəfədən sonra Z-in onda bir his
səsindən kİçİk olan HB qalıq parçası yaran
sa, onda 4,2 Z < 4,3, yəni AB parçasının 
uzunluğu 1/10 dəqiqlİKİə əsKİyi ilə 4,2-yə, 
artığı ilə 4,3-ə bərabərdir.

Bu cür ölçü dəqiqliyi bizə münasib de
yilsə, onda SB qalıq parçası üzərinə ölçü va
hidinin yüzdə bir hissəsini və s. qoymaq 
lazımdır. Təsvir olunan (onluq) ölçmə əmə
liyyatı ya bir neçə dəfədən sonra bitəcəK və 
AB-nin Z-uzunluğunun dəqiq ölçüsü onluq 
Kəsrlə (məs: 1=4,27) məlum olacaq, ya da

A L M N ~К~ТГВ

ŞdKİl 1. 

sonsuz davam edəcəK və biz AB-nin Z uzun
luğunu yalnız sonsuz onluq Kəsrlə göstərə 
biləcəyİK, məsələn Z= 4,27016...

Əgər AB və PQ parçaları ortaq ölçülü- 
dürlərsə, yəni AB parçasının uzunluğu rasi
onal ədədlə ifadə olunursa (PQ ölçü vahidi 
ilə), sonuncu sonlu və ya sonsuz dövri onluq 
Kəsrlə ifadə oluna bilər. Məsələn, əgər AB 
parçası ölçü vahidinin 2/3 hissəsini təşKİl 
edirsə, onda Z = 0,6666... LaKİn AB parçası 
PQ ilə ortaq ölçülü olmazsa, ölçüsü PQ ölçü 
vahidi ilə ölçüldÜKdə rasional ədədlə ifadə 
oluna bilməz. O zaman nəticə sonsuz dövri 
olmayan onluq Kəsrlə ifadə olunacaqdır. 
Belə Ki, əgər AB-Kvadratın diaqonalı, ölçü 
vahidi PQ isə onun bir tərəfidirsə (şək. 2), 
onda Pifaqor teoreminə əsasən, AB-nin 
uzunluğu л/2-yə bərabərdir, \2 ədədi isə ir- 
rasional olaraq sonsuz dövri olmayan onluq 
Kəsrlə (72= 1,4142135...) ifadə olunur.

BeləlİKİə, hər hansı bir Z uzunluq vahi
dini seçib, ölçmə vasitəsilə hər hansı S par
çasına müəyyən ədəd - onun Z (S) uzunluğu
nu (AB parçasının uzunluğu adətən |AB| və 
ya sadəcə AB Kimi işarə olunur) qarşı qoyu
ruq. Deməli Z (S) parçalar çoxluğunda veril
miş ədədi funKsiyadır. Bu funKsiyanın əsas 
xassələrini nəzərdən KeçirəK.

A. Hər bir parçanın (bir nöqtədən iba
rət olmayan) uzunluğu müsbətdir: l(S) > 0. 
Bu xassə müsbətlİK xassəsi adlanır.

B. Əgər C nöqtəsi AB parçasını İKİ his
səyə, AC və СВ-yə bölürsə, o zaman parçanın 
tam uzunluğu hər İKİ hissənin uzunluqları 
cəminə bərabərdir: |AB| = |AC| + |CB|. Bu xas
sə additivlİK (lat. addition- “toplama” ) adla
nır.

C. Əgər, S1 və S2 parçaları bərabərdir- 
sə, yəni biri o birindən hərəKət (“HərəKət” 
başlıqlı məqaləyə bax) vasitəsilə alınarsa, 
onların uzunluqları bərabərdir: l(S^)= l (S2). 
Başqa sözlə desəK, hərəKət zamanı uzunluq 
dəyişmir. Uzunluğun bu xassəsi invariant- 
lıq (lat. invariant - “dəyişilməz”) adlanır.

D. I parçasının uzunluğu vahidə bəra
bərdir: Z(7)=l. Hər hansı bir parçanın uzun
luq vahidi olaraq seçilməsi, normalaşdırma 
adlanır.
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P Q
ŞdKİl 2.

a

Birinci halda, nəzərdə tutulan bütün 
parçalara aid yalnız bir ədəd s (F) olduqda 
(şək. 5) deyilir Kİ, F fiquru Kvadratlanandır 
(Jordan mənada), s (F) - ədədinə isə F fiqu
runun sahəsi deyilir.

b __

ŞəkİI 3.
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Şanil 5.

yoxdur, amma onların sahələrinin cəmi —ə 
2 

bərabərdir.
İndi isə fiqurun sahəsini Jordan məna

da (yəni palet ilə) ölçməyə çalışaq. Nə qədər 
kİçİk palet götürsəK belə F-də yerləşən pa
letin Kvadratlarından ibarət olan fiqurun 
sahəsi --dən böyÜK olacaq, F-ə daxil olan fi- 

qurun sahəsi isə (F-də bir dənə də olsun 
bütöv Kvadrat olmadığı üçün) sıfıra bəra
bərdir. BeləlİKİə, yaranan parçaların hər bi
ri (və onların Kəsişmələri)

Göstərmən olar Kİ, ölçmə prosesində, 
parçalar çoxluğunda təyin olunmuş və A, B, 
C, D xassələrinə malİK olan yeganə funnsiya 
var. Ona görə də bu xassələri ansiom olaraq 
qəbul etmən olar və uzunluğu - parçanın sa
dalanan xüsusiyyətlərə malİK olan funKsi- 
yası Kimi də təyin etmən olar. Xüsusi halda, 
uzunluğun bütün digər xassələrini А, В, C, 
D aKsiomlarından da almaq olar.

SAHƏ

Adətən F fiqurunun sahəsi s(F), fiqu
run neçə sahə vahidindən ibarət olduğunu 
göstərir. Lanin bunu tərif olaraq qəbul et- 
тэк olmaz. Burada yalnız sahənin nə oldu
ğu təsvir edilir. Tərəfləri 3 və 5 sm olan 
düzbucaqlının 15 Kvadrat santimetrdən 
(onu asanlıqla tərəfləri 1 sm. olan 15 Kvad
rata bölməK olar, bax şək. 3 a) “qurulduğu
nu” anlamaq çətin deyil. LaKİn radiusu 2sm 
(şək. 3, ö) olan dairəni “qurmaq” üçün nə 
qədər belə Kvadratın lazım olduğu aydın de
yil-

Sahənin dəqiq riyazi tərifini verməK 
ucun paletdən - şəffaf, bərabər Kvadratlara 
bölünmüş tordan istifadə etməK olar. Tə
səvvür edəK Kİ, belə bir tor stolun üzərində
dir və stolun səthi hər tərəfi 1-ə bərabər 
olan Kvadratlara bölünmüşdür. Əgər F fiqu
ru tam olaraq, məsələn, 81 Kvadratdan iba
rət palet fiqurun içərisinə yerləşirsə, özü 43 
Kvadratdan (şək. 4) ibarət fiqurdursa, o za
man 43 < s (F) < 81. ölçünün daha dəqiq ol
ması ucun paletin hər bir Kvadratını yüz 
Kvadrata (tərəfləri birinci paletin tərəflərin
dən 10 dəfə KİçİK, sahəsi 1/100-ə bərabər 
olan) böləK. Yeni daha kİçİk palet F fiquru

nun sahəsini əhatə edən daha sıx sərhədləri 
göstərəcəK. Məsələn, 58,87 £ s(F) < 62,34. 
Əgər İKİnci paletin hər Kvadratını yenidən 
100 Kvadrata bölsəK, ölçünün dəqiqliyi daha 
da artar. Məsələn, sərhədlər 60,1381 < s (F)< 
< 60,4952 olacaq. BeləlİKİə, daha xırda tor
dan ibarət paletlərdən istifadə edərən, biz F 
fiqurunun sahəsinin hüdudlarına yaxınlaşa
cağıq.

LaKİn burada bir incə məqam var. 
Əvvəlcə biz [c^; öj parçasını aldıq. Burada 
ar= 43; ö1=81, həm də axtarılan Kəmiyyət 
s(F) bu ədədlər arasındadır. Sonradan bu 
parçanı [a2;b2]-yə Qədər KİçildirİK. Burada 
a2=58,87-yə, &2=62,34-ə bərabərdir. Sonra 
bir az da KİçiltdİK - [a3, &3]. Burada artıq a3 
=60,1381; b3= 60,4952 və s. Riyazi analiz
dən məlumdur Kİ, biri digərinə daxil olan 
parçaların Kəsişməsi ya bir nöqtə (parçala
rın uzunluğu durmadan qısaldığı halda), ya 
da müəyyən parça ola bilər.

[Oj.bJ Э[a2AJ => (азЛ1 = •••

İKİnci hal, yəni parçaların Kəsişməsi
nin bir nöqtə deyil, parça olması İİk baxışda 
mümKÜnsüz görünür. Axı təcrübə hər bir 
fiqurun s(F) sahəsinin olduğunu göstərir. 
s(F) ədədi götürülən parçaların yeganə or
taq nöqtəsi olmalıdır. LaKİn ког-когапэ ola
raq təcrübəyə və intuisiyaya inanmaq ol
maz. Baxılan halda onlar bizi aldadır!

Aşağıdanı misal bunu təsdiq edir. 
Tərəfləri 1 olan Q, Kvadratını götürən.

Buradan şək. 6-da göstərildiyi Kimi, 1/4 sa
həyə malİK xaçşənilli fiquru çıxaraq. Nəti
cədə dörd bərabər Kvadratdan ibarət, Qrin 
təpələrinə tərəf yaxınlaşan Q2 fiquru qalır 

■>/з
(onların tərəfləri — = 0,432...-ə bərabər- 

4
dir). İndi Q2 fiqurunun hər bir Kvadratında, 
əvvəlcə xaçşəKİlli fiquru yaradaq, sonra isə 
xaçşənilli fiquru çıxaraq. Onun ölçüsünü 
müəyyən etmən üçün nəzərə alaq Kİ, dörd 
belə fiqurun sahələrinin cəmi 1/8 bərabər 
idi. 16 Kvadratdan ibarət Q3 fiquru yarandı. 
Onların hər birindən yenidən xaçabənzər fi
quru elə ataq kİ, bu 16 “xaç”ın ümumi sahə
si 1/16 ya bərabər olsun. Onda 64 Kvadrat
dan ibarət Q4 fiqurunu alırıq və s.

F ilə bütün Q1,Q2,Q3,Qİ,.. fiqurlarında 
Kəsişməni işarə edəK. Başqa sözlə Qrdən 
növbə ilə xaçşəKİlli fiqurları atdıqca F yara
nır. Qrdən atılan fiqurların ümumi sahəsi 
j + — + — + - bərabərdir. Deməli F çox

luğunun payına 1 — — = — sahəsi düşür. Bu 
2 2

inanılmaz Kimi görünür: F fiqurunda ölçü
ləri çox kİçİk olsa belə, bütöv bir Kvadrat

Şanıl 6.

У 2

□ □ □□
□□□□
□□ □□

[flj, [a2, b2,] о [а3,&3] z> ...
şərtini ödəyir və [0, -] parçasını özündə sax- 

2
layır, yəni onların Kəsişməsi bir nöqtədən 
ibarət deyil.

Deməli F fiquru Kvadratlanan deyil.
Sahənin palet vasitəsi ilə ölçülməsi 

XIX əsrdə fransız riyaziyyatçısı Kamil Jor
dan tərəfindən təKİif olunmuşdur. Başqa bir 
fransız riyaziyyatçısı - Anri Lebeq isə sahə
yə daha ümumi tərif verilməsini təKİif et
mişdir. Yuxarıda düzəldilən Jordana görə 
Kvadratlanan, lanin sahəsi olan (1/2-ə bəra
bər) F fiquru, Lebeqin təKİif etdiyi üsula gö
rə və ya necə deyərlər Lebeqə görə ölçülən
dir. Jordana görə Kvadratlanan fiqur, Lebe
qə görə hÖKmən ölçüləndir (və sahəsi elə hə
min sahədir).

Bəs hansı müstəvi fiqurlar Kvadratla- 
nandır? Ən əvvəl çoxbucaqlılar. Onların öl
çülən olmasını sahənin tərifindən asanlıqla 
almaq olar. Başqa fiqurlar üçün aşağıdanı 
teorem tətbiq olunur (şək. 7):

J Əgər M c F c N şərtini və ixtiyari 
e > 0 ədədinə görə

7 >
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s(N) - s(M) < s 
bərabərsizliyini ödəyən İKİ M və N çoxbu- 
caqlıları varsa, onda və yalnız onda F fiqu
ru Kvadratlanandır.

Başqa sözlə, Kvadratlanan fiqurları 
çoxbucaqlılara Kifayət qədər dəqiq yaxınlaş
dırmaq olar. Məsələn, dairənin sahəsini onun 
daxilinə və ya xaricinə çəKİlmiş düzgün 
n-bucaqlınm sahəsinin, n -> со şərti daxilin
də limiti Kimi təyin edirlər. Hər İKİ sahənin 
ortaq limiti olduğu üçün, onların fərqi sıfı
ra yaxınlaşır. Deməli dairə - Kvadratlanan

Şərtil 7.

fiqurdur. Ümumiyyətlə, hər bir müstəvi qa
barıq fiqur (“Qabarıq fiqurlar” məqaləsinə 
bax) Kvadratlanır. a < x < b parçasında ve
rilmiş Kəsilməz f(x) funKSİyasınm əmələ gə
tirdiyi əyrixətli trapesiya da Kvadratlanır 
(“İnteqral və ibtidai funKsiyalar” məqaləsi
nə bax).

Sahənin yuxarıdaKi paletlərin vasitəsi 
ilə verilmiş tərifindən başqa, onun daha bir 
aKsiomatİK tərifi vardır. Bu tərifdən öncə, 
sahənin bəzi xassələrini nəzərdən KeçirəK 
(Biz yalnız Jordan mənada sahələrə baxaca
ğıq)-

Q ilə Kvadratlanan bütün müstəvi fi
qurlar çoxluğunu işarə edəK. Onda s(F) sa
həsi verilən çoxluqda təyin olunmuş ədədi 
funKsiya olacaq. Onun əsas xassələrini sada
layaq:

A. Mənfi olmamaq. Hər hansı bir Kvad
ratlanan F fiqurunun sahəsi mənfi deyil: 
s(F)>0. Biz sahənin sıfıra bərabər olmasını 
inKar etmirİK. ÇünKİ, məsələn, hər hansı bir 
parça sıfır sahəli Kvadratlanan fiqurdur.

B. AdditivlİK. Tutaq Kİ, Fx və F2 ortaq 
daxili nöqtələri olmayan İKİ Kvadratlanan 
fiqurdur. F ilə bu fiqurların birləşməsini 
işarə edəK. Onda F fiquru Kvadratlanır və 
s(F) = s(Fr) + s(F2) bərabərliyi doğrudur. Bu 
xassə ümumi daxili nöqtələri olmayan, İkİ- 
dən çox fiqurların birləşməsi üçün də doğ
rudur.

C. tnvariantlıq. Əgər Kvadratlanan İKİ 
F] və F2 fiqurları bərabərdirsə, yəni biri di
gərindən hərəKətlə alınırsa, onda bu fiqur
ların sahələri bərabərdir: s(F1)=s(F2). Başqa 
sözlə, hərəKət zamanı sahə dəyişmir.

D. Normalaşdırma. Fiqurun sahəsi 
müəyyən edilən zaman sahə vahidi olaraq, 
tərəfi uzunluq vahidinə bərabər olan К 
Kvadratı götürülür və s(Ä')=l.

Aydındır Kİ, paletlərlə təyin edilən s(F) 
sahəsi A və D xassələrini ödəyir. O biri İKİ 
xassəni isə yoxlamaq daha çətindir. Məsə
lən, əgər Fj fiquru dönmə zamanı F2 -yə 
çevrilirsə o zaman bu İKİ fiqur paletə nəzə
rən müxtəlif cür yerləşəcəKİər. Onların sa
hələrinin bərabər olduğunu (C bəndi) isbat 
etməK səy tələb edir. LaKİn buna baxmaya
raq söyləməK olar Kİ,

J Bütün Kvadratlanan fiqurların Q çox
luğunda, А, В, C, D, xassələrinə ma- 
İİk yeganə funKsiya vardır.

Yəni Q çoxluğunda təyin olunan və ve
rilən dörd xassəyə malİK olan hər bir funKsi
ya s (F) ilə üst-üstə düşür.

Belə çıxır Kİ, A,B,C,D xassələrini sahə 
üçün aKsiom olaraq qəbul etməK olar. Yəni 
sahəyə Kvadratlanan Q fiqurlar çoxluğunda, 
bu aKSİomlara müvafiq təyin olunmuş funK
siya Kimi tərif verməK olar. Bu, sahənin ак- 
siomatİK tərifidir. Onun digər xassələrini 
sadalanan aKsiomlardan çıxarmaq olar. Mə
sələn, çoxbucaqlının sahəsinin hesablanma
sı, ellipsin, dairənin və bir çox digər fiqur
ların sahəsinin hesablanması düsturları A, 
В, C, D aKsiomlarından alınır (“EyniböyÜK- 
IükIü və eynitərKİbli fiqurlar” məqaləsinə 
bax).

Sonda qeyd edəK Kİ, LobaçevsKİ həndə
səsində və sferİK həndəsədə də sahə bu aKSİ- 
omlarla müəyyən edilir. LaKİn artıq palet- 
lərdən istifadə etməK lazım gəlmir. Burada 
sahənin etalonu olaraq Kvadrat deyil, başqa 
fiqur götürülür. ÇünKİ onlarda Kvadrat 

ümumiyyətlə yoxdur. Maraqlıdır Kİ, hər İKİ 
həndəsədə çoxbucaqlının sahəsi onun bucaq
larının cəmi ilə eyni sayda tərəfi olan müs
təvi çoxbucaqlının bucaqlarının cəminin fər
qinə mütənasibdir (“LobaçevsKİ həndəsəsi”, 
“Kürə üzərində fiqurlar” məqalələrinə bax). 
Əyrixətli səthin sahəsinin ölçülməsi haqqın
da “Səthin sahəsi” məqaləsində oxumaq 
olar.

HƏCM

Fəza cisimlərinin həcminin ölçülməsi 
müstəvi fiqurların sahəsinin hesablanması 
ilə oxşardır. Sadəcə, palet əvəzinə Kubilyaj- 
dan istifadə olunur. Yəni fəzanı bərabər 
Kublara bölürlər. Əvvəlcə tili uzunluq vahi
dinə bərabər Kublara bölməni nəzərdən Keçi
rirlər (şək. 8). Əgər aj sayda Kublardan 
ibarət cisim, bütövlÜKdə ölçülməli olan M 
cismində yerləşirsə, M cismi Ьг sayda Kub
lardan ibarət olan cismə daxildirsə, M cis
minin həcmi v(M) üçün at Z u(M) < b} 
bərabərsizliyi doğrudur. Sonra Kubunun tili 
1/10-ə bərabər olan Kubilyaj vasitəsilə daha

ŞəkİI 8.

dəqiq a2 < v(M) < b2 və s. bərabərsizliyi alır
lar. Nəticədə biri digərinə daxil olan parça
ların bu cür ardıcıllığı yaranır:

[ap 6J =>[a2, b2] o ...
Əgər bütün parçaların Kəsişməsi nəti

cəsində bir ədəd alınırsa bu ədəd M cisminin 
həcmi v(M) Kimi qəbul olunur və cisim Kub- 
lanan adlanır. BeləlİKİə, həcm Kublanan ci
simlərin C çoxluğunda təyin olunmuş v (M) 

funKsiyasıdır. Bu tərifə əsasən hər bir çox- 
üzlü Kublanan cisimdir. Başqa cisimlər 
üçün aşağıdaKi teoremi istifadə etməK olar:

Əgər P c ;W g Q şərtini və ixtiyari 
e > 0 ədədinə görə

v (Q) - v (P) < E 
bərabərsizliyini ödəyən İKİ PvəQ çox- 
üzlüləri varsa, onda və yalnız onda M 
fəza cismi Kublanandır.

Bundan başqa həcmin (Kubilyajla) daha 
bir aKsiomatİK tərifi vardır. Bu tərif də, sa
hədə olduğu Kimi (sadəcə “Kvadratlanan” 
sözü “Kublanan” ilə, “vahid Kvadrat” “vahid 
Kub” anlayışı ilə əvəzlənir). Bu tərif sahə 
halındaKi Kimi verilən A,B,C,D xassələrinə 
əsaslanır. AşağıdaKi təKİifi isbat etməK olar:

J Kublanan cisimlərin C çoxluğunda, tə
yin olunan bir və yalnız bir v(M) funK- 
siyası var Kİ, A,B,C,D xassələrinə ma- 
lİKdir.

Deməli A,B,C,D xassələrini aKsiom 
Kimi qəbul edərəK həcmə Kublanan C cisim
lərinin çoxluğunda təyin olunan və bu aKsi- 
omları ödəyən funKsiya Kimi tərif verməK 
olar. Qalan bütün xassələri bu aKsiomlardan 
almaq olar: xüsusi halda, çoxüzlülərin və 
Kürənin həcmi düsturlarını, inteqralm Kö
məyi ilə həcmləri hesablamaq düsturlarını 
bu aKsiomlardan almaq olar (“Həcm düstur
ları” məqaləsinə bax).

LaKİn çoxbucaqlıların sahə nəzəriyyə
sinin coxüzlülülərin həcm nəzəriyyəsindən 
əsaslı fərqi var. Bu fərq ondan ibarətdir Kİ, 
düzbucaqlının sahə düsturunu bilərəK çox- 
bucaqlının sahə düsturunu yalnız В və C 
(additivlİK və invariantlıq) aKsiomlarının 
Köməyi ilə almaq olar. Düzbucaqlı paralele- 
pipedin həcm düsturunu bilərəK, çoxüz- 
lünün həcm formulunu, yalnız В və C 
aKsiomlarının Köməyi ilə almaq olmur. Bu
nun üçün çoxüzlülərin həcm nəzəriyyəsini 
çətinləşdirən A aKsiomunu (mənfi olmayan) 
da bilməK lazımdır. Bu haqda daha ətraflı 
“EyniböyÜKİÜKİü və eynitərKİbli fiqurlar” 
məqaləsində oxumaq olar.

HƏCM DÜSTURLARI

Həcmi tapmaq üçün əvvəlcə ölçü vahi
dini seçməK lazımdır. Məsələn, Qədim Ro
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mada həcm vahidlərindən biri amfora (təx
minən 25,5 Z) idi. Bu gün bütün dünyada 
neft ingilis-amerİKan ölçü vahidi olan barel
lə, yəni tutumu 159 l olan çəIIəkİə ölçülür. 
LaKİn barellər də müxtəlif olur. Ən az tu- 
tumlusu 115,6 Z-dir. Rusiyada isə məişətdə 
geniş yayılmış həcm ölçü vahidi - vedrədir. 
Həndəsədə

J həcm vahidi olaraq tilinin uzunluğu 
vahid olan Kubun həcmi götürülür.

Qeyd edəK Kİ, Kubun həcmi tilinin 
uzunluğu ilə tamamilə müəyyən olunur, 
çünKİ tilləri eyni olan Kublar bərabərdirlər. 
Həcmin əsas xassələrindən biri isə

S bərabər cisimlərin həcmlərinin bəra
bər olmasıdır.

Tilinin uzunluğu n tam ədədi ilə ifadə 
olunan Kubu ra3 sayda vahid uzunluqlu Kub
lara bölməK olar (şək.1). Daha sonra

J bir neçə Kəsişməyən (yəni ümumi da
xili nöqtələri olmayan) cisimlərin bir
ləşməsinin həcmi onların həcmlərinin 
cəminə bərabərdir.

Ona görə də ra x ra x ra ölçülü Kubun həc
mi ra3 bərabərdir. Analoji olaraq üç ölçüsü a, 
b, c tam ədədlər olan düzbucaqlı paralelepi- 
pedin həcmi a b c hasilinə bərabərdir .

Şəkİİ 1-dəKİ vahid Kuba tili 1/n olan ra3 
sayda bərabər Kublara bölünmüş Kİmi də 
baxmaq olar. Həcmin elə həmin xassələrinə 
əsasən bir kİçİk Kubun həcmi l/ra3-ə bəra
bərdir. Deməli paralelepipedin ölçüləri rasi
onal ədədlər, a = m/n, b = к/nvəc = l/n ol

duqda, Kubların sayının onların birinin həc
minə olan hasilinə bərabər olan həcmi həmin 
düstur üzrə hesablanır:

V= (тк1) ■ (l/n3)=abc.
Sonuncu düstur, əlbəttə Kİ, a,b və c ix

tiyari ədədlər olduğu ümumi halda da doğ
rudur. LaKİn bunu isbat etməK üçün həcmin 
daha bir xassəsini bilməK lazımdır:

J Əgər bir cisim digər cismi daxilində 
saxlayırsa, birincinin həcmi iKincinin 
həcmindən az deyil.

a x & x c ölçülü paralelepipedə, ölçüləri 
a,b,c-nin əsKİyi ilə götürülmüş, rasional 
ədədlər olan, a' x b' x c' ölçülü paralelepiped 
yerləşdirməK olar. Sözsüz Kİ, birinci parale
lepipedin həcmi, İKincinin həcmindən kİçİk 
deyil: V > V'= a' b' ■ c'. ölçüləri rasional 
ədədlər, a", b",c" olan, a,ö,c-nin artığı ilə 
götürülmüş başqa bir paralelepipedi nəzər
dən KeçirsəK, bu düsturu alarıq: 
V<V' = a'-b'-c'. BeləlİKİə, V'<V<V”. 
LaKİn istənilən ədədə rasional ədədlər vasi
təsilə Kifayət qədər dəqiq yaxınlaşmaq olar, 
yəni V' və V" həcmlərini istənilən qədər abc 
-yə yaxın seçməK olar. Ona görə də V=abc 
yəni düzbucaqlı paralelepipedin həcmi onun 
ölçülərinin hasilinə bərabərdir.

Həcmin yuxarıda sadalanan dörd xas
səsini həcmi təyin edən aKSİomlar Kimi qə
bul etməK olar (“Uzunluq, sahə, həcm” 
məqaləsinə bax. Qeyd edəK Kİ, onlardan so
nuncusu olan “monotonluq” çox zaman 
onunla eynigüclü - “mənfiolmayan” xassəsi 
ilə əvəz olunur).

Düzbucaqlı paralelepipedin həcmi düs
turunu çıxararKən həcmin dörd xassəsinin 
necə istifadə edildiyi aydın görünür. Düzbu- 
caqlının sahəsinin düsturu da analoji yolla 
çıxarılır. LaKİn planimetriyada ondan asan
lıqla hər bir çoxbucaqlının sahəsi üçün 
düstur almaq olur. ÇünKİ çoxbucaqlını 
asanlıqla hissələrə ayıraraq və başqa ardıcıl
lıqla düzərəK düzbucaqlıya çevirməK olur. 
Fəzada isə belə deyil. Burada, təəssüf Kİ, bir 
çoxüzlüdən başqa eyni həcmli fiqura “Keç- 
тэк” həmişə mümKÜn olmur (“EyniböyüK- 
IükIü və eynitərKİbli fiqurlar” məqaləsinə 
bax). Prizmanın həcminin düsturunun çıxa
rılması bu “yenidən düzmənin” mümKÜn ol
duğu nadir hallardan biridir.

PRİZMA

Düzbucaqlı paralelepipedin həcmi düs
turunu V = S ■ H şəKİində yazaq. Burada 
S = ab - onun oturacağının sahəsi, H = c isə 
hündürlüyüdür. Düz üçbucaqlı prizmaya 
baxaq (şək. 2,a). Onu asanlıqla “yenidən bi- 
çərəK” düzbucaqlı paralelepipedə çevirməK 
mümKÜndür (şək. 2,ö). Həcm V, oturacağı
nın sahəsi S və paralelepipedin hündürlüyü 
H prizmada olduğu Kimi olacaqlar. Deməli 
düz üçbucaqlı prizmanın həcmi

V = S ■ H (*)
düsturu ilə hesablanacaq.

Hər bir düz prizmanı asanlıqla üçbucaq- 
lı prizmalara bölməK olduğu üçün (şək.2, b), 
bu düstur onlar üçün də doğrudur. Nəhayət, 
hər hansı П maili prizmasını götürəK və yan 
tərəflərini uzadaraq, onları a perpendİKuly- 
ar müstəvisi ilə kəsək. П prizmasının yanı
na daha bir “çəpəKİ Kəsilmiş К prizma
sı” (şək.2, ç) əlavə olunur. Alınmış cismin 
başqa hissəsindən daha bir belə “çəpəKİ

PAZIN HƏCMİ

Paz çoxüzlüdür. O prizmanın tərəflərindən birini 
oturacağa paralel olmayan müstəvi ilə KəsdiKdə əmələ 
gəlir (şək.1). O üç trapesiya və İKİ üçbucaqla məhdud
laşır. ABC A, В,С, pazının həcmi
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düsturu ilə ifadə olunur. Burada a,b və c paralel tillər 
olan A A,, BBt və CC. - in uzunluğu, S' isə yan tillərə per- 
pendiKulyar olan müstəvi üzrə ortoqonal proyeKsiyası- 
nın sahəsidir (əgər bu müstəvi bütün tilləri kəssə, onda 
perpendiKulyar Kəsiyin sahəsi alınar).

(*) düsturunun isbatı üçün pazı üç tetraedrə böləK: 
ABCC,, АВВ,С, və AA^B'C,; onların hər birini “cırlaşmış” 
paz hesab etməx olar. Burada üc paralel tillərdən iKİsi 
nöqtələrə çevrilmişlər, S, isə olduğu Kimi qalır. ABCC, 
tetraedrini götürəK. A və B təpələrini GC, tilinə paralel 
olaraq çəksək onun həcmi dəyişilməz (O zaman biz 
məsələn, A təpəsinin yerini dəyişəK, BCC. qarşı üzü

ŞəkİI 1. ŞəkİI 2. ŞəkİI 3.

ŞjKil 2.

və onun üzərinə A nöqtəsindən endirilmiş hündürlüyü 
olduğu Kimi qalır). A və B nöqtələrinin yerini elə dəyişəx 
Ki, yeni yaranan A'B’Cüzü CC,-ə (şək. 2) perpendiKulyar 
olsun. Yeni A'B'CC, tetraedrinin həcmi

2Sa"B'C 'CC' 
bərabərdir.

Burada, A'B'C,-in sahəsi eləS’-ə bərabərdir. Onda 
CC< = |-S’.

Hər üc tetraedr üçün olan ifadələri cəmləsəK, yuxarı
da verilən pazın (*) düsturunu alarıq.

r= (a+ö+c)/3 Kəmiyyəti pazın oturacaqlarının Kütlə 
mərKəzləri arasındaxı məsafədir, r Kəmiyyətini bu cür qə
bul etsəK, V= rS'. düsturu hər bir silindrin və ya prizma
nın tərəfini Kəsdixdə yaranan hər bir cisim üçün doğrudur 
(şək. 3). Yadda saxlamaq lazımdır Kİ, pazın oturacaqların 
mərKəzləri dediKdə onu qalınlığı sabit olan lövhələr Kimi 
təsəvvür etməx lazımdır.
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Kəsilmiş” prizma kəsək (şək. 2, d). Aydındır 
Kİ, По prizmasının H hündürlüyü П priz
masının yan tili Z-ə, oturacağı isə П-nin otu
racağının a müstəvisinə proyeKsiyası oldu
ğundan, sahəsi So = Scoscp bərabərdir: bura
da S-П prizmasının oturacağının sahəsidir, 
Ф isə oturacaqla a müstəvi arasındaKi bu
caqdır (“Stereometriyanın başlanğıcları” 
məqaləsinə bax). LaKİn П prizmasının H 
hündürlüyü və l yan tili, uyğun olaraq, hə
min müstəvilərə perpendİKulyardırlar, odur 
Kİ, bunlar arasındaKi bucaq da (p-dir. Odur 
Kİ, H - Icosvf və V • So • l - Scoscp • l = SH. 
BeləlİKİə, (*) düsturu istənilən prizma üçün 
doğrudur.

PİRAMİDA

Üçbucaqlı piramidanın həcminin hesab
lanması üçün riyaziyyatçılar arasında “şey
tan pilləKəni” adlanan çox тйгэккэЬ bir ko- 
nstruKSİyadan istifadə etməK lazım gəlir. 
Bu üsul bütün həndəsə dərslİKİərində Evkü- 
din “Başlanğıc” Kitabında olduğu Kimi dəyi
şilməz qalmışdır. Hesab olunur kİ, yunanla
rın bu və digər bu Kimi mülahizələrini əsas
landırdıqları “bitirməK üsulu” (XVII əsrdə 
belə adlandırılmışdır) EvdoKS KnidsKİ tərə
findən yaradılmışdır. Sonradan bu üsul 
Arximedin əsərlərində inKİşaf etdirilmiş
dir.

ŞəkİI 3.

Piramidanın hündürlüyünü n bərabər 
hissələrə böləK və bölgü nöqtələrindən otu
racağa paralel müstəvi KeçirəK. Şək.3-də 
göstərildiyi Kimi hər KəsİKdə İKİ eyni maili 
prizma quraq. Onlardan biri, “xarici” üçün 
bu kəsİk aşağı oturacaq, ’’daxili” üçün isə 
yuxarı oturacaq olacaq. Daxili prizmalar ve
rilən fiqurun daxilində pilləli piramida ya

radırlar. Xarici isə bu üsulla oturacaqda ya
ranmış prizma ilə birlixdə piramidaya oxşar 
forma alırlar. Verilmiş fiqur da ona daxil 
olur. Qeyd edəK Kİ, əgər xarici piramidanın 
altından onun birinci pilləsini götürüb, o bi
rilərini isə bir “mərtəbə” aşağı endirsəK, 
onda dəqiqlİKİə daxili piramida alınar. Belə- 
İİkİə, pilləli piramidaların həcmlərinin fərqi 
aşağı “əlavə” pillənin həcminə bərabərdir, n 
böyüdÜKCƏ o istənilən qədər Kiçilə bilir. De
məli, hər İkİ pilləli piramidanın həcmi n-in 
artması ilə eyni qiymətə - üçbucaqlı pirami
danın həcminə yaxınlaşır. Bəs onu necə tap
malı? S-piramidanın oturacağının sahəsi, H 
isə hündürlüyü olsun. Onda piramidanın tə
pəsindən x məsafədə Keçirilən kəsİk, pira
midanın oturacağına oxşar, oxşarlıq əmsalı 
x/H və sahəsi (r / H)' S olan ucbucaq olar.
Bütün pillələrin hündürlüyü eynidir və 
H/n-ə bərabərdir. Ona görə də к-cı Kəsiyin
də qurulmuş hər İkİ pillənin vK həcmi

I n I n n
olar.

Bütün KəsİKİərdəKİ pillələrin həcmini 
toplayıb, xarici pilləli piramidanın həcmini 
hesablaya bilərİK:

TZ orr l2 + 22+...+n2
К = üı + v2 +... + vn = SH---------- s--------n

Buradan görünür kİ, bu həcm pirami
danın oturacağının sahəsinin hündürlüyünə 
olan hasilinə mütənasibdir. Belə Kİ, mütə- 
nasiblİK əmsalı cn = (l2 + 22 + ...+ n2)/ ^pi
ramidadan asılı deyil. Deməli, əsas pirami
danın həcmi V üçün də bu doğrudur. Yəni, 
V=c ■ SH (burada c-sabit olub, həm də pira
midadan asılı deyil). Qeyd edəK Kİ, V=c • SH 
düsturu hər bir piramida üçün (üçbucaqlı 
olması vacib deyil) doğrudur. ÇünKİ, onlar
dan hər birini eyni hündürlÜKdə olan üçbu- 
caqlı piramidaya bölməK olar (şəkü 4). 
c vuruğu n —> oo-da cn-nin limitidir. LaKİn o 
bütün piramidalar üçün eyni olduğundan, 
onu xüsusi hallarda tapmaq Kifayətdir. Mə
sələn, Kub altı bərabər dördbucaqlı pirami
daya bölünür (şək. 5). Tilinin uzunluğu 
vahid ölçüdə olan Kubun həcmi 1-ə bərabər
dir. Hər bir piramidanın hündürlüyü —, 

da

oturacağının sahəsi isə 1-dir. Onda

= 1 = 6 • c • 1 • (1 / 2), c = 1 / 3 (Siz Kubu üç 
bərabər piramidaya bölə bilərsinizmi?). Be- 
ləlİKİə, istənilən piramidanın həcmi

TETRAEDR

Piramidanın həcminin düsturu əsasın
da ABCD tetraedrinin həcmi üçün bir necə 
ifadə çıxartmaq olar. Məsələn:

Vr ABCD ■ AD ■ sin Z(ABC, AD) =

Z( ABC, DBC)_ &ABC ' SpBC „i
3 BC

Bu düsturlarda Z(ABC, AD) və Z(ABC, 
DBC) bucaqları, uyğun olaraq, - ABC üzü 
ilə AD tili və ABC, DBC üzləri arasındaKi

ŞdKİl 5.

bucaqlardır, düsturlar isə piramidanın həc
mi düsturundan alınır. Burada S = SABC, 
hündürlÜK isə tetraedrin başqa elementləri 
ilə ifadə olunur.

Daha bir ifadə:

Bu düsturda Stam tetraedrin tam səthi, 
rnp- üçbucağın sahəsi üçün S=rp ifadəsinə 
analoji olaraq, tetraedrin daxilinə çəKİlmiş 
Kürənin radiusudur. Burada p- yarımperi- 
metr, r isə daxilə çəKİlmiş çevrənin radiusu
dur. Həm də bu düstur daxilinə Kürə çək- 
тэк тйткйп olan hər bir (!) çoxüzlü üçün 
doğrudur.

Yəqin Kİ,
Vabcd = g *$АВС£)1АВ, CD, (*)

düsturu daha maraqlıdır:
Burada, İAB, CD\ - çarpaz tillər olan

AB və CD arasındaKi məsafədir. SAI3C[) - tet
raedrinin digər tillərinin ortasından кесэп 
müstəvi ilə tetraedrin Kəsiyinin sahəsidir 
(şək. 6, a). (Bu kəsİk - tərəfləri AB və CB 
tillərinə paralel olan və uzunluqları onların 
uzunluqlarının yarısına bərabər olan parale
loqramdır). D təpəsini CA veKtoruna tərəf 
sürüşdürəK (şək. 6, b). Əgər alınmış ABCE 
tetraedrinin həcmini, oturacaq olaraq ABC 
üzünü götürərəK, piramidanın həcmi düstu
ru ilə hesablasaq, həm yeni, həm də əwəİkİ 
tetraedrin həcmlərinin bərabər olduğunu 
görərİK. ABE üzünü oturacaq olaraq gö- 
türdüxdə isə biz (*) ifadəsini almış olarıq. 
Ona görə Kİ, ABE-nin sahəsi, şəxildən gö
ründüyü Kimi, SABCÖ-dən İkİ dəfə böyÜKdür. 
ABC-nin üzərinə endirilmiş hündürlÜK isə 
[AB, CD]-yə bərabərdir. Qeyd edəK Kİ,

Sabcd = (1 / 4)ЛВ • CD • sin Z(AB, CD) (*) 
Bu düstur vasitəsilə çarpaz düz xətlər ara- 
sındaKi məsafəni tapmaq əlverişlidir.

SİLİNDRLƏR VƏ KONUSLAR

Silindrin daxilinə düzgün n - bucaqlı 
prizma çəkək (şək 7). n artdıqca onun həcmi 
və oturacağının sahəsi uyğun olaraq V həc
minə və S silindrin oturacağının sahəsinə 
yaxınlaşır. Onun hündürlüyü isə n-in bü
tün qiymətlərində silindrin H hündürlüyü
nə bərabərdir. Ona görə də, silindrin həcmi 
üçün də prizma üçün olan düstur doğrudur: 

VC=SH
Belə qayda ilə Konusu piramidalar ilə 

yaxınlaşdıraraq
R = - SH

* 3
olduğunu tapırıq.

H hündürlÜKİü Konusun oturacağına 
paralel və təpədən Hr məsafədə Keçən müs
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təvi, ondan özünə oxşarlıq əmsalı 
Hi R .

к = — = — olan kiçik Konus ayırır. Bura- 
H R

da, R və Rx Konusların oturacaqlarının 
radiuslarıdır (şək. 8). h = H~HX alınan kə- 
sİk Konusun hündürlüyü olsun. Onun həc
mini tapmağa çalışaq. BöyÜK Konusun 
həcmi (n/3)R2H, KİçiyinKİ isə, 
/г3(л/3)/?2Н-а bərabər olduğundan (oxşar ci
simlərin həcmlərinin nisbəti oxşarlıq əmsa
lının Kubuna bə- rabərdir), kəsİk Konusun 
həcmi

ŞəkİI 7.

(1 - k3^R2H = (1 - k)H ■ (1 + k + k^R2 =

= ^(H-H1)(r2+RR1+R12)-

= ljr(R2 + RR, + R.tyı

Bu düsturu oturacaqların sahələrini 
(S = nR2 və Sj = nR;) işarə etməKİə

V = | (S + + S|) h (*)

şəKİində yazmaq olar.
Kəsİk piramidanın həcmi də belə düs

turla hesablanır.
Silindrin və Konusun həcmi üçün veri

lən düsturlar, ümumiləşdirilmiş Konus və 
şilindirlər üçün, yəni oturacaqda, hər hansı 
bir müstəvi fiqur (dairə və ya çoxbucaqlı 
olması vacib deyil) olduqda da doğrudur.

KÜRƏNİN HƏCMİ VƏ İNTEQRAL

Arximed Kürənin V -- nF? həcminin
K 3

onun xaricinə çəKİlmiş silindrin həcmindən 
1,5 dəfə az olduğunu isbat etməsini özünün 
ən böyÜK nailiyyəti hesab edirdi. Belə Kİ, 
KÜrə xaricinə çəKİlmiş silindrin həcmi 

SH = nR2 ■ 2R = 2~R' olur. Arximedin 
SiraKuza şəhərində olan qəbrinin üstündə 
başdaşına silindrin daxilinə çəKİlmiş KÜrə 
Ьэкк olunub. Bu isbat da, “şeytan pillələ- 
ri”nin kö- məyi ilə çıxarılmış piramidanın 
həcminin düsturu, həmçinin bir çox cisimlə
rin həcmlərinin hesablanmasında olduğu 
Kimi cisimlərin nazİK paralel qatlar “yığını” 
Kimi tə- səwür edilməsinə əsaslanır. Hər 
bir qatın həcmi, təqribən onun oturacağının

ŞəkİI 9. GöstərməK olar Kİ, Kürənin ixtiyari Kəsiyinin 
sahəsi, onun xaricinə çəKİlmiş silindrdən Kürənin 
mərKəzində olan İKİ Konusun çıxarılması ilə alınan 
cismin həmin müstəvi ilə Kəsiyinin sahəsinə bəra
bərdir. Ona görə Kürənin həcmi, bu cismin həcminə 
bərabərdir, yəni

-2R-2\-tiR? ]я = -лй3.
13 J 3

sahəsinin qalınlığının ölçüsünə olan hasilinə 
bərabərdir (qat - ümumiləşdirilmiş silindir- 
dir). Belə Kİ, əslində paralel kəsİkİİ sahələ
rin cəmini hesablamaq lazımdır. Daha dəqiq 
desəK, bu cəmin qatın qalınlığına hasilinin 
(qatın qalınlığı sıfıra yaxınlaşdıqda) limit 
qiymətini tapmaqdır. Qədim zamanlarda ri
yaziyyatçılar bu cür hesablamalarda çox 
ustalıq və çevİKİİK nümayiş etdirirdilər.

Məsələn, fərz edəK Kİ, naməlum həcmli 
hər hansı bir cisim üçün, həcmi məlum olan 
elə bir cisim tapa bilərİK Kİ, onların hər İkİ- 
sinin verilmiş müstəviyə paralel olan müstə
vi ilə KəsİKİərinin sahələri eyni olsun.

Hər İKİ cismi nazİK paralel qatlara “kə
sək”. Onda İKİ “yığın”da olan uyğun qatla
rın həcmləri və deməli cisimlərin həcmləri 
bərabərdirlər. Bu üsul Qalileyin şagirdi - 
Bonaventura Kavalyeri tərəfindən tƏKmil- 
ləşdirilmişdir (“Riyazi analizin formalaşma
sı” məqaləsinə bax). 9-cu şəKİldə bu üsulla 
Kürənin həcmi hesablama yolu izah edilir.

Nyuton və Leybnis tərəfindən yaradıl
mış inteqral hesabı həcmin hesablanmasını 
standart əməliyyata çevirdi. Bu

V = j S(z)dz
a

düsturu ilə verilir.
Burada, V— z = a və z = b müstəviləri 

arasında yerləşən cismin həcmi, S (z) isə 
onun müstəvi ilə Oz oxunun z nöqtəsindən 
bu oxa perpendİKulyar olaraq Keçən Kəsiyin 
sahəsidir (şək. 10; “İnteqral və ibtidai funK- 
siyalar” məqaləsinə bax). Məsələn, radiusu 
R, mərKəzi Koordinat başlanğıcında olan Kü
rənin həcmi

S(z) = ji(r? - z2), - R < z < R;

VK = j k(r' - z2^dz =
-R

= 2nRi - л

düsturu ilə hesablanır.

SİMPSON DÜSTURU

Kəsİk Konusun hündürlüyünün orta
sından oturacaqlara paralel olan müstəvi 
KeçirəK. Kəsində (R+RJ/2 radiuslu dairə 
yaranacaq. Burada, R və R1 oturacaqların 
radiuslarıdır. Onun sahəsi

ŞəkİI 11.

Sor1a = ' kÇr + R^2 = IÇnR2 +2nRR1 + nR^ = 

= 1(S + 24SS1+S^

Burada, S və Sj oturacaqların sahələri
dir. Hər hansı kəsİk piramidanın “orta” Kə
siyinin sahəsi də bu cür ifadə olunur. Odur 
Kİ, (*) düsturunu

V + + (***)

şəKİldə yazmaq olar.
Bu çox universal düsturdur. O şilindir, 

prizma, Konus və piramida üçün yararlıdır. 
Bu, təəccüblü deyil. Axı onlar üçün (**) 
düsturu doğrudur. Onda asanlıqla “til üzə
rinə qoyulmuş ” tetraedr üçün də (*) düstu
runu çıxarmaq olar (şək. 6, a; burada 
“oturacaq” olaraq bir-birinə əks olan AB və 
CD tilləri götürülür, belə olduqda S=S!=0). 
Bundan başqa (***) düsturuna əsasən Kürə
nin də həcmini hesablamaq mümKÜndür! 
Onun oturacağı olaraq bir-birinə diametral 
şəKİldə əks olan İkİ qütb-nöqtələr, orta kə
sİk olaraq - eKvatorial müstəvi götürülür: 

(2R/6) • (0+4 TtR2 + 0) = (4/3) ıtR3
Belə universallığın sirri çox sadədir. 

Bütün hallarda S(z) - oturacağa paralel olan 
Kəsiyin sahəsi, Kəsiyin z hündürlüyünün də
rəcəsi İKİdən böyÜK olmayan çoxhədlisi (aşa
ğı oturacaqdan hesablanan və ya ona paralel 
olan hər hansı bir müstəvidən) ilə ifadə olu
nur. Yəni, S(z)= Az2 + Bz + C (yoxlayın!). 
Bu funKsiyalar üçün 

j S(z)dz = [ S(o) + 4S( -+ S(&) 
o \ \ ✓

Simpson düsturu doğrudur.

<
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Burada, h = b - a; S(a) və S (b) - cis
min oturacaqlarının sahələri; -
orta Kəsiyin sahəsidir ((a+b)/2) nöqtəsi [a,b] 
parçanın ortasıdır.

Göründüyü Kİmi, 11, a, şəKİində təsvir 
olunan “кйгэ qatı” və özünün İKİ tilinə pa
ralel olaraq, İkİ müstəvi arasına qalan tetra- 
edrin hissəsi şək. 11,ö., (***) düsturunu 
ödəyir. ÇünKİ, bu cisimlərin KəsİKİərinin sa
hələrini ifadə edən funxsiyalar sonuncula
rın “Kəsilməsi” nəticəsində dəyişmirlər. 
Şəkİİ 11, Ь-dəKİ fiqurlar piramida, antipriz- 
ma, “paz” (şək. 11, c, d) çoxüzlülərin pri- 
zmatoid adlanan bir növünə aiddirlər. Bu 
çoxüzlülərin hamısının təpə nöqtələri onla
rın “oturacağının” təpələridir. ÇünKİ hər 
bir parça və ya nöqtə paralel müstəvilərdə 
yerləşən çoxbucaqlıların oturacağı ola bilər. 
Bütün bu çoxüzlülərin həcmini də həmçinin 
Simpson düsturu ilə hesablamaq olar.

EYNİBÖYÜKLÜKDƏ VƏ EYNİTƏRKİBLİ 
FİQURLAR

Çoxbucaqlıların sahəsinin və çoxüzlü
lərin həcminin hesablanması üçün düsturlar 
hələ qədim zamanlardan riyaziyyatçılara 
məlum olmuşdur. Hələ EvKİidin “Başlanğıc
lar” əsərində çoxbucaqlıların sahəsinin he
sablanması bu cür verilir. Düzbucaqlınm 
sahəsi onun tərəflərinin hasilinə bərabərdir. 
Paraleloqramdan düzbucaqlı üçbucaq Kəsib 
onu başqa vəziyyətdə yerləşdirməKİə parale
loqramı həmin oturacaqlı və həmin hün
dürlüyə malİK (şək.1) düzbucaqlıya çevir- 
тэк olar. Deyirlər Kİ, paraleloqram və düz
bucaqlı - eynitərKİbli fiqurlardır. Yəni, tə
riflərinə əsasən onları cüt-cüt bərabər 
hissələrə bölməK mümKÜndür. Ona görə də 
paraleloqramın sahəsi alman düzbucaqlınm 
sahəsinə bərabərdir: S = ah. Düzdür, əgər 
çox hündür və maili paraleloqram götürsəK, 
onu həmin oturacaqlı və həmin hündürlÜKİü 
düzbucaqlıya çevirməK o qədər də asan deyil 
(şək. 2, a). LaKİn bu halda da həmin fiqurlar 
eynitərKİblidirlər (sadəcə onları daha çox 
sayda parçalara bölməyi bacarmaq lazımdır; 
şək. 2, b).

Aydındır Kİ, ixtiyari İKİ eynitərKİbli 
çoxbucaqlıların sahələri eynidir. Tərs teo
rem XIX əsrdə riyaziyyatçılar F. Bolyae və

P. Qervin tərəfindən isbat edilmişdir (“Çox
bucaqlılar” məqaləsinə bax).

Ş.IKİI 2.

ŞdKİl 4.

Bu üsulla üçbucağın sahəsini də tap
maq olar. ÇünKİ, üçbucaq da eyni oturacaq 
və İkİ dəfə daha kİçİk hündürlüyə malİK 
(şək. 3) paraleloqramla eynitərKİblidir. Onun 

sahəsi S = — ah-а bərabərdir. Hər bir düz- 
2

gün çoxbucaqlı, hər hansı paraleloqramla 
bərabərtərKİblidir (tərəflərin sayı cüt olan 
hal üçün bax şək. 4). Ona görə də düzgün 
çoxbucaqlının sahəsi bu düsturla hesabla
nır:

S - - ph
2

Burada, p - onun perimetri, h isə apofe- 
midir (mərKəzdən tərəfə qədər olan məsafə).

Elə bu yolla, düzbucaqlınm sahəsinin 
hesablanması üçün düsturu məlum hesab 
edərəK, biz bütün digər çoxbucaqlıların sa
həsini “KəsməK və yenidən yığmaq” üsulu 
ilə, yəni sahənin İKİ aKsiomundan, B (addi- 
tivlİK: hissələrin sahələri cəmi bütün sahəsi
nə bərabərdir) və C (invariantlıq - bərabər 
fiqurların sahələri bərabərdir) aKsiomların- 
dan istifadə etməKİə başqa çoxbucaqlıların 
sahələrini ala bilərİK.

Fəza cisimləri ilə isə məsələ bir az baş
qa cürdür. Əlbəttə burada da eynitərKİblili- 
yə görə həcmi hesablamaq olar. Belə Kİ, hər 
bir düz prizma düzbucaqlı paralelepipedlə 
eynitərKİblidir. LaKİn, məsələn, üçbucaqlı 
piramidanın həcmini hesablamaq üçün hələ 
qədim zamanlardan istifadə olunan qatlara 
bölünmə və limitə Keçmədən istifadə olunur 
(“Həcm düsturları” məqaləsinə bax). Mü- 
гэккэЬ olduğuna görə riyaziyyatçılar bu 
üsulu “şeytan pillələri” adlandırmışlar.

Bu misalda limitə Keçmə, bütün həcm 
və sahə nəzəriyyələrində olduğu Kİmi, А ак- 
siomunun Köməyilə (sahənin və ya həcmin 
mənfi olmaması) əsaslandırılır. Buradan 
alınır Kİ, əgər bir fiqur başqa bir fiqurun 
içində yerləşirsə, onda birinci fiqurun həc
mi (və ya sahəsi) İKİncininKİndən böyÜK de
yil. Belə çıxır Kİ, üçbucaqlı piramidanın 
həcmini hesablamaq çox “ asandır”, hətta li
mitlə bağlı A aKsiomuna belə müraciət 
etməK lazım deyil?

Bu sual Hilbertin ücüncü probleminin 
məzmununu təşKİl edir. Alman riyaziyyat
çısı David Hilbert 1900-cü ildə Parisdə Bey
nəlxalq Konqresdə “Riyaziyyatın problem
ləri” mövzusunda məruzə etmişdir. Çıxışın
da o, həmin dövrün riyaziyyat elminin qar
şısında duran ən vacib iyirmidən çox prob
lemi qeyd etmişdir, ötən yüzillİK ərzində 
onun qoyduğu problemlərin hamısı həllini 
tapmışdır. O zaman ən vacib sayılan üçüncü 

problem elə həmin ildə həll edilib.
Problemin alman riyaziyyatçısı M. Den 

tərəfindən irəli sürülən həll yolu uzun və 
тйгэккэЬ idi. Yarım əsr sonra isveçrəli 
X. Xadviqer daha asan və aydın həll yolu 
təKİif etdi. O, müasir riyazi məntiqin bir 
neçə incə üsulundan istifadə etmişdi. Bir 
neçə il sonra rus riyaziyyatçısı V.Q. Bol- 
tyansKİ bu məntiqi incəlİKİərdən qurtula 
bildi.

V.Q. BoltyansKİnin təKİif etdiyi üsulla 
tanış olaq. Fərz edəK Kİ, Af, və M2 çoxüz- 
lüləri eynitərKİblidirlər. Onda onlardan hər 
birini, çoxüzlünün eyni hissələrindən istifa
də etməKİə yığmaq olar. Bu çoxüzlülərin bü
tün İKİüzlü bucaqlarını, M1 və M2 daxil ol
maqla, ap ...» aK Kİmi işarələyəK. ap ..., a( 
ədədlərinə daha bir ədəd a h + 1 = л əlavə 
edəK. Sonlu (ap..., apaA + 1} çoxluğunda 
təyin olunmuş və aşağıdam İKİ şərti ödəyən 
ffunKsiyasmabaxaq: l)f(n)=O; 2)ap ..., a* 
ədədləri arasında

П«1 + ... + rhak + rA+1n = 0,

ŞdKİl 5.

şəKİində xətti asılılıq varsa onda funKsiya- 
nın uyğun qiymətləri arasında həmin şəkİİ- 
də, yəni

r1f(a1)+... + rj(aə = 0 
şəKİlində asılılıq var; burada rK-lar rasional 
ədədlərdir (bəziləri sıfıra bərabər ola bilər).

Bu şərtləri misallarla izah edəK. Tutaq 
Ki, Kub şək. 5-də göstərildiyi Kİmi hissələrə 
bölünmüşdür. Onda onun bucaqlarından 
biri, məsələn, сц- Kubun İKİüzlü bucağıdır, 
dj = я/2. 2a, - л = 0 olduğu üçün, 1 və 2-ci 
şərtlərə uyğun olan, hər hansı f funKsiyası 

PREZİDENf

Azərbaycan Husp zidentinin
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üçün 2/Xaj) - /(л) = 0 münasibəti ödənir. 
LaKİn f(n) = 0 olduğu üçün, f(aə = 0. a2, 
a3 ilə 1 və 2 bölünmüş ortaq tili Kubun 
üzünün daxilində yerləşən İKİüzlü bucaqları 
işarə edəK. Onda
a2 + a3 - л = 0 və deməli /(a2) + f(a3) = 0

/(Afə = /,/([},) + ...+ ) Kəmiyyəti
nə Mj çoxüzlüsünün Den invariantı deyilir, 
burada Mx çoxüzlüsünün tillərinin
uzunluqları, Pr..,Pn isə bu tillərdəKİ İKİüzlü 
bucaqlardır (bunlar cxp.^cc^-larin bir hissə
sidir).

Oxşar qayda ilə M2 çoxüzlüsü üçün və 
Mx, M2 bölgülərini təşKİl edən bütün hissə
lər üçün də Den invariantları təyin olunur. 
Den invariantlarının mühüm xassəsi var: 
Л/, = P{ o...vj / ' Л/, çoxüzlüsünün hissələrə 
bölünməsi isə

/(m,) = /(p,)+...+/(p_)
Bu bərabərliyin doğruluğunun səbəbini 

anlamaq çətin deyil. /(Pj),f(P2f(Pm)-\ə- 
rin ifadələrində eyni bir parçaya, Prnin his
sələrinin ortaq tilinə uyğun olan bütün 
hədləri qruplaşdıraq. Əgər parça çoxüzlü- 
nün daxilində yerləşərsə, uyğun toplananlar 
sıfıra bərabər olacaq. Əgər parça çoxüz- 
lünün Zj tili və ya onun hissəsi isə, həmin 
hədlərə daxil olan hədlə a, bucaqlarının 
cəmi, həmin tildəKİ p, bucağına bərabər ola
caq və deməli bütün belə toplananların qru
pu /(Mə olacaq. Oxşar bərabərlİK M2 üçün 
də doğrudur

/(Ма) = Г(Р,)+...+ /(Р_) 
olacaq, çünKİ, M2-də M\ Kimi Pp.., Pm hissə
lərdən ibarətdir. BeləlİKİə, /(M,) - f(M.^ 
yəni

■S İKİ çoxüzlü eynitərKİbli isə, onların 
bütün Den invariantları bərabərdir.

Başqa sözlə desəK, çoxüzlünü KƏsdİKdə 
və ya hissələrinin yerini dəyişdİKdə (“inva
riant” sözü “dəyişilməz” mənasını verir) 
Den invariantları dəyişmir.

İndi düzgün tetraedrini və həmin 
həcmdə olan M2 Kubunu götürəK. O zaman 
/(M2) = 0 ÇünKİ Kubun bütün İKİüzlü bu
caqları л / 2-yə bərabərdirlər. Düzgün tetra- 

edrin İKİüzlü <p bucağı isə costp = 1/3 şərtini 
ödəyir (şək.6). Bu bucağın л ilə ölçülə bilən 
olmadığını isbat etməK olar, başqa sözlə, sı
fıra bərabər olmayan rasional əmsallı 
G<P + г2л = 0 şəKİlində asılılıq yoxdur. Demə
li, <p üzərinə heç bir məhdudiyyət qoyulmur 
və biz, məsələn /(cp)= 1 yaza bilərİK. f funK- 
siyası belə seçdİKdə düzgün tetraedrin Den

invariantı 6Z/(ıp) = 6Z * 0. Burada Z-tetraed- 
rin tilinin uzunluğudur. Deməli, f (Mx) 0 
və f(M2) = 0. Ona görə də

S düzgün tetraedr və həmin həcmli Kub 
eynitərKİbli deyillər.

Deməli, düzbucaqlı paralelepipedin həc
minin düsturunu bilsəK də, düzgün tetraed- 
ri hissələrə bölərəK onun həcmini tapmaq 
olmaz. Bu da Hilbertin üçüncü probleminin 
mənfi həllinə səbəb olur.

LaKİn düzgün qoyulmuş məsələ ona 
görə fərqlənir Kİ, bu istiqamətdə aparılan 
tədqiqatlar onlar həll olunduqdan sonra belə 
bitmir. Bəzən məhz həllini tapdıqdan sonra 
yenidən bu məsələyə maraq artır. 1965-ci 
ildə Xadviqerin şagirdi J.P. Sidler isbat etdi 
Kİ, yuxarıda göstərilən İKİ şərti ödəyən f 
funKsiyası üçün Den invariantlarının bəra
bərliyi İkİ çoxüzlünün eynitərKİbli olması 
üçün təKcə zəruri deyil, həm də Kafidir.

SƏTHİN SAHƏSİ

“Parçanın uzunluğu” anlayışının təri
fini verməK elə də çətin deyil: biz verilən 
parçanı etalon ölçü vahidi ilə müqayisə edi

rİK. Əvvəlcə parçanın üzərinə ölçü vahidini, 
sonra isə onun hissəsini, məsələn, 1/10, son
ra hissənin hissəsini və s. qoyuruq. FİKrən 
yaradılan bu cür sxem müstəvi fiqurun sa
həsini müəyyənləşdirməyə imKan verir, an
caq ölçü vahidi olaraq vahid Kvadrat götü
rülür.

Təəssüf Kİ, bu yanaşma əyri xətlər və 
səthlər üçün tətbiq edilə bilməz. Əlbəttə Kİ, 
əyrinin uzunluğu boyunca, üstündə uzunluq 
vahidi və onun hissələri nişanlanmış, hər 
hansı bir elastİK, amma mütləq dartılmayan 
“ideal ruletKanın” yerləşdiyini təsəvvür et- 
тэк olar. Amma “dartılmayan” nə deməK- 
dir? Belə izah edəK Kİ, ruletKanı əydİKdə 
onun istənilən hissəsinin uzunluğu dəyişil
məz qalır. Burada biz əyrinin uzunluğu (ru- 
letKanın hissəsinin) anlayışına əsaslanırıq. 
Yəni bu şəKİldə mühaKİmə yürüdərKən, biz 
əyrinin uzunluğu tərifini verə bilmərİK.

“ŞVARSIN ÇƏKMƏSİ”

1890-cı ildə alman riyaziyyatçısı German Şvars, 
sonradan “Şvarsın cəKməsi” adlandırılmış KonstruKSi- 
ya icad etdi. Siz onu şək. 1- də görürsünüz. Silindrin 
hündürlüyü oturacağa paralel n bərabər hissələrə bö
lünür. Alınan Kəsiklərin daxilinə düzgün к-bucaqlı çəkİ- 
lir. Yanaşı olan л-bucaqlılar bir-birilərinə 180°Д nis
bətində yerləşmişlər. Sonra к-bucaqlıların təpələri elə 
birləşdirilir Ki, 2пк sayda üçbucaqlardan ibarət səth 
əmələ gəlir; onun hə bir “qatı” - antiprizmadan ibarət
dir. n, к -> oo olduqda bu üçbucaqların ölçüləri istəni
lən qədər kİçİk olur, к-nın qiyməti artdıqca к bucaqlı 
çəKİlən çevrəyə, səth isə bütünlüKİə silindrə daha çox 
yaxınlaşır. Ola bilər Kİ, n, k -» oo olduqda onun sahəsi, 
yəni bütün üçbucaqlı üzlərin sahələri cəmi, silindrin 
yan səthinə yaxınlaşsın. LaKİn bu heç de belə deyil!

Şvarsın “çəKməsinə” yuxarıdan (şək.2) baxaq. 
Onun hər üzünün silindrin oturacağına proyexsiyasi к 
üzlünün tərəfi və onun gəldiyi çevrə qövsünün əmələ 
gətirdiyi üçbucağıdır. Bu üçbucağın sahəsi yalnız 
к-dan asılıdır; onu s„ ilə işarə edəK. Proyexsiyada 
sahə yalnız azala bildiyindən “çəKmənin” tam səthinin

Səthin sahəsini ölçdÜKdə “ruletKanı” 
şübhəsiz Kİ, “millimetrlİK Kağızla” əvəzlə- 
məKİə, həmin səthdə olan Kvadrat santimet
rlərin, millimetrlərin və s. sayını hesab
lamaq olar. Məsələn, silindrin üstündən, eni 
silindrin oturacağının çevrəsinin uzunluğu
na 2лЕ (E-radiusu bildirir), hündürlüyü isə 
silindrin hündürlüyünə (şək. 1, a) bərabər 
olan düzbucaqlı millimetrli Kağız sarımaq 
olar. Deyirlər Kİ, belə düzbucaqlı silindrin 
yan səthinin açılışını göstərir. Ona görə də 

Ss = 2nRH
Bu üsulla Konusun yan səthini, radiu

su Konusun l doğuranına bərabər olan çevrə 
seKtoruna çevirməK olar (şək.1, &). Bu зек- 
torun qövsünün uzunluğu 2лЕ-э bərabərdir. 
Burada E-Konusun oturacağının radiusu
dur. Buna görə də, Konusun yan səthinin sa
həsinin dairənin sahəsinə nisbəti 2nE-in 2l-ə 
nisbəti Kimi olur Kİ, buradan

В(п,к) ilə işarə etsəK, о 2пк -s* -dan az olmaz. Hər bir к 
üçün, л=л(к)-ш elə seçəx Ki, n(k)sk>1 olsun. Belə se
çilmiş л üçün В(п,к)>2к, yəni, k <x> olduqda bu sahə 
qeyri-məhdud artar. Səth, həqiqi çəxmə Kimi, qatların 
büKülməsi ilə əmələ gəlir. Bundan əlavə, elə п(к) ardıcıl
lığı seçməK olar Kİ, uyğun çoxüzlü səthlərin sahələri silin
drin yan səthinin sahəsindən kİçİk olmayan, istənilən 
ədədə yığılar.

Bu misal göstərir Ki, səthin sahəsinə çoxüzlülərlə ya
xınlaşma ilə tərif verərxən, mümxün ola bilən vəziyyət
lərdən qaçmaq lazımdır.

Siz özünüz də “Şvars çəKməsi”nin modelini hazırla
ya bilərsiniz. Bunun üçün Karton Kağızdan düzəldilmiş 
düzbucaqlının bir tərəfdən romblara (şəK.3-də qırmızı 
xətlərlə), digər tərəfdən isə üfiqi zolaqlara ayırın (göy 
xətlərlə). Sonra Kağızı bıçağın Küt tərəfi ilə cızın və rom- 
bları yüngül basmaqla boru düzəldin və düzbucaqlının 
əks tərəflərini yapışdırın.
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Sk = tcRI
Açılışın dəqiq tərifi də “dartılmamaq” 

xassəsinə əsaslanır. Sahəsi bu üsulla hesab
lana bilən səthlərin sayı məhduddur. Əgər 
siz nə vaxtsa portağalı və ya almanı Kağıza 
bÜKmüsünüzsə, onda bu zaman qırışların 
mütləq əmələ gəldiyini bilirsiniz. Yəni elas- 
tİK, laKİn dartılmayan müstəvi sahəsini Kü
rəyə və ya hər hansı əyri səthlərə Kİp yapış
dırmaq sadəcə тйткйп deyil.

Belə çətinlİKİərin aradan qaldırılması 
yollarından biri əyrilərin sınıq xətlərlə, səth
lərin isə çoxüzlülərlə yaxınlaşdırılmasıdır. 
Belə Kİ, əyrinin uzunluğunu onun daxilinə 
çəKİlmiş sınıq xətlərin uzunluqlarının limiti 
olaraq müəyyən edirlər. Bu zaman sınıq xət
lərin parçalarının sayı durmadan artır, par
çanın maKsimal uzunluğu isə, əlbəttə Kİ, bu 
limit varsa, sıfıra yaxınlaşır (şək.2). Səthlər 
üçün də buna analoji olan tərif verməK olar.

LaKİn o daha тйгэккэЬ olacaqdır: verilən 
səthin sahəsini, onun daxilinə çəKİlmiş 
çoxüzlünün sahələrinin limiti olaraq ifadə 
etmən üçün, yalnız onların üzlərinin ölçülə
rinin durmadan azalmasını, üzlərinin sayı
nın isə artmasını tələb etməK Kifayət etməz.

Biz alman alimi German MinKOVsKİ tə
rəfindən verilmiş, çox orijinal ideyaya əsas
lanan tərifi nəzərdən KeçirəK. O çox sadə,

RƏNGSAZ PARADOKSU

Sonsuzluğa qədər uzanan düzbucaqlılardan iba
rət olan pilləvari lövhəyə baxaq (şək. 1): belə Ki, bu 
düzbucaqlılardan birincisi - tərəfləri 1sm olan Kvad
ratdır. İKİncisinin ölçüsü 0,5 x 2 sm-ə bərabərdir. Hər 
sonraKi əwəİKindən İkİ dəfə ensiz və İKİ dəfə uzun
dur. Hər bir düzbucaqlının sahəsi 1sm2 bərabərdir. 
Lövhənin ümumi sahəsi isə sonsuzluğa bərabərdir. 
Əlbəttə Ki, onu tam rəngləməK üçün, sonsuz miqdar
da (həcm və ya Kütlə) rəng lazımdır. Lövhənin düz, 
sonsuz Kənarı boyunca fırlanarKən alınacaq “qabı” 
təsəvvür edin. Bu qab silindrlərdən ibarətdir, к-cı si
lindrinin hündürlüyü 2K~'sm, radiusu isə 21"* sm oldu
ğunda, həcmi тг-2'~к sm3-э bərabərdir. BeləlİKİə, 
silindrlərin həcmləri azalan həndəsi silsilə əmələ gə
tirir. Onun cəmi 2nsm3-ə bərabərdir. Bu qabı rənglə 
dolduraq və lövhəni onun içinə salıb çıxaraq; əlbəttə 
Ki onun hər İkİ tərəfi rənglənmiş olacaqdır.

Belə çıxır Ki, lövhəni rəngləməK olarmış?

D'
11 2

ŞdKil 2.ŞəkİI 1.

I

eyni zamanda da universaldır. Bu üsulla 
səthin sahəsini, əyrinin uzunluğunu və çox- 
ölçülü fəzalarda digər analoji anlayışları 
verməK olur. Həmin usülu bu cür izah et- 
тэк olar.

Təsəvvür edin kİ siz, hər hansı bir sət
hin hər İkİ üzünü, bərabər qalınlıqda h rəng 
qatı ilə rəngləməK qərarına gəlmisiniz. Bu 
zaman sizə hansı Vh həcmdə rəng lazım ola
caq? Təxminən 2Sh həcmində. Burada S - 
səthin sahəsidir (Sh-ı 2- yə vururuq. ÇünKİ 
səthin hər İKİ üzünü rəngləyirİK). Belə Kİ, 
rəng qatı nə qədər nazİK olsa Vh = 2Sh bəra
bərliyi o qədər dəqiq olar.

“h qalınlıqlı rəng qatı”nın riyazi mode
li olaraq Ä-ətraflı anlayışından istifadə olu
nur. Fəzanın F-fiqurunun Л-dan böyÜK

FIRLANMA CİSİMLƏRİNİN HƏCMİ VƏ 
SƏTHİ

Ölçüləri ax ö olan düzbucaqlının b tərəfinə para
lel olan vəbu düzbucaqlının mərKƏZindən R məsafə
dən Keçən / düz xətti ətrafında fırlanmasından bır 
cisim alınır Kİ (bu cismə “şayba” deyəK, şək. 1), bu 
cismi hündürlüKİəri b olan İkİ silindrin fərqi Kimi tə
səvvür etməK olar. Bu cismin həcmi 
п (я + а/2)г b-n(R-a/2)2 b = 2nR-ab-dir. Düz- 
bucaqlını öz müstəvisində тэгкег ətrafında 90° 
döndərsəK, a ilə b yerini dəyişər, həcm isə əwəİKi 
Kimi qalar; onu

V = 2nRS ()
şəKİində yazmaq olar; burada S - düzbucaqlının sa
həsidir. SanKİ qəribə heç nə olmayıb. Demə, düzbu- 
caqlını тэгкэг ətrafında istənilən bucaq qədər 
döndərdiKdə (*) düsturu doğru qalır. Bundan əlavə, 
düzbucaqlını / oxundan bir tərəfdə qalan vəsahəsı S 
olan istənilən fiqurla əvəz etməK olar. Həm də bu za
man R-ə fiqurun Kütlə mərKəzindən (müstəvi fiqur 
Kimi) / düz xəttinə qədər məsafə Kimi başa düşməK 
lazımdır. ... . ..

Bunu necə isbat etməli? İki duzbucaqlıdan iba
rət olan (şək.2) Ffiquru fırlanarKən, İkİ şaybadan iba
rət olan fiqur alınır. BiliriK Ki, şaybaların həcmini

Ц = 2nR,S,, l/2 = 2nR2S2 
düsturları ilə hesablamaq olar.

Deməli, Ffiqurunun fırlanmasından alınan həcm

ŞdKil 3.

(**)
V = V, +V2 = 271(^8, + R2S2} = 
= 27rff^+^(S,+Sə 

əl + ö2
R S + R S 

Asanlıqla göstərməK olar Ki, —Kəmiyyəti, 
5, + o2 

düzbucaqlıların mərKƏzləri arasındaKi O,O2 parçasını, 
S2: S, (şək.3) nisbətində bölən O nöqtəindən/düz xəttinə 
qədər olan R məsafəsinə bərabərdir. S2 -OO2 = S, 00, 
bərabərliyi O, və O2 nöqtələrində yerləşən S, və S2 Kütlə
ləri üçün mərKƏzin vəziyyətini edən “ling qanunu dur. Baş
qa sözlə desəK, O nöqtəsi F fiqurunun Kütlə mələzidir, 
(“) bərabərliyini V=2nR S şəKİində yazmaq olar. Burada 
R F-in Kütlə mərKəzindən /-ə qədər məsafədir, S = S, + S2 
isə onun sahəsidir.

QQ = olduqda x və Ş3Kİ-1 3-
OO2 S,

у üçün bu tənliyi tərtib
etməK olar:

olmayan məsafədə yerləşən X nöqtələri çox
luğu Л-ətraflı Fh fiquru adlandırılır. Başqa 
sözlə desəK, X-in hər bir nöqtəsi üçün fiqu
run elə P nöqtəsi vardır ki, burada XP - h. 
Deməli, nöqtənin Л-ətrafı - mərKƏZi bu nöq
tə olan Kürənin h radiusudur, hər hansı F fı 
qurunun Ä-ətrafı isə müxtə ıf nöqtələrdə 
Kürənin h radiusunun mərKəzlərlə birləşmə
sidir. Müstəvidə yerləşən ət™fl da
analoji yolla müəyyənləşdirilir (şək. 3).

Səthlərin S(P) sahəsini hesablamaq 
(MinKOVSKİyə görə) üçün onun Л-ətrafının 
həcmini tapıb, 2Л-а, Л-ətrafmın qalınlığına
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bölüb, h -> 0 olduqda nisbətin limitini tapır
lar:

2h
Misal olaraq radiusu R olan Kürəyə ba

xaq. Onun Ä-ətrafı radiusları R + h və R-h 
olan Kürələrin fərqini göstərən “qalın sfe
radır (şək.4). “Qalın sferanın” həcmi

у ((Я + Л)3 - (Л - *)S) ’ у ((Я + +

+ (R+ h)(R-h) + (R- ■2h

Bu qayda isbat olunur ki, (*) düsturu istənilən fi
qurun İkİ hissəsi üçün doğru isə, fiqurun özü üçün də 
doğrudur. Əlbəttə bir düzbucaqlıdan və onun əmələ 
gətirdiyi şaybadan başlayıb, sonra ardıcıl olaraq, 
ona tərəfləri paralel olan düzbucaqlılar əlavə edərən, 
inanmaq olar kİ, düstur bu düzbucaqlılardan təşKİl 
olunmuş pilləvari fiqur üçün doğrudur. İxtiyari fiquru 
pilləvari fiqurlarla istənilən dəqiqliklə yaxınlaşdırmaq 
mümKün olduğundan (şək.4 ), təklifin doğruluğu alı
nır. Beləliklə:

Müstəvi üzərində fırlanma oxundan tamami
lə bir tərəfidə yerləşən fiqurun fılanmasın- 
dan alınan cismin həcmi, fiqurun sahəsi ilə, 
onun Kütlə mərxəzinin cızdığı çevrənin 
uzunluğu hasilinə bərabərdir.

Bu teoremə adətən Quldin - Pappin ikinci teore
mi deyirlər. Birinci teorem fırlanma cisminin səthinin 
sahəsi haqqındadır:

S Fırlanma oxundan tamamilə bir tərəfdə yer
ləşən müstəvi əyrinin fırlanmasından alınan 
səthin sahəsi, bu əyrinin uzunluğu ilə onun 
Kütlə mərKƏzini cızdığı çevrənin uzunluğu 
hasilinə bərabərdir:

S = 2n/L (“•)

Sağda alınan ifadəni 2Ä-a bölüb, h-ı sı
fıra yaxınlaşdırsaq, 4л/?2 Kəmiyyətini alarıq 
Kİ, bu da elə radiusu R olan sferadır.

İndi isə MinKovsKİnin tərifini silindrin 
yan səthinə tətbiq edəK (şək. 5). Onun 
/ı-ətrafı 2h qalınlığında, qıraqları “dəyirmi
ləşdirilmiş” (torun parçaları ilə) borucuq- 
dur. Onun həcmi İKİ silindrin həcminin 
fərqinə bərabərdir:

V = nH((R+ h)2 -(R- *)’) = 2nRH-2h 

Buradan isə bizə məlum olan bir düstur 
alırıq

V—---- > 2~7?27, h —> 0
2h

Burada r - G əyrisinin Kütlə mərKəzindən oxa qədər 
olan məsafədir. L - əyrinin uzunluğudur (şək.5). Səthin 
sahəsinin və əyrinin uzunluğunu MinKovsKİ mənada təri
findən istifadə edərəK, (“*) düsturunu (*) bərabərliyindən 
almaq olar.

Quildin-Papp teoremlərindən istifadə etməK üçün, fi
qurların və xətlərin Kütlə mərKəzlərini tapmaq qaydalarını 
bilməK lazımdır. Çoxbucaqlı - lövhəni üçbucaqlara ayırıb, 
hər birini uyğun “maddi nöqtə” ilə əvəz edirlər, yəni qiyməti 
üçbucağın sahəsinə bərabər olan və onun Kütlə mərkəzin
də yerləşən (medianaların Kəsişmə nöqtəsində) Kütlə ilə 
əvəz edirlər. Belə nöqtəvi Kütlələrin mərxəzi çoxbucaqlının 
Kütlə mərkəzi olacaq. Oxşar qayda ilə, sınıq xəttin əvəzi
nə, onun təşKİledicilərinin uzunluqlarına bərabər olan və 
təşKiledicilərin ortasında yerləşən nöqtəvi Kütlələr götü
rülür. Əyri xətlər və onlarla hüdudlanmış müstəvi fiqurları 
çoxbucaqlılarla yaxınlaşdırmaq olar.

PraKtiKi məqsədlərdə Kütlələr mərkəzlərinin koordinat
ları əyrilərin tənlikləri əsasında inteqralların köməyi ilə he
sablanır. Lakin, fiqurun simmetriya mərkəzi varsa, onun 
kütlə mərkəzi elə simmetriya mərkəzi olur. Misal olaraq, 
toru götürək. Tor çevrənin onu kəsməyən düz xətt ətrafın
da fırlanmasından alınan səthdir (şək.6). Əgər çevrənin 
radiusu r, onun mərkəzdən düz xəttə qədər məsafə R olar
sa, torla hüdudlanan cismin həcmi 2nR-nr2 = 2n2Rr2, 
səthinin sahəsi 4rr2F?r olar.

Dəyirmilənmiş hissələri isə sadəcə 
nəzərə almayaraq, hündürlüyü h olan boru- 
cuğa daxil etməK olar. Onların həcmi 2Л-а 
bölündÜKdən sonra sıfıra yaxınlaşacaqdır.

ŞəkİI 4. ŞəkİI 5.

Konusun səthinin sahəsi üçün düstur 
da analoji qaydada çıxarılır.

SferİK qurşağın S sahəsi, yəni sferanın 
İKİ paralel müstəvi arasında qalan hissəsi
nin sahəsi üçün daha bir faydalı düstur gös- 
tərəK (şək.6). Əgər sferanın radiusu R, 
müstəvilər arasındaKi məsafə isə H olarsa, 
onda

Sq = 2nRH
Bu düsturun qeyri-adi xüsusiyyətinə 

diqqət yetirin. Baxılan Keçirilən sahə yalnız 
qurşağın H hündürlüyündən asılıdır, onun 
KÜrədəKİ yerindən isə - eKvatorda və ya 
qütbdə olmasından asılı deyil. Bu xüsusiy
yətdən Kartoqraflar müadil silindrİK proy- 
eKsiyada istifadə edirlər (şək.7, a): sfera 
şək.7, ö-də göstərildiyi Kimi onun xaricinə 
çəKİlmiş silindr üzərinə proyeKSİyalanır. 
Sonradan şilindir düzbucaqlıya çevrilir. Bu 
zaman sfera üzərindəxi istənilən fiqurun 
sahəsi, onun proyeKSİyadaKi sahəsinə bəra
bər olur.

Xəttin ətrafı - dedİKdə içərisindən hə
min xətt кесэп h radiuslu borudur (şək.3,ü). 
Onun həcmi təqribən en Kəsiyin sahəsinin, 
yəni nh2- nin xəttin l uzunluğu hasilinə bə
rabərdir. BeləliKİə, MinKovsKİyə görə l əyri- 

F(La)
sinin uzunluğu — nisbətinin h sıfra ya- 

nh
xınlaşdıqda limitinə bərabərdir. Bu tərif fə
zada verilən istənilən əyri üçün, məsələn, 
vintvari xətt üçün də doğrudur. Əyri müstə
vi üzərində yerləşdİKdə isə uzunluğunu 
onun müstəvi Ä-ətrafınm sahəsi ilə ifadə et- 

S(L„) 
тэк olar: h -> 0 olduqda bu nisbət-------- a

2h 
bərabərdir (şək.3, ç). Başqa sözlə desəK “yo
lun uzunluğu" onun sahəsinin eninə bö
lünməsinə bərabərdir!

I >
C

ŞəkİI 5.

I

ŞdKİl 6.

22
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HƏNDƏSƏ ÜSTƏGƏL CƏBR
KOORDİNAT SİSTEMLƏRİ

Məlum məsəldə deyilir: “yüz dəfə 
eşitməKdənsə bir dəfə görməK 
yaxşıdır”. Doğrudan da ustalıq

la tərtib olunmuş sxemlər, çertyojlar və şə- 
Kİllər uzun-uzadı təhlillərdən daha anla
şılandır. Hələ qədim zamanlarda teoremləri 
uzun-uzadı isbat etməK əvəzinə sadəcə 
“Bax!” deməKİə həndəsi çertyojlarla göstər
mişlər. LaKİn bu da yəqin Kİ, ifrata varmaq
dır. Bütün imKanlardan maKsimum dərə
cədə istifadə etməK daha yaxşı olmazdımı?

Rəqəmləri nöqtələrlə göstərməK, nöq
tələrə ədəd məzmunu verməK, bu sahədə 
elmi xeyli irəli apardı. LaKİn, rəqəmləri və 
nöqtələri necə “əlaqələndirdilər”? Ən effeK- 
tiv üsullardan biri Koordinat sistemi oldu. 
Onlardan ən sadəsi - düz xətdən asanlıqla 
əmələ gələn ədəd oxudur.

Düz xətt üzərində istənilən nöqtəni gö
türüb, Koordinat başlanğıcı adlandıraq (onu 
O hərfi ilə işarə etməK qəbul olunub). Sonra, 
ölçü vahidini seçəK, yəni hansı parçanı 1-ə 
bərabər hesab edəcəyimiz haqda şərtləşəK. 
Bu parçadan uzunluq vahidi olaraq istifadə 
edərəK, biz düz xəttin üzərindəKİ istənilən 
İKİ nöqtə arasındaKi məsafələri ölçüb, onları 
ədədlə ifadə edə bilərİK. Nəhayət ədəd oxu
nun hər bir nöqtəsinə uyğun, həmin nöqtə
dən Koordinatın başlanğıcına Kİmi olan mə
safəyə bərabər bir ədəd qarşı qoyaq. Belə 
sadə üsulla biz həqiqi ədədlərlə düz xəttin 
nöqtələrini əlaqələndirirİK.

Doğrudan da, bu zaman ədəd oxunun 
hər bir nöqtəsinə tamamilə müəyyən olan bir 
ədəd uyğun olur. Düzdür, ədəd oxunun üzə- 
rindəKİ hər bir nöqtə üçün ona simmetrİK 
olan, Koordinat başlanğıcından, birinci Kİ
mi, eyni məsafədə yerləşən nöqtə də var. 
Ona görə də ədəd oxunun üzərində mümKÜn 
olan İKİ istiqamətdən birini seçəK və onu 
müsbət istiqamət qəbul edəK. Oxun başlan
ğıc nöqtəsindən müsbət tərəfdə yerləşən 
bütün nöqtələrə başlanğıcdan olan məsafə
ni, 0 nöqtəsindən digər tərəfdə olan nöqtələ
rə isə həmin məsafəni mənfi işarə ilə düzəK. 
Onda nöqtələr və həqiqi ədədlər arasında 
uyğunluq qarşılıqlı birqiymətli olacaqdır. 
Götürülmüş nöqtəyə uyğun olan ədəd, bu 
nöqtənin Koordinatı adlanır.

PraKtİKada ədəd oxu Kağızda horizon
tal düz xətt şəKİində göstərilir. Adətən sağ 
tərəfə doğru istiqamət müsbət qəbul olunur. 
Ona görə də çox zaman “mənfi Koordinata 
nöqtə” əvəzinə “Koordinat başlanğıcından 
sol tərəfdə yerləşən nöqtə” və ya sadəcə “sı
fırdan solda olan nöqtə” Kimi ifadələr işlə
nir. Ona görə Kİ, O nöqtəsinin Koordinatı, 
əlbəttə Kİ, sıfırdır.

POLYAR KOORDİNAT SİSTEMİ

Düz xətt bir ölçülüdür, müstəvi isə İKİ 
ölçülüdür. Ona görə də, əgər düz xətt üzə- 
rindəKİ nöqtəni bir ədədlə göstərməK olarsa, 
müstəvi üzərindəKİ nöqtəni İKİ ədədlə ver- 
тэк lazımdır. Müstəvi üzərində istənilən O 
nöqtəsi götürüb, onu Koordinat başlanğıcı 
adlandıraq. Bəs, hər hansı M nöqtəsinin ha
rada yerləşdiyini necə tapaq? Birincisi, 
onunla Koordinat başlanğıcı arasındaKi R 
məsafəyə görə. LaKİn bu R-ə tam bir çevrə 
uyğun gəlir. Onun üzərindəKİ yeganə nöqtə
ni “ayırmaq” lazımdır.

O nöqtəsindən şüa KeçirəK və onu pol- 
yar ox adlandıraq (Koordinat başlanğıcını 
isə qütb (polyus) adlandıraq). Daha sonra bu 
oxla OM parçası arasında yerləşən bucağı 
öIçək. Polyar oxa nəzərən simmetrİK olan 
İKİ nöqtəyə bucağın bir qiyməti uyğun gəldi
yindən, bucağın işarəsi anlayışını daxil 
edəK. Əgər bucaq polyar oxdan OM parçası
na doğru saat əqrəbinin əksİ istiqamətdə 
getməKİə hesablanırsa, müsbətdir, saat əq
rəbi istiqamətində getməKİə hesablanırsa, 
mənfidir (şək.1). Bu cür Koordinat sistemi 
polyar Koordinat sistemi adlanır. Bu sistem
dən riyaziyyatda geniş istifadə olunur.

LaKİn nöqtənin Koordinatlarını bucaq 
vasitəsilə müəyyənləşdirməK vacib deyil. 
Müstəvinin üzərində, birincidən müəyyən 
məsafədə yerləşən daha bir qütb seçməK 
olar. Bu zaman nöqtənin Koordinatı olaraq, 

bu qütblərə qədər 
olan məsafə götü
rülür. Belə Koordi
nat sistemi İKİ- 
qütblü Koordinat 
sistemi (bipolyar) 
adlanır.

DÜZBUCAQLI DEKART KOORDİNAT 
SİSTEMİ

Düzbucaqlı Koordinat sistemi ən uğur
lu sayılır. Onu, həm də analitİK həndəsənin 
formalaşmasında və inKİşafında müstəsna 
xidmətləri olan fransız riyaziyyatçısı Rene 
DeKartın şərəfinə, düzbucaqlı DeKart Koor
dinat sistemi adlandırırlar. Riyaziyyatın bu 
bölməsində həndəsi obyeKtlər cəbr üsulları 
ilə öyrənilir. Qeyd etməK lazımdır Kİ, De- 
Kartın öz əsərlərində müasir mənada işlənən 
deKart Koordinatları yoxdur.

Müstəvi üzərində perpendiKulyar İKİ 
Koordinat oxu çəkək. Onların Kəsişmə nöq
təsini O ilə işarə edəK. Onlardan birini absis 
oxu və ya Ox oxu, İKİncisini isə ordinat oxu 
və ya Oy oxu adlandıraq. Adətən Kağızda 
absis oxu horizontal, ordinar oxu isə şaquli 
şəKİldə yerləşdirilir. Oxların soldan- sağa və 
aşağıdan-yuxarı istiqamətləri müsbət sayı
lır (şək. 2).

Müstəvi üzərində istənilən M nöqtəsi
ni götürəK və onu hər İKİ ox üzrə proyeKsi- 
yalayaq. ProyeKsiyanın oxlar üzərindəKİ 
Koordinatları (onların absisi x və ordinatı y) 
M nöqtəsinə uyğun olan ədədlər cütüdür. 
Bu uyğunluq qarşılıqlı birqiymətlidir və ix
tiyari M nöqtəsi üçün müstəvi üzərində M 
(x,y) Kimi işarə olunur. BeləlİKİə, Koordi
natlar mötərizədə göstərilir və onların yer
lərini dəyişməK olmaz.

Absis oxu üzərində olan bütün nöqtələ
rin ordinatları sıfıra, ordinat oxu üzərində
Kİ bütün nöqtələrin isə absisləri sıfıra bə
rabərdir. Koordinatlardan hər biri və ya hər 

İKİsi mənfi ola bilər. Müstəvinin ordinat 
oxundan sağda yerləşən bütün nöqtələrinin 
absisi müsbət, solda yerləşənlərinKİ isə 
mənfidir. Absis oxundan yuxarıda yerləşən 
bütün nöqtələrin ordinatları müsbət, aşağı
da olanların ordinatları isə mənfidir. Belə- 
İİkİə Koordinat oxlarının müstəvini böldüyü 
dörd hissənin hər birində nöqtənin Koordi
natlarının işarəsi məlum olur. Bu hissələr 
Kvadrantlar və ya rüblər adlanır və şəK.3-də 
göstərilən qaydada nömrələnib.

FƏZADA KOORDİNATLAR

Üç fəza Koordinat sistemindən daha 
çox istifadə olunur. Onlardan biri - düzbu
caqlı və ya DeKart Koordinat sistemidir. Bu
rada cüt-cüt perpendiKulyar olan üç ox 
vardır: absis-x, ordinar-ı/ və applİKat-z. 
İxtiyari M nöqtəsinin vəziyyəti onun hər üç 
ox üzrə - x,y və z oxları üzrə proyeKsiyaları- 
nın Koordinatları ilə müəyyən edilir (şək 4).

İKİnci, silindrİK Koordinat sistemidir. 
Bu sistem düzbucaqlı və polyar sistemləri 
ilə aralıq mövqedədir, a müstəvisi üzərində 
polyar Koordinat sistemi quraq və O polyu- 
sundan a müstəvisinə perpendiKulyar olan 
Oz ədəd oxunu KeçirəK. İxtiyari M fəza nöq
təsini müstəvi üzərində proyeKsiyalayıb, po
lyar Koordinat sistemində bu proyeKsiyanın 
İKİ Koordinatını tapırıq (cp bucağını və po- 
lyusa qədər olan R məsafəsini). Üçüncü ко- 
ordinatı (z) isə M nöqtəsini Oz oxu üzərinə 
proyeKsiyalamaqla ala bilirİK (şək. 5).

SferİK Koordinat sistemi bir çox məsə
lələrin həllində çox effeKtiv olsa da, onu
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qavramaq bir qədər mürəKKəbdir. O silin- 
drİK Koordinat sistemi ilə oxşardır. Burada 
da polyar oxu olan a müstəvisi və a müstə
visinə perpendİKulyar olan əlavə bir ox, Oz 
oxu vardır. LaKİn M fəza nöqtəsinin vəziy
yətini bu Koordinatlar müəyyənləşdirir: si- 
lindrİK sistemdə olduğu Kimi M nöqtəsin
dən O qütbünə qədər olan (məhz M nöqtə
sindən, onun proyeKSİyası olan nöqtədən 
yox!) R məsafəli, cp bucağı və daha bir - OM 
parçası ilə Oz oxunun müsbət istiqamətinin 
yaratdığı 0 bucağı (şək.6). SferİK Koordinat 
sistemi coğrafi Koordinat sisteminə daha ya
xındır (istənilən qlobusun Koordinat şəbəKƏ- 
sinə baxın). LaKİn sferİK Koordinat sistemi 
coğrafi Koordinat sistemindən onunla fər
qlənir Kİ, qlobusda 0 bucağı şaquli oxdan de
yil, eKvatorun yerləşdiyi üfiqi müstəvidən 
başlanaraq hesablanır. Bundan əlavə, coğra
fi sistemdə bucaqların hesablanma istiqamə
ti üçün “şimal (cənub) en dairəsi” və “şərq 
(qərb) uzunluq dairəsi” anlayışları daxil edi
lib. Bu, mənfi qiymətlərsiz ötüşməyə imKan 
verir.

* * *

Biz yalnız bir neçə Koordinat sistemi 
haqqında danışdıq. Xeyli başqaları da var. 
Əgər oxlar düz bucaqlar altında Keçirilməsə, 
onda çəpbucaqlı Koordinat sistemləri əmələ 
gəlir. Xətlərin özlərini əyməKİə isə əyrixətli 
sistem qurular. Hətta təsəvvür edilən, üç
dən çox ölçülü, sonsuz ölçülü fəzalara da 
baxmaq olar. Bu fəzalarda da DeKart Koor
dinatları daxil etməKİə həndəsi anlayışları 
verməK olar.

GÖRKƏMLİ ƏYRİLƏR

Qəribə həndəsi obyeKtlər olan əyri xət
lər yalnız öz formalarının zərifliyi ilə deyil, 
həm də bir çox qeyri-adi xüsusiyyətləri ilə 
diqqəti cəlb edirlər.

KONİK KƏSİKLƏR

Çevrə ilə yanaşı KonİK KƏSİKİər olan 
-ellips, parabola və hiperbola da riyaziyya
tın əməKdar “saKİnlərindəndirlər”. İ1k dəfə 
bu əyriləri, deyilənlərə görə, məşhur Plato
nun şagirdi olmuş qədim yunan alimi Me- 
nexm (e.ə. IV əsrdə) öyrənmişdir. Kubun 
İKİqat artma məsələsini öyrənən Menexm 
düşündü: “Konusun doğuranına perpendi- 
Kulyar olan müstəvi ilə kəssək nə baş verər? 
Hansı əyrilər yaranar?” Beləcə, düz dairəvi 
Konusun təpə bucağını dəyişməKİə, Menexm 
üç cür əyri aldı: əgər Konusun təpə bucağı 
itidirsə - ellips; düzdürsə - parabola, ког- 
dursa - hiperbolanm bir budağını (şək.1).

Bu əyrilərin adət etdiyimiz adlarını isə 
Menexm verməyib. Bu adları qədim dövrün 
tanınmış həndəsə alimlərindən olan Apollon 
PerqsKİ təKİif etmişdir. O, bu qeyri-adi kə- 
sİKİərdən bəhs edən, səkkİz Kitabdan ibarət 
olan “KonİK KəsİKİər” traKtatın müəllifidir. 
Apollon istənilən dairəvi Konusu müxtəlif 
cür KəsərəK ellips, parabola, hiperbola al
maq mümKÜn olduğunu göstərdi. Kəsən 
müstəvinin müvafiq maililİK vəziyyətindən 
asılı olaraq KonusşəKİlli KƏSİKİərin hər biri
ni almaq olar. Konusun təpə ilə bitməyib 
uzandığını fərz etdİKdə, onun bəzi kəsİkİə- 
rinin İkİ şaxəsi əmələ gəlir (şək.2).

ŞəkİI 2.

Ellipsi, parabolanı və hiperbolanı cəbr 
dilində təsvir edən riyaziyyatçı Kəsiyin müs
təvisində elə düzbucaqlı Koordinat sistemi 
seçir Kİ, burada əyrilərin tənliyi daha sadə 
şəKİldə ifadə olunur. Əgər absis oxunu ko- 
nİK Kəsiyin simmetriya oxu istiqamətində 
yönəltsəK və Koordinat başlanğıcını əyrinin 
üzərində yerləşdirsəK (şək.3), onun tənliyi

ŞtKil 3.

y2 = 2 px + Xx2
şəKİinə düşər: burada p və X sabitdirlər və p

0. Əgər X = 0 olarsa tənlİK parabolanın, 
X<0 ellipsin, X >0 hiperbolanm tənliyi olur.

Şək.4 əyrilərin adlarının yaranmasını 
izah edir. Üç əyrinin hər birinin təpəsində 
hündürlüyü 2p olan ixtiyari düzbucaqlı qu
raq (şəKİldə o qəhvəyi rəngdədir). Bu düz- 
bucaqlının yanına təpə nöqtəsi əyriyə, tərəfi 
isə simmetriya oxuna toxunan yaşıl Kvadrat 
“söyKəyəK”. O zaman parabolada Kvadratla

düzbucaqlının sahəsi eyni olur. Ellipsdə 
Kvadratın sahəsi KİçİKdir. Hiperbolada isə 
Kvadratın sahəsi düzbucaqlınınKindan bö- 
yÜKdür. Yunancadan tərcümədə “parabole” 
- “tutuşdurma”, “müqayisə”, “əlavə etməx”; 
“ellepsis”- “tÖKÜlmə”, “endirmə”; “hiperbo- 
le”- “şişirtmə” mənasını verir.

ELLİPS

Ellipsin xüsusiyyətləri haqqında göy 
cisimlərinin hərəKətini öyrənən mütəxəssis
lər geniş məlumat verə bilərlər. XII əsrdə 
alman astronomu İohan Kepler tərəfindən 
Kəşf olunmuş qanuna əsasən bütün planet
lər Günəşin ətrafında ellips formasında olan

Ellipsin bir necə qəribə xüsusiyyəti 
var. Bu xassələrin hər birini ellipsin tərifi 
Kimi qəbul etməK olar. Ondan başlayaq Kİ, 
ellips “yastılanmış”, daha doğrusu öz dia-
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metrinə doğru bərabər şəKİldə sıxılmış çev
rədir. Başqa sözlə, ellips çevrədən, onun bü
tün nöqtələrini, məsafəni eyni bir ədəd dəfə 
azaltmaqla, almır (şək.5):

MP N'P' _ N"P”
MP ~ MP' ~ M"P”

Bəzən bağı qəşəng gül ləKİəri ilə bəzə- 
тэк istəyirİK. Bəİkə ona qeyri-adi elliptİK 
forma verəK. İkİ paya götürüb bir-birindən 
2c məsafədə basdıraq və hər birinə uzunlu
ğu 2a olan ipin uclarını bağlayaq. Belə Kİ, 
a>c (şək.6). Əgər çubuqla ipi Kənara dartıb 
onunla xətt cızsaq, ellipsin qövsünü cızmış 
olarıq.

ilə izah olunur. Onun istənilən nöqtəsini 
foKuslarla birləşdirən düz xətlər, ellipsə hə
min nöqtədə çəKİlmiş toxunanla bərabər bu
caqlar əmələ gətirir. Əgər ellipsin güzgü 
Kimi gün işığını əks etdirə bildiyini tə-

ŞəkİI 7. ŞəkİI 8.

ŞjkII 11.

Həmin M(x,y) nöqtədən Z düz xəttinə 
qədər olan məsafə isə x + p/2—yə bərabərdir. 
Parabolaya yalnız müstəvinin elə M(x;y) 
nöqtələri aiddir kİ, bu məsafələr bərabərdir:

nöqtəsinə qədər olan məsafə

PARABOLA

səvvür etsəK və onun foKuslarından birinə 
işığın mənbəyini yerləşdirsəK şüalar, ellip
sdən əks olunaraq, onun digər foKUSunda 
yığılacaqlar (şək. 8). Akusük dalğalar da 
belə yayılırlar və memarlar qeyri-adi səs ef- 
feKtləri - “danışan” büstlər, “mistİK” pıçıl
tı, “axirət” səsləri yaratmaq üçün bundan 
istifadə edilər (şək.9).

Başqa sözlə, müstəvinin verilmiş və 
F2 nöqtələrindən məsafələri cəmi sabit olan 
nöqtələrinin çoxluğu ellipsdir. Fr və F2 nöq
tələrinə onun foKusları deyilir.

Ox oxunun Fl və F2 foKuslarının xətti 
ilə üst-üstə düşdüyü, Koordinat başlanğıcı 
isə onların ortasında yerləşən Koordinat sis- 
temində (şək.7) bu tərif________

^(x - c)2 + y2 + y/(x + c)2 + y2 = 2a 

tənliyi ilə verilir və onu

ŞəkİI 9.

Müstəvi üzərində F nöqtəsini və F-dən 
Keçməyən l düz xəttini qeyd edəK. Müstəvi
nin F nöqtəsindən və l düz xəttindən eyni 
uzaqlıqda yerləşən nöqtələr çoxluğu parabo- 
ladır. F nöqtəsi onun foKUSU, l düz xətti isə 
direKtrisasıdır.

Əgər “güzgü” formalı parabolanın fo- 
Kusunda işıq mənbəyi yerləşdirsəK, oradan 
çıxan bütün şüaları, güzgüdə əks olunduq
dan sonra, onun simmetriya oxuna paralel 
olan düz xətlər üzrə gedəcəKİər. Və əKSİnə, 
parabolanın oxuna paralel olan bütün işıq 
şüaları əyrinin “divarlarında” əks olunduq
dan sonra bir nöqtədə - onun foKUsunda yı
ğışacaqlar (şək. 12). Parabolanın bu vacib 
optİK xassəsindən texnİKada, məsələn, fə
nərlərin, refleKtorların da, radiotelesKopla- 
rın antenalarında geniş istifadə olunur.

Tənliyin hər İkİ tərəfini Kvadrata 
yÜKSəltdİKdən və oxşar hədləri islah etdİK- 
dən sonra

y2 = 2px
tənliyini alarıq.

Bu təpəsi Koordinatın başlanğıcında 
olan parabolanın tənliyidir.

HİPERBOLA

Verilmiş İkİ nöqtədən (foKuslardan) 
məsafələri fərqinin mütləq qiyməti eyni 
olan nöqtələr hiperbola üzərində yerləşir. 
Əgər işıq şüaları hiperbolanın bir foKusun- 
dan (F2) çıxırlarsa, onlar əyridə əks olun
duqdan sonra elə gedirlər Kİ, sanKİ onun 
başqa foKusundan çıxıblar (F\, şək.14). Elə 
bir Koordinat sistemi seçəK Kİ, burada Ox

şəKİinə gətirməK olar, burada b2 -a2 - c2.
a və b Kəmiyyətləri ellipsin yarımoxla- 

rınm ölçüləridir (yəni ellipsin mərKƏzindən 
onun ən uzaq və ən yaxın nöqtələrinə qədər 
olan məsafələrdir). Ellipsin yarımoxlarının 
ölçüləri bir-birlərinə nə qədər yaxın olarsa, 
o bir o qədər çevrəyə oxşayar, a=b olduqda 
isə o çevrəyə çevrilir. Ellipsin “yastılanmış” 
olmağını isə eKsentrisitet adını almış e = c/a 
nisbəti ilə xaraKterizə etməK olar.

Fokus sözü latın dilindən tərcümədə 
“od”, “ocaq” mənasını verir. Bu adlandırıl- 
manın mənası ellipsin qəribə optİK xassəsi

Divar üstə sürüşən nərdivanda otur
muş pişİK balasını müşahidə edəK (şək. 10). 
Tutaq Kİ, pişİK onun üstündən birdən hop
panmayacaq. Nərdivanın üstündə о1агкэп o 
fəzada ellipsin (nərdivın düz ortasında ot
urmuş olsa çevrənin) qövsünü cızacaq. Leo
nardo da Vinci tərəfindən ellipslərin çəkü- 
məsi üçün verilmiş mexanizmin hərəKəti bu 
xassəyə əsaslanır (şək. 11).

Parabolanın tənliyini yazmaq üçün Oy 
oxunu Z direKtrisasına paralel, Ox oxunu F 
nöqtəsindən KeçməKİə yönəldəK, Koordinat 
başlanğıcını isə F nöqtəsi və Z düz xəttinin 
ortasında yerləşdirəK (şək. 13). Əgər F foKU- 
su Z direKtrisasından p məsafədə yerləşirsə, 
bu sistemdə onun Koordinatları F(p/2;0) 
olacaq. Z düz xəttinin ixtiyari nöqtəsi isə 
eyni absisə, - p/2-yə bərabər olacaq. Müstə
vinin ixtiyari M(x,y) nöqtəsindən F(p/2;0)

oxu foKuslardan Keçsin, Koordinat başlanğı
cı isə onların ortasında yerləşsin (şək. 15). 
Bu Koordinat sistemində hiperbolanın tənliyi

olur.
Burada a və b - əyrinin formasını tən

zimləyən sıfırdan fərqli parametrlərdir. 
b by = — x və y =----X
a a
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tənlİKİəri ilə verilən düz xətlər hiperbolanın 
asimptotları adlanır (yunan, “asimptotos” - 
“üst-üstə düşməyən”). Hiperbolanın budaq
ları Koordinat başlanğıcından uzaqlaşdıqca 
asimptotlara daha çox yaxınlaşırlar. LaKİn 
heç vaxt ona çatmırlar (onunla üst-üstə düş
mürlər).

a=b olduqda hiperbola bərabərtərəfli 
adlanır. Bu halda, Koordinat sistemini baş
lanğıca nəzərən 45° çevirsəK, yeni Koordinat 
sistemi alınır. Burada hiperbola tənliyi daha 
yığcam və artıq bizə tanış olan şəkİİ alır: 
ху=к və ya у = к/х (şək. 16).

KASSİNİ OVALLARI

Fransız astronomu Covanno DomenİKo 
Kassini (1625-1712) Keplerdən fərqli ola
raq Günəşin elliptİK orbitlər üzrə fırlanma
sına şübhə edənlərdən idi. Kassini axtarıb 
elə bir əyri tapdı Kİ, buradaKi nöqtələr çox
luğundan Fj və F2 (foKUs) nöqtələrinə qədər 
olan məsafənin hasili sabit olsun. Alim 
müəyyən etdi Kİ, bu sabit ədədin qiymətin
dən asılı olaraq, əyri müxtəlif formalara 
düşə bilər. Əgər dəyişilməz hasil a2-dan bö- 

уйк olarsa, onda şək. 17, a-da göstərilən 
əyri əmələ gəlir. Burada a - foKuslar arasın- 
daKi məsafənin yarısıdır. Əgər sabit a2-na 
bərabər olarsa onda o “banta” çevrilir 
(şək. 17,5). Sabit a2-dan kİçİk olduqda, əyri

DİOKLES SİSSOİDİ

DİOKİes sissoidi (yunan sözü “Kİssoides” - “sar- 
maşığabənzər”) - Kubun İKİqat artırılması üçün 
düşünülmüş görKəmli əyrilərdən biridir. Onu b.e. ə. // 
əsrin iKinci yarısında yunan riyaziyyatçısı DİOKİes 
Kəşf etmişdir. ŞəkİI 1 -də CB düz xətti AB diametrinə 
perpendİKulyardır. AC şüası üzərində olan M nöqtəsi 
elə seçilir Ki, AM=DC şərti ödənsin və bu nöqtə sis- 
soidanın üzərində olsun. Əyrinin dairə daxilində yer
ləşən hissəsinin çevrə qövsü ilə birliKdə əmələ gətir
diyi fiqur sarmaşığın yarpağını xatırladır (şək.2).

Şəkİİ 3-də AP||SA/, AB = a, AP = 2a, M nöqtəsi 
sissoida üzərindədir. Bu halda BN = aV2 və be ləli kIə, 
BN parçası Kubu İKİqat artırmaq üçün axtarılan par-

foKUslan özündə saxlayan İkİ kİçİk ovala 
bölünür (şək. 17,u). Bu əyrilər ailəsi Kassini 
ovalları adlanırlar.

Kassini ovallarından ən maraqlısı 
“bantdır”. İsveçrəli riyaziyyatçı YaKOV Ber- 
nulli onu saatlarla öyrənməKdən yorulmaz
dı. Qədim Romada qalibin başına qoyulan 
dəfnə çələnginin bağlandığı bantla oxşarlığı 
olan bu əyrini, Bernulli lemnisKatı adlandı
rırlar (yunan. “lemnisKatus” - “lentlə bəzə
dilmiş”).

ŞəkİI 17. ŞəkİI 18.

Bernulli lemnisKatı dəmiryol mühən
dislərinə yaxşı tanışdır. O, dəmiryol xətti
nin düzxətli və dəyirmi formada olan 
hissələri arasında Keçid xətti rolunu oyna
yır, dəyirmiliyin hamarlığını təmin edir. 
Bunsuz qatara təsir edən mərKəzəqaçma 
qüvvəsi KƏSKİn şəKİldə, sıçrayışla artıb, sər
nişinlərə və dəmiryolçulara narahatçılıq 
yaradardı.

Müstəvi üzərində bir necə F;, F2, ..., Fn 
nöqtələri götürəK və M nöqtəsini elə hərə- 
Kət etməyə məcbur edəK Kİ, bu nöqtədən, 
götürülmüş nöqtələrin hər birinə qədər olan 
məsafələrin hasili sabit olsun. O zaman M 
nöqtəsi n foKUSİu lemnisKat adlandırılan əy
ri cızacaq.

FoKusların sayından və onların müstə
vidə yerləşməsindən, M nöqtəsindən foKus- 
lara qədər məsafələrin hasilinin neçəyə bə
rabər olmasından asılı olaraq, müxtəlif qəri
bə Konturlu fiqurlar əmələ gəlir (şəkİİ 18). 
Bu əyri xəttlər öz adlarında “lemnisKat” sö
zünü saxlamalarına, baxmayaraq onları heç 
cür bant adlandırmaq olmaz!

SİKLOtDA

“Sinc”, “pərgar” və “motosİKİ” sözləri 
arasında hansı oxşar əlamət var? Məlum 
olur Kİ, onların KÖKÜndə “dairə”, “çevrə” 
mənası verən “kİkİos” sözü durur. “SİKİoi- 
da” sözü də təsadüfi olmayaraq bu 

sıraya aiddir və bu təsadüfi deyil. Çevrənin 
nöqtəsi hərəKətsiz düz xətt üzrə sürüşməsiz 
diyirlənərəK təsvir etdiyi bir əyrini sİKİoida 
adlandırırlar (şəkİİ 19). Bu əyri xəttə, onu 
İİk dəfə aşKar edən Qalileo Qaliley ad verib. 
Biri sİKİoidaya görə, başqası isə çevrəyə gö
rə Kəsilən eyni qalınlıqda olan İkİ metal löv
həni müqayisə edərKən, Qaliley aşKar etdi 
Kİ, sİKİoidanm seqmentinin sahəsi uyğun 
olan dairənin sahəsindən üç dəfə çoxdur.

Qalileyin sınaqları sİKİoidanm ciddi ri
yazi araşdırmaları üçün təKan verdi. Əvvəl
cə onun şagirdi Torriçelli, sonra isə Rober- 
val, DeKart və Ferma təKcə onun aşKar etdi
yi asılılığı əsaslandırmaqla bərabər sİKİoida- 
nın daha bir neçə xassəsini müəyyənləşdir
dilər. SİKİoidanm tərifinin sadəliyi və incə
liyi XVII-XVIII əsrlərin çoxlu sayda riya
ziyyatçılarını maraqlandırırdı. SİKİoida ilə 
PasKal, Leybnis, Hyügens, Daniel Bernulli 
məşğul olublar. Həm də əvvəllər sİKİoida 
özü araşdırmalar obyeKti idi, sonra isə onun 
üzərində yeni yaranan riyazi analizin güclü 
üsulları yoxlanılırdı.

KVADRATRİSA

Eramızdan əvvəl V əsrdə Elida şəhərindən olan 
qədim yunan filosofu Hippiy bucağın trisexsiyasi ile 
bağlı məsələnin həlli üçün incə bir üsul təKİif etdi (“Qə
dim dövrün üç məşhur məsələsi” məqaləsinə bax). O 
təqribən belə düşünürdü. İxtiyari AB parçasını çox 
asanlıqla üç hissəyə bölməK olar. Bu KİassiK üsul Fale- 
sin teoreminə əsaslanırdı. Bu teoremə əsasən, buca
ğın bir tərəfindən bərabər parçaların ucundan 
Keçirilmiş paralel düz xətlər onun digər tərəfindən də 
eyni ölçülü parçalar ayırır (şək.1), yəni, əgər 
AM, =M,M2=M2M3 və M,N,]M2N2\\M3B3, AN, = 
= N,N2 = n2b.

Əgər hər hansı bir üsulla bucağın və parçanın bə
rabər hissələrə bölünməsi prosesini əiaqələndirməK 
olsaydı, bucağın trisexsiya məsələsi həll edilmiş olardı. 
Bun məqsədlə Hippiy qəribə bir əyri Kəşf etdi. Müstəvi
nin M nöqtəsini eyni zamanda, İKİ eyni hərəxəti etməyə 
məcbur edƏK. Tutaq Kİ, OP radiusu (şək. 2) bərabər 
surətdə O mələzinin ətrafında fırlanır və eyni zaman
da / düz xətti də bərabər şəxildə A nöqtəsindən O nöq
təsinə doğru hərəKət etdirsin. Bu zaman onların 
Kəsişdiyi M nöqtəsi axtarılan əyrini təsvir edir. Bu cür 
hərəKət zamanı Op radiusunun dönməsinin bərabər 
bucaqlarına, / düz xəttinin qət etdiyi yolun bərabər his
sələri uyğun gəldiyi və əxsinə, olduğu üçün onda şək. 
3-də göstərilən N,N2 =N2N3 = N3A parçalara 
ZM,OM2 = ZM2OM3 = ZM3OA bərabər bucaqları 
uyğun gəlir. Burada M,,M2,M3 Hippiy əyrisinin nöqtə
ləridir. BeləliKİə, AOM bucağının triseKSİyası tapılmış 
oldu.
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Hippinin əyrisi ilə onun şagirdi Dinostrat ma
raqlanmağa başladı. Dinostrat yazırdı: “Tutaq Ki, ra
diusun və düz xəttin hərəkəti elədir kİ, l düz xətti O 
nöqtəsinə çatan anda, radius bu vaxta Kimi dairənin 
dörddə birini cızır (şəkü 4). Əyrinin M nöqtəsi O mər- 
kəz nöqtəsindən hansı məsafədə olacaq?”

Bu suala dərhal cavab vermən elə də asan de
yil. Hippiy-Dinostrat əyrisinin tənliyini müasir Koordi
natlarda

. я* у = xctg 
2a

şəKİində yazılır: burada а -OA parçasının uzunluğu
dur. Əgər x sıfra yaxınlaşarsa, onda tənliyin sağ tə- 
rəfindƏKi iKinci vuruq - ctg(nx/2a) - sonsuzluğa 
yaxınlaşır! Buna baxmarayaq hasilin sıfra bərabər 
olmayan limiti var. Bu limiti tapaq.

Müasir riyazi analizin limitlər nəzəriyyəsi böl
məsində isbat olunur kİ, əgər x sıfıra yaxınlaşırsa 
onda (sinx)/x 1-ə yaxınlaşır. Belə halda,

xctg— =-----------
2a 2a ■ xx nsırı 

2a 
ifadəsi 2a/rc-yə yaxınlaşır. Dinostrat qeyd etdi Ki, əgər2a/n 
uzunluğunda parça olarsaü, onda n uzunluğunda parçanı 
qurmaq və dairənin Kvadraturası haqqında məşhur məsə
ləni həll etməK artıq çətin deyil.

Leybnis Hippiy-Dinostrat əyrisini Kvadratissa adlan
dırmağı təKİif etdi. ÇünKi bu əyri dairənin Kvadraturası haq
qında məsələni həll etməyə котэк etdi. Kvadratissa 
transsendent əyrilər sinfinə aiddir. Onlar elə bir xətlərdir 
Ki, düzbucaqlı Koordinat sistemində onların tənliKİərini Ko
ordinatlardan asılı çoxhədlilər Kimi yazmaq тйткйп deyil.

DƏMİR YOLUNU NECƏ 
DƏYİRMİLƏŞDİRMƏLİ?

Dəmir yolu ilə eKspess sürətlə şütüyür. Onun 
sərnişinləri heç bilmirlər kİ, onların rahatlığını tƏKce 
maşinistlər və bələdçilər yox, həmçinin riyaziyyatçı
lar da təmin edirlər. Onların hesablamalarının Kömə
yi ilə qatar hamar və rahat dönür.

Hələ İIk dəmiryollarının çəKİlişi zamanı layihəçi
lər belə bir problemə rast gəldilər. Çevrənin qövsü 
üzrə hərəKəti zamanı qatar mərKəzəqaçma qüvvə
sinin təsirini hiss edir, düz xətt üzrə hərəxət edəndə 
belə bir hal ümumiyyətlə qeyd olunmur. Əgər dəmir 
yol düz xətdən dərhal dəyirmi xəttə Keçirsə, onda 
Iəkcə sərnişinlər yox, həmçinin vaqonun bütün me- 
<anİKİ hissələri də - qayxalar, boltlar, şuruplar da - 
çox güclü bir təxan hiss edəcəxlər. Arzuolunmayan 
silKələnmədən qaçmaq üçün dəmir yolun düz və də
yirmi hissələrinin arasında əyriliyin hamar dəyişiKİiyi- 
ni Keçid xətləri adlanan xətlərlə düzəldirlər.

Xəttin hər-hansı bir nöqtəsində əyriliyi necə 
müəyyən edirlər? Bunun üçün ölçü Kimi əyriliyin ra
diusu yəni bu nöqtədə xəttə ən sıx yapışan çevrənin 
radiusu xidmət göstərir (belə bir çevrə təmasda olan 
çevrə adlandırılır). Təmasda olan çevrənin radiusu 
nə qədər böyüK olsa, xəttin əyriliyi o qədər az olar 
(şəkİİ 1). Xəttin əyriliyi sıfra qədər azalanda, o düz 
xəttə çevrilir və təmasda olan çevrənin radiusu isə 
onun hər bir nöqtəsində sonsuzluğa qədər artır. Hət
ta belə də deməK olar Ki, bu sonsuz böyüK radiusa 

maliK olan çevrənin qövsüdür.
Dəmir yolunun Keçid xəttini elə düzəltməK lazımdır kİ, 

onun uzunluğu əyriliK qövsünün uzunluğu ilə mütənasib 
olaraq dəyişsin. Bunun üçün uyğun olan riyazi əyri xətti 
(şəkİİ 2) Kİofoida (yunan “Kİofo” - “əyirməK”) və ya Kornu 
spiralı - onu 1874-ci ildə işığın difraxsiyası üçün istifadə 
etmiş Mari Alfons Kornü adlı fizİKİn şərəfinə adlandırmış
lar. Dəmiryolçular Kİofoidanı radioidal spiral Kimi tanıyırlar. 
O, R = k/S tənliyi ilə təsvir olunur; burada R - qatarın S 
məsafəsi qədər Keçdiyi əyrinin müvafiq nöqtəsi ilə təmas
da olan çevrənin radiusudur; к-sabitdir.

Elə də böyüK olmayan radiusun dəyirmilənməsi üçün 
tez-tez Bernulli lemnisKatasından istifadə edilir. Polyar ко- 
ordinatlarda əyriliyin radiusu təqribi olaraq R = к/p bəra
bərliyi ilə ifadə olunur; harada p - nöqtənin polyar ra
diusudur.

TexniKi hesablamalar zamanı Keçid əyri xətti Kimi 
у = xx3 parabolasından istifadə etməK daha rahatdır (şə- 
Kil 3). Koordinat başlanğıcının ətrafında onun əyriliK radiu
su R = k/x-dir.

... Maşinist qatarı düz sürur, və döngələr haqqında siz 
yalnız vaqonun pəncərəsindən qatarın axırıncı vaqonlarını 
müşahidə edərxən məlumat alırsınız. Gözlənilmədən 
Kornu spiralı, Bernulli lemnisKatası və Kub parabolası haq
qında heKayələr xatırlanır. Bu əyrilər sizin exspressinizin 
yolunu belə rahat və hamar edirlər.

SİKİoidanı qabarıqlığı aşağı olmaq üçün 
çevirəK və təsəvvür edəK kİ, ağır bir zərrə- 
cİk onun üstündə yuvarlanır. Zərrəciyin 
sİKİoidanın hansı bir nöqtəsindən hərəKətə 
başlamasından asılı olmayaraq, eyni vaxtda 
aşağı yuvarlanacaq. SİKİoidanın çox gözəl 
bir izoxronluq xassəsi (yunan “izos” - “bə
rabər” və “xronos” - vaxt) Hyügensi sİKİoi- 
danı saat KəfKİrində istifadə etməK fİKrinə 
gətirdi. SİKİoida şəkİİİİ nov üzrə yuvarlanan 
KÜrəcİK sürtünməyə çox miqdarda enerji 
sərf edir. Buna görə Hyügens belə bir təKİif 
irəli sürdü: Kürəciyi sap ilə sallamaq və 
onun hərəKət sərbəstliyini qırağı SİKİoida 
formasında olan taxta ilə məhdudlaşdırmaq 
(şəkİİ 20). Məlum oldu Kİ, belə halda Kürəci
yin hərəKəti də SİKİoida üzrə baş verir və be- 
ləlİKİə, şaquldan uzaqlaşması onun rəqs et
mə dövrünə təsir etmir.

Bu əyri xəttin daha bir çox gözəl xassə
sini 1696-ci ildə Daniel Bernulli aşKar etdi. 
Sürtünməni nəzərə almamaq şərti ilə ağırlığ 
qüvvəsinin təsiri altında hissəcİK bir veril
miş nöqtədən başqasına ən az vaxta diyirlə
nir. SİKİoidanın braxistoxronluq (“braxis- 

tos” - ən qısa, “xronos” - zaman) xassəsini 
isbat etməK heç də asan deyil və elə bu xassə

ŞəkİI 19. ŞtKİl 20.

riyaziyyatda yeni bir istiqamətin - variasi
ya hesabının əsasını qoydu.

ÇEVRƏNİN “PİRUETLƏRİ”

Bir çevrənin daxilində sürüşmədən di
yirlənən başqa bir çevrənin nöqtəsinin tra- 
yeKtoriyası nə olacaq? Nə qədər də təəcüblü 
olmasa da, o düz xəttin parçası ola bilər! 
Əgər daxili çevrənin radiusu xarici çevrənin 
radiusundan İkİ dəfə KİçİKdirsə, onda nöqtə

İKinci çevrənin diametri boyunca hərəKət 
edəcəK (şəkİİ 21). Bu gözlənilməyən faKtı 
NİKolay KopernİK aşKar edib və nəzəri

Ş»Kll 21. ŞəkİI 22. 

əsaslandırıb. Əgər diyirlənən çevrənin radi
usu dayaq olan çevrənin radiusundan üç 
dəfə KİçİKdirsə, onda nöqtə deltoidanı və ya 
Şteyner əyrisini cızır. Bunun birinci adı, 
yunan hərfi A (delta) ilə bağlıdır (şək. 22), 
İKinci adı isə bu əyrini araşdıran İsveçrə 
həndəsə alimi УакоЬ Şteynerin şərəfinə ve
rilmişdir.

Diyirlənən çevrənin radiusunu xarici
nin dörddə bir hissəsinə qədər azaldaq. O za
man zahirən “stilləşdirilmiş” ulduz şəkİ- 
lini xatırladan gözəl bir astroida alınır 
(şək. 23). Baxmayaraq Kİ astroida öz adını 
XIX əsrdə alıb, o, hələ 1715-ci ildə Leybnisə 
də məlum idi. Məqalənin əvvəlində biz ellips
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qövsünü cızan piləKənin divarından sürüşən 
pişİK balası ilə bağlı bir nümunə gətirmiş
din. PilləKənin öz aralıq vəziyyəti astroida 
qövsünü əmələ gətirir.

Bir çevrənin daxilində diyirlənən digər 
çevrənin nöqtəsinin əmələ gətirdiyi bütün 
əyrilər hiposİKİoid ailəsinə aiddir (yunan, 
“hipo” - “altında”, “altda” və “nİKİoides” - 
“dairəvi”). Dayaq dairəsinin xarici üzü ilə 
yuvarlanan çevrənin oxşar “piruetlərini” 
gözdən neçirərəK, biz onun nimi çox çeşidli 
olan episiKİoid aləminə KeçərİK (yunan “epi” 
- “üstünə”, “üstündə”).

Bərabər radiuslu hərəKətsiz çevrənin 
xarici üzü boyunca diyirlənən çevrənin hər 
hansı nöqtəsini müşahidə edəK. Bu nöqtənin 
trayeKtoriyası Kardioidadır (şəkİİ 24). Bu 
əyri xəttin adını verən riyaziyyatçıların fİK- 
rincə belə əyri uzaqdan ürəyə oxşayır (yu
nan “Kardia” - йгэк). Kardioidanın başqa

cızılma üsulu isə aşağıdanı Kimidir. Dayaq 
çevrəsində A nöqtəsini qeyd edəK. Dayaq 
çevrəsində götürülmüş M nöqtəsini mərnəz 
qəbul edərən, MA radiusu ilə başqa bir çevrə 
çəkək. Dayaq çevrəsi üzrə bərabər paylan
mış çoxlu sayda M nöqtələri üçün bu qur-

ŞdKİl 25.

manı tənrar edən, nəticədə görərin kİ, bü
tün MA radiuslu çevrələrin cızdığı xətt 
yenə də Kardioidadır (şəkİİ 25).

Bəs nə üçün əyri xətti təsvir edən nöq
təni çevrənin üzərində götürməliyİK? Gəlin 
bu nöqtəni mərKƏzdən bu və ya digər tərəfə 
sürüşdürüb, onu diyirlənən çevrə ilə sərt 
bağlayaq (şəkİİ 26). Biz PasKal ilbizi adlı bir 
əyri xətt alacağıq. Bu xətt onu İİk dəfə araş
dıran məşhur Blez Pasnahn atası Etyen Pas- 
Kalın şərəfinə adlandırılmışdır. Əgər profil

ŞdKil 26.

boyunca sürüşən çubuğun harmonİK rəqs et
məsi tələb olunursa (şəkİİ 27), o zaman Pas- 
Kal ilbizi eKSsentrİKİn profilini cızmaq üçün 
istifadə edilir. Arximed spiralına (bax “Spi- 
rallar”) görə cızılan eKssentrİKİərdən fərqli 
olaraq, belə mexanizmlər çubuğun irəli-geri 
hərəKətlərinin səlisliyi ilə fərqlənir; adətən 
onları KonstruKtorlar üstün tuturlar.

Bu və ya digər maraqlı əyri xətt cızan 
nöqtəni təKcə diyirlənən çevrənin daxilində 
yox, həmçinin onun xaricində də götürməK 
olar. Belə nöqtə ilə cızılan bütün müxtəlif 
düz xətlər troxoida adlanırlar (yunan, “tro- 
xoides” - “çarxa oxşayan”). Çevrənin hara
da diyirləndiyindən asılı olaraq - dayaq

RİYAZİ ÇİÇƏKLİK

Bir dəfə italyan həndəsə alimi Qvido Qrandi 
(1671-1742) qızılgülləri yaratdı. LaKİn bu güllər hamı
ya məlum olan gözəl güllər deyildi. Qvido Qrandinin 
qızılgülləri öz düzgün və səlis xəttləri ilə göz oxşayır
dı, amma onların görünüşü təbiətin şıltaqlığı deyildi. 
Onlar artıq xüsusi seçilmiş riyazi asılılıqlarla qabaqc
adan müəyyən edilirdilər. Qvido Qrandinin qızılgüllər 
ailəsinin polyar Koordinatlarla tənliyi belə ifadə olu
nur:

r = asin*<p
Burada а və r - sabit ədədlərdir. 1-ci şəKildə bu 

əyrilər к əmsalının müxtəlif qiymətləri ilə təsvir olu
nublar.

Qrandinin nəticələrinə heyran olmuş XIX əsrin 
alman həndəsə alimi Xabenixt də riyazi “bitKiçiliK”lə 
məşğul olmaq qərarına gəldi. O yarpağın və ya gül 
ləçəyinin abrisini (xonturu) polyar Koordinatlarla belə 
ifadə etdi:

Г = /(q>)
Burada f(<p) hər bir ayrı bitKi üçün triqonometrİK 

funKSiyaların Kombinasiyasından ibarətdir, Xabenixt 
çoxsaylı sınaqlar vasitəsilə çox gözəl exsponatlar 
“yetişdirdi" (şək.2). Bizim günlərdə buna oxşar sınaq
ları fərdi Kompyuterdə yerinə yetirməK daha rahatdır.

çevrəsinin daxilində və ya xaricində, bütün 
troxoidalar daxili - hipotroxoidalar və xari
ci - epitroxoidalara bölünürlər (şəkİİ 28).

Я/ Яр
Hipotroxoidalar 
Epitroxoidalar

ŞəkİI 28.

Fərdi Kompyuterdə bu və ya onlara ox
şar fiqurları təsvir etməK istəyənlər üçün, 
biz bu əyrilərin ümumi parametrİK tənÜKİə- 
rini verirİK:

x = (R + mH) cos mt - äcos(7+ mt), 

у =(R + mR)sin mt - Äsin(i + mt)
Burada R - dayaq çevrəsinin radiusu; 

m=r/R - hərəKət edən çevrənin r radiusu
nun dayaq çevrəsinin R radiusuna nisbəti; 
h - hərəKət edən çevrənin mərKƏZindən əy
ri xətti təsvir edən nöqtəyə Kİmi məsafə

r =4(l+cos3(p) - 4sin2 3<p*=3 *=2

*-5/3 *=4/3

*-1/2 *=1/3

r =3(l+cos2 <p)+

0
+2cosıp+sin2 <p -
- 2sin2 3cos4 (<p/2)

r =4(l+cos3<p) + 
+4sin2 Зф

Şəkİİ 2.Şəkİİ 1.

(h r-dən həm kİçİk, həm də böyÜK ola bilər); 
t əmsalı isə zamanı modelləşdirir.

ZƏNCİRVARI XƏTT

Asılmış məftillər, troslar, şənÜK işıq
ları hansı xətti əmələ gətirirlər? Qaliley 
“Söhbətlər və riyazi isbatlar...” (1638) Kİta-

Şjkİİ 29.

bında parabolanı divara 
vurulmuş İKİ mıx və on
lardan sallanan nazİK 
zəncirin vasitəsilə qur
mağı təKİif etmişdi. Am
ma o səhv edirdi.

1690-ci ildə, Qalile- 
yin Kitabının çıxmasın
dan yarım əsr sonra 
УакоЬ Bernulli isbat etdi 
Kİ, sərbəst sallanan zənc
irin forması (şək. 29) 
belə bir tənlİK ilə ifadə 
olunur:

ea + ea 
y 2

BeləlİKİə o parabola deyil. УакоЬ Ber
nulli öz Kəşfini sirr Kimi saxlayırdı: qoy 
başqaları o etdİKİərini etsinlər. Və düz bir il 
sonra düzgün həlli onun kİçİk qardaşı lo- 
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harm, sonra isə Leybnis və Hyügens nəşr et
dirdilər. Hyügens belə əyri xəttlər üçün ad 
da təKİif etdi - zəncirvari xətt.

SPİRALLAR

Vannadan axan su ilə yaranmış zərər
siz qıf; öz yolunda hər şeyi məhv edən qa
sırğa; duman Kimi görünən ulduz topasının 
və qalaKtİKalarınm əzəmətli KosmİK burul
ğanı - bütün bunlar spiral formasına malİK- 
dirlər (şəkİİ 1).

ŞdKİl 1.

Arximed tərəfindən təsvir edilmiş bi
rinci spirallardan birini bizə atəşböcəyi nü
mayiş edəcəK. Onu saatın saniyə əqrəbi üzrə 
səyahətə göndərəK. Və əgrəbin dairə üzrə 
bərabər sürətli hərəKətinə diqqət etməmiş, 
fərz edəK Kİ, o dəyişilməyən sürətlə yerini 
dəyişdirəcəK. Əgər sonsuz uzun bir əqrəbi 
təsəvvür etsəK, onda Ьосэк bizə Arximed 
spiralını işıqlandıracaq (şəkİİ 2).

Start nöqtəsindən əqrəb ilə atəşböcəyi
nin Keçdiyi r məsafəsi və bu əqrəbin yerini 
dəyişdirdiyi bucaq cp zamanla və deməli bir- 
birinə də mütənasibdir: r = kq, burada к - 
mütənasiblİK əmsalıdır. BeləliKİə, spiralın 
İKİ qonşu burumları arasında d məsafəsi sa
bitdir: d - k (cp + 2л) - /?cp = 2kn.

Arximed spiralının başqa xüsusiyyəti 
isə - radius boyunca məsafələrin və bucaqla
rın artımının mütənasibliyidir. 3-cü şəKİldə 
disKİn bərabər ölçülü fırlanmasını porşenin 
bərabər ölçülü hərəKətinə növbə ilə bu və ya 
digər tərəfə çevriən yumruq mexanizminin 
sxemi göstərilib. Porşenin sürgü qolunun 
ucu Arximed spiralının İKİ qövsünü təşKİl 
edən şayba boyunca sürüşür.

ŞdKİl 3.

ŞdKİl 5.

Bu xassəni Arximed qədim dövrün ən 
məşhur məsələlərindən birinin - bucağın 
triseKSİyası haqqında məsələ - həllində isti
fadə etməyi təKİif etdi. Radiusda üç bərabər 

Kəsiyi yaradan çevrənin dörd qövsü, Arxi
med spiralı ilə Kəsişmə nöqtələrində bucağı 
üç bərabər hissəyə bölürlər (şəkİİ 4).

Arximed spiralın birinci burumu ilə 
məhdudlaşmış fiqurun səthinin hesablan
ması (5-ci şəKİldə mavi rəngli hissə) haqqın

da və spiralın hər bir nöqtəsinə toxunanın 
qurulması haqqında çətin məsələləri həll 
etdi. Arximedin aldığı nəticələrdən belə çı
xırdı Kİ, spiralın birinci burumunu tamam
layan A nöqtəsində toxunan KeçirtsəK və O 
nöqtəsində OA Kəsiyinə OB perpendiKulya- 
rını çəksək (B - toxunanın və perpendiKuly- 
arınm Kəsişmə nöqtəsidir), onda OB Kəsiyin 
uzunluğu OA radiuslu çevrənin uzunluğuna 
bərabər olacaq. Spiralın bu çox gözəl xüsu
siyyəti həmçinin bizə dairənin Kvadraturası 
haqqında məsələni də həll etməyə imKan ve
rir. Bunu Arximed özü də qeyd etmişdi.

İndi isə daha bir maraqlı spiralı gözdən 
KeçirəK. Bunu artıq üç atəşböcəyi bizə təs
vir edəcəKİər. Tutaq Kİ, bir-birindən bərabər 
məsafədə, yəni, bərabərtərəfli üçbucağın tə
pələrində, yerləşən üç atəşböcəyi A,B və C 
bir biri ilə tanış olmaq istədilər. A düz B tə
rəfinə, B - C-yə, C isə - A tərəfinə yollandı. 
Dəyişilməyən sürət ilə səyahət edən atəşbö- 
cəKİəri daim əsas üçbucağa oxşar olan düz
gün üçbucağın təpələrində yerləşəcəKİər. 
Hər bir atəşböcəyi loqarifmİK spiralın qöv
sünü ÇƏKƏCƏK (ŞƏKİİ 6).

LoqarifmİK spiral belə bir tənlİK ilə ve
rilir:

r = a .
Burada, artıq Arximed spiralındaKİ 

Kimi, r məsafəsi yox, onun loqarifmi 
(loga r) dönmə bucağına mütənasib olaraq, 
artır. LoqarifmİK spiralın burumları ətra
fında fırlandığı nöqtə xüsusidir: onun ətra

fında sonsuz sayda burumlar yığılır. Bu 
nöqtə polyus adlandırılır.

LoqarifmİK spiral haqqında İİk dəfə 
fransız riyaziyyatçı Rene DeKartm 1638-ci 
ildə yazdığı məKtubların birində rast gəli
nir. Onu, məsələn, balıqqulağın burumların
da görməK olar. Günəbaxanın səbətində 
tumlar da həmçinin loqarifmİK spirala ya
xın olan əyri xəttlər üzrə yerləşirlər.

ŞdKİl 7.

LoqarifmİK spiralın maraqlı xüsusiyy
ətlərindən biri də ondadır Kİ, onun polyu- 
sundan çıxan istənilən şüa spiralın hər 
hansı burumu ilə eyni dərəcəli bucaq altında 
Kəsişir (şəkİİ 7). Kəsici maşınlarda da bu 
xüsisiyyət istifadə olunur. Saman doğrayan 
maşının fırlanan bıçaqları loqarifmİK spiral 
üzrə çəKİlən profilə malİKdir. Belə mexaniz
min Kəsmə bucağı bütün hərəKət edən bıça
ğın haşiyəsi üzrə dəyişilməzdir (şəkİİ 8).

ŞdKİl 8.

Məlum oldu Kİ, hidroeleKtrostansiyada 
turbin təKərlərinin ağızlarına su axınını 
çatdıran borunu da həmçinin loqarifmİK 
spiral Kİmi burmaq lazımdır. O zaman hərə- 
Kət edən suyun enerji itKİləri minimal ola
caq.
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LoqarifmİK spiral - “шоЬкэт xaran- 
terli” əyri xətdir. O başqa əyri xətlərə təsir 
edən dəyişİKİİKİər zamanı öz təbiətini dəyiş
mir. Bu spiralı polyusa nisbətdə sıxmaq və 
ya çəKİb uzatmaq - bu spiralı müəyyən bu
caq qədər çevirmən deməndir. Ənsinə, əgər 
spiralı bu və ya digər tərəfə polyus ətrafı 
fırlatsaq, onda biz zahirən uzanma və ya 
sıxılmanı görə bilərin.

Fərz edən ni, loqarifmin spiralın po- 
lyusundan çıxan işıq şüaları əyridən adi gü- 
zgüdəni nimi əns olunur. Əgər bütün əns 
etdirilmiş şüaları müşahidə etsən, məlum 
olar ni, onlar hansısa əyri xəttin ətrafında 
dövrə vururlar və o elə loqarifmin spiraldır.

Elə bu spiral loqarifmin spiralın hər 
nöqtəsinin ətrafında neçirilmiş normallar 
(toxunana perpendinulyarlar şənlində) şən- 
lində təqdim olunur. Polyusdan əyri xəttin 
toxunanına neçirilmiş perpendinulyarların 
oturacaqlarının həndəsi yeri yenə də əsas 
spiralın formasına malindir.

Loqarifmin spiralın xüsusiyyətləri is
veçrəli riyaziyyatçı Yanob Bernulliyə elə tə
sir edib ni, o onları qəbirdaşmın üstündə 
belə bir latın yazısı - “Eadem mutat resu- 
rgo” - “Dəyişilərən əwəlni nimi dirçəlirəm” 
- ilə birlində hənn etməyi vəsiyyət edib.

TRİQONOMETRİYA

“Triqonometriya” termini hərfi tərcü
mədə “üçbucaqların ölçülməsi” deməndir. 
Onu 1595-ci ildə alman ilahiyyatçısı və riya
ziyyatçısı, triqonometriya və triqonometrin 
cədvəllər üzrə dərsliyin müəllifi Varfolomey 
Pitisn daxil edib. Triqonometriya - triqono
metrin funnsiyaları (sinus, nosinus, tan- 
gens, notangens, senans, nosenans) və üçbu
caqların bucaq və tərəfləri arasında asılılıq
ları tədqiq edən riyaziyyatın bölməsinə 
deyilir. XVI əsrin sonlarına artıq bütün bu 
funnsiyalar məlum idi. Amma triqonomet
rin funnsiyalar anlayışı və onların işarələn
məsi o vaxt hələ mövcud deyildi. Onların 
yerinə müəyyən radiuslu çevrələrdə hansısa 
vətərlərin, toxunanların və nəsənlərin 
uzunluğundan danışırdılar.

Triqonometriyada münasibətlərin üç 
növünü seçirlər: 1) triqonometrin funnsiya- 
ların özlərinin arasında; 2) müstəvi üçbuca
ğının elementləri arasında (müstəvidə tri
qonometriya); 3) sferin üçbucağın element

ləri arasında, yəni, sferada onun mərnəzin- 
dən neçən üç müstəvinin nəsişməsindən alı
nan fiqurdur (sferin triqonometriya).

Triqonometriya ən çətin, sferin hissə
sindən başladı. O iln əvvəl prantini ehtiyac
lara görə əmələ gəldi. Qədim insanıar göy 
cisimlərinin hərənətlərini müşahidə edirdi
lər. Təqvimi düz aparmaq üçün, məhsulun 
ənin və yığma zamanlarını, dini bayramla
rın tarixlərini düzgün müəyyən etmən üçün 
hesablamaların nəticələrini alimlər araşdı
rırdılar. Ulduzlara görə gəminin dənizdə 
yerləşməsini və ya səhrada narvanın olduğu 
yerini müəyyənləşdirirdilər. Ulduzlu səma
nı həmçinin astroloqlar da müşahidə edirdi
lər.

Təbii ni, cisimlərin səmada yerləşməsi 
ilə bağlı olan bütün hesablamaları - dolayı 
hesablamalardır. Birbaşa hesablamaları Ye
rin səthində həyata neçirirdilər. Amma bu
rada da, həmçinin bir neçə məntəqə arasında 
məsafəni dəqiqlinlə müəyyən etmən olmur
du. Və o zaman yenə də dolayı hesablamalar
dan istifadə edirdilər. Məsələn, ağacın hün
dürlüyünü və dənizdə yerləşən adanın bö- 
yünlüyünü müəyyən etmən üçün hansısa 
məlum olan hündürlün ilə payanın nölgəsini 
onun nölgəsi ilə müqayisə edərən hesabla
yırdılar. Belə tipli məsələlər bir elementi 
başqa elementlər ilə ifadə edilən üçbucaqla
rın təhlilinə gətirilirdi. Bununla elə triqo
nometriya məşğul olur. Səmada ulduz və 
planetlər nöqtəyə oxşar olduğuna görə qə
dim dövrlərdə əvvəlcə sferin triqonometriya 
innişaf etməyə başladı. Onu astronomiyanın 
bölməsi sayırdılar.

Triqonometriya haqqında iln natamam 
məlumatlar Qədim Babilin oyma lövhəcin- 
lərində qalıblar. İniçayarasının astronomla
rı və astroloqları Ayın və Günəşin vəziyyət
lərini müəyyən etməyi öyrəndilər və bu sa
hədə böyün nailiyyətlərə müvəffəq oldular. 
Elə onlardan bizə altmışlıq hesablama siste
minə əsaslanan bucaqların dərəcə, dəqiqə və 
saniyələrdə ölçülməsi miras qaldı.

Amma bu sahədə sözün əsl mənasında 
vacib nailliyyətlər qədim yunan alimlərinə 
məxsusdur. E.ə. II əsirdə Nineyadan Hip- 
parx adlı astronom üçbucağın elementləri
nin arasında münasibətləri müəyyən etmən 
üçün cədvəl tərtib edib. Belə cədvəllər ona 
görə lazımdılar ni, triqonometrin funnsiya- 
ların qiymətlərini hesab əməllərinin nöməyi 

ilə arqumentlərə görə hesablamaq olmur. 
Triqonometrin funnsiyaları əvvəlcədən he
sablamaq və cədvəl şənlində saxlamaq lazım 
olurdu. Hipparx 7,5°-ə bölünən O°-dən 
180°-yə qədər bucaqlara cavab verən veril
miş radius ilə dairənin bütün vətərlərinin 
uzunluqlarını hesabladı. Bu fantini olaraq 
sinuslar cədvəli idi. Hipparxın elmi əsərləri 
bizə qədər qalmamış, amma onlardan çoxlu 
sayda məlumatlar “Almaqestə” (II əsr) daxil 
edilmişdir. “Almaqest” - məşhur yunan ri
yaziyyatçısı və astronomu Klavdi Ptoleme
yin 13 fəsilli məşhur elmi əsəridir. Müəllif 
“Almaqestdə” 60 vahidlin radiusa malin 
olan çevrənin 0,5° addım ilə 1/3600-ə qədər 
dəqiqlinlə hesablanan bütün vətərlərin 
uzunluqlarını göstərir və cədvəlin necə tər
tib olunduğunu göstərir. Ptolemeyin əsəri 
astronomlar üçün triqonometriyaya giriş 
nimi bir neçə əsr xidmət etmişdir.

Qədim dövrün alimlərinin triqonomet
rin cədvəlləri necə tərtib etmənlərini başa 
düşmən üçün biz Ptolemeyin üsulu ilə tanış 
olaq. Bu üşul çevrənin daxilinə çənilmiş 
dördbucaqlınm diaqonallarının hasilinin 
onun qarşı tərəflərinin hasilləri cəminə bə
rabərliyinə əsaslanır (bax “Çoxbucaqlılar” 
məqaləsinə). Daxilə çənilmiş ABCD dördbu- 
caqlını gözdən neçirən. Tutaq ni, AD - çev
rənin diametridir, O nöqtəsi isə - onun 
mərnəzidir (şənil 1). Fərz edən ni, DOC = a 
və DOB=fi bucaqlarının gərdiyi vətərləri he
sablaya bilirin, yəni CD tərəfini və В D dia
qonalını. O zaman, Pifaqor teoreminə görə 
ADB və ADC düzbucaqlı üçbucaqların AB və 
АС-ni tapmaq olaq, sonra isə Ptolemey teo- 
remasına uyğun olaraq BC = (AC ■ BD -AB x 
x CD)/AD, yəni BOC = p - a bucağını gərən 
vətəri tapmaq olar. 90,60 və 45°-li bucaqla
ra cavab verən bəzi vətərləri, məsələn, 
nvadrat, düzgün altıbucaqlının və sənniz- 
bucaqlıların tərəflərini asanlıqla müəyyən 
etmən olar; 72° dərəcəli qövsü gərən düzgün 
beşbucaqlının tərəfi də məlum idi. Yuxarıda 
qeyd edilmiş qayda bizə bu bucaqların fər
qləri üçün vətərləri hesablamağa imnan ve
rir, məsələn 12°=72°- 60°. Bundan başqa, 
yarım bucaqların da vətərlərini tapmaq çə
tin deyil. Amma bütün dedinlərimiz l°-li 
qövsün vətərini hesablamaq üçün nifayət 
deyil - ən azı ona görə ni, bütün deyilmiş 
bucaqlar 3° bölünəndilər. l°-li vətər üçün 
Ptolemey qiymətləndirmə tapıb, göstərdi ni, 

o 2/3 (3/2)° vətərdən böyündür və 4/3 
(3/4)° vətərdən niçindir - onun cədvəli 
üçün nifayət qədər dəqiqlinlə üst-üstə düşən 
ədədlər idi.

Əgər yunanlar bucaqlara görə vətərləri 
hesablayırdılarsa, /V-V-əsrlərin əsərlərində 
hind astronomları artıq iniqat qövsün ya
rım vətərlərinə, yəni ni, dəqiqlin ilə sinus 
xətlərinə neçmişdilər (şənil 2). Onlar həmçi
nin nosinus xətlərindən də istifadə edirdi
lər, dəqiq desən, onun özündən yox, 
“çevrilmiş” sinusdan. İndi, 1-cos a-ya bə
rabər olan funnsiyadan artıq istifadə olun

mur. Gələcəndə elə bu üsul triqonometrin 
funnsiyaların düzbucaqlı üçbucağın tərəflə
rinə görə müəyyən edilməsinə gətirdi.

“Sinus” və “nosinus” terminləri bizə 
hindlilərdən gəldi. Amma maraqlı bir anla- 
şılmazlıqsız da neçinmədi. Hindlilər yarım- 
vətəri “ardxacıva” (sansnritdən tərcümədə 
“yay ipinin yarısı”) adlandırırlar, sonralar 
isə onu “cinaya” qədər azaltdılar. Triqono
metriya haqqında bilinləri hindlərdən götü
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rən müsəlman astronom və riyaziyyatçıları 
onu “ciba” Kimi qəbul etdilər, sonra o “qaba
rıqlıq”, “qoltuq” bildirən “cayba” sözünə 
döndü. Və nəhayət, XII əsrdə “cayb” sözünü 
latın dilinə sinus sözü ilə hərfi tərcümə etdi
lər. Amma bu sözün anlayış ilə heç bir əlaqə
si yox idi. SansKrit “Koticiva” - qalığın (90° 
dərəcəyə qədər) sinusunu, latın dilində isə - 
sinus complementi, yəni əlavənolun sinusu, 
XVII əsrdə “Kosinusa” qədər azaldı.

X əsrin axırında artıq islam dünyası
nın alimləri sinus və Kosinus ilə yanaşı ola
raq dörd başqa funxsiyadan da istifadə 
edirdilər - tangens, Kotangens, seıcans, ko- 
seıcans; müstəvidə triqonometriyanın və 
sferİK triqonometriyanın bir neçə vacib teo
remlərini Kəşf edib, isbat etdilər; vahid ra- 
diuslu çevrədən istifadə etdilər (triqono- 
metrİK funKSİyaları müasir mənada izah et
məyə bizə imxan verdi); sferİK üçbucağın 
polyar üçbucağını Kəşf etdilər. Ərəb riya
ziyyatçıları xüsusilə dəqiq cədvəllər tərtib 
ediblər, məsələn, 1' addımı və 1/700000000 
dəqiqlİK ilə sinus və tangenslər cədvəllərini 
tərtib etdilər. Maraqlıdır Kİ, çox vacib tətbi
qi məsələlər arasında beləsi də var idi: gün 
ərzində beş dəfə namaz qılan müsəlmanlar 
üçün harada olmasından asılı olmayaraq 
MəKKəyə istiqaməti müəyyən etməyi öyrən- 
тэк.

Triqonometriyanın inKİşafına xüsusilə 
böyÜK bir təsir astronom Həsrəddin Tusinin 
(1201-1274) “Tam dördbucaqlı haqqında 
elmi əsəri” göstərdi. Bu dünyada İİk belə 
əsər idi Kİ, hansında triqonometriya artıq 
riyaziyyatın müstəqil bölməsi Kimi göstəril
mişdir.

Tusinin elmi əsəri alman astronom və 
riyaziyyatçı İohann Müllera (1436-1476) 
çox böyÜK təsir göstərdi. Onun müasirləri 
onu Reqiomontana adı ilə tanıyırdılar (onun 
doğma şəhərinin Keniqsberq, indİKİ - Kali- 
ninqrad, şəhərinin adı latın dilinə tərcümə 
edilirdi). Reqiomontananm “Beş Kitabın bü
tün növ üşbucaqları” haqqında elmi əsəri 
Avropa riyaziyyatında Tusinin əsərinin mü
səlman öİKƏİərinin elmindəKİ rolunu oyna
dı.

Triqonometriyanın sonraKİ inKİşafı isə 
düsturların toplaması və sistemləşdirilməsi, 
əsas anlayışların dəqiqləşdirilməsi, işarələ
rin və terminologiyanın əmələ gəlməsi yolu 
ilə getdi. Avropa riyaziyyatçılarının çoxu 

triqonometriya sahəsində işləyirdilər. Məsə
lən, Fransua Viet müstəvi və sferİK üçbu
caqlarının müxtəlif həll hallarını sistemləş
dirdi, Kosinuslarm “müstəvi” teoremini və 
n-qat bucaqlarından triqonometrİK funKSİ- 
yaların düstürlarını Kəşf etdi. İsaaK Nyuton 
isə bu funKSİyaları sıraya düzdü və onların 
riyazi analizdə istifadə edilməsi üçün yol 
açdı. Leonard Eyler funKSİya anlayışını və 
bizim vaxtımızda istifadə etdiyimiz simvoli- 
каш daxil etdi. O həmçinin triqonometrİK 
funKSİyalar və KompleKS arqumentin еквро- 
nentası arasında əlaqə tapdı (bax “KompleKS 
ədədin qüvvətə yÜKSƏİdilməsi və KÖKdən çı
xarılması” məqaləsinə). Bu bizə çox sayda 
və tez-tez çox çətin triqonometrİK düsturla
rı KompleKS ədədlərin sadə toplama və çıx
ma qaydalarından sadə nəticələrə çevirməyə 
imKan yaratdı. XVIII əsrin sonlarına artıq 
triqonometriya bir elm Kimi formalaşmışdı. 
TriqonometrİK funKSİyalar artıq öz tətbiqi
ni riyazi analizdə, fizİKada, Kimyada, texni- 
Kada tapdı - ümumiyyətlə dövri proseslər 
və rəqslər ilə bağlı olan hər yerdə - istər 
aKustİKa, istər optİKa, istərsə KəfKİrin yel- 
lənməsində.

BUCAQLAR VƏ ONLARIN 
ÖLÇÜLMƏSİ

Elementar həndəsədə bucaq - bu bir 
nöqtədən - bucağın təpəsindən - çıxan İkİ 
şüadır (bucağın İkİ tərəfidir). O A və OB tə
rəfləri ilə bucaq ZAOB Kimi işarələnir. Bu
caqları toplayırlar, müqayisə edirlər və 
ölçürlər. Onlar o zaman bərabər sayılırlar 
Kİ, onları hərəKət ilə üst-üstə salmaq müm- 
KÜn olsun. Əgər ОС şüası ZAOB bucağın da
xilindən Keçirsə (şəkİİ 3), onda tərifə görə 
hesab edilir kİ, AOC bucağı, COB bucağı 
Kimi, AOB bucağından KİçİKdir və AOB bu
cağı isə AOC və COB bucaqların cəminə bə
rabərdir. Hansısa KonKret bucağı ölçü 
vahidi Kimi götürərəK, hər hansı bucağın 
ölçüsünü müəyyən edirlər, yəni Kİ, belə bir 
vahid bucağın onun daxilində neçə dəfə yer
ləşdiyini (əlbəttə Kİ, bu miqdar ola bilər Kİ, 
tam olmasın). Bucağın ölçülməsi zamanı 
parçanın uzunluğunun xassələrindən bizə 
tanış olan İKİ xassəsinə əsaslanırlar: 1) bəra
bər bucaqların ölçüləri bərabərdilər, 2) İkİ 
bucağın cəminin ölçüsü onların ölçülərinin 
cəminə bərabərdir. Əgər söhbətin nədən get

diyi məlumdursa, onda “bucağın ölçüsü” ye
rinə sadəcə “bucaq” deyirlər.

Çevrə çəkək və təpəsi bu çevrənin mər- 
Kəzində yerləşən bucaqları gözdən KeçirəK. 
Bərabər bucaqlar çevrədə bərabər qövslər 
ayırır və bucaqların cəmi isə onları birləşdi
rən qövslərin cəminə cavab verəcəK (şək. 4). 
Ona görə bucağın qiyməti onun söyKəndiyi 
qövsün uzunluğuna mütənasib olacaq. Bu
caqların ölçü vahidlərini isə müvafiq qöv
sün çevrənin hansı hissəsini təşKİl etdiyinə 
görə göstərməKİə verməK olar.

Adətən bucaqların ölçülməsi üçün İkİ 
ölçü vahidindən istifadə edirlər: bütün çev
rənin 1/360 hissəsinin qövsünə uyğun olan 
dərəcədən və radiandan, yəni, çevrənin radi
usuna bərabər olan qövsü gərən mərKəzi bu
caqdan. PraKtİKada adətən dərəcələrdən 
onlar ° işarəsi ilə və onların 1/60 və 
l/602=1/3600 hissələrindən - dəqiqə və sa
niyə, onlar isə ' və " göstərilir - istifadə 
edilir. BeləlİKİə, lo=60'=3600".

Riyaziyyatçılar isə radiandan istifadə 
etməyi üstün tuturlar. Radian təxminən 
57°17'45" bərabərdir. Onun rad işarəsi çox 
vaxt yazılmır.

R radiuslu çevrədə a radianlıq bucaq 
ilə gərilən qövsün uzunluğu аД-ə bərabər
dir, vahid çevrə üçün isə qövsün uzunluğu 
və bucağın radian ölçüsü üst-üstə düşür. 
Vahid çevrənin uzunluğu 2л-уэ bərabər 
olduğundan, dərəcədən radiana x° = лх/180 
rad düsturuna əsaslanaraq KeçməK olar. Xü
susən, tərəfləri düz xətt təşKİl edən açıq bu
cağın qiyməti 180° və ya я-yə bərabərdir, 
düz bucaq isə 90° və ya л/2-yə bərabərdir.

Dərəcəyə yaxın olan daha bir ölçü siste
mini də qeyd edəK - qrad, o düz bucağın 
1/100-nə bərabərdir; və ondan nadir hallar
da istifadə edirlər.

MÜSTƏVİDƏ TRİQONOMETRİYA

İti bucaqların triqonometrİK funKsiya- 
larının təyin edilməsi çox sadədir. Verilmiş 
iti bucağına görə bütün düzbucaqlı üçbucaq
lar oxşardırlar və onların uyğun tərəfləri 
eyni nisbətə malİKdir. Deməli bu nisbətlər 
təKcə bucaqlardan asılıdır. Belə münasibət
lərin sayı altıdır və onlar üçün altı triqono
metrİK funKsiyadan istifadə olunur (tərəf 
və bucaqların işarələrini 5-ci şəKİldən başa 
düşməK olar):

sinA = — (sinus), cos A = — (kosinus),
c c

tgA = — (tangens), ctg A - — (kotangens), 
b a

c csecA = — (sekans), cosec A = — (kosekans) 
b a

SeKans və KoseKans funKSİyaları müa
sir dövrdə artıq istifadədən çıxıblar.

Bu təriflərdən triqonometrİK funKSİya
lar arasında bir neçə bərabərlİK yazmaq 
olar:

tgA = sin A/cosA, secA = 1 cosA, 
cosecA = 1/sinA

Əgər düzbucaqlı üçbucağın bucaqları
nın cəmi haqqında olan məlumatı xatırlat
saq, yəni A + B - 90°, onda:

sin A - cosB = cos(90° - Ä), 

tgA = ctg (90° -
Əgər, həm də Pifaqor teoremini nəzərə 

alsaq: a2 + b2 = c2, onda bütün altı funKsiya- 
nı birinin vasitəsilə ifadə etməK olar. Məsə
lən, sinus və Kosinus əsas triqonometrİK 
eynilİKİə bağlıdır:

sin2 A + cos2 A = 1
Bucaqları “yaxşı” (tam və ya rasional 

dərəcələr ilə ifadə olunanlar) və tərəflərin
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ən azı bir nisbəti rasional olan yalnız İkİ 
düzbucaqlı üçbucaq mövcuddur. Bu bəra
bəryanlı üçbucaqdır (45,45,90° bucaqlar ilə; 
şəkİİ 6a) və bərabərtərəfli üçbucağın yarısı
dır (30,60,90° bucaqlar ilə; şəkİİ 65) - bu İKİ 
halda triqonometrİK funKSİyaların qiymət
lərini təriflərə görə hesablamaq olur. Bu 
qiymətlər aşağıdaKİ cədvəldə göstərilib. 
Onları yadda saxlamaq lazımdır, çünıci uy
ğun bucaqlara məKtəb məsələlərində tez- tez 
rast gəlməK olar.

n 0 1 2 3 4

ZBucaq
FunKsiyä

0° 30° 45° 60° 90°

sin 0
1
2

Л

2

л/3

2
1

cos 1
2

л/2

2
1
2 0

tg 0
7з

3
1 л/З 0

ctg — 7з 1
7з

3
0

Xüsusən, sinus sətirini yadda saxla
maq asandır: n nömrəsi altında sütünda 
onun qiyməti 7ra/2-yə bərabərdir; Kosinusda 
isə eyni qiymətlər əks sıra ilə verilir.

İxtiyari ABC üçbucağının tərəfləri və 
bucaqları arasında nisbəti, bu üçbucağı 
düzbucaqlı üçbucaqlara bölməK ilə almaq 
olar. C təpəsindən CH=h hündürlüyünü çə
kək; fərz edəK Kİ, o düz oturacağın davamı
na yox düşür. Onda tərəfləri və bucaqları, 
adəti üzrə a,b,c nəA,B,C (şəK.7a) ilə işarələ- 
уэк, ACH və BCH üçbucaqlarından tapırıq: 
h = bsin A = a sin B və ya a/sin A = b/sin B. 
Belə bir bərabərlİK üçbucağın hər hansı tə
rəfi üçün düzdür. BeləlİKİə, biz sinuslar teo
reminə gəldİK:

a _ b _ c 
sin A sin В sin C

Amma biz onu təKCə itibucaqlı üçbucaq 
üçün isbat etdİK, amma ког bucaq üçün si- 
nusu heç müəyyən etməmişİK. Məsələn, əgər 
B bucağı Kordur, onda h/a ona qonşu olan

CBH (şəkİİ 7b) bucağının sinusuna bəra
bərdir. Ona görə ког bucağın sinusunu ona

qonşu olan bucağın sinusuna bərabər müəy
yən edəK: sina = sin(180°-a), onda sinuslar 
teoreması bütün üçbucaqlar üçün ödənilir.

Sinuslar teoreminə daxil olan nisbətlə
rin adi həndəsi mənası var. ABC üçbucağı
nın xaricinə çevrə çəkək (şəkİİ 8). BD dia- 
metrini çəkək. Onda daxilə çəKİlmiş bucaq 
haqqında teoremə uyğun olaraq ZBDC = ZA 
və ya əgər A bucağı Kordursa, 180°-ZA. Hər 
halda a=BC=BDsinA=2BsinA və ya

sin A
Burada R - ABC üçbucağın xaricinə çə

Kİlmiş çevrənin radiusudur. Bu “qüvvətlən
miş” sinuslar teoremidir. Bu teorem bizə 
qədim dövrün vətər cədvəllərinin sinus cəd
vəli olduğunu izah edir.

7 a şəKİinə qayıdaq. ABC üçbucağında 
AB=AH+HB və ya

c = bcos A + acosB (*) 
Əgər B bucağı Kordursa, onda 

cosa = -cos (180° -a) düsturuna görə 
AB = AH - BH. Bunu bizə a ког bucağının 
Kosinusunun tərifi deməyə imKan verir. Bu 
halda (*) düsturu bütün üçbucaqlar üçün 
doğrudur, a və b üçün oxşar düsturları ya
zaq:

a - c cos B + b cos C,
b - a cos C + c cos A

Onları müvafiq olaraq a və &-yə vuraq 
və onların cəmindən c-yə vurulmuş (*) düs
turunu çıxaq. Onda a2+b2-c2=2abcosC alı
nacaq və ya

c2 - a2 + b2 - 2abcosC
Bu bərabərlİK Kosinuslar teoremi ad

landırılır. O bizə üçbucağın tərəfini başqa

İkİ tərəf və onların arasında bucağa görə və 
həmçinin üç tərəfə görə bucaqları tapmağa 
imKan verir.

Üçbucağın elementləri arasında daha 
çoxlu sayda münasibətlər var. Misal üçün 
tangenslər teoremini göstərəK:

a + b
tg

A + B
2

Başqa maraqlı düsturları isə sinus və 
Kosinus teoremlərindən triqonometrİK bəra- 
bərlİKİərin Köməyi ilə almaq olar.

SFERİK TRİQONOMETRİYANIN 
DÜSTURLARI

Sferada üç A,B və C nöqtələrini götürən və O 
mərKəzindən bu nöqtələrə şüalar çəkək. Şüalar ilə 
onlar arasında qalmış müstəvi bucaqlar birliKdə 
üçüzlü OABC bucağını təşKİl edirlər. Sfera ilə kəsİşə- 
гэк o əyrixəttli ABC üçbucağını ayırır, bu üçbucaq 
sferiK üçbucaq adlandırılır (bax şəkIə). Onun tərəfləri 
- böyÜK dairələrin qövsləridir. AB qövsünün uzunlu
ğu sferanın AB radiusunun uzunluğunun AOB buca
ğın radianlarla ölçülmüş qiymətinin hasilinə bərabər
dir.

SadəliK üçün biz vahid Kürəni seçəx. Onda üçbu
cağın tərəfləri üçüzlü bucağın müstəvi bucaqlarına 
bərabər olacaqlar. SferiK üçbucaqda A təpəsində 
yerləşən bucaq AOB və AOC tərəfləri arasında 
iKiüzlü bucağa bərabər hesab edilir. Planimetriyada- 
ki Kimi, sferiK üçbucağın tərəf və bucaqları, yəni, 
üçüzlü bucağın müstəvi və İkİüzIü bucaqlarını müva
fiq olaraq, a(= /BOC\ b(= ZAOty, c(= ZAOB) və 
A,B,C işarələyəcəyiK. Bu Kəmiyyətlər arasında ni
sbətlər sferiK triqonometriyanın əsasını təşKİl edir.

Onların arasında ən vaciblərini bura yazaq; xatırla
daq Ki, sferanın radiusunu biz 1 götürmüşüK.

Sinuslar teoremi. Bu teoremi adi sinuslar teo
rem Kimi çıxarırlar: İkİ ifadəni üçbucağın “hündürlüyü” 
- müvafiq üçüzlü bucağın tilində yerləşən nöqtədən 
əks tərəfə qədər olan məsafə - üçün bərabərləşdirir
lər:

(*) bərabərliyinə qayıdaq. Sinuslar teo
reminə görə üçbucağın tərəfləri qarşı bucaq
ların sinuslarına mütənasib olduğuna görə, 
bu bərabərliyi bucaqlar vasitəsilə yazmaq 
olar:

sin C - sin A cos B + cos A sin B
Düstüra daha ümumi şəkİİ verməK 

üçün, A və B bucaqların qiymətlərini uyğun 
olaraq a və p vasitəsilə işarə edəK, onda 
sinC = sin(180°-C) = sin(a + P) və biz İKİ ən 
vacib triqonometrİK düsturlardan birinə - 
sinuslar üçün toplama düsturuna gəlirİK: 

sin (a + p) = sin a cosp + cos a sin P

sina _ sinö sinc 
sinA sinB sinC

Başqa düsturları da üçüzlü bucaqları gözdən Keçirə- 
гэк, göstərirlər.

Birinci Kosinuslar teoremi. Onu planimetriyada olan 
analoquna çox az oxşayan böyÜK bir düstur ifadə edir: 

cosa = cos bcos c + sinbsinccosA
Amma o eynilİKİə bir məsələni həll etməyə - üçbuca

ğın tərəfini başqa İKİ tərəf və onlar arasında qalan bucağa 
görə müəyyən etməyə İmKan verir. Əgər sferada üçbucaq 
çəKib, onun tərəflərinin uzunluqlarını qeyd etsəK və sonra 
isə sferanı “hava ilə dolduraraq”, radiusunu sonsuzluğa 
qədər artır, o zaman üçbucaq daha da müstəvi şəkİIIİ ola
caq və Kosinusların sferiK teoreminin düsturu sonda adi 
düstura çevriləcəK. Sinuslar teoremi üçün də bu düzdür.

Kosinusların sferiK teoremi, məsələn, bizə coğrafi ко- 
ordinatlara əsaslanaraq İKİ şəhər arasında məsafəni tap
mağa imKan verir. Üçbucağın üçüncü təpəsi Kimi 
polyuslardan birini götürürlər. Onda polyusu şəhərlər ilə 
birləşdirən sferiK üçbucağın bucaq qiymətləri şəhərlərin 
uzunluq dairələrinə görə müəyyən edilir, bu tərəflər ara
sında qalan bucaq isə şəhərlərin en dairələri arasındaxı 
fərqə bərabərdir. Məhz üçüncü tərəfin uzunluğu bizi ma
raqlandırır. Belə üsul ilə MosKvadan (56 şimal enliyi, 38 
şərq uzunluğu) XabarovsKa (48 şimal enliyi, 135 şərq 
uzunluğu) qədər məsafəni ölçməyə çalışın.

İKİnci Kosinuslar teoremi. Bu qəribə teoremin Kömə
yi ilə üçbucağın tərəflərini onun bucaqlarını bilərəx tapırlar. 
Bu adı Kosinuslar teoremindəKİ Kimi bucaqları tərəflərin 
Köməyi ilə ifadə edir. Kosinusların İKİnci teoremi belə yazı
lır:

cosA = -cosScosC + sin£?sinCcosa
Burada Kürədə həndəsənin çox gözəl, iKili prinsipi ad

lanan bir xüsusiyyəti özünü göstərir: nöqtə və düz xətt, 
məsafə və bucaq anlayışları qarşılıqlı əvəz ediləndirlər.

Hər hansı üç verilmiş elementə görə sferiK üçbucağın 
bütün elementlərini tapmaq üçün göstərilmiş münasibət
lər Kifayətdir.
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Əgər a vasitəsilə A təpəsində yerləşən 
xarici bucağı p vasitəsilə isə B bucağını işa- 
rələsəK, onda C p və a-nın fərqinə bərabər 
olacaq. Buradan biz asandlıqla fərqin sinus 
düsturunu ala bilərİK:

sin (a -p) = sina cosP -cosa sinp
Ptolemey özünün vətərlər cədvəlini 

tərtib edən zaman bu düsturu onun adını al
mış teorem şəKİində istifadə edib. Sonra isə 
cosa = sin (90° - a) düsturuna görə Kosinu- 
su sinusun vasitəsilə ifadə edərəK cəmin və 
fərqin Kosinuslarının düsturlarını yazmaq 
olar:

cos(a ±p) = cosacosP + sina sinp
Qeyd edəK Kİ, toplama üçün göstəril

miş düsturlar, 180°-dən böyÜK və ya 0°-dən 
kİçİk olan bucaqlar üçün funKsiyaların 
müəyyən olunmadığına baxmayaraq, onla
rın sinus və Kosinuslarını tapmağa imKan 
verir. Bu isə təKcə nəzəri işlərin rahatlığı 
üçün deyil, həmçinin, məsələn, fırlanma hə- 
rəKətinin təsviri zamanı da vacibdir. Və ək- 
sinə, belə bir hərəKəti gözdən KeçirərəK 
triqonometrİK funKsiyaların təriflərini necə 
genişləndirməyi başa düşməK olar.

TRİQONOMETRİK FUNKSİYALARIN 
ÜMUMİ TƏRİFİ

MərKƏzi O Koordinat başlanğıcında 
olan vahid çevrənin üzərində fırlanan nöqtə 
təsəvvür edəK. Tutaq Kİ, o vahid sürət ilə 
saat əqrəbi ƏKSinə hərəKət edir (şəkİİ 9). i=0 
anında, nöqtə Po (l,0)-dan Keçir, t zamanına 
görə nöqtə t uzunluğunda qövsü qət edir və 
Pt vəziyyətini alır, deməli, onda bu nöqtəyə 
O-dan Keçirilmiş şüanın döndüyü bucaq 
həmçinin t-yə bərabərdir. BeləlİKİə, zama

nın hər bir qiymətinə, yəni, t həqiqi düzxət- 
tinin hər bir nöqtəsinə vahid çevrənin Pt 
nöqtəsini qarşı qoyuruq.

Düz xəttin çevrədə belə bir inİKasmı 
“sarılma” adlandırırlar. Həqiqi oxu sonsuz 
dartılmayan sap Kİmi təsəvvür edin. Əgər 
t—0 nöqtəsini çevrənin Ponöqtəsinin üzərinə 
qoysaq və sapın İKİ ucunu çevrəyə sarımağa 
başlasaq, onda hər t nöqtəsi məhz Pt nöqtəsi
nə düşəcəK. Bununla belə:

1) Bir-birindən tam sayda çevrə uzun
luqları məsafədə yerləşən oxun nöqtələri, 
yəni 2л/г(7г = ±1,± 2,..ə, çevrənin bir nöqtə
sinə düşürlər.

2) t və -t nöqtələri isə Ox oxuna nəzə
rən simmetrİK olan nöqtələrə düşürlər.

3) 0 < t < л şərti ilə P0OPt bucağı у > 0 
yarımüstəvisindədir və t-yə bərabərdir (şə- 
Kİl 10).

ŞəkİI 9. ŞəkİI 10.

Bu inİKasın - “sarınmanın” formal tə
rifini elə bu üç şərt təşKİl edir. 3-cü şərtə 
əsaslanaraq 0 < t < л olduqda Pt nöqtəsinin 
Koordinatları (cos t, sin t) bərabərdirlər. Elə 
bu müşahidə bizə tərif verməyə котэк edir: 
ixtiyari t ədədinin Kosinusu və sinusu Pt 
nöqtəsinin müvafiq olaraq absisi və ordinatı 
adlandırılır.

Tangensi də Koordinatların Köməyi ilə 
təyin etməK olar. (l;0) nöqtəsində vahid 
çevrəyə toxunan çəkək (şəkİİ 11). O tangens 
oxu adlandırılır. OPt düz xəttinin tangens 
oxu ilə Kəsişmə Qt nöqtəsi (1; sint/cosf) Ko
ordinatlarına malİKdir və tərifə görə onun 
ordinatı tg t-yə bərabərdir. Mütləq qiymətcə

bu, Qt nöqtəsindən çevrəyə çəKİlmiş toxuna
nın uzunluğudur - “tangens” sözü latın di
lində “toxunma” mənasındadır. Yeri gəlmiş- 
кэп, “seKans” “Kəsən” Kİmi tərcümə edilir: 
11-ci şəKİldə see t - OQt parçasıdır, laKİn 
tam parça deyil, amma onun bir hissəsidir. 
Nəhayət, Kotangensi isə OPt xəttinin Kota- 
ngens oxu ilə Kəsişmə nöqtəsinin absisi Kİmi 
müəyyən etməK olar, yəni (0,1) nöqtəsində 
vahid çevrəyə çəKİlən toxunan Kİmi: 

etg /=cos //sin t
Artıq triqonometrİK funKsiyalar bütün 

ədədlər üçün müəyyən ediliblər biz artıq on
ların xassələrinə və onlar arasındaKi müna
sibətlərə qayıda bilərİK.

TRİQONOMETRİK FUNKSİYALARIN 
XASSƏLƏRİ VƏ TRİQONOMETRİK 

EYNİLİKLƏR

CütliİK və dövrilİK. Kosinus funKsiya- 
sı cüt funKsiyadır, sinus, tangens və Kotan- 
gens isə tƏK funKsiyalardır:

sin(-a) = -sina; cos(-a) = cosa; 
/g(-a) = -/ga; ctg(-a) = -etga 

CütlÜK xassəsi Pa və P a nöqtələrinin x 
oxuna nəzərən simmetrİKİiyindən irəli gəlir 
(şəkİİ 12). Belə simmetriya zamanı nöqtənin 
ordinatı işarəsini dəyişir və ((x;ı/) (x;-y)-ə 
Keçir).

Bütün dörd funKsiya dövridir, sinus və 
Kosinus 2л dövrünə malİKdirlər, tangens və 
Kotangens isə л dövrlüdür:
sin (a + 2k л) = sin a; cos (a + 2k л) = cos a; 

tg (a + /гл) =tga; etg (a + /гл) =ctg a
Sinus və Kosinusun dövriliyi ondan irə

li gəlir Kİ, bütün Pa+akn nöqtələri, burada 
k = 0,± 1,± 2,..., üstə-üstə düşürlər, tangens 
və Kotangensin isə dövriliyi ondan irəli gəlir 
Kİ, bütün Ра+Ал nöqtələri növbə ilə çevrənin 
tangens oxunda eyni nöqtəni verən İkİ dia
metral əks nöqtələrinə düşürlər.

Eyni arqumentin triqonometrİK funx- 
siyaları arasında münasibət. Əsas triqono
metrİK eynilİK:

sin2 а + cos2 а = 1
o faKtı göstəriri Kİ, nöqtənin Koordinatları
nın Kvadratları cəmi Koordinat başlanğıcın
dan ona qədər məsafənin Kvadratına bəra
bərdir. Bu eyniliyi nəzərə alaraq, aşağıdanı 
münasibətlər birbaşa təriflərdən çıxarıla bi
lər:

1 +tg2a = —— = see2 а;
cos а

1 +ctg2a = —-— - cosec 2а;
sin' а

tg a etg а = 1

TənlİKİərin həlli zamanı tangens və 
Kotangens eynilİKİərindən istifadə edərKən 
ehtiyatlı olun: onların sağ və sol tərəfləri 
müxtəlif təyin oblastlarına malİK ola bilər
lər.

Çevirmə düsturları. Bu düsturlar ilə 
(bax cədvələ) hər hansı bucağın triqonomet
rİK funKsiyanın qiymətini ya elə ona tama
milə bərabər və ya iti bucağın əlavə funn- 
siyasına gətirməK olar (əlavə funKsiya Kİmi 
sinus və Kosinus, tangens və Kotangens başa 
düşülür).

ctf. (— »+*>=—2

Ji».( -j-r—*)= 4-«Z«

~ +/»■*■
Jİ». (я -f- s ) = —fi». « 
<■*/? C T

«/7 ( —- % 4- *)= +ji*. x

Jln. ( Я --- +JİM.Z
Св/. ( я ---x) =----Св/.Z

fi». ( ±*я—ь)=—"/л

—Ə =—A *

fi». ( ı» 4**) = +/»• z 
( и+»)=+

fin. {г Я —=
Св/, (»r ----&)=; + cef.t,

< 44 >
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Arqument

\ P

FunKsiya\
71 
-----a
2

л
2 + ° n - a я 4- a

Зл
------ a
2

Ö 2л - a

sinp cosa cos a sin a - sin a - cos a - cos a- sin a

COS P sin a - sin a - cos a - cos a - sin a

-

sin a cos a

Məsələn, ctg (a - л/2) çevrilməsi zama
nı biz yenə də əmin oluruq kİ, a - я/2 
0 < a < n/2 şərti ilə dördüncü rübdə yerləşir. 
Burada Kotangens mənfidir (minus işarəsi) 
və 1-ci qaydaya görə funKsiyanın adı dəyişi
lir: ctg (a - Tt/2) = -tga.

Toplama düsturları.
sin (a ±P) = sin a cosp ± cosa sinŞ; 
cos(a ± p) = cosa cosp + sina sinP;

1 + cosa
\ l-cosa

1 + cosa sina
sina l-cosa

Ona görə də qiymətlər cədvəllərində 
triqonometrİK funKsiyaların qiymətləri yal
nız iti bucaqlar üçün verilir və bununla belə 
təKCƏ sinus və tangens ilə məhdudlaşmaq 
olar. Məsələn, üçüncü rübdə yerləşən p ar
qumentini л + a və ya Зл/2 - a üçün olan 
düsturlarından istifadə edərəK a iti bucağı 
ilə əvəz etməK olar. Cədvəldə təKcə sinus və 
Kosinuslar üçün ən çox istifadə edilən çevir
mə düsturları verilib. Onların vasitəsilə

tg(a ± P) = tga. ± tgp .
1T tgafgp ’

Universal əvəzetmənin düsturları. Ey
ni arqumentdən asılı müxtəlif triqonomet
rİK funKsiyalar daxil olan ifadələri, bir tg —

2 
funKsiyasından istifadə edərəK rasional ifa
də (çoxhədliyə bölünən çoxhədli) şəKİində 
göstərə bilərİK. Bu bəzi tənlİKİərin həllində, 
inteqralların hesablanması zamanı çox fay
dalı olur.

ctga ± ctgfi
İKİqat, üçqat bucaqların düsturları.

Bu düsturlar birbaşa toplama düsturların
dan çıxarılır.

sin 2a - 2 sin a cos a; 
cos 2a = cos2 a - sin2 a =

= 2 cos2 a - 1 = 1 - 2 sin2 a;

sina = ; cosa
1-tg2

1 + tg’

tga ctga =

a
1.
a
2

tg2a = 2 tga
1 - tg2a

ctg2a - ctg2a -1
2ctga

2
ctga - tga ’
ctga - tga

sin3a = 3sina -4sin3a; 
cos3a = 4cos3 a - 3cosa;

tg3a =

ctg3a

3tga - tg3a . 
l-3tg2a ’

ctg3a - Sctga
3ctg2a -1

Cəmin hasilə, hasilin cəmə çevrilməsi 
düsturları. Kompyuter dövründən əvvəl bu 
düsturlardan hesablamaların asanlaşdırıl
ması üçün istifadə edirdilər. O zaman hesab
lamaları loqarifmİK cədvəllərin vasitəsilə, 
sonralar isə loqarifmİK xətKeşlərlə aparırdı
lar. Loqarifmlər isə ədədlərin vurulması 
üçün münasibdir. Ona görə əsas ifadələri 
“loqarifm üçün rahat şəkİə”, yəni, hasilə gə
tirirdilər:

a+P a-Psına + sınp = 2 sın—-—cos—-—;

sina - sinP = 2cos

tangens və Kotangens üçün çevirmə düstur
larını almaq çətin deyil. Amma bu və ya 
digər çoxsaylı düsturları çıxartmaq və yad
da saxlamağın yerinə belə bir sadə qaydadan 
istifadə etməK olar: Än/2±a şəkİİİİ arqu
mentdən funKsiyanı a-dan asılı funKsiyaya 
gətirilməsi zamanı, burada k - tam ədəddir 
(şəkİİ 13): 1) əgər k cütdürsə, funıcsiyamn 
adı qalır və “əlavə” fumcsiya o zaman çevri
lir Kİ, k təK ədəd olsun; 2) sağ tərəfin işarəsi 
kn/2±a nöqtəsindəKİ funKsiyanın işarəsi 
ilə üst-üstə düşür.

Qeyd edəK Kİ, cos3a düsturundan 
Fransua Viet üçüncüdərəcəli tənliyin həlli 
zamanı istifadə etmişdir. Məhz o İİk dəfə 
cos na və sin na üçün ifadələri tapdı, sonra- 
lar isə onlar Muavr düsturundan daha asan 
yol ilə tapılmışdılar.

Yarım bucaqların düsturları. Əgər 
İKİqat arqumentin düsturlarında a-m a/2 ilə 
əvəz etsəK, onda onları yarım bucaqların 
düsturlarına çevirməK olar:

. a l-cosa sın — = ±,---------- ;
2 _V___ 2

a 1 + cosa cos — = ±,-----------;
2 \ 2

a +P a-P cosa +cosP = 2 cos------cos------ •
2

a

cosa -cosP = -2sin----— sin
2 2

sin (a ±P)
tga ± tgp =----- :------ -f-;

cosa cosp
sin (a ± P)

ctga ± cigp =-----::
sina sinp 

2sina sinp = cos(a -p) - cos(a + p); 
2cosacosp = cos(a - p) + cos(a + p);

2 ’ 
a -p.

1 - cos a
1 + cosa

1 - cos a
sina

sina
1 + cos a ’

2sin a cosp = sin (a -p) + sin (a + p)
Bu düsturlar da toplama düsturları ilə 

asanlıqla yoxlanılır.

Dərəcənin azaldılması düsturları.
İKİqat və üçqat arqumentin düsturla

rından belə düsturlar çıxarılır: 
sin2 a = (1 - cos 2a)/2; 

cos2 a = (1 + cos2a) /2; 

sin3 a = (3sina -sin3a)/4; 

cos3 a = (3cosa + cos3a)/4
Onların Köməyi ilə triqonometrİK tən- 

lİKİəri daha aşağı dərəcəli tənlİKİərə gətir- 
тэк olar. Daha yÜKSƏK dərəcəyə malİK olan 
sinus və Kosinusların dərəcələrinin azaldıl
ması üçün də düsturlar mövcuddur.

ARKFUNKSİYALAR VƏ 
TRİQONOMETRİK TƏNLİKLƏR

Əgər naməlum bucaq tənliyə triqono
metrİK funKsiyanın arqumenti Kimi daxil 
olursa, onda tənlİK triqonometrİK adlandı
rılır. Belə tənlİKİər imtahan götürənlərin 
abiturientlər üçün hazırladığı ən sevimli 
“xörəKİərdən” biridir və ona görə belə tipli 
tənlİKİərin həll üsulları repetitorlar tərə
findən diqqətlə işlənilir. Müxtəlif üsul və 
düsturlar ilə belə triqonometrİK tənlİKİər 
f(x)=a şəkİİİİ tənlİKİərə gətirilir, burada f 
- sadə triqonometrİK funKSİyalardan biri
dir: sinus, Kosinus, tangens və ya Kotang
ens. Sonra isə x arqumenti məlum olan a 
qiymətinin vasitəsilə ifadə edilir.

TriqonometrİK funKsiyalar dövri xü
susiyyətə malİK olduğuna görə, eyni a qiy
mətinə /-in qiymətlər oblastında arqumen
tin sonsuz qiymətləri uyğun gəlir və tənli
yin həllini a-dan asılı bir funKsiya şəKİində 
yazmaq olmur. Ona görə əsas triqonometrİK 
funKsiyaların hər birinin təyin oblastında 
elə bir aralıq seçirlər Kİ, bu aralıqda o bütün 
öz qiymətlərini təKcə bir dəfə almış olsun və 
bu aralıqda ona tərs olan funKsiyanı tapır
lar. Belə funKsiyaları əsas funKsiyaya агк 
(qövs) önşəKİlçini yazaraq, tərs triqonomet
rİK və ya sadəcə arKfunKsiya adlandırırlar.

Sinus üçün “qarşılıqlı birqiymətli in
terval” Kimi [-л/2,7г/2] parçası götürülür, 
burada sinus monoton olaraq —1-dən 1-ə 
Kİmi artır, Kosinus üçün isə — [О, я] parçası, 
tangens və Kotangens üçün uyğun olaraq 
(-л/2,л/2) və (0,7t)-dır. BeləlİKİə, arcsinus
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ŞdKİl 14.

bu [-1,1] parçasında təyin olunmuş arcsina 
funKsiyasıdır və hər bir a üçün 
-л/2 < a. <, л/2-dən götürülmüş a-nın elə bir 
qiymətinə bərabərdir kİ, sitıa = a olur. Onu 
bizə tanış olan vahid çevrə vasitəsilə göstər
məK rahatdır (şəkİİ 14a). Nəzərə alın Kİ: 
|a| < 1 olduqda Koordinat çevrəsində у oxuna 
nəzərən simmetrİK və ordinatı a-ya bərabər 
olan İKİ nöqtə mövcuddur. Onlardan biri 
a = arcsin a bucağı, digəri isə n - a bucağı
dır. Sinusun dövriliyini nəzərə alsaq, 
sin x = a tənliyin həlli aşağıdaKi Kimi yazı
lır:

x = (-1) arcsin a + ıtn 
burada n = 0, ± 1,± 2,... beləcə digər triqono- 
metrİK tənlİKİər də həll edilir:

cos x = a, - l^a^i x = ± arccos a + 2лп, 
n = 0,±X±2,... (şək.140)
tgx = a: x = arctga + im, 
n = 0,± 1,± 2,... (şək.14c)
ctgx = az x — arcctga + nn, 
n = 0, ± 1,± 2,... (şəK.14d)

SFERİK TRİQONOMETRİYA

SferİK triqonometriya böyÜK radius- 
lu çevrə qövslərinin sfera üzərində əmələ 
gətirdiyi üçbucaqların öyrənilməsi ilə məş
ğul olur.

SFERA ÜZƏRİNDƏ ÇEVRƏ VƏ 
ÜÇBUCAQ

İstənilən müstəvinin Kürə ilə Kəsişməsi 
bu Kürə üzərində müəyyən radiuslu çevrə 
doğurur. Kürənin bu müstəviyə perpendi
Kulyar olan diametri Kürənin O mərKəzin-

dən KeçərəK sferanı alınan çevrənin sferİK 
mərKəzləri adlanan İkİ M və Mx nöqtələrin
də Kəsir. MərKƏzi sferanın OmərKəzi ilə 
eyni, radiusu isə Kürənin radiusuna bə
rabər olan çevrəyə böyÜK çevrə deyilir. Sfe
ra üzərindəKİ qalan hissə çevrə adlanır. 
BöyÜK çevrənin M və sferİK mər
Kəzləri onun polyusları adlanır. Bu halda 
böyÜK çevrə M və nöqtələrinin polyarı 
adlanır (şəkİİ 15).

ŞdKİl 15.

Təpəsi O nöqtəsində yerləşən hər han
sı üçüzlü bucaq mərKəzi bu bucağın təpə 
nöqtəsi ilə üst-üstə düşən sfera ilə Kəsiş- 
dİKdə üç böyÜK çevrə qövsü əmələ gəlir. Bu 
qövslərin sfera üzərində əmələ gətirdiKİəri 
fiqura sferİK üçbucaq deyilir (şəkİİ 16).

Tərsinə, sfera üzərində üç böyÜK çev
rə qövsünün doğurduğu hər hansı üçbucaq 
formalı fiqur verilərsə, bu fiqura sfera və 
təpəsi bu sferanın mərKƏZində olan üçüzlü 
bucağın Kəsişməsi Kimi də baxmaq olar.

Sfera üzərində ixtiyari üç A, B, C nöq
tələri götürülərsə və bu nöqtələrdən cüt- 
cüt böyÜK çevrə qövsləri Keçirilərsə, müəy
yən ABC sferİK üçbucağı alınar (sfera

üzərindəKİ İKİ nöqtədən yeganə böyÜK dai
rə qövsü KeçirməK olar). Ona görə də sfe
rİK üçbucağa cüt-cüt Kəsişən üç böyÜK çev
rə qövsü arasında qalan sferİK səth hissəsi 
Kimi də baxmaq olar (şəkİİ 16).

SferİK üçbucağın təpələri və bucaqları
nı latın əlifbasının böyÜK hərfləri, uyğun 
qarşı tərəflərini isə kİçİk hərfləri ilə işarə 
edəcəyİK. SferİK üçbucağın ən azı İKİ tərəfi 
yarımçevrədən (daha doğrusu 180° -dən) 
böyÜK deyil. ÇünKİ, hər biri 180 -dən bö
yÜK olan İkİ tərəf üçüncü tərəflə görüşənə 
qədər bir-biri ilə KəsişərəK sferİK İKİbucaqlı 
əmələ gətirdİKİərindən, üçbucaq doğura 
bilməz.

İkİ Kəsişən böyÜK çevrə yarımçevrəsi
nin sfera üzərində əmələ gətirdiyi fiqura 
sferİK İKİbucaqlı deyilir (şəkİİ 17).

SferİK üçbucağın
bir tərəfi 180°-dən 
böyÜK ola bilər. La
Kİn bundan sonra sfe
ra üzərində üç nöqtə
nin cüt-cüt böyÜK 
çevrələrin ən kİçİk 
qövsləri vasitəsilə 

birləşdirilməsindən 
alınan sferİK üçbu
caqlara, başqa sözlə 
bütün tərəf və bucaq
ları 180° -dən kİçİk 
olan sferİK üçbucaq
lara baxacağıq. Belə 
sferİK üçbucaqlara 

Eyler üçbucaqları deyilir.
Hər hansı bir tərəfi 180°-dən böyÜK 

olan sferİK üçbucaq verildİKdə, bu üçbucaq 
əvəzinə onun yarımsferaya tamamlanması 
olan digər üçbucağa baxacağıq; Alınan üç
bucaq Eyler üçbucağı olar.

Alınmış KÖməKçi üçbucağın elementlə
rini bilməKİə əvvəlcədən verilən üçbucağın 
elementlərini müəyyənləşdirməK olar.

İxtiyari İkİ böyÜK çevrə diametrin ucla
rı olan İkİ nöqtədə KəsişdİKİərindən, sferİK 
üçbucağın ixtiyari İKİ tərəfini iKİnci Kəsiş
mə nöqtələrində Kəsişənə qədər davam 
etdirsəK, alman İKİnci Kəsişmə nöqtəsi bi
rinci ilə eyni diametr üzərində yerləşən 
nöqtə olar. Bu cür qurma nəticəsində ABC 
üçbucağının a tərəfi üzrə qoşması adlanan 
BCAX sferİK üçbucağı almar (şəkİİ 18).

Qoşma BCAX üçbucağının tərəfi və bu
caqları iİKİn ABC üçbucağının tərəf və 
bucaqları vasitəsilə aşağıdaKi Kimi ifadə 
olunur (atərəfi ortaqdır):

45 = 180°-c, 
AxC = \W°-b', 

Z_AX = Z4 
Z5C4 =180°-ZC, 

Z45C = 180° -Z5.
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SFERİK ÜÇBUCAĞIN BUCAQ VƏ 
TƏRƏFLƏRİNİN ÖLÇÜLMƏSİ

İkİ əyri arasındaKi bucaq dedİKdə onla
rın Kəsişmə nöqtələrindəKİ toxunanları ara
sında qalan bucaq nəzərdə tutulur. Ona gö
rə də ABC sferİK üçbucağının A bucağı de- 
dİKdə, onun AB və AC tərəflərinə A nöq
təsində çəKİlən AT və AT} toxunanları ara
sında qalan bucaq nəzərdə tutulur (şək. 18). 
Bu toxunanlar İkİüzİü MAAXN bucağının 
ABMAX, A CNA, müstəviləri üzərində yer
ləşirlər və onun AA\ tərəfinə perpendİKUİ- 
yardırlar, başqa sözlə bu İKİüzlü bucağın 
xətti bucağını əmələ gətirirlər. Bu mənada 
MAA{N İkİüzİü bucağı TAT} sferİK bucağı
nı ölçür deyəcəyİK. Buradan almır kİ, TATx 
bucağı MON bucağına bərabərdir, başqa 
sözlə A sferİK bucağı üçbucağın AB və 
AC tərəfləri (və onların uzantıları) arasında 
qalan və bucağın A təpəsinin polyus olduğu 
MN böyÜK çevrə qövsü ilə ölçülür.

SferİK üçbucağın tərəfinin uzunluğu 
dedİKdə, onun İkİ təpəsindən Keçən, sfera 
üzərində bu nöqtələr arasında ən qısa mə
safə olan və bu nöqtələr arasındaKi sferİK 
məsafə adlanan böyÜK çevrə qövsünün 
uzunluğu başa düşülür.

SferİK məsafənin ölçülməsi bucaqların 
ölçülməsinə gətirilir Kİ, bu da sferİK 
triqonometriyada xətlərin və bucaqların 
müqayisə olunmasına iniKan verir. İstəni
lən AB sferİK məsafəsi A və В nöqtələ
rindən Keçən böyÜK çevrə qövsü Kimi, 
(p = ÄAMB -yə bərabər AOB mərKəzi buca
ğına uyğundur (şəkİİ 15). Bütün böyÜK 
çevrə radiusları eyni olduğundan, AB sfe
rİK məsafəsi (p bucağı ilə, daha doğrusu 
dərəcə ölçüsü ilə bilavasitə ölçülə bilər.

SferİK məsafənin dərəcə ölçüsündən 
başqa, ölçü vahidi uyğun çevrənin radiusu 
olan radial ölçüsündən də istifadə olunur.

A və В nöqtələri arasındaKi məsafə
ni (p, radial məsafəni isə / ilə işarə etsəK, 

/ 360°

l 'İtiR

münasibətinin doğru olduğunu, buradan isə 

alarıq.

SFERİK ÜÇBUCAĞIN TƏRƏFLƏRİ 
ARASINDA MÜNASİBƏTLƏR

OABC üçüzlü bucağının (şəkİİ 16) 
müstəvi bucaqları sferİK üçbucağın söyKən- 
dİKİəri tərəfləri ilə, İKİüzlü bucaqları isə 
bu üçbucağın uyğun bucaqları ilə ölçülür 
(müəyyən olunur). Üçüzlü bucaq və ona 
uyğun olan sferİK üçbucaq arasındaKi bu 
əlaqə üçüzlü bucaq haqqında olan teoremin 
sferİK üçbucaq halına Keçirilməsinə imKan 
verir:

1) Məlumdur Kİ, ixtiyari üçüzlü bu
caqda müstəvi bucaqlardan hər biri digər 
İKİ müstəvi bucağın cəmindən KİçİKdir: 
AOC < AOB + BOC. Bu müstəvi bucaqlar 
sferİK üçbucağın tərəfləri ilə müəyyən 
olunduğundan, Z_A ОС = b, Z.A OB = c, 
ZBOC = a. BeləliKİə, tərəfləri a, b,c olan 
sferİK üçbucaq üçün

b<a + c 
olduğunu alarıq. Digər tərəflər halında da 
bu bərabərsizliyi analoji üsulla isbat etməK 
olar. Deməli, sferİK üçbucaqda hər bir 
tərəf digər İkİ tərəfin cəmindən KİçİKdir.

Bu bərabərsizliyin sağ tərəfindəKİ 
hədlərin birini sol tərəfə KeçirsəK, 
aşağıdaKi nəticəni alarıq:

b-c<a.
Digər tərəflər halında da bu bərabərsizliyi 

analoji üsulla isbat etməK olar. Deməli, 
sferİK üçbucağın ixtiyari tərəfi digər İKİ 
tərəfin fərqindən böyÜKdür.

b < a + c bərabərsizliyinin hər İKİ tə
rəfinə b əlavə edib, alınan bərabərsizliyin 
hər tərəfini 2-yə bölsəK,

----------->b
2 

olduğunu alarıq. BeləliKİə, aşağıdaKi İKİnci 
nəticə almır:

SferİK üçbucağın yarımperimetri onun 
hər bir tərəfindən böyÜKdür.

2) İxtiyari üçüzlü bucaqda müstəvi bu
caqların cəmi 360° -dən KİçİKdir:

ÄAOC + ÄAOB + A BOC < 360°. 
Müstəvi bucaqları sferİK üçbucağın onlarla 
ölçülən tərəfləri ilə əvəz etsəK, 

a + Z> + c<360° 
olduğunu, başqa sözlə, aşağıdaKi hÖKmün 
doğruluğunu alarıq: 
ixtiyari sferİK üçbucağın tərəfləri cəmi 
360°-dən KİçİKdir.

POLYAR SFERİK ÜÇBUCAQ 
VƏ ONUN XASSƏLƏRİ

Verilmiş sferİK üçbucaq üçün polyar 
sferİK üçbucaq dedİKdə elə sferİK üçbucaq 
başa düşülür kİ, verilmiş üçbucağın təpə
ləri bu sferİK üçbucağın tərəflərinin pol- 
yuslarıdır.

Verilmiş ABC sferİK üçbucağı üçün 
polyar sferİK üçbucaq quraq.

O nöqtəsindən АО, ОС və OB-yə perpen- 
dİKUİyar müstəvilər KeçirəK. Onların sfera 
üzərində cüt-cüt Kəsişmə nöqtələrini 
A{,B{,CX ilə işarə edəK. Onda A;BtC,sferİK 
üçbucağı ABC üçün polyar üçbucaq olacaq.

Asanlıqla görməK olar kİ, qurulmuş 
polyar üçbucağın təpələri verilmiş üçbu
cağın tərəfləri üçün polyusdur.

B{,A və B}, C nöqtələrindən böyÜK 
çevrə qövsləri KeçirəK. Onda, A nöqtəsi 
BİC] tərəfi üçün polyus olarsa, bu qövsün 
hər bir nöqtəsi A nöqtəsindən 90° arala
nar. Ona görə də AB{ böyÜK çevrə qövsü 
90°-yə bərabər olar və ona söyKənən B{OA 
mərKəzi bucağı düz bucaq olar.

C təpəsi və A, Bt qövsü üçün də oxşar 
mühaKİmələr aparsaq, BXOCbucağının düz 
bucaq olduğunu alarıq.

B\O düz xətti A\OCX müstəvisində 
yerləşən İKİ düz xəttə perpendİKulyar ol
duqda isə o, bu müstəvi üzərində onun 
oturacağından çəKİlən ixtiyari üçüncü 
xəttə də perpendİKulyar olar, başqa sözlə, 
polyar üçbucağın B} təpəsi ilə verilmiş iİKİn 
üçbucağın A C tərfi üzərindəKİ ixtiyari 
M nöqtəsini birləşdirən böyÜK çevrə qövsü

90°-yə bərabərdir. Buradan alınır kİ, pol
yar üçbucağın B{ təpəsi verilmiş İİKİn üçbu
cağın AC tərəfi üçün polyusdur.

Eyni qayda ilə polyar üçbucağın digər 
İkİJjVə С\ təpələrinin də iİKİn üçbucağın 
BC və AB tərəfləri üçün polyus olduğunu 
göstərməK olar.

BeləliKİə, sferİK üçbucaqlardan biri 
digər sferİK üçbucağa nəzərən polyar 
üçbucaqdırsa, onda İKİnci sferİK üçbucaq 
da birinci sferİK üçbucağa nəzərən polyar 
üçbucaqdır. Başqa sözlə, bu üçbucaqlar 
qarşılıqlı polyar üçbucaqlar olar.

Teorem. İkİ qarşılıqlı polyar sferİK 
üçbucağın tərəfləri və bucaqları bir-birini 
180° -yə tamamlayırlar.

İsbatı. Tutaq Kİ, ABCvə A}B{C} qarşı
lıqlı polyar sferİK üçbucaqlardır (şəkİİ 18.).

ABC üçbucağının bucaq və tərəfləri
ni A,B,C və a,b,c ilə, AXBXCX üçbuca
ğının bucaq və tərəflərini isə və
a},b},C\ ilə işarə edəcəyİK.

Əvvəlcə isbat edəK kİ, ABC üçbuca
ğının B bucağı ilə polyar üçbucağın b} tə

rəfinin cəmi 180°-yə bərabərdir. Bunun 
üçün BA və BC böyÜK çevrə qövslərini 
sfera üzərində polyar üçbucağın AlCl 
tərəfi ilə Kəsişənə qədər uzadaq (Kəsişmə 
nöqtələri uyğun olaraq К və L olsun).
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SferİK bucaq onun tərəfləri arasında qalan 
bucağın təpəsinin polyus olduğu böyÜK 
çevrə qövsü ilə ölçüldüyündən, B bucağı 
KL qövsü ilə ölçülər. Ona görə də, 
B + b} - KL + /IjC]. Bu bərabərlİKdə ^Ç-i 
AyK + KL + LCy ilə əvəz etsəK,

B + h, = KL + AyCy =

= KL + AlK + KL + LCl=AlL + KC1 
olduğunu alarıq.

təpəsi BK qövsünün polyusu oldu
ğundan, KQ = 90°, Al təpəsi BL qövsü

nün polyusu olduğundan, AyL = 90Q. Be- 
ləlİKİə,

B + by = AyL + KC} =90° +90° =180°. 
Eyni üsulla

A + ax =180°, C + c, =180° 
bərabərlİKİərinin də doğru olduğunu gös- 
tərməK olar.

İndi isə polyar üçbucağın tərəfi ilə 
iİKİn üçbucağın uyğun bucağının cəminin 
180°olduğunu isbat edəK. Məsələn, isbat 
edəK Kİ,

5, + 6 = 180°.
.Sj bucağı NS qövsü ilə ölçüldüyündən, 

B} + b = NS + AC. ŞəKİldən göründüyü Ki
mi NS əvəzinə NC + CS, A C əvəzinə isə 
AS -CS yazmaq olar. Bu əvəzləmələrdən 
sonra

By+b = NC + CS + AS-CS =

= NC + AS = 90° +90° =180° 
olduğunu alarıq.

Qeyd edəK kİ, bu faKtı üçbucaqların 
qarşılıqlı polyar olmasından nəticə Kimi də 
almaq olar.

Nəhayət, qeyd edəK Kİ, üçbucağın bü
tün tərəfləri 90°-dən kİçİk olduqda onun 
polyar üçbucağı bu üçbucaqdan Kənarda 
yerləşir, üçbucağın tərəflərindən hər hansı 
biri 90°-dən böyÜK, qalanları 90°-dən 
kİçİk olduqda onun polyar üçbucağı bu üç
bucağın tərəflərini Kəsir, üçbucağın 

tərəflərinin hər biri 90°-dən böyÜK olduq
da onun polyar üçbucağı bu üçbucağın 
daxilində yerləşir.

Polyar üçbucaq anlayışı elmə XVI 
əsrdə həndəsəçi Snellius tərəfindən daxil 
edilmişdir.

SFERİK ÜÇBUCAĞIN BUCAQLARI 
ARASINDA MÜNASİBƏTLƏR

Verilmiş AB C sferİK üçbucağı üçün tə
rəfləri a],61,c]olan AyByCy polyar üçbucağı
na baxaq. Yuxarıda isbat etdiyimizə əsa
sən, bu polyar üçbucaq üçün 

0 < щ + b{ + Cj < 360° 
bərabərsizlİKİəri doğrudur. Burada 

=180°-J, b, =180°-B, c,=180°-C 
bərabərlİKİəri ilə polyar üçbucaqdan iİKİn 
üçbucağın elementlərinə KeçsəK, 

0 < 180° - A +180° - B +180° - C < 360° 
və buradan da

180° < J + 5 + C<540° 
bərabərsizlİKİərinin doğru olduğunu alarıq. 
BeləlİKİə, ixtiyari sferİK üçbucağın bucaq
ları cəmi 180°-dən böyÜK və 540°-dən Kİ- 
çİKdir.

SferİK üçbucağın bucaqları cəmi ilə 
180° arasında olan fərqə sferİK qalıq və ya 
sferİK üçbucağın eKssesi deyilir. Yuxarıda 
isbat olunan faKta əsasən ixtiyari sferİK 
üçbucağın eKssesi müsbətdir.

Polyar üçbucaq üçün ax+by> Cy mü
nasibəti doğrudur. Bu bərabərsizlİKdə pol
yar üçbucaqdan iİKİn üçbucağa KeçsəK 

180°-A +180°-B> 180°-C
və ya

Л + 5-С<180° 
bərabərsizliyinin doğru olduğunu alarıq. 
Bu isə o deməKdir Kİ, ixtiyari sferİK üç
bucaqda İkİ bucağın cəmi ilə üçüncünün 
fərqi 180°-dən KİçİKdir.

SFERİK ÜÇBUCAQLARIN 
BƏRABƏRLİK ƏLAMƏTİ

Eyni sfera üzərində yerləşən üçbucaq
ların aşağıdaKi bərabərlİK əlamətləri var:

1) İkİ tərəfləri və onlar arasında qalan 
bucaqları bərabərdirsə;

2) Bir tərəf və ona bitişİK İkİ bucaqları 
bərabərdirsə;

3) Üç tərəfləri bərabərdirsə;
4) Üç bucaqları bərabərdirsə, üçbucaq

lar bərabərdir.
SferİK üçbucaqların bərabərliyinin İİk 

üç əlamətinin isbatı müstəvi üçbucaqları
nın bərabərlİK əlamətlərinin isbatı Kimidir. 
SferİK üçbucaqların bərabərliyinin dördün
cü əlamətini verilmiş üçbucaqlar üçün pol
yar üçbucaqların Köməyi ilə isbat edəK.

Tutaq Kİ, bucaqları A,B,C, tərəfləri 
a,b,c və bucaqları D,E,F, tərəfləri isə 
d,e,f olan İKİ sferİK üçbucaq verilmişdir 
və A = D,B = E,C = F. İsbat edəK Kİ, bu 
üçbucaqlar bərabərdir. Bu üçbucaqlar 
üçün polyar üçbucaqlara baxaq. Bu üçbu
caqların bucaqları və tərəfləri uyğun 
olaraq birinci üçbucaq üçün At,B}, Ct, 
ay,by,Cy, İKİnci üçbucaq üçün isə 
Dy,Ey,Fy, dy,e},fy olsun. Polyar üçbucaq
ların xassəsinə əsasən

A + ay =180°, D + dy =180°, 

B + by =180°, E + ey =180°, 

C + Cy =180°, F + fy =180°.

Bu bərabərlİKİərdə A — D,B — E,C = F ol
duğunu nəzərə alsaq, a} = dy, b} = e},Cy = fy 
bərabərlİKİərinin doğru olduğunu alarıq. 
Buradan alınır kİ, AyByCyVƏ DyEyFy polyar 
üçbucaqları üç tərəflərinə görə bərabərdir
lər. Ona görə də onların bucaqları da bəra
bərdirlər: Ay = Dy, By = Ey, Cy = Fy. Polyar 
üçbucağın bucaqları iİKİn üçbucağın tərəf
lərinin 180°-yə tamamlanması olduğundan, 
iİKİn sferİK üçbucaqların tərəfləri də bəra
bərdir. Ona görə də, üçbucaqların bərabər

liyinin üçüncü əlamətinə əsasən bu üçbu
caqlar bərabərdir.

SİMMETRİK SFERİK 
ÜÇBUCAQ ANLAYIŞI

ABC sferİK üçbucağının təpələrindən 
çəKİlmiş diametrlərin sferİK səthlə Kəsişmə 
nöqtələri Ay,By,Су olsun (şəkİİ 19).
Bu nöqtələri böyÜK çevrə qövsləri ilə bir-

ŞəKil 19.

ləşdirsəK, simmetrİK üçbucaq adlanan 
AyByCy sferİK üçbucağını alarıq. Ümumiy
yətlə uyğun təpələri sfera boyunca müəy
yən hərəKət vasitəsilə bir diametr üzərinə 
düşən üçbucaqlara da simmetrİK üçbucaq
lar deyirlər. Aydındır Kİ, simmetrİK üçbu
caqların bütün uyğun elementləri bərabər
dir. Buna baxmayaraq, ümumiyyətlə, bu 
üçbucaqlar üst-üstə qoyulduqda, onların 
elementləri müxtəlif ardıcıllıqla yerləşdİK- 
lərindən, üst-üstə düşməyə bilər.

GöstərməK olar Kİ, ABC və ona sim
metrİK AyByCy sferİK üçbucaqlarının sahə
ləri bərabərdir.
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SFERİK ÜÇBUCAĞIN TƏRƏF VƏ 
BUCAQLARI ARASINDA 

MÜNASİBƏTLƏR

Teorem. SferİK üçbucaqda ini tərəf bəra- 
bərdirsə, onların qarşısındanı bucaqlar da bə
rabərdir.

İsbatı. Fərz edən ni, ABC sferin üç
bucağında a ■= c. İsbat edən ni, A = C 
(şəkİİ 20).

В təpəsini böyün çevrə qövsü vasitəsilə 
AC tərəfinin orta nöqtəsi olan К nöqtəsi 
ilə birləşdirən. Onda ABK və В КС üçbu
caqlarında BK tərəfi ortaqdır, qurmaya 
əsasən AK = КС və şərtə əsasən AB = В C. 
ABK və BKC üçbucaqları (müxtəlif tər
tiblə düzülmüş) bərabər uzunluqlu tərəflərə 
malin olduqlarından, simmetrindirlər. Ona 
görə də A = C. Teorem isbat olundu.

Teorem. Sferin üçbucaqda bərabər bu
caqlar qarşısındanı tərəflər bərabərdir.

İsbatı. Fərz edən ni, ABC sferin üç
bucağında A = C. İsbat edən ni, a = c.

Bu teoremi isbat etmən üçün polyar 
üçbucaqdan istifadə edəcəyin. A = C olar
sa, onda 180° — «] =180° — Cj və deməli, 
a, = C|. Polyar üçbucağın ini tərəfi bərabər 
olduğundan, onlar qarşısındanı bucaqlar 
bərabərdir (yuxarıdanı teoremə əsasən): 
A{ - Cj. Bu bərabərlindən istifadə edərən 
ilnin üçbucağa neçsən, 180° -a = 180° —c 
və deməli, a = c bərabərliyinin doğru oldu
ğunu alarıq. Teorem isbat olundu.

Teorem. Sferin üçbucaqda böyün bu-

caq qarşısında böyÜK tərəf durur.
İsbatı. Tutaq ki,B>C. İsbat edəK ni, 

b>c (şəkİİ 21).

B təpəsindən a tərəfi ilə C bucağı əmə
lə gətirən böyün çevrə qövsü çənən. Onda 
KBC üçbucağı bərabəryanlı üçbucaq olar 
(BK və КС tərəfləri bərabərdir).

ABK üçbucağında AB < AK + BK . Bu 
bərabərsizlində BK = КС olduğunu nəzərə 
alsaq, AB < AK + КС və deməli, AB < AC 
bərabərsizliyini alarıq. Bu isə c<b olması 
deməndir. Teorem isbat olundu.

Teorem. Sferin üçbucaqda böyün tərəf 
qarşısında böyün bucaq durur.

İsbatı. Tutaq ni, b> c. İsbat edən ni, 
B>C.

Teoremi isbat etmən üçün polyar 
üçbucaqdan istifadə edəcəyin. İlnin üçbu
caqda b> c olarsa, polyar üçbucaq üçün 
180° — B\ > 180° — C,, başqa sözlə B} < C} 
olar. Bundan əwəlni teoremə əsasən polyar 
üçbucaq üçün b} < bərabərsizliyi doğru
dur. Bu bərabərsizlindən istifadə edərən 
ilnin üçbucağa neçsən, 180° -B < 
<180°—C, buradan da B>C olduğunu 
alarıq. Teorem isbat olundu.

SFERİK ÜÇBUCAĞIN DAXİLİNƏ 
VƏ XARİCİNƏ ÇƏKİLMİŞ ÇEVRƏLƏR

ABC sferin üçbucağının A və В bu
caqlarını АО və BO böyün çevrə qövsləri 
vasitəsilə yarıya bölən. Bu qövslərin O 
nəsişmə nöqtəsindən üçbucağın tərəflərinə 
perpendinulyar olan OK, OL və OM 

böyün çevrə qövsləri çənən (şənil 22). On
da, A ortaq təpəsindəni bucaqları bərabər, 
АО tərəfləri ortaq, К və M bucaqları bə
rabər (düz bucaq olduqlarından) olduğun
dan, AMO və AKO üçbucaqları simmet
rindirlər. Ona görə də МО = KO. Eyni 
qayda ilə, KOB və OBL üçbucaqlarının 
simmetrinliyindən KO = OL olduğunu al
maq olar. Ona görə də O nöqtəsindən OM

radiuslu çevrə çənsən, o, üçbucağın bütün 
tərəflərinə toxunar.

Daxilə çənilmiş çevrənin Omərnəzini 
üçüncü C təpəsi ilə birləşdirsən, MOC və 
OLC simmetrin üçbucaqlarını alarıq. Bu
radan alınır ni, Z.OCM = Z.OCL.

Bucağı yarıya bölən böyün çevrə qöv
sünə bucağın tənböləni deyilir.

Beləlinlə, aşağıdanı teoremin doğrulu
ğu isbat olundu:

Teorem. Sferin üçbucağın bucaqlarının 
tənbölənləri üçbucağın daxilinə çənilmiş 
niçin çevrənin mərnəzində nəsişirlər.

ABC sferin üçbucağının AB və В C tə
rəflərini К və L nöqtələri vasitəsilə yarıya 
bölən və bölgü nöqtələrindən üçbucaqların tə
rəflərinə perpendinulyar olan böyün çevrə 
qövsləri çənən (şənil 23). Bu qövslərin O nə
sişmə nöqtəsini OA, OB və ОС böyün çev
rə qövsləri vasitəsilə üçbucağın təpələri ilə 
birləşdirən. İsbat edən ni, bu qövslər bəra
bərdir.

AOK və KOB üçbucaqlarında KO

tərəfi ortaqdır, KB və KA tərəfləri bəra
bərdir, bu tərəflər üçün ortaq olan 
təpədəni bucaqları isə düz bucaqdır. Demə
li, AKO və KBO üçbucaqları simmet
rindirlər.

Bu üçbucaqların АО və OB tərəfləri 
bərabər bucaqlar qarşısında olduqlarından, 
bərabərdir.

Eyni üsulla, BOL və LOC simmet
rin üçbucaqlarına baxmaqla, BO = ОС 
olduğunu alarıq. Deməli, АО = OB = ОС 
bərabərlinləri doğrudur. Buradan alınır ni, 
mərnəzi (9 nöqtəsində, radiusu АО olan 
çevrə üçbucağın bütün təpələrindən neçir.

Xaricə çənilmiş çevrənin O mərnəzini 
OM böyün çevrə qövsü vasitəsilə AC 
tərəfinin orta nöqtəsi ilə birləşdirsən, 
АО M və MOC simmetrin üçbucaqlarını 
alarıq. Ona görə də, M təpəsindəni bucaq
ları bərabər, yəni düz bucaqlardır.

Beləlinlə, aşağıdanı teoremin doğrulu
ğu isbat olundu:

Teorem. Sferin üçbucağın tərəflərinin 
orta nöqtələrindən neçib, bu tərəflərə 
perpendinulyar olan üç böyün çevrə sferin 
üçbucağın xaricinə çənilmiş niçin çevrənin 
mərnəzində nəsişirlər.

SFERİK TRİQONOMETRİYANIN 
ƏSAS DÜSTURLARI

Sferin triqonometriyanın əsas düstur
ları dedində sferin üçbucağın dörd və ya 
beş elementi arasındanı əlaqəni ifadə edən, 
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başqa sözlə, sferiK üçbucağın üç və ya dörd 
verilmiş elementinə görə dördüncü və ya 
beşinci elementinin təyin olunduğu 
düsturlar nəzərdə tutulur.

Üçbucağın altı elementi olduğundan, 
sferiK üçbucağın dörd və beş elementi 
arasındanı əlaqəni ifadə edən əsas 
düsturların sayı
Cg =15 və Cg =6 olar.

TƏRƏFİN KOSİNUSU DÜSTURLARI

Tərəfin Kosinusu düsturları dedində 
sferin üçbucağın üç tərəfi və bir bucağı 
arasında əlaqəni ifadə edən düsturlar 
nəzərdə tutulur.

Bu düsturlara adətən Albateqniya (X 
əsrin ininci yarısında yaşamış riyaziyyatçı) 
düsturları da deyirlər.

Teorem (Tərəfin nosinusu düsturları). 
Sferin üçbucağın tərəflərindən birinin no
sinusu digər ini tərəfin nosinusları hasili 
ilə həmin tərəflərin sinusları hasilinin bu 
tərəflər arasında qalan bucağın nosinusu 
hasilinin cəminə bərabərdir.

Birinci isbat (proyensiya nəzəriyyəsinə 
əsaslanan). Tutaq ni, ABC sferin üçbucağı 
verilmişdir (şənil 24). ABC sferin üçbuca
ğının təpələrini sferanın O mərnəzi ilə bir
ləşdirən. B təpəsindən digər ini A və C tə

pəsindən neçən böyün çevrə müstəvisinə və 
bu təpələri sferanın mərnəzi ilə birləşdirən 
radiuslara BD,BE və BF perpendinulyarları 

endirən. Bu perpendinulyarların oturacaq
larını ED və FD düz xətləri ilə birləşdirsən, 
OEDF sınıq xətti və onun OF tamamlayıcı- 
sını (qapanması) alarıq. Alınmış sınıq xətti 
onun tamamlayıcısının istiqaməti ilə üst-üstə 
düşən proyensiya oxuna proyensiyalasaq,

pr. OF =pr. OE + pr. ED + pr. DF (1) 
olduğunu alarıq. Bu münasibətə daxil olan 
elementlərin qiymətlərinə baxaq: şənildən 
də göründüyü nimi OF = cosa. OF-nm 
da OF oxuna proyensiyası COS a-ya bəra
bərdir, DF OF -ə perpendinulyar olduğun
dan, pr. DF = 0 .

Stereometriyadan “üç perpendinulyar 
haqqında” teoremə əsasən ACO böyün 
çevrə müstəvisində yerləşən və ona 
çənilmiş BF mailinə perpendinulyar olan 
OF düz xətti bu mailin FD proyensiyasına 
da perpendinulyardır. pr. ED-ni tapmaq 
üçün qeyd edən ni, “üç perpendinulyar 
haqqında” teoremə əsasən DE OE -yə 
perpendinulyardır; Buradan alarıq ni, 
BED bucağı sferin A bucağının ölçüldüyü 
iniüzlü bucağın xətti bucağıdır. ED və 
proyensiaylama oxu arasındanı EKO buca
ğının 90° - b oldğunu nəzərə alsaq,

pr. ED = ED cos(90° -b) = ED sin b,
ED = BEcosA, BE = s\nc 

olduğunu alarıq. Ona görə də
pr. ED = sin b • sin c ■ cos A.

EO -nun proyensiyası üçün ardıcıl olaraq
pr. EO = EOcosö, 

pr. EO = cosc, 
pr. EO = cosb-cosc 

bərabərlinlərini alarıq.
Alınan qiymətləri (l)-də yerinə yazsaq, 

cos a - cos b ■ cos c + sin b • sin c ■ cos A 
olduğunu alarıq.

Analoji üsulla b və c tərəfləri üçün 
cos b = cos c ■ cos a + sin c • sin a ■ cos B, 
cos c = cos a ■ cos b + sin a • sin b • cos c 

düsturlarının doğru olduğunu alarıq.
İninci isbat. ABC sferin üçbucağının 

təpələrini sferanın O mərnəzi ilə birləş
dirən (şənil 25).

Tutaq ni, sferin üçbucağın b və c tə
rəflərinin hər biri 90°-dən niçindir. A 
nöqtəsindən sferin üçbucağın AB və A C 
tərəflərinə toxunanlar çənən. Onlardan biri 
А ОС, o birisi isə A OB müstəvisində yer
ləşir. Bu toxunanlar OB və ОС radius
larının uzantılarını M nə N nöqtələrində 
nəsir. M və N nöqtələrini birləşdirən.

Müstəvi həndəsəsindən məlum nosi- 
nuslar teoreminə əsasən MAN üçbucağın
da
MN2 = AN2 + AM2 - 2- AN ■ AM -cos A, 

OMN üçbucağında isə
MN2 = OM2 +ON2 -2-OM ON cosa. 

Bu ini bərabərliyin müqayisəsindən
AN2 + AM2 - 2 ■ AN ■ AM -cosA =
= OM2 +ON2 -2 OM ON cosa, 

buradan da
2 OM ON cosa =

= OM2 + ON2 - AN2 - AM2 +

+ 2 • AN • AM ■ cos A 
olduğu alınır.

Sonuncu bərabərlində OMA düzbucaqlı 
üçbucağında

OM2-AM2 -OA2,
ONA düzbucaqlı üçbucağında isə

ON2-AN2 -OA2 
olduğunu nəzərə alsaq,

2 • OM ON cosa =
2 OA2 + 2 • AN • AM ■ cos A ,

OM ON cosa = OA2 + AN ■ AM -cos A 

bərabərliyini alarıq. Bu bərabərliyin hər ini 
tərəfini OM • ON hasilinə bölsən,

OA OA AN AM 
cosa =-------------+-------------- cosJ (2)

OM ON ON OM 
alarıq.

Şənildən göründüyü nimi
OA , OA

--------= COSD, --------= COSC,
OM ON
AN . , AM .
-----= sıno, ------ = sınc.
ON OM

Nəhayət, (2) bərabərliyində
OA OA AN AM
OM’ ON' ON' OM 

nisbətlərinin triqonometrin funnsiyalarla 
ifadələrini nəzərə alsaq,

cos a = cos b • cos c + sin b • sin c • cos A 
bərabərliyinin doğru olduğunu alarıq.

İndi isə bu düsturu sferin üçbucağın b 
və c tərəflərindən biri və ya hər inisi 90°- 
dən böyün olan halda isbat edən.

Əvvəlcə fərz edən ni, b > 90°, c < 90° . 
Sferin üçbucağın a və b tərəflərini Cj nə- 
sişmə nöqtələrinə qədər davam etdirsən, (şə
nil 26) tərəfləri c<90° və (180° -Z>)<90( 

olan BAC) sferin üçbucağını alarıq.

Ona görə də, yuxarıda isbat olunmuş 
düstura əsasən

cos(180° -a) =

= cos(l 80° -b)-cosc + sin(l 80° - b) x

x sin c • cos(l 80° - A)
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-cosa = -cos/) • cosc-sin/)-sinc -cos Л, 
cosa = cos/>• cosc + sin b-sinc-cos Л 

olduğunu alarıq.
İndi isə fərz edəK Kİ, b>90°,c>90° 

(şəkİİ 27). SferİK üçbucağın evə b tərəflə

rini Ax Kəsişmə nöqtələrinə qədər davam 
etdirsəK, alman sferİK üçbucağın tərəfləri 
üçün (180° -b) <90°, (180°-c) <90° bə- 
rabərsizlİKİərini alarıq. Ona görə də yu
xarıda isbat olunmuş düstura əsasən 

cosa = cos(180° -b)-cos(180° -c) + 

+ sin(l 80° - b) • sin(l 80° - c) • cos A}.
Burada A} = A olduğunu nəzərə alsaq, 

cosa = cos b • cos c + sin b- sin c- cos A 
düsturunu alarıq.

SİNUSLAR DÜSTURLARI

Bu düsturlar sferİK üçbucağın İkİ tərəfi 
və İkİ qarşı bucağı arasında əlaqəni ifadə 
edir.

Teorem. SferİK üçbucağın tərəflərinin 
sinusları onların qarşısındam bucaqların 
sinusları ilə mütənasibdir.

Birinci isbat. BDE və BDF düzbucaqlı 
üçbucaqlarına baxaq (şəkİİ 24). Onların or
taq tərəfinə İKİ sınıq xəttin tamamlayıcısı 
Kİmi baxmaqla, bu sınıq xətləri tamamla
yıcı ilə üst-üstə düşən proyeKsiya oxuna 
proyeKsiyalasaq, alarıq:

pr. BD =pr.BE +pr. ED,
pr. BD =pr. BF +pr. FD.

Buradan alınır Kİ,
pr. #£+pr. ED =pr. BF +pr. FD.

BE -nin BD oxuna proyeKsiyası
BE ■ cos DBE -yə bərabərdir. ŞəKİldən gö
ründüyü Kİmi BE = sin c,
Z.DBE = 90° — A . Ona görə də
pr. BE = sin c • cos(90° - A) = sin c • sin A (3) 

ED-nin BD oxuna proyeKsiyası sıfıra 
bərabərdir(çünKİ onlar arasındam bucağın 
Kosinusu sıfıra bərabərdir).

BF -in BD oxuna proyeKsiyası
BF ■ cos FBE -yə bərabərdir,
BF — sin A, Z.FBE = 90° — C. Ona görə də

pr. BF = sin a • cos(90° - C) = sin a • sin C.
DF -in BD oxuna proyeKsiyası sıfra 

bərabərdir (aralarmdam bucaq 90° oldu
ğundan). Alınmış qiymətləri (3)-də nəzərə 
alsaq,

sinc-sin A = sin a-sin C,
buradan da

sin a sin A
sinc sin C 

bərabərliyinin doğru olduğunu alarıq. Eyni 
üsulla isbat etməK olar Kİ,

sina _ sin^ 
sinb sin B’ 
sinb _ sin B
sinc sin C

İsbat olunmuş bərabərlİKİərdən biri digər 
İKİsindən nəticə Kİmi alınır.

Bu bərabərlİKİəri
sina _ sinc sinb _ sinc 
sin^ sinC’ sin/? sin C

Kİmi də yazmaq olar. Deməli,
sina sinb sinc
 = =------- = m, 
sın?l--- sin B--- sin C

başqa sözlə, sferİK üçbucaqda tərəfin sinu- 
sunun qarşıdam bucağın sinusuna nisbəti 
sabit Kəmiyyətdir.

İKİnci isbat (tərəfin Kosinusu düstu
runa əsaslanan isbat). Tərəfin Kosinusu 
düsturlarına əsasən

cos a = cos b - cos c + sin b • sin c • cos A, 
cosb = cosc-cosa + sinc-sin a-cos/?. 
Bu bərabərlİKİərin hər birində bərabər

liyin sağ tərəfindəKİ birinci həddi sol tərə

fə KeçirəK və alınmış bərabərliyin hər İkİ 
tərəfini Kvadrata yÜKsəldəm

cos a - cosb ■ cosc = sin b ■ sin c • cos A, 
cosb-cosc-cos a = sinc -sin a cos B, 

cos2 a - 2 cos a cos b ■ cos c 4- cos2 b ■ cos2 c = 
= sin2b-sin2c-cos2 A, 

cos2 b - 2 cos a cosb ■ cosc + cos2 a • cos2 c = 
= sin2 a ■ sin2 c- cos2 B,

Son İkİ bərabərliyin birincisindən İKİncisini 
tərəf-tərəfə çıxaq:
cos2 a — cos2 b + cos2 bcos2 c — cos2 a cos2 c = 
= sin2 b • sin2 c • cos2 A - sin2 a • sin2 c • cos2 B 
Bu bərabərlİKdə ortaq vuruqları mötərizə 
xaricinə çıxarsaq,

cos2 a • (1 - cos2 c) - cos2 b • (1 - cos2 c) = 
= sin2 c-(sin2 b-cos2 A - sin2 a -cos2 B) 

və ya
cos' a • sin2 c - cos2 b • sin2 c = 

= sin2 c-(sin2 /)-cos2 A - sin2 a -cos2 B) 
alarıq. Alınmış bərabərliyin hər İkİ 

tərəfini sin2c-yə böləm
cos2 a - cos2 b = sin2 b ■ cos2 A - sin2 a ■ cos2 B 

Bu bərabərlİKdə Kosinusları sinusla əvəz 
etsəK ,

l-sin2a-l + sin2b =
= sin2 b -sin2Z)sin2 A - sin2 a + sin2 asin2 B 
buradan da

sin a-sin2 B-sin Z)-sin2/l = 0, 
sin!a-sin B = sin b-sin2 A, 

sin2 a _ sin2 A 
sin2/) sin2 B 

olduğunu alarıq. Sonuncu bərabərliyin hər 
İkİ tərəfində Kvadrat kökə KeçməKİə 

sina _ sin A 
sin/) sin 5 

bərabərliyinin doğru olduğunu alarıq (şərtə 
əsasən bütün tərəfləri 90°-dən kİçİk olan 
sferİK üçbucaqlara baxılır).

Üçüncü isbat (tərəfin Kosinusu düs
turuna əsaslanan isbat).
Tərəfin Kosinusu düsturlarına əsasən 

cosa = cos b- cos c + sinZ) -sinc- cos A.
Bu tənliyi COS A -ya görə həll edəK və alın

mış bərabərliyin hər İkİ tərəfini Kvadrata 
yÜKsəldəm

. cos a -cosb -cosc cos A =------;,
sin/) sinc

-> . cos2a-2-cosa-cosb-cosc+cos2b-cos2c 
co? A =-----------------------------------------------.

siı?b-siı?c
Buradan
. ’ . , cos2a-2-cosa-cosb-cosc+cos2b-cos2c1 -cos A -1--------------------------------------------

sirfb-sirfc
və ya

sin2 A =

sin2/)-sin2c-cos2a+2-cosa-cos/)-cosc-cos2/)-cos!c 
sin2b-sin2c

bərabərliyi almır. Bu bərabərliyin hər İKİ 
tərəfini sin2 a-ya böləK və bərabərlyin sağ 
tərəfində Kəsrin surətində sinusları 
Kosinusla ifadə edəm

sin2 A _ (1 - cos2 b) ■ (1 - cos2 c) 
sin2 a sin2 a -sin2 b -sin2 c

cos2 a+ 2-cosa-cos/)-cosc-cos2 b-cos2 c 
sin2 a-sin2 Z)-sin2 c

Burada mötərizələri açıb, oxşar hədləri 
islah etsəK,
siı? J_l-co^ a-cos2b-cos2c+2-cosa-cosb-cosc 
sin2 a siıTa-siır/)-siı?c
bərabərliyini alarıq. Aydındır Kİ, sonuncu 
bərabərliyin sağ tərəfindəm ifadə a,b, c 
elementlərinə nəzərən simmetrİKdir və 
sin2# sin2 C , „ ,
-------- , ----- -— üçun yazılmış uyğun bəra- 
sin b sin c

bərÜKİərin də sağ tərəfində bu ifadə almar. 
Ona görə də

sin2 A _ sin2 B _ sin2 C
sin2 a sin2/) sin2c

Buradan da
sin A sin B _ sin C
sin a sin b sin c

olduğunu alarıq.
Sinuslar düsturu bəzən aşağıdam Kİmi 

də ifadə olunur: tərəfin sinusunun bitişİK 
bucağın sinusuna hasili onların qarşı 
elementlərinin sinusları hasilinə bərabərdir.
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BEŞ ELEMENT DÜSTURLARI

Bu düsturlar sferİK üçbucağın üç tərəfi, 
İkİ bucağı və ya üç bucağı, İkİ tərəfi olamqla 
beş elementi arasındaKi əlaqəni ifadə edir.

Düsturun proyeKsiya haqqında teo
remə əsaslanan çıxarılışı. Düsturun çıxa- 
rılışı üçün DEOF (şəkİİ 28) dördbucaqlı- 
sında DF tərəfinə tamamlayıcı Kimi baxaq. 
Onda proyeKsiyalar haqqındaKi teoremə 
əsasən

pr. DF = pr. FO + pr. OE + pr. ED. 
ProyeKSİyalama oxu Kimi DF tamamlayıcı 
parçasını götürsəK,

pr. DF = sin a cos C,
pr. FO = cosöcos90° = 0,

pr. OE = cos c cos(90° - Z?) - cos c sin b,
pr. ED= sinccos Xcos (180 °- b)= -sinc cosb cosA 

bərabərlİKİərini alarıq. Deməli, 
sin a cos C = coscsinZ>-
- sin c cos Z? cos A

Bu düstura tərəfin sinusunun bucağın 
Kosinusuna hasili düsturu da deyirlər.

Bu düsturların sayı altıya bərabərdir.
Alınmış düsturdan istifadə edərəK, 

hərflərin şəkİİ 27-dəKİ Kimi dairəvi yerdə
yişməsi vasitəsilə

sintfcosC = sin cos c-cos 6 sinc cos Я, 
sin b cos A = sin c cos a - cos c sin a cos B, 
sin c cos B = sin a cos b - cos a sin b cos C, 
sinflcosfi = sin c cos Z?-cosc sin Zı cos , 
sinZ?cosC = sin 77 cosc-cos 77 sinc cos 5, 
sinccosA = smbcosa-cosbsinacosC 

düsturlarını yazmaq olar. Qalan hallar ana
loji üsulla da isbat oluna bilər.

Tərəfin sinusunun bucağın Kosinusuna 
hasili düsturunun tərəfin Kosinusları düs
turuna əsaslanan çıxarılışı. Tərəfin kosİ- 
nusu düturlarına əsasən

cos a - cos b ■ cosc + sin b ■ sin c • cos A, 
cosb = cos a ■ cosc + sin a • sin c • cosB.

Bu bərabərliyin İKİncisində cosa-nın 
birinci bərabərlİKdəKİ ifadəsini yazaq:

cos b - cos b • cos2 c + sin a ■ sin c ■ cos B +

+ sin b • sin c ■ cos c cos A

Buradan

cosZ>(l-cos2 c) =
= sin 77 • sinc • cosB + sinZı • sinc • cosc • cos A 

olduğunu alarıq. Bu bərabərliyin hər İkİ 
tərəfini sinc-yə bölsəK,

cos b sin c - sin a cos B + sin b cos c cos A 
alarıq. Sonuncu bərabərlİKdən isə

sin a cos B - cos b sin c - sin b cos c cos A 
bərabərliyinin doğru olduğu alınır.

SferİK üçbucağın üç bucaq və İkİ 
tərəfi arasındaKi asılılığı ifadə edən 
düsturları aldığımız bu düsturdan və sfe
rİK üçbucağın tərəfləri ilə qarşı bucaqları 
arasında münasibətdən istifadə edərəK 
tapmaq olar:

sin a cos B - cos b cos c - cos c sin b cos A, 
sin ö sinZı sinc

------ = =------- = m . 
sin/l sin 5--- sin C

Bu İkİ münasibəti birləşdirsəK, 
wsinAcosZ? = mcosbsinC - msinBcosccosA 
alarıq. Buradan da

cosZısinC = sin A cos B + sin B cosc cos A 
olduğunu alarıq.

Aydındır kİ, bu cür düsturların sayı 
altıya bərabərdir və bu düsturların qalan
larını analoji qayda ilə isbat etməK olar.

Bu düsturlara bucağın sinusunun tərə
fin Kosinusuna hasili düsturları da de
yirlər.

Bucağın sinusunun tərəfin Kosinusuna 
hasili düsturunun polyar üçbucağın daxil 
edilməsi üsulu ilə çıxarılışı. Verilmiş 
üçbucağın polyar üçbucağının bucaqları 
A\, B},C\, tərəfləri isə 77,, bx, c{olsun. Bu 
polyar üçbucaq üçün tərəfin sinusunun 

bucağın Kosinusuna hasili düsturunu yazaq: 
sin a, cos5, = sinc, cosZ>, - cosc, sin Z>, cosJ,.

Burada
77, + /4 = 180°, B, + Z> = 180°, c, + C = 180°, 

bt + 5 = 180°, 4+a = 18O0 
münasibətlrəindən istifadə edərəK polyar 
üçbucağın elementlərindən iİKİn üçbucağın 
elementlərinə KeçsəK,

sin(180° - J)cos(180° -b) =

= sin(l 80° - C) cos(l 80° - 5) -

- cos(l 80° - C) sin(l 80° - B) cos(l 80° - a), 
buradan da
- sin A cos b = -sin C cos B - cos C sin B cos a 

bərabərliyini alarıq. Sonuncu bərabərlİKdən 
isə,

sin A cos b = sin C cos B + cos C sin B cos a 
olmasını alarıq.

TƏRƏFİN KOS1NUSU 
DÜSTURLARININ 

TƏRSİ OLAN DÜSTURLAR 
(BUCAĞIN KOS1NUSU DÜSTURLARI)

Bu düsturlar üç bucaq və bir tərəf ara
sında əlaqəni ifadə edən düsturlardır.

Düsturun polyar üçbucaqdan istifadə ilə 
çıxarılırşı. Verilmiş üçbucaq üçün polyar 
üçbucaq quraq və bu polyar üçbucaq üçün

COS77] =COsZ>| - COSC] + Sİn b} -SİnC] - COS 4 
düsturunu yazaq (tərəfin Kosinusu düs
turu). Bu bərabərlİKdə iİKİn sferİK üçbu
cağın elementlərinə KeçəK: 
cos(l 80° - A) = cos(l 80° - 5) • cos(l 80° - C) +

+ sin(l 80° - B) ■ s i n (1 80^ - C) • cos(l 80° - 77),
- cos A = cos B ■ cos C - sin B • sin C • cos 77, 
cos A = -cos B ■ cos C + sin B ■ sin C • cos77.

Aydındır Kİ, eyni qayda ilə
cos 5 = - cos C-cos A + sin C-sin/4 -cosb, 
cos C = - cos A ■ cos B + sin A ■ sin B cos c 

düsturlarını da isbat etməK olar.
SferİK üçbucaqda bucağın Kosinusu di

gər bucaqların sinusu və iİKİn bucağın qar- 
şısındaKi tərəfin Kosinusu hasili ilə digər 
bucaqların Kosinusları hasilinin fərqinə 
bərabərdir.

Bucağın Kosinusu düsturunun tərə
fin Kosinusu düsturundan istifadə ilə çı- 
xarılırşı (polyar üçbucaqdan istifadə et
mədən). Tərəfin Kosinusu düsturlarına əsa
sən

cos 77 = cos b ■ cos c + sin b • sin c ■ cos A, 
cos b = cos c • cos 77 + sin c • sin 77 ■ cos B,

cos c = cos a ■ cos b + sin a • sin b • cos C. 
cosc-nin bu bərabərlİKİərdən üçüncü- 

sündəKİ ifadəsini İİk İKİsində nəzərə alaq: 
cos 77 = cos b • (cos a • cos b + sin a - sin/, -cos C) +

+ sin b- sinc -cos A,
cosb = COS77 • (COS77 • COSb + Sİn77 • Sİn Z? • COSC) +

+ sinc-Sİn 77-cos 5
Bu bərabərlİKİərin birincisindən
COS77 = COS2 b ■ COS77 + COsZ) • Sİn 77 • SİnZ) • COSC + 

+ sin b • sin c • cos A, 
cos 77(1 - cos2 Z?) = sin b ■ (cos b • sin a ■ cosC + 

+ sinc cos/4),
cos a • sin2 b = sin b • (cos b ■ sin a ■ cos C +

+ sinc-cos A),
COS77 • sin Zı = cos b ■ sin a • cos C + sin c • cos A, 
İKİncisindən isə oxşar qayda ilə 
cos b • sin a - cos a ■ sin b ■ cos C + sin c • cos B 

bərabərliyini alarıq.
Son İkİ bərabərlİKdə

sin 77 sinb sinc------ =------- =------- = m 
sin A sin 5 sin C 

münasibətlərindən istifadə edərəK
sina = m-sinA, sinZ? = m-sin 5, 

sin c = w • sin C 
əvəzləmələri aparsaq,

m ■ cos a ■ sin B = m ■ cos b • sin A x

x cos C + m • sin C ■ cos A
m ■ cos b ■ sin A = m • cos a • sin B x

x cos C + m ■ sin C • cos B 
burada isə bərabərlİKİərin hər İKİ tərəfini 
m -ə bölməKİə, 
cost? • sin B = cosb • sin A • cosC + sin C ■ cos A 
cos b ■ sin A = cos a • sin B • cos C + sin C ■ cos B 

bərabərlİKİərini alarıq.
cosZ)-nin bu bərabərlİKİərin İKİncisinə 

əsasən tapılan
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, cosa-sin5cosC + sinC-cosB
COSP =------------------------------------------------------------

sin A 
ifadəsini birinci bərabərlİKdə nəzərə alaq: 

cos a ■ sin В - (cos a • sin В ■ cos C +

+ sin C • cos 5) cos C + sin C • cos A 

cos a • sin В = cos a • sin В ■ cos2 C +

+ sin C • cos В ■ cos C + sin C • cos A 
cos a ■ sin В • (1 - cos2 C) =
= sin C • cos В • cos C + sin C • cos A 
cosa -sin В -sin2 C =

= sin C ■ cos В ■ cos C + sin C • cos A 
Sonuncu bərabərliyin hər İKİ tərəfini 
sin C -yə böləK:

cos a • sin В ■ sin C - cos В ■ cos C + cos A. 
Buradan isə

cos A = -cosB cosC + cosa -sin В sin C 
bərabərliyinin doğru olduğunu alarıq.

Alınmış bərabərlİKİər göstərir kİ, sfe
rİK üçbucağın tərəfləri onun üç bucağı va
sitəsilə təyin (ifadə) oluna bilər:

cos A + cos В cos C 
cos a - --------------------------- ,

sin В ■ sin C
, cosB + cosC-cosA

COS b =------- ;------- ;---------- ,
sin C -sin A

cosC + cosA-cosB
cos c =-------------------------- .

sin J sin Ä
Buradan alınır Kİ, verilmiş üç bucağa 

malİK yeganə sferİK üçbucaq mövcuddur.

DÖRD ELEMENT DÜSTURLARI 
(KOTANGENS LƏ)

Bu düsturlar sferİK üçbucağın İkİ tərə
fi, onlar arasındaKi bucaq və bitişİK bu
caqlardan biri arasında əlaqəni ifadə edir. 
Bu düsturlara Kotangensli düsturlar da 
deyilir.

Düsturun beş element düsturu və sfe
rİK üçbucağın tərəfləri ilə qarşı bucaqları 
arasındaKi münasibətə əsaslanan çıxarılı- 
şı. Beş element düsturu və sferİK üçbuca
ğın tərəfləri ilə qarşı bucaqları arasındaKi 
münasibətə əsasən

sinZ?cos?l = sin c cos a - coscsin a cosB, 
sin b • sin A = sin a • sin В.

Bu İKİ bərabərliyi tərəf-tərəfə bölsəK, 
, sin c ■ ctga cos c ■ cos B

ctgA =----- :--------------------------,
sın B sın B

buradan da
ctgA ■ sin B = sin c ■ ctga - cos c ■ cos B 

bərabərliyini alarıq. Sonuncu bərabərliyi 
cosc- cos B - sin c • ctga - ctgA • sin B 

Kimi də yazmaq olar.
Bu cür düsturların sayı altıya bəra

bərdir.
Kotangensli düsturların tərəfin Kosi- 

nusu düsturuna əsaslanan çıxarılışı. 
Tərəfin Kosinusu düsturlarına əsasən

cos a - cos b ■ cos c + sin b • sin c • cos A, 
cosc = cos a ■ cos b + sin a ■ sin b • cos C.
Dörd element düsturu İKİ tərəf, onlar 

arasındaKi bucaq, bitişİK bucaqlardan biri 
- a, b, C, A elementləri arasında əlaqəni 
ifadə etməlidir. Yuxarıda yazılmış düstur
larda bu elementlərin hər biri iştiraK edir, 
c elementi isə artıqdır. Bu bərabərlİKİərdən 
İKİncisinin hər tərəfini cos/)-yə vuraq:

cos b ■ cos c = cos a ■ cos2 b +
+ sin a • sin b ■ cos b ■ cos C

Tərəf və bucaqların sinusları arasında 
sinc _ sina 
sin C sin A

münasibətinə əsasən
sina-sin C 

sın c =----- ;-------- .
sin?!

Bu bərabərliyin hər İkİ tərəfini sin b ■ cos A 
hasilinə vuraq:
sin b ■ sin c • cos A = sin a • sin b • sin C • ctgA. 
cosbcosc və sin bsinccos A üçün alınmış 
düsturları

cos a = cos b ■ cos c + sin b • sin c • cos A 
tərəfin Kosinusu düsturunda nəzərə alsaq, 
cosa = cosa • cos2 b + sin a ■ sin b • cos/) • cosC + 

+ sin a ■ sin b • sin C • ctgA , 
cosa-(1 - cos2 b) = sina-sinbcosbcosC + 

+ sin a • sin b • sin C ■ ctgA ,
cosa • sin2 b = sin a ■ sin b • cosb ■ cosC + 

+ sin a • sin b ■ sin C • ctgA 

bərabərlİKİərinin doğru olduğunu alarıq. 
Sonuncu bərabərliyin hər İKİ tərəfini 
sin/ı-yə böləK:

cos a ■ sin b = sin a • cos b ■ cos C +
+ sin a • sin C • ctgA

Nəhayət, sonuncu bərabərliyin hər İkİ 
tərəfini sin a-ya bölsəK,

sin b ■ ctga = cosb ■ cos C + sin C ■ ctgA , 
buradan da

cos b • cos C = sin b • ctga - sin C • ctgA 
düsturunun doğruluğunu alarıq.

SferİK üçbucağın dörd elementi 
arasında əlaqəni ifadə edən bu düsturu 
bərabərliyin hər İkİ tərəfini cosb-cosC 
hasilinə bölməKİə, aşağıdaKi Kimi də 
yazmaq olar:

sin b • ctga sin C • ctgA _ 
cosbcosC cosb-cosC 
ctga 1 ctgA 1 |
ctgb cosC ctgC cosb

DÜZBUCAQLI SFERİK 
ÜÇBUCAQLARIN 

HƏLLİ ÜÇÜN DÜSTURLAR

SferİK üçbucaq verilmiş üç elementinə 
görə birqiymətli təyin olunur. Düzbucaqlı 
sferİK üçbucaqda elementlərdən biri (düz 
bucaq) məlumdur (şəkİİ 29) . Ona görə də 
düzbucaqlı sferİK üçbucağın təyin olunması 
üçün daha İKİ element verilməlidir.

ŞdKil 29.

Teorem (sferİK Pifaqor teoremi). SferİK 
üçbucağın hipotenuzunun Kosinusu onun 
Katetlərinin Kosinusları hasilinə bərabərdir.

İsbatı. Tutaq kİ, A bucağı düz bucaq 
olan ABC sferİK üçbucağı verilmişdir 
(şəkİİ 30). OABC üçüzlü bucağının müs
təvi və xətti bucaqları sferİK üçbucağın 
elementlərini təyin edir. OABC üçüzlü bu

cağının OB tərəfi üzərində hər hansı P 
nöqtəsi götürəK və bu nöqtədən OB tərə
finə perpendİKulyar olan PTS müstəvisi 
KeçirəK. Onda SOPT tetraedrini alarıq, 
belə Kİ, tetraedrin ST tərəfi də AOB müs
təvisinə perpendİKulyardır (bu müstəviyə 
perpendİKulyar olan İKİ müstəvinin Kəsiş
mə xətti olduğundan; A bucağı düz bucaq 
olduğundan, OST müstəvisi AOB müstə
visinə perpendİKulyardır). Buradan alınır 
Kİ, STPvə STO üçbucaqlarının ortaq T 
təpəsindəKİ bucaqları düz bucaqdır. Bu düz
bucaqlı üçbucaqların tərəfləri arasındaKi 
münasibətlərə əsasən

OT , OP OP---- = cosb, ----- =cosc, ----- = cosa.
OS OT OS
Bu münasibətləri

OP OT OP
~ÖS~OS OT 

bərbərliyində nəzərə alsaq, 
cosa = cos/) - cosc 

bərabərliyinin doğru olduğunu alarıq.
İKinci isbat (tərəfin Kosinusu düstur

larına əsaslanan).
cos a = cos b • cos c + sin b ■ sin c ■ cos A 

tərəfin Kosinusu düsturunda cos A = 0 ol
duğunu nəzərə alsaq (A — 90 olduğundan), 
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cosa = cosbcosc 
bərabərliyinin doğru olduğunu alarıq. Bu 
düsturdan alınır kİ, ixtiyari düzbucaqlı 
sferİK üçbucaqda 90° -dən böyÜK tərəflərin 
sayı cüt, 90° -dən kİçİk tərəflərin sayı isə 
təKdir. Həqiqətən də, cos ö = cosb ■ cosc 
bərabərliyinin doğru olması üçün, bu 
bərabərliyin sol tərəfi müsbət olduqda 
bərabərliyin sağ tərəfindəKİ vuruqların 
işarələri eyni olmalıdır, başqa sözlə, ya 
üçbucağın tərəflərinin üçü də 90° -dən 
kİçİk olmalıdır, ya da bu tərəflərdən İKİsi 
90° -dən böyÜK olmalıdır; bu bərabərliyin 
sol tərəfi mənfi olduqda isə sağ tərəfdəKİ 
vuruqlardan biri müsbət biri isə mənfi 
olmalıdır. Deməli, bu halda tərəflərdən 
İKİsi 90° -dən böyÜK, biri isə 90° -dən 
KİçİKdir.

Teorem. Hər bir Katetin sinusu 
hipotenuzun sinusu ilə qarşıdam bucağın 
sinusu hasilinə bərabərdir.

İsbatı. ŞəKİldən göründüyü Kimi 
(şəkİİ 17) ,

ST . SP . ST . , 
— = Sinö, ---- = sin<2, — = sıno.
SP SO SO

Bu münasibətləri
SP

SP~SÖ'~SO 
eyniliyində nəzərə alsaq,

sin a
və ya

sin b = sin a • sin B 
bərabərliyinin doğru olduğunu alarıq.

İKİnci isbat (sferİK üçbucağın 
tərəfləri və qarşı bucaqları arasında 
əlaqəyə əsaslanan). SferİK üçbucağın 
tərəfləri və qarşı bucaqları arasındam 

sin A _ sin a sin A _ sin a
sin B sinZı’ sin C sinc

münasibətlərində sin A = 1 olduğunu nəzərə 
alsaq (A = 90" olduğundan)

1 sina • , • D
------ -------- , sm b - sm a -sın B 
sin B sin b

və

1 sin a . .
—---- =------- , sın c = sm a • sm C
sin C sinc

bərabərlİKİərini alarıq.
Teorem. Hər bir Katetin tangensi 

hipotenuzun tangensi ilə ona bitişİK 
bucağın Kosinusu hasilinə bərabərdir.

isbatı. ŞəKİldən də göründüyü Kimi 
(şəkİİ 17)

Bu münasibətləri
P77 _ P5 P£
PO PO PS

eyniliyində nəzərə alsaq,
tgc = tga • cos В 

bərabərliyinin doğru olduğunu alarıq.
İKİnci isbat. Tərəfin sinusunun bitişİK 

bucağın Kosinusuna hasili düsturlarına 
baxaq:

sin b cos A = sin c cos a - cos c sin a cos В, 
sin c cos A - sin b cos a - cos b sin a cos C.

Bu bərabərlİKİərdə cosA-0 olduğunu nə
zərə alsaq (A = 90°),

sin c cos a = cos c sin a cos B,
sin b cos a — cos b sin a cos C 

münasibətlərinin doğru olduğunu alarıq. 
Son İkİ bərabərlİKdən birincisinin hər 
tərəfini sin a cosc hasilinə, İKİncisinin hər 
tərəfini isə cos b sin a hasilinə bölməKİə 

tgc ■ ctga = cos B, tgc = tga ■ cos B
və

tgb ■ ctga = cos C, tgb = tga ■ cos C 
bərabərlİKİərini alarıq.

Teorem. Katetin tangensi digər Katetin 
sinusu ilə qarşı bucağın tangensi hasilinə 
bərabərdir.

İsbatı. SOPT tetraedrində (şəkİİ 17)

münasibətləri doğrudur. Bu bərabərlİKİəri
TS
TO

TP TS
TO TP

eyniliyində nəzərə alsaq, 
tgb = sin c • tgB

bərabərliyinin doğru olduğunu alarıq.

Eyni üsulla
tgc = sin b • tgC 

bərabərliyinin də doğru olduğunu isbat 
etməK olar.

Bu düsturdan alınır Kİ, düzbucaqlı 
sferİK üçbucaqda Katet və onun qarşısında 
duran bucaq eyni rübdə yerləşir.

Bu hÖKmü isbat etməK üçün əvvəlcə 
qeyd edəK Kİ, burada tərəfləri və bucaqları 
180°-dən kİçİk olan üçbucaqlara baxılır. 
Ona görə də sinb və sinc müsbətdir. De
məli, tgb = sin c-/g5 bərabərliyinin ödənil
məsi üçün tgb və tgB ədədləri, 
tgc = sin b ■ tgC bərabərliyinin ödənilməsi 
üçün isə tgc və tgC ədədləri eyni işarəli 
olmalıdır.

VEKTORLAR VƏ ONLAR 
ÜZƏRİNDƏ ƏMƏLLƏR

VeKtor - nisbətən yeni riyazi anlayış
dır. “VeKtor” termini (latın vector - “daşı
yıcı”) İİk dəfə 1845-ci ildə irlandiyalı ri
yaziyyatçı və astronom Uilyam Hamiltonun 
(1805-1865) KompleKS ədədləri ümumiləş
dirən ədəd sisteminin qurulması haqqında 
əsərlərində işlənmişdir. “SKalyar”, “sKalyar 
hasil” və “veKtorial hasili” terminləri Ha- 
miltona məxsusdur. Onunla eyni zamanda 
və eyni istiqamətdə, amma başqa nöqteyi- 
nəzərə əsaslanaraq alman riyaziyyatçısı 
German Qrassman (1809-1877) araşdırma
lar aparırdı. İngilis Uilyam Klifford İkİ ya
naşmanı və özünə veKtor hesabını da daxil 
edən ümumi nəzəriyyə çərçivəsində birləşdi
rə bildi. Amma sonuncu şəKİlini o amerİKan 
fizİK və riyaziyyatçı Jozayn Uillard Qibbsin 
(1839-1903) əsərlərində qəbul etdi. O, 
1901-ci ildə veKtor analizinə həsr edilmiş 
geniş dərslİK çap etdi.

VEKTOR NƏ DEMƏKDİR?
VeKtor anlayışı qiyməti və istiqaməti 

ilə səciyyələnən obyeKtlər ilə iş zamanı yara
nır. Belə obyeKtlərə fizİKamn və riyaziyya
tın müxtəlif sahələrində rast gəlməK olar. 
Fərz edəK Kİ, cisim düzxəttli irəliləmə hərə- 
Kəti zamanı bir vəziyyətdən başqasına yer
dəyişmə etdi. Bu yerdəyişmə cisimin Keçdiyi 
məsafə (hər hansı nöqtənin İİK və axırıncı 
vəziyyətlərinin arasında məsafə hər nöqtə 
üçün eynidir) və yerdəyişmənin istiqaməti 

ilə verilir (cismin bütün nöqtələrinin birinci 
və axırıncı vəziyyətlərinə istiqamətlənən 
şüalar, eyni istiqamətlidirlər; onlardan hər 
birisi hərəKətin istiqamətini göstərir). “Sü
rət”, “təcil”, “qüvvə” Kimi fizİKİ anlayışlar 
da istiqaməti və qiyməti ilə səciyyələnirlər 
(seçilmiş ölçü vahidi sistemində - ədəd ilə). 
Riyaziyyatda oxşar anlayış nümunəsi para
lel Köçürmədir (bax “HərəKət” məqaləsinə).

Əyani surətdə istiqaməti və qiyməti is
tiqamətlənmiş parçanın Köməyi ilə verməK 
olar, yəni kİ AB parçası üçün verilmiş ucla
rın ardıcllığı məlum olur: A nöqtəsi onun 
başlanğıcı, B nöqtəsi isə - onun sonudur. 
Bu istiqamətlənmiş parça AB və ya AB Kimi 
göstərilir. Bir hərf ilə və üstündə cizgi və ya 
ox ilə işarələməyi də istifadə edirlər: 
ä, &,?,...və ya ä, b, c,... İstiqamətlənmiş par
ça üçün başqa ad - veKtordur. Dəqiq desəK 
isə, bu “veKtor” terminin bir mənalarından 
biridir. Çertyojlarda veKtoru üstündə ox 
olan parça Kimi göstərirlər, ä = AB parçası
nın uzunluğu a veKtorun uzunluğu (və ya 
mütləq qiyməti və ya modulu) adlandırılır; o 
|a| Kimi işarələnir və ya sadəcə a ilə, yəni Kİ, 
eyni hərf ilə, amma üstündə xəttsiz. VeKto
run istiqaməti onun başlanğıcından sonuna 
gedən şüanın istiqamətidir. Həmçinin sıfır 
veKtoruna da Ö = AA baxılır. Onun başlan
ğıcı və sonu üst-üstə düşür. Sıfır veKtoru is
tiqamətə malİK deyil.

Paralel düz xətlərdə və ya eyni düz xət
də yerləşən veKtorları Kollinear adlandırır
lar (şəkİİ la); sıfır veKtoru istənilən veKtora 
Kollinear sayılır. Sıfıra bərabər olma- yan 
Kollinear veKtorların istiqamətləri üst- üstə 
düşə bilər və ya bir-birinə qarşılıqlı əks ola 
bilərlər. Uyğun olaraq belə veKtorları eyni 
istiqamətli ya da əks istiqamətli adlandırır
lar.

ŞdKİl 1.
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İndi isə veKtor cəbri üçün çox vacib bir 
tərifi уегэк: eyni uzunluğa və istiqamətə 
malİK olan veKtorlar bərabərdir (şəkİİ lb). 
Əgər AB və CD bərabər veKtorları bir düz 
xətdə yerləşmirlərsə, onda onların ucları 
ABCD_ paralleloqramı təşKİl edirlər, ona
görə AB = CD yalnız o zaman doğrudur kİ, 
əgər AB ? TCD və |AC| = BD olsun. VeKtor- 

ların bərabərlİK anlayışı parçanın müstəvidə 
və ya fəzada yerləşməsindən uzaqlaşmağa, 
istiqamət və uzunluğu “təmiz şəKİldə” seç
məyə imnan verir.

Yuxarıda verilmiş təriflərdə bərabər 
veKtorlar tamamilə bərabərhüquqlu və qar
şılıqlı əvəz edilənlər Kimi göstərilib. Bu 
həmçinin başqa vextorlara aid olan digər 
anlayış və faKtlara aiddir. Məsələn, eyni 
uzunluğa, amma əks istiqamətlərə malİK 
olan İkİ veKtoru qarşılıqlı əks veKtorlar ad
landırırlar (şəkİİ 2). ä veKtoruna əks olan 
veKtor -ä Kimi göstərilir; xüsusi halda, 
-AB = BA, amma BA veKtoruna bərabər 
olan hər hansı veKtor da AB qarşılıqlı 
ƏKsdir. ä və b jveKtorlar arası bucaq, onlara 
bərabər olan OA = ä və OB - b ortaq O baş- 
lanğıclı veKtorlar arasında AOB bucağının 
qiyməti Kimi müəyyən edilir (şəkİİ 3). Biz 
görə bilərİK kİ, AOB bucağın qiyməti O nöq
təsinin seçimindən asılı deyil. Qeyd edəK Kİ, 
verilmiş hər hansı O nöqtəsi üçün elə bir M 
mövcuddur Kİ, (və həmçinin yeganə şəKİldə) 
hansı üçün OM = ä olur, burada ä - veril
miş veKtordur. Onda deyirlər Kİ, M nöqtəsi 
ä veKtorunun O nöqtəsindən hərəKəti ilə 
yaranır.

VeKtor cəbrində bərabər veKtorların 
tamamilə qarşılıqlı əvəz olmasına xüsusi 
əhəmiyyət verməK və həmçinin bir neçə 
məntiqi narahatlıqlardan qurtulmaq üçün 
(məsələn, sıfır veKtorların çoxluğu - AA, 
BB və s.) sərbəst veKtor anlayışını daxil 
edirlər. Sərbəst veKtor öz aralarında bəra
bər olan bütün istiqamətləndirilmiş parça
lar sinfinə uyğundur (bu halda bərKİdilmiş 
veKtorlar adlandırırlar) və tamamilə uzun
luq və istiqamət ilə səciyyələndirilirlər. Ri
yaziyyatda geniş yayılmış üsuldan istifadə 
edərəK, sərbəst veKtoru tez-tez bərabər 
bərKİdilmiş veKtorlar sinfi Kimi seçirlər. 
VeKtorlar üstündə əməliyyatlar və veKtorla- 
rın Koordinatları, əslində, sərbəst veKtorlar 
üçün müəyyən edilməyinə baxmayaraq, adə
tən bu və ya başqa sərbəst veKtoru təqdim 
edən hansısa bir (və ya bir neçə) istiqamət
lənmiş veKtor ilə iş aparırlar. Bununla belə, 
daima yadda saxlayırlar Kİ, onları bərabər
lər ilə əvəz etməK olar.

FizİKada və riyaziyyatda təKCƏ veKto- 
run qiymət və istiqaməti deyil, həmçinin 
onun tətbiq nöqtəsi də vacib olan məsələlərə 
tez-tez rast gəlməK olur. Məsələn, maqnit 
sahəsinin gərginliyi onun hansı nöqtədə öl
çülməsindən asılıdır. StatİKada isə qüvvə 
tətbiq olunduğu nöqtə qüvvənin istiqaməti
nə parallel olan düz xətt boyunca sürüşə bi
lər. Amma onu Kənara sürüşdürsəK, artıq 
уекип təsir başqa olacaq. Belə veKtorial Kə
miyyətlərin riyazi modeli sürüşən veKtor
dur, yəni, bütün istiqamətlənmiş və öz ara
larında bərabər olan parçaların məcmusu 
verilmiş düz xətt üzərində başlanğıcı ilə ve
riləndir.

VEKTORLAR CƏBRİ

Tutaq Kİ, ä və b - İkİ veKtordur. ä veK- 
torunu ixtiyari seçilmiş A nöqtəsindən çə
kək, yəni, elə bir B nöqtəsini tapaq Kİ, 
AB = ä olsun (şəkİİ 4). Sonra isə B nöq
təsindən b veKtorunu çəkək - elə bir C nöq
təsi tapaq kİ, BC = b olsun. Asanlıqla gös- 
tərməK olar Kİ, AC veKtoru A nöqtəsinin se
çimindən asılı deyil: əgər başqa bir əsas A' 
nöqtəsini götürsəK və yuxarıda təsvir olun
muş üsul ilə A'C' veKtorunu qursaq, onda o 
AC veKtoruna bərabər olacaq. Bu veKtor a və 
b veKtorların cəmi adlandırılır və ä + b Kimi 

işarə olunur. Başqa sözlə, hər hansı üç 
AB,C nöqtəsi üçün üç nöqtə qaydası düz
dür:

§экИ 4.

AB + ВС = AC
Məşhur üçbucaq bərabərsizliyi veKtor 

dilində belə yazılır: __ __ __
|ab| - bc| < |ac| < |ab| + вс

Yəni, hər hansı İKİ ä və b veKtoru 
üçün:

|a| -|&| |ff+&| < |a|+ı&ı
Əgər ä və b sıfra bərabər olmayan veK

torlar Kollinear deyillərsə, onda onların cə
mini paraleleloqram qaydası ilə tapmaq 
asandır (şəkİİ 5). Bir neçə a},a2,...,an veK- 
torların cəmini tapmaq üçün, onları bir-bi
rinin ardınca elə qurmaq lazımdır Kİ, sonra 
gələn veKtorun başlanğıcı əvvəİKİnin sonu 
ilə üst-üstə düşsün. O zaman “tamamlayan” 
veKtor - yəni Kİ birincisinin başlanğıcını 
axırıncısının sonu ilə birləşdirən at + a2+... 
...+ än veKtorlarının cəmi olacaq (şəkİİ 6). 
Qeyd edəK Kİ, sonuncu nəticə veKtorların 
ardıcıllığından asılı deyil.

ŞaKİl 5.

VeKtorların cəminin əsas xassələrini 
göstərən:

1) ä + b - b + ä;
2) a + (b + c) = (a + b) + c;

3) ä + Ö = ä;
4) ä + (-ä) = 0

ŞəkİI 6.

VeKtor ä - b = ä + (-b) veKtoru ä və b 
veKtorların fərqi adlandırılır. Həndəsi şə
Kİldə ä - b veKtorunu qurmaq üçün, hər 
hansı bir O nöqtəsindən ä və b veKtorlarını 
çəKməK Kifayətdir; əgər ä = OA, b = OB 
(şəkİİ 7), onda a - b fərqi BA-а bərabərdir.

ŞəkİI 7.

Daha bir vacib əməllərdən biri veKto
run ədədə vurulmasıdır. Bu əməliyyat ö veK
toruna və X həqiqi ədədinə aşağıdaKi şərtlər 
ilə müəyyən edilən b = Xö veKtorunu qarşı 
qoyur:

66



Riyaziyyat ensiklopediyası - 2 Riyaziyyat ensiklopediyası - 2

1) b veKtorun uzunluğu |X| -|ä| bərabər
dir, yəni kİ |Xä| = |X| ■ |d|; xüsusi halda, əgər 
b = 0, onda a - Ö və ya X - 0.

2) əgər b =kä * 0, onda к > 0 olarsa, o, 
a veKtoru ilə eyni istiqamətə malİKdir, əgər 
X < 0 - onda əks istiqamətdədir (şəkİİ 8).

Yuxarıda göstərilmiş toplamanın dörd 
xassəsinə ventorlar və ədədlər üstündə 
əməllər ilə bağlı olan daha dörd xassəni əla
və etməK olar. Bu xassələr hər bir ä, b və 
hər bir к və ц həqiqi ədədləri üçün doğrudur:

5) к (qo) = (Xq) ä;

6) X (ö + &) = kä + kb;

7) ä (X + q) = ka + qa;
8) 1 • ä = ä

Qeyd edəK Kİ, yuxarıda göstərilmiş 
səkkİz xassə birlİKdə veKtorun ən ümumi 
tərifini təşKİl edir. Toplama və ədədə vurul
ma əməlləri verilmiş, yuxarıda göstərilən 
xassələri təmin edən elementlərə malİK olan 
hər bir çoxluq ventor fəzası adlandırılır. Bu 
mənada, ədədlər ardıcıllığı və ya, məsələn, 
parçada Kəsilməz olan funKSİyalar, “abs- 
traKt” veKtorlar - ventor fəzasının element
ləri Kimi gözdən Keçirilə bilər.

DÜZ XƏTT ÜZƏRİNDƏ ÜÇ NÖQTƏ

Həndəsə məsələlərinin həllində veKtor
lar cəbrinin işlənilməsinin əsasında aşağı- 
daKi İKİ təKİif dayanır:

1) əgər а Ф 0 şərti ilə, d və b ventorları 
KOİlineardırsa, onda elə bir X mövcuddur Kİ, 
b - kä.

2) C nöqtəsi AB düz xəttində (şəkİİ 9) 
yalnız o zaman yerləşə bilər kİ, əgər elə bir л 
ədədi mövcuddur Kİ, istənilən O nöqtəsi 
üçün:

ОС = kOA + (l-k)OB (*)
Doğrudan da, (*) bərabərliyini belə də- 

yişdirməK olar: ОС - OB = к (OA - OB) və 

ya ВС = к BA. Deməli, 1-ci təKİifə əsasən, o 
BC və BA veKtorların Kollinear olması ilə 
eynigüclüdür; yəni, A,B və C nöqtələri bir 
düz xətt üzərindədir.

Şəkİİ 9.

Bu mühaKİmədən görünür Kİ, əgər C 
nöqtəsi AB parçasını m/n nisbətində bö
lürsə, yəni kİ AC/CB=m/n, onda (*) düstu
runda к = n/(n + m), deməli

ОС = " - OA + - OB
n + m n + m

Xüsusi bir halda, əgər C AB parçasının 
ortasıdırsa, onda

ÖC = j (OA + OB)

Alınan düsturları üçbucağın medianla
rı haqqında məşhur olan teoremin isbatı 
üçün istifadə edəK (bax “Sadə və tÜKənməz 
üçbucaq”).

ABC üçbucağını və sərbəst seçilmiş O 
nöqtəsini gözdən KeçirəK. Tutaq Kİ, Аг - BC 

OB + oc).

M nöqtəsi üçbucağın AAt medianını 
AM:MA, =2:1 nisbətində bölür (şəkİİ 10). 
(**) düsturuna görə,

tərəfin ortasıdır, onda OAı =-f
2V

----- 1 2OM = OA + — OAı =

və ya
OM = |(ÖÄ + OB + öc)

Bu düstur A, B və C-yə nəzərən sim- 
metrİKdir və ona görə başqa İKİ medianı 2:1 
nisbətində bölən nöqtələr üçün də düzdür. 
Deməli, üç median bir nöqtədə Kəsişirlər və 
göstərilmiş nisbətdə bölünürlər.

VEKTORUN KOORDİNATLARI

Tutaq Kİ, i = OA və j = OB - müstəvidə 
İkİ Kollinear olmayan veKtorlardır (şək. 11). 
Bu müstəvidə ixtiyari v - OP veKtorunu 
gözdən KeçirəK. Fərz edəK Kİ, X və Y uyğun 
olaraq, OA və OB düz xətlərində elə bir nöq
tələrdir Kİ, uyğun olaraq PX OB və PY OA. 
OA və OX, OB və OY cüt-cüt Kollinear oldu
ğuna görə, elə x və у ədədləri var Kİ, onlar

ŞdKİl 11. Şəkİİ 12.

ÜÇBUCAĞIN HƏNDƏSƏSİ VƏ 
VEKTORLAR

VeKtorların Köməyi ilə üçbucağın bir neçə ma
raqlı xassəsini isbat etmən olar. ABC üçbucağının 
xaricinə çəKİlmiş çevrənin O mərxəzindən onun tə
pələrinə veKtorlar çəkək. Bu veKtorların cəmini O 
nöqtəsindən çəkək (bax şəkIə). Tutaq kİ, H- çəKİlmə 
zamanı alınan elə bir nöqtədir Ki, _

OH = OA + OB + OC (*)
GöstərəK Kİ, H - üçbucaqlının hündürlüxlərini 

Kəsişmə nöqtəsidir (ortomərxəz). Qeyd edəx Kİ, 
AH = OH -OA= OB + OC

BC = OC-OB
O nöqtəsindən bütün təpələrə məsafənin bəra

bər olmasına görə (onlar üçbucağın xaricinə çəKİlmiş 
çevrənin R radiusuna bərabərdirlər) __

AH BC = (ÖC + ÖS) ■ (OC - OB) =

= ОСг-OB2 = R2-R2 =0

yəni AHI BC və deməli, AH və BC parçaları perpen- 
dİKUlyardırlar və deməli, H, A təpəsindən çəKİlmiş 
hündürlüK üzərində yerləşir. Elə bu üsul ilə H nöqtə
sinin İKİ başqa hündürlüK üzərində yerləşdiyi isbat 
edilir.

İndi isə xatırlayaq Kİ, M -ABC üçbucağın medi
anlarının Kəsişmə nöqtəsidir, onda:

ÖM = ^(OA + OB + OC)

(hər bir O nöqtəsi üçün, həmçinin xaricinə çəKİlmiş 
çevrənin mərKəzi üçün də). Bu bərabərliyi (*) orto- 
mərxəz üçün olan düstur ilə müqayisə edərxən, tapı
rıq Kİ: OH = 3OM. Başqa sözlə, M nöqtəsi OH 
parçasında yerləşir və onu OM MH = 1:2 nisbətində 
bölür. OH parçası Eylerdüz xətti adlandırılır. 
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üçün OX = xOA = xi və OY = у OB = yj şərt
ləri ödənir. Buradan:

v = OP = OX + OY = xi + yj
BeləlİKİə, əgər müstəvidə İkİ коШпеаг 

olmayan i və j veKtorları verilmişsə, onda 
istənilən v vextorunu belə bir cəm şəKİlində 
göstərmən olar:

v = xi + yj 
burada x və у - həqiqi ədədlərdir. Aydındır 
Kİ, OX və OY uyğun olaraq i və j veKtorları- 
na Kollinear veKtorlardır və onların cəmi 
ı>-yə bərabərdir. Deməli, axırıncı bərabərlİK- 
də x və у ədədləri birqiymətli təyin olunub.

x və у ədədləri v veKtorun i və j bazisi
nə görə Koordinatları adlandırırlar. Bu belə 
yazılır: v(x;y}.

Oxşar olaraq, əgər i, j və k - fəzada üç 
Komplanar olmayan (yəni, bir müstəviyə pa
rallel olmayan) veKtordurlar, onda hər bir 
sərbəst v veKtorunu yeganə qayda ilə 
v = vr + v2 + v3 cəmi Kimi yazmaq olar, bura
da üpüg və v3 veKtorları uyğun olaraq i, j və 
k veKtorlarına Kollineardırlar (şəkİİ 12). Bu
radan belə bir nəticəyə gələ bilərİK Kİ, fəza
da hər bir v veKtoru birqiymətli olaraq elə 
üç x,y və 2 həqiqi ədədi təyin edir Kİ:

V - Xİ + yj + 2k
x,y,z ədədlərini v veKtorun i, j, k bazi

sinə görə Koordinatları adlandırırlar.

VeKtorlar üzərində əməlləri Koordinat
larla asanlıqla yazmaq olar: əgər müstəvidə 
ä və b veKtorları (Xpi/ı) və (x2,y2) Koordi
natlarına malİKdilərsə, onda ä + b və ла 
veKtorların Koordinatları uyğun olaraq - 
(Xj + x2; yr + ı/2) və (Xxj Xı/ə. Fəzada veKtor- 
lar üçün düsturlar da oxşardılar.

Müstəvinin ixtiyari O nöqtəsi (Koordi
nat başlanğıcı) və i, j bazisi bu müstəvidə 
Koordinatlar sistemini əmələ gətirir. Veril
miş sistemdə A nöqtəsinin Koordinatları se
çilmiş bazisdə OA veKtorunun Koordinatla
rına bərabərdir. Qeyd edəK Kİ, əgər A nöqtə
sinin Koordinatları_(x1,ı/]), B nöqtəsinin isə 
- (x2;z/2), onda AB - OB - OA olduğuna 
görə, AB - (x2 - xt;y2 - yə. Tamamilə oxşar 
olaraq fəzada da Koordinatlar müəyyən edi
lir.

Müstəvidə xüsusən, vahid uzunluqlu, 

cüt-cüt perpendİKulyar veKtorlardan ibarət 
olan i, j bazisi rahatdır (və ya fəzada i,j,k 
bazisi). Belə bazis düzbucaqlı, ona uyğun 
olan Koordinat sistemi isə - deKart Koordi
nat sistemi adlandırılır.

SKALYAR HASİL

(xjyJ və (x2;y2) düzbucaqlı Koordinat
ları olan ä və b veKtorlarının SKalyar hasili 
belə bir həqiqi ədəd adlandırılır: 

ä-ö = x,x2 + y,y2
Birbaşa tərifdən çıxır Kİ, veKtorların 

SKalyar hasilinin aşağıdaKi xassələri var:

1) ä - b = b ä;
2) ä • (XF) « X (ö • &);
3) ä (b + c) = ä ■ b + ä ■ c;

4) ä • ä = x2 + y2 = |ä|“

burada a, b, c - ixtiyari veKtorlardır, X - ix
tiyari həqiqi ədəddir, (x; y) - ä veKtorun 
düzbucaqlı Koordinatlarıdır. 1-3 xassələri 
ədədlər üzərində əməllərin xassələrinə çox 
oxşayır və buradan belə çıxır Kİ, veKtor ifa
dələri üzərində adi cəbri ifadələri üzərində 
aparılan çevirmələri aparmaq olar. Məsələn, 
İkİ veKtorun fərqinin SKalyar Kvadratını ta
paq:

(ä - b) = (a - b') ■ (ä - b') =

= ää-ab-ba + bb =
= (ä)2 -2ä b + (b)2

Dördüncü xassəni nəzərə alaraq, SKal
yar hasili veKtorların uzunluqları və veK- 
torların fərqləri vasitəsilə ifadə edə bilərİK: 

äb = - + |ь|2 - |ä - ь|2

ä və b veKtorlarını bir O nöqtəsindən 
çəkək, ä = OA, b - OB (şəkİİ 13). OAB üçbu
cağında OA və OB tərəfləri uyğun olaraq 
veKtorların a və b uzunluqlarına, AB tərəfi 
isə onların ä - bı fərqinin uzunluğuna bəra
bərdir. Kosinuslar teoreminə uyğun olaraq 
OA2 + OB2 - AB2 = 2OA OB cos(p, burada 
<p = ZAOB. Bu düsturu SKalyar hasil üçün 
axırıncı ifadə ilə müqayisə edərəK, biz onun 
daha bir maraqlı xassəsini alırıq:

DÜZBUCAQLI KOORDİNATLARDA DÜZ 
XƏTTİN VƏ MÜSTƏVİNİN TƏNLİKLƏRİ

Nöqtədən düz xəttə qədər məsafəni və düz xət
tin tənliyinin Koordinat düsturunu almaq üçün SKaly
ar hasildən istifadə ediriK.

Tutaq Ki, / - müstəvidə düz xəttdir, Oxy - 
düzbucaqlı Koordinat sistemidir. (a;b) Koordinatları 
ilə / düz xəttinə perpendİKulyar olan n veKtorunu göz
dən KeçirəK (belə veKtor düz xəttə çəKİlən normal ad
landırılır). Düz xətdə hər hansı A(x0;y0) nöqtəsini 
qeyd edəK və müstəvidə hər hansı bir P (x; y) nöqtə
sini götürəK (bax şəkIə). P-dən / düz xəttinə qədər r 
məsafəsi P-dən /-ə çəKİlmiş perpendiKulyarın uzun
luğuna bərabərdir və ya AP parçasının /-ə perpendİ
Kulyar olan düz xətt üzərindəxi proexsiyasina 
bərabərdir. Amma bu uzunluq |APcos<p|-ə bərabər
dir, burada (p - AP və n veKtorları arasında bucaqdır 
(<p ког bucaq olsa burada modul işarəsi lazımdı). 
SkəI- yar__ hasilin 5-ci xassəsinə görə

- AP • n —APcos<p =-------- . AP veKtorunun Koordinatları
n _____

(x - x0; у - у0), normalın uzunluğu isə n = >la2 +b2. 
Buradan, SKalyar hasilin Koordinat tərifindən istifadə 
edərəK, biz belə bir düstur alırıq:

|a(x-Xo) + Z>(y-y0)| _

Va2 + b2
\ax + by + c|

ya2 +b2

5) a b = ab cos(p, burada <p - a və b 
veKtorlar arasında bucaqdır.

5-ci xassə bütövlÜKİə onu göstərir kİ, 
SKalyar hasil veKtorların “həndəsəsi” ilə 
yəni, onların uzunluğu və istiqaməti ilə tam 
müəyyən edilir. Biz onu Koordinatlar vasitə
silə daxil etdiyimizə baxmayaraq, o düzbu
caqlı Koordinat sisteminin seçimindən asılı 
deyil. Bu xassəni SKalyar hasil Kimi tez-tez 
qəbul edirlər.

Şəkİİ 13.

burada c = -(ax0 +by0). P nöqtəsi yalnız o zaman I düz 
xəttinin üstündə yerləşə bilər Kİ, əgər r məsafəsi 0 bəra
bərdir, yəni ax + by + c = 0 bərabərliyi düz olanda burada 
a və ö eyni zamanda 0-a çevrilməyirlər (çünKİ n 0). Bu 
düz xəttin müstəvidə Koordinat şəKİində göstərilmiş tənli
yidir.

Oxşar qaydada isbat edilir kİ, düzbucaqlı Koordinat
larda hər hansı müstəvi ax + by + cz + d = 0 tənliyi ilə ifa
də edilir, burada (a;ö;c) * (0;0;0) - müstəviyə çəKİlmiş 
normalın Koordinatlarıdır. Və ƏKsinə belə şəkİIIİ hər bir tən- 
Iİk bizə müstəvini verir. P(x; y; z) nöqtəsindən bu müstəvi
yə qədər r məsafəsi isə bu düstür vasitəsilə hesablanır:

\ax + by + cz + d\
Va2 + b2 + c2

Həmçinin 5-ci xassədən məlum olur Kİ, 
a ■ b = 0 bərabərliyi yalnız o zaman ola bilər 
kİ, a və b veKtorları qarşılıqlı perpendİKul
yar olsun (0 veKtoru hər hansı başqa veKto- 
ra perpendİKulyar sayılır). Deməli, bizim 
üçün adi olan ortaq vuruğa ixtisar etməK 
SKalyar hasil qanunsuzdur: a b =c^b bəra
bərliyindən təKCƏ ä - c veKtorunun b veKto- 
runa perpendİKUİyarlığı Kimi nəticəyə gəl- 
тэк olar, amma ä = c bərabərliyi nəticəsinə 
gəlməK olmaz.

Həndəsi teoremanın veKtor vasitəsi ilə 
isbatının daha bir nümunəsini göstərəK. Bu 
bərabərliyi asanlıqla yoxlamaq olar:

(d + by + (ä-b^ = 2(ä2 + b2')
Həndəsi dildə (şəkİİ 14) o paraleleloq- 

ram bərabərliyi adlanan bir bərabərliyə çev
rilir: paraleleloqramın diaqonallarının Kvad
ratları cəmi onun bütün tərəflərinin Kvad
ratları cəminə bərabərdir.
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VeKtorların fəzada SKalyar hasili müs- 
təvidəKİ Kİmi müəyyən edilir. Əgər düzbu
caqlı bazisdə ä və b veKtorları (xj y}\ və 
(x2; y2; z2) Koordinatlarına malİKdirlərsə, 
onda onların SKalyar hasili bərabərdir: 

äb = XjX2 + yty2 + zxz2
Yuxarıda göstərilmiş 1-5 xassələri fə

zada veKtorlar üçün də ödənilir; düzbucaqlı 
Koordinatlar (x; y; z) ilə ä veKtorun uzunlu
ğu artıq bu düsturla hesablanır:

|ä| = ^x2 + y2 + z2

HƏRƏKƏT

ÇOXÜZLÜ HƏNDƏSƏ

Qədim yunan riyaziyyatçısı Fales 
teoremlərin isbatı üçün hərəKət- 
dən istifadə edirdi (bax “Fales və 

İİk isbatlar” məqaləsinə). Misal üçün, bəra
bəryanlı üçbucağın İkİ - yarı bölünmüş his
səsi ox simmetriyasının Köməyi ilə yəni, 
çertyoju əyməKİə üst-üstə salınır (təpə buca
ğının tənböləninə görə; şəkİİ 1). Nəticə Kİ
mi, buradan alınır Kİ, bərabəryanlı üçbuca
ğın oturacağında yerləşən bucaqlar bir-biri
nə bərabərdilər.

Belə mühaKİmədə, biz təsəvvür edirİK 
Kİ, üçbucağın bir yarısı Ьэгк cisim Kİmi hə- 
rəKət edir, yəni, nöqtələr arasında məsafə 
dəyişmir və İKİnci yarısı ilə üst-üstə düşür. 
Əgər çevirmə zamanı nöqtələr arasında mə
safə dəyişmirsə, onda belə bir çevirmə hərə
Kət adlanır (çevirmənin başqa növləri haq
qında bax “Həndəsə və çevirmə qrupları” 
məqaləsinə). Biz deyirİK Kİ, İKİ fiqur o za
man bərabərdilər Kİ, onları hərəKət vasitəsi 
ilə üst-üstə salmaq olar. Xüsusi halda, oxa 
nəzərən simmetrİK olan fiqurlar bərabərdir
lər; çünKİ ox simmetriyası hərəKƏtin bir 
növüdür. Məsələn, diametr ilə bölünən dai
rənin İKİ yarısı, diametrə nəzərən simmet
rİK olduqlarına görə bərabərdirlər (bu faKt- 
dan bir neçə nəticəni siz “Çevrə və dairə” 
məqaləsində görə bilirsiniz).

Fales həmçinin hərəKətin başqa bir nö
vündən, dönmədən də istifadə edirdi. Məsə
lən, qarşılıqlı bucaqların bərabərliyini isbat 
etməK üçün, o şəkİİ müstəvisini hansısa O 
nöqtəsinin ətrafında 180° döndərirdi. Belə

bir dönmə zamanı (onu həm də O mərKəzli 
və mərKəzi simmetriya adlandırırlar) hər A 
nöqtəsi belə bir A' nöqtəsinə Keçir kİ, O nöq
təsi AA' parçasının ortasıdır (şəkİİ 2). O 
nöqtəsindən çıxan hər hansı şüa əks şüaya 
Keçir, yəni, şüa O başlanğıcı Keçən əsas şüa 
ilə bir düz xətt yaradır.

ŞəkİI 2.

Fales belə fİKİrləşirdi: Tutaq Kİ, O - 
AOB və A'OB' qarşılıqlı bucaqların ortaq tə
pəsidir. Şəkİİ müstəvisini O nöqtəsi ətrafın
da 180° dərəcəyə döndərəK. Onda O A şüası 
ona əks istiqamətli olan O A' şüasına, OB 
şüası isə - ona əks olan OB' şüasına KeçəcəK 
(şəkİİ 3). Deməli AOB bucağı A'OB'qarşılıq
lı bucağa Keçir. BeləlİKİə, İKİ bucaqdan biri

ŞəkİI 3.

başqası ilə dönmə nəticəsində üst-üstə dü
şür. Dönmə hərəKətin bir növü və qarşılıqlı 
bucaqlar bərabər olduğuna görə, hər bir fi
qur dönmə zamanı ona bərabər olan fiqura 
Keçir.
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Fales həmçinin daha bir hərəKət nö
vündən - paralel Köçürmədən istifadə edir
di. Paralel Köçürmədə fiqurun bütün nöqtə
ləri müəyyən istiqamətdə eyni məsafə qədər 
yerini dəyişir (şəkİİ 4). Məhz bu hərəKət 
növünün vasitəsilə Fales indİKİ dərslİKİərdə 
Fales teoremi adlanan teoremi isbat etmişdi. 
Onun mahiyyəti budur (şəkİİ 5):

S Əgər bucağın bir tərəfində bərabər 
parçalar ayırsaq və bu parçaların 
uclarından bucağın İKİnci tərəfi ilə 
Kəsişən paralel düz xətlər KeçirtsəK, 
onda bucağın İKİnci tərəfində də bəra
bər parçalar alınar.

Fales gördü kİ, qonşu paralel düz xət
lər bucaqdan paraleloqram və üçbucağa bö
lünə bilən trapesiya Kəsir. Teoremin isbatı 
üçün bütün belə üçbucaqların bərabərliyini 
isbat etməK lazım idi. Və həqiqətən də onlar 
bərabərdilər, çünKİ bir üçbucaq başqasından 
hərəKət vasitəsilə əmələ gəlib. Əgər dəqiq- 
ləşdirsəK, məhz bucağın İKİnci tərəfi 
istiqamətdə paralel Köçürmə ilə əmələ gəlib.

BeləlİKİə biz hərəKətin üç növü ilə ta
nış olduq - ox simmetriyası, dönmə (шэгкэ- 
zi simmetriyasının nümunəsində) və paralel 
Köçürmə ilə. Sonra isə biz onların vasitəsi 
ilə müxtəlif həndəsi məsələlərin həllini gös- 
tərəcəyİK. HərəKətin daha bir növü var - 
bu, sürüşən simmetriyadır. Bu çevirmənin 
mənası ondadır kİ, ardıcıllıqla - əvvəlcə ox 
simmetriyası həyata Keçirilir, sonra isə sim
metriya oxu istiqamətində paralel Köçürmə 
(şəkİİ 6). HərəKətin başqa növləri varmı? 
Ola bilərmi kİ, bir neçə dönməni müxtəlif 
mərKəzlər ilə və ya dönməni ox simmetriya
sı ilə birləşdirsəK yeni bir hərəKət növü ya
ransın? Məlum oldu Kİ, xeyr! XIX əsrdə 
fransız həndəsə alimi Mişel Şal isbat etdi Kİ:

S Müstəvinin hər bir hərəKəti ya ox 
simmetriyasıdır, ya dönmədir, ya pa
ralel Köçürmədir, ya da sürüşən sim
metriyadır.

Məsələn, ardıcıllıq ilə həm dönməni, 
həm Köçürməni həyata KeçirtsəK, biz başqa 
тэгкэг ilə, amma, yenə də eyni bucaq qədər 
dönmə alarıq, dönmə ilə sürüşən simmetriya 
isə nəticədə başqa ox ilə sürüşən simmetri
yanı verəcəK. Bundan başqa, əgər müstəvidə 
ixtiyari fiqur çəksək, sonra isə Kağızdan 
onun surətini kəssək, bundan sonra isə bu 
surəti müstəvinin üstünə təsadüfi bir şəkİİ- 
də qoysaq (yuxarı hər hansı tərəfi ilə), biz 
həmişə orijinalı surəti ilə Şalın teoremində 
sayılmış hərəKətin bir növü ilə üst-üstə sala 
bilərİK.

Həndəsənin başa düşülməsində hərəKƏ- 
tin fundamental rolunu (və ümumiyyətlə

həndəsi çevirmələrin) XIX əsrin alman ri
yaziyyatçısı FelİKS Klein açdı (bax “Həndəsə 
və çevirmələr qrupları” məqaləsinə).

Amma qədim dünyanın riyaziyyatına 
qayıdaq. Əgər Falesin fİKİrləri həndəsənin 
müasir anlamasına Klein üslubunda yaxın- 
dılarsa, amma EvKİid, öz “Başlanğıc”ında 
teoremlərin isbat üsullarına və məsələlərin 
həll edilməsini tamamilə başqa nəzər-nöqtə- 
sinə sahib idi. EvKİidin üsulunun əsası üç
bucaqların bərabərliyi idi.

LaKİn, əvvəllər, üçbucaqların bərabər- 
İİk əlamətlərini isbat edəndə, EvKİid hərə
Kət idyeasından istifadə edirdi. Məsələn, 
üçbucaqların bərabərliyinin İKİnci əlaməti
nə görə, əgər İkİ üçbucaq bir bərabər tərəfə 
və ona bitişİK olan İKİ bərabər bucağa malİK- 
dirlərsə, onda onlar bərabərdir. EvKİid isba
tı aşağıdaKİ üsul ilə aparırdı. Tutaq Kİ, ABC 
və AiBjCj üçbucaqlarında AB və A^ tərəf
ləri və bucaqları A və Alt B və Вг (şəkİİ 7a) 
bərabərdirlər. AjB^j üçbucağını ABC üçbu
cağın üstünə elə qoyaq Kİ, AB və ArBT bəra
bər tərəfləri üst-üstə düşsünlər, bununla 
belə Aj nöqtəsi A nöqtəsi ilə, Вг nöqtəsi B 
nöqtəsi ilə üst-üstə düşsünlər, üçbucaqlar 
isə AB=A1B1-in bir tərəfində yerləşsinlər 
(şəkİİ 76). O zaman bucaqların bərabərliyinə 
görə uyğun olaraq, hər üçbucağın başqa İKİ 
tərəfini özündə saxlayan şüalar da üst-üstə 
düşəcəKİər və ona görə C və Cr nöqtələri də 
onların Kəsişmə nöqtəsinə düşərlər, yəni üç
bucaqlar bütün təpələri ilə üst-üstə düşür
lər. BeləlİKİə, bu üçbucaqlar bərabərdirlər.

тэк, yəni, hərəKəti tətbiq etməK deməKdir! 
Burada və həmçinin üçbucaqların bərabərli
yinin başqa əlamətlərinin isbatı zamanı, 
EvKİid Fales ideyalarına əsaslanırdı. Amma 
EvKİid “üstünə qoyma” anlayışı müəyyən 
etməməsinə görə, onun aKsiomatİKasının 
çərçivəsində bu ciddi isbatlar deyildi, bun
lar təKcə gündəlİK təcrübəni istifadə edən 
aydınlaşdırılmalar idi.

Amma necə Kİ, artıq üçbucaqların bü
tün bərabərlİK əlamətləri isbat edildi və ay
dınlaşdırıldı, EvKİid artıq öz “Başlanğı
cında” məhz onları sonraKi isbatların əsası
na qoymuşdur. Artıq bütün düşüncələri hə- 
rəKətləri yada salmadan (“üstünə qoyma
lar”) daha da ciddi aparmağa çalışırdı.

Nümunə Kimi eyni məsələnin EvKİid və 
Falesa görə həllərini müqayisə edəK.

Məsələ 1. ABC D trapesiyasında aşağı 
oturacağa bitişİK olan bucaqlar bərabərdi
lər. Trapesiyanın yan tərəflərinin bərabərli
yini isbat etməli.

Fales belə mühaKİmə aparırdı. Aşağı 
oturacağa onun ortasından perpendİKulyar 
çəkək (şəkİİ 8a). Şəkİİ çəKİlmiş düz xəttə nə
zərən simmetrİKdir. Başqa sözlə, əgər biz 
şəkİİ verilmiş düz xəttə görə əysəK, onda 
aşağı oturacağın yarıları üst-üstə düşəcəK- 
lər və ona görə (aşağı oturacaqda bucaqların 
bərabərliyinə görə) yan tərəflər A və B təpə
lərin düşdüyü bir nöqtədən Keçən şüanın 
üzərində olacaq (şəkİİ 8b). Yuxarı oturaca
ğın da hissələri eyni şüada yerləşəcəKİər. 
Deməli yuxarı oturacağın C və B ucları bu 
şüaların Kəsişmə nöqtəsinə düşəcəKİər. Be- 
ləlİKİə, trapesiyanın yan tərəfləri üst-üstə 
gələcəKİər, yəni onlar bərabərdirlər.

Şəkİİ 5.

c c

Dönmə

Şəkİİ 6.

ŞəkH 7. ŞəKil 8.

Amma “bir üçbucağı başqasının üstünə 
qoymaq”, onu Ьэгк bir cisim Kimi KÖçür- EvKİid üslublu isbat başqa cürdür. AB 

aşağı oturacağa onun M ortasından perpen-
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dİKulyar çəkək. Yuxarı oturacaq ilə perpen- 
dİKUİyarın Kəsişmə nöqtəsini P ilə göstərəK 
(şəkİİ 9). AP və BP parçalarını çəkək. O za
man AAMP = ABMP üçbucaqları İkİ tərəf və 
aralarındaKi bucağa görə bərabər olacaqlar 
(AM və BM tərəfləri qurmaya görə bərabər- 
dilər, MP tərəfi ortaqdır, AMP və BMP bu
caqları isə bərabərdirlər, çünKİ onlar düz 
bucaqlardır). Deməli bu üçbucaqların başqa 
elementləri də bərabərdilər - yaşıl bucaqlar, 
göy bucaqlar, AP və PB tərəfləri də, onlara 
bitişİK olan bucaqlar da uyğun olaraq bəra
bərdirlər (əgər bir-birinin arasında bərabər 
olan trapesiyanm oturacağında yerləşən bu
caqlardan bərabər yaşıl bucaqları çıxsaq, 
onda qalan çəhrayı bucaqlar da bərabər ola
caqlar; oxşar qaydada sarı bucaqların da bə
rabərliyi təsdiq olunur). Deməli ADP və 
BCP üçbucaqları üçbucaqların bərabərliyi
nin İKinci əlamətinə görə bərabərdirlər. De
məli, verilmiş üçbucaqların başqa element
ləri də uyğun olaraq, bərabərdirlər. Xüsusi 
halda - trapesiyanm yan (qırmızı) tərəfləri 
də bərabərdirlər.

Belə bir mühaKİmə EvKİid üçün tipİK- 
dir: hər hansı həndəsi faKtın müəyyən edil
məsi üçün üçbucaqların hansısa bir cütünü 
gözdən KeçirtməK və onların bərabərliyini 
isbat etməK lazımdır, sonra isə üçbucaqların 
başqa cütünü və lazım olarsa üçüncünü də 
gözdən KeçirtməK, lazım olunan nəticəyə 
nail olana Kimi bu əməliyyatı davam etdir- 
тэк lazımdır.

Həndəsədən hər hansı dərslİKdə siz 
çoxlu sayda teoremlərin isbatları və məsələ
lərin həllini üçbucaqların bərabərlİK əlamət
lərinin əsasında tapa bilərsiz - həndəsənin 
EvKİid ənənəsi indiyə Kimi yaşayır. Amma 
eyni cavablara biz həndəsi çevirmələr vasi

təsilə də çata bilərİK. Falesə əsaslanaraq həll 
etdiyimiz daha bir neçə məsələni gözdən ке- 
çirəK.

Məsələ 2. ABC üçbucağının AB və BC 
yan tərəflərində, ondan xaricdə ABMN və 
BCPQ Kvadratları çəKİlib. CM və QA parça
larının perpendİKulyar və bərabər olduqları
nı isbat etməK lazımdır (şəkİİ 10a).

Bizə CM parçasını QA parçasına Keçi
rən 90°-li dönməni isbat etməK Kifayətdir. 
Nəticə Kimi C nöqtəsinin Q nöqtəsinə Keç
məsi üçün 90°-Iİk İKİ dönmə mövcuddur: B 
mərKƏzi ətrafında (saat əqrəbinin ƏKSinə) və 
P ətrafında (saat əqrəbi istiqamətində). Ay
dındır kİ, B ətrafında dönmə zamanı M nöq
təsi A-ya düşür. Məhz bizə lazım olan elə bu 
idi: göstərilmiş dönmə CM parçasını QA 
parçasına Keçirir, deməli bu parçalar bəra
bər (dönmə - hərəKətdir) və perpendixuly- 
ardır (dönmə bucağı 90°-yə bərabərdir).

Bu həldən birbaşa olaraq göstərilən fi
qurun diqqətə layiq olan başqa xüsusiyyətlə
rini də çıxartmaq olar. Məsələn, əgər K və L 
- müvafiq olaraq CM və AQ parçalarının 
ortalarıdırsa (şəkİİ IOö), onda BKL üçbuca
ğı - düzbucaqlı və bərabəryanlıdır (çünKİ K 
nöqtəsi L nöqtəsinə B ətrafında 90° dönmə 
zamanı Keçir).

AşağıdaKi nümunədə biz bir çevirmə
nin Köməyi ilə eyni zamanda paraleleloqra- 
mın üç məlum xassəsini isbat edəcəyİK.

Məsələ 3. İsbat edin Kİ, paraleleloq- 
ramda:

1) diaqonalların Kəsişmə nöqtəsi onları 
yarıya bölür;

2) qarşı tərəflər bərabərdilər;
3) qarşı bucaqlar bərabərdilər.
Bizə ox simmetriyasının aşağıdam sa

də xassəsi lazım olacaq:

J Əgər l və m düz xəttləri hansısa O 
nöqtəsinə nəzərən simmetrixdilərsə, 
onda onlar paraleldirlər (və ya üst- 
üstə düşürlər).

Bu xassə onun nəticəsidir Kİ, l və m 
düz xətlərinin ortaq nöqtələrinin çoxluğu 
O-ya nisbətdə simmetrİKdirlər, İKİ müxtəlif 
nöqtədən isə təKcə bir düz xətt KeçirtməK 
olar.

Tutaq Kİ, indi ABCD paraleleloqram- 
dır. Onun daxilində AC diaqonalını çəkək və 
O nöqtəsini onun ortası Kimi işarələyəK (şə- 
kİİ lla). O-ya nəzərən simmetriyaya görə

l=AB düz xətti C nöqtəsindən Keçən ona pa
ralel olan m düz xəttinə Keçir. Amma para
leloqramın tərifinə görə onun qarşı tərəfləri 
paralleldilər; deməli m=CD, yəni, AB və CD 
O-ya nəzərən simmetrİKdirlər. Eyni qayda 
ilə AD və BC düz xəttləri O-ya nəzərən sim
metrİKdirlər. Belə nəticə çıxır Kİ, paraleloq
ram bütövlÜKİə O nöqtəsinə nəzərən sim- 
metrİKdir. Yəni, təKcə A və C təpələri yox, 

həmçinin B və D təpələri də O-ya nəzərən 
simmetrİKdirlər, BD diaqonalı isə O nöqtə
sindən Keçir və yarıya bölünür. Birinci xas
sə isbat edildi. O-ya nəzərən simmetriya 
zamanı hər tərəf qarşı tərəfə Keçir, bunun 
nəticəsi isə İKinci xassədir, hər bucaq isə - 
qarşıdam bucağa Keçir, bununla da üçüncü 
xassə isbat edilir.

Eyni zamanda biz birbaşa paraleloqra
mın O nöqtəsinə nəzərən simmetrİKİiyindən 
daha İKİ təKİif alırıq: 4) paraleloqramın qar
şı bucaqlarının tənbölənləri paraleldirlər; 
5) O nöqtəsindən Keçən hər hansı düz xətt, 
paraleloqramın tərəflərini bu nöqtədə yarı
ya bölünən parça üzrə Kəsir (şəkİİ llb).

HərəKətin tətbiqi - qurma məsələləri
nin ən effeKtiv həll üsullarından biridir. 
Buna biz aşağıdaKİ nümunə əsasında əmin 
ola bilərİK.

Məsələ 4. Bir təpəsi verilmiş A nöqtə
sində, başqa İKİsi isə - uyğun olaraq İKİ ve
rilmiş çevrədə yerləşən bərabərtərəfli 
üçbucağı qurun.

Tutaq Kİ, ABC - bizim axtardığımız 
üçbucaqdır. Onun bərabərtərəfli olduğuna 
görə A nöqtəsinin ətrafında 60° dönməsin
dən sonra B nöqtəsi C nöqtəsinə KeçəcəK. 
Amma B nöqtəsi verilmiş İkİ çevrədən birin
də yerləşməlidir (bizim şəKİimizdə - mavi
də). Ona görə B surəti, yəni, C mütləq mavi 
çevrənin Keçdiyi fiqurda olmalıdır; bu çevrə 
eyni radiuslu çevrədir (şəKİldə o yaşıldır; 
şəkİİ 12&). Amma şərtə görə C İKinci veril
miş çevrədə yerləşir - qırmızıdadır. BeləlİK- 
lə, C qırmızı və yaşıl çevrələrin Kəsişmə 
nöqtəsidir. İndi artıq biz bilirİK Kİ, C-ni 
necə qurmaq olar (deməli həm də B-ni). Bizə 
yaşıl çevrəni KeçirtməK Kifayətdir (onun 
mərKəzi Ordir — göstərilmiş dönmə zamanı 
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mavi çevrənin O mərKƏzinin surətidir və 
AOO1 bərabərtərəfli üçbucağın təpəsi Kimi 
çəKİlir), Onda C qırmızı və yaşıl çevrələrin 
Kəsişmə nöqtəsidir. İkİ çevrə ya İKİ, ya bir 
ümumi nöqtəyə malİK ola bilər, ya da heç bi
rinə malİK olmaya bilər. Uyğun olaraq gös
tərilmiş qurmanın da o qədər həlli var. 
Amma məsələnin həlli zamanı, həmçinin 
onu da nəzərə almaq lazımdır kİ, biz dönmə
nin təKCə bir mümKÜn istiqamətini gözdən 
KeçirtdİK (saat əqrəbinin əKsinə). Amma 
ABC üçbucağı təKCə o zaman bərabərtərəfli 
ola bilər Kİ, C nöqtəsi B nöqtəsinə saat əqrə
bi istiqamətində 60° dönmə zamanı Keçsin. 
Deməli bizim məsələnin dörd həlli ola bilər.

Göstərilmiş məsələlər hərəKətin istifa
dəsinin başqa halları ilə (bax “Qurma məsə
lələri” məqaləsinə) birlİKdə bizə onu gös
tərir Kİ, həndəsənin bütün təKİifləri həm 
üçbucaqların bərabərlİK əlamətləri vasitəsi
lə, həm də hərəKətlər vasitəsilə isbat oluna 
bilərlər. İKİnci üsul daha asandır. Bundan 
başqa, ümumiyyətlə simmetriya, hərəKət, 
çevirmə ideyaları müasir fizİKa və riyaziyy
atın bölünməz hissəsinə çevrilmişdir (bax 
“Həndəsə və çevirmələr qrupu” məqaləsinə).

QABARIQ FİQURLAR

Qabarıq fiqurlar nəzəriyyəsi XIX və 
XX əsrin qovşağında alman riyaziyyatçısı 
German MinKovsKİ tərəfindən yaradılıb. 
Qabarıq fiqurların xassələri haqqında onun 
tərəfindən isbat edilmiş incə teoremlər çox
lu sayda riyaziyyatçıların marağını cəlb 
etdi. Amma bəziləri yeni nəzəriyyəyə tənqi
di yanaşdılar. Onlar elə hesab edirdilər Kİ, 
fizİKa, texnİKa və elmin başqa “tətbiqi” sa
hələri üçün vacib olan istiqamətlər, riya
ziyyatda ən vacib rolu oynayırlar. Qabarıq 
fiqurlar nəzəriyyəsi isə onlar üçün belə tət
biqi məsələlərdən çox uzaq görünürdü. Elə 
alimlər də tapıldılar kİ, bu nəzəriyyə haq
qında belə dedilər: - MinKovsKİnin nəzə
riyyəsi çox incə və qəşəngdir, amma tama
milə faydasız bir həndəsi oyuncaqdır. Yüz il 
Keçdi və MinKovsKİnin “oyuncağı” elmin ən 
qabaqdaKi sıralarında istifadə edilən qüv
vətli bir silaha çevrildi, o nəzəri və tətbiqi 
riyaziyyatın ən vacib alətinə çevrildi. Müa
sir riyazi iqtisadiyyat, idarəetmənin riyazi 
nəzəriyyəsi və elmin başqa istiqamətləri ta
mamilə qabarıq fiqurların nəzəriyyəsinin 

anlayışlarına, ideyalarına və üsullarına 
əsaslanırlar. Bu anlayış və ideyalar ilə tanış 
olaq.

Qabarıq fiqurlar haqqında İİk təsəvvü
rümüzü biz çoxbucaqlıları gözdən KeçirərəK 
ala bilərİK. Əgər, çoxbucaqlı hər hansı tərə
fin daxil olduğu düz xətdən tamamilə bir tə
rəfdə yerləşirsə, onda o qabarıq adlandırılır 
(şəkİİ la). Qabarıq olmayan çoxbucaqlıda isə 

ən azı onun bir tərəfini davam etdirsəK, o fi
quru hissələrə böləcəK (şəkİİ 1&). Əgər n-bu- 
caqlı qabarıqdırsa, onda onun bir təpəsindən 
Keçirilmiş diaqonallar onu n - 2 sayda üçbu
cağa bölürlər (şəkİİ 2). Deməli, onun daxili 
bucaqlarının cəmi (n - 2) • 180°-yə bərabər
dir. Qabarıq olmayan n-bucaqlı üçün də bu 
düzdür, amma bunu daha çətin üsul ilə isbat 
etməK olar.

Qabarıq fiqurun ümumi tərifi (təxcə 
çoxbucaqlılara aid olmayan) belə ifadə olu
nur: əgər F fiqurunun hər hansı A və B nöq
tələri üçün AB parçası bütövlÜKİə F fiqu
runda yerləşirsə, onda F fiquru qabarıq ad

landırılır (şəkİİ За). Qabarıq olmayan F fi
qurunda isə elə İkİ nöqtə tapılır Kİ, onları 
birləşdirən parça F fiqurunun daxilində yer
ləşmir (şəkİİ 3b). Asanlıqla isbat etməK olar

Şəkİİ 6.
v

Kİ, bütün üçbucaqlar qabarıqdırlar, amma 
eyni zamanda dördbucaqlılar həm qabarıq, 
həm də qabarıq olmayan ola bilər (şək.4). 
Dairə və həmçinin dairənin seqmenti - qa
barıq fiqurlardır (şəkİİ 5a). Dairənin seKto- 
ru (şəkİİ 5ö) qabarıq olmayan da ola bilər

(əgər onun mərKəz bucağı 180°-dən çoxdur- 
sa). Həmçinin məhdud olmayan (sonsuzluğa 
uzananlar) qabarıq fiqurları da gözdən Keçi
rirlər: iti və açıq bucaqlar - qabarıq fi

ŞtKİl 5. ?3Kİl 7’

qurlardır (şəkİİ 6a), açıq bucaqdan böyÜK 
olan bucaq isə (şəkİİ 6b) - qabarıq olmayan 
fiqurdur. Zolaq da (İkİ parallel düz xəttin 
arasında yerləşən müstəvinin hissəsi) həm
çinin məhdud olmayan qabarıq fiqurdur.

Daha bir neçə nümünə: ellips, parabola 
və hiperbola ilə məhdudlaşdırılmış fiqurlar 
(şəkİİ 7). Hər bir ellips qabarıq fiquru məh
dudlaşdırır. Parabola müstəvini İkİ hissəyə 
bölür, onlardan biri qabarıqdır. Hiperbola- 
nın isə qollarından hər biri qabarıq fiquru 
məhdudlaşdırır, İKİsi birlİKdə isə qabarıq 
olmayan müstəvi oblastın sərhədidir.

Nöqtə və düz xəttlərin qabarıq fiqura 
nəzərən yerləşməsi ilə əlaqədar olan anlayış
lara baxaq.

Əgər M mərKəzli və Kifayət qədər kİçİk 
radiuslu dairə bütövlÜKİə fiqurun daxilində 
yerləşirsə, onda M nöqtəsi F fiqurun daxili 
nöqtəsi adlandırılır (şəkİİ 8). Əgər hansısa B 
mərKəzli hər hansı bir dairə özünə həm F fi
quruna məxsus olan nöqtələri və həm də F 
fiquruna məxsus olmayan nöqtələri də daxil 
edirsə, onda B, F fiqurunun sərhəd nöqtəsi 
adlandırılır. Bütün sərhəd nöqtələrinin çox
luğu F fiqurunun sərhədini təşKİl edir



Riyaziyyat ensiklopediyası - 2

(verilmiş təriflər həmçinin qabarıq olmayan parçasının uclardan başqa bütün nöqtələri 
fiqurlara da aiddir), r radiuslu açıq dairə fiqurasınm daxili nöqtələridir (şəkİİ IOc).

ŞdKİl 8. ŞəkİI 10.
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ŞjkII 11.

(mərKəzdən r radiusundan kİçİk olan məsa
fədə yerləşən bütün nöqtələrin çoxluğu; şə- 
Kİl 9) - heç bir sərhəd nöqtəsinə malİK 
olmayan qabarıq çoxluqdur. Ona bütün sər
həd nöqtələrini birləşdirsəK qapalı dairə ala
rıq. Bundan sonra biz təKCƏ qapalı qabarıq

Ş<ncil 9.

fiqurlar haqqında yəni, özünün bütün sər
həd nöqtələrini daxil edən fiqurlar haqqında 
danışıcağıq.

Daxili və sərhəd nöqtələrinin İkİ Kifa
yət qədər asan olan xassələrini göstərəK:

1. Tutaq Kİ, A - F qabarıq fiqurun da
xili və ya sərhəd nöqtəsidir, B isə - onun da
xili nöqtəsidir. O zaman AB parçasının hər 
bir başqa M nöqtəsi F fiqurunun daxili nöq
təsidir (şəkİİ 10a).

2. Buradan biz belə bir nəticəyə gələ bi- 
lərİK Kİ, əgər P və Q - F qabarıq fiqurunun 
İkİ sərhəd nöqtələridirsə, onda PQ parçası 
ya bütövlÜKİə F fiquranm sərhəd nöqtələ
rindən ibarətdir (şəkİİ 106), ya da ən azı bir 
daxili nöqtəyə malİKdir - amma o zaman PQ

Qabarıq fiqurların dayaq düz xətləri 
xüsusi, vacib bir rola malİKdirlər. Qabarıq 
müstəvi F fiquru üçün m düz xətti o zaman 
dayaq adlandırılır kİ, əgər: birinci, m düz 
xətti F fiquru ilə bir ortaq nöqtəyə malİK
dir; İKİncisi, əgər F fiquru bütövlÜKİə m 
düz xəttinə nəzərən bir yarımmüstəvidə 
yerləşirsə. Dayaq düz xəttini fiqurun hər 
hansı bir sərhəd nöqtəsindən KeçirtməK 
olar. Məsələn, dairənin dayaq düz xətləri to
xunanlarıdır (şəkİİ lla). Onlardan hər biri 
verilmiş nöqtədə yeganə dayaq düz xəttidir 
və fiqur ilə başqa ortaq nöqtələrə malİK de
yil. Deyilənlər 116 şəKİlində təsvir olunmuş 
m düz xətti üçün də düzdür. Amma, əgər A 
- F qabarıq fiqurunun Künc sərhəd nöqtəsi- 
dirsə (şəkİİ İle), onda bu nöqtədən sonsuz 
sayda dayaq düz xətti Keçir. Dəqiq desəK 
isə, A nöqtəsindən İkİ p, və p2 F fiqurunun 
yarımtoxunan xətləri adlandırılan İKİ şüa 
çıxır. Onlar ilə təşKİl olunmuş bucaq (açıq 
bucaqdan az olan) özünə F fiqurunu daxil 
edir və A nöqtəsindən Keçən və bu bucaqla 
heç bir ortaq nöqtəyə malİK olmayan hər 
hansı m düz xətti - F fiqurunun dayaq düz 
xəttidir. Bundan başqa F qabarıq fiqurunun 
dayaq düz xətti F ilə həmçinin bütöv ortaq 
parçaya malİK ola bilər. Məsələn, əgər F - 
qabarıq çoxbucaqlıdırsa, m isə - onun tərəf
lərindən birini daxilində saxlayan düz xət- 
dirsə, onda verilmiş tərəf - m və F-in ortaq 
parçasıdır (şəkİİ 1 İç).

Əgər F - məhdud qabarıq fiqur; l isə - 
onun müstəvisində yerləşən ixtiyari düz 
xətdirsə, onda Z-ə paralel olan F fiqurunun 
İkİ wij və m2 dayaq düz xətti mövcuddur. 

Belə fiqurlar arasında d məsafəsi Z düz xət
tinin istiqamətinə uyğun olan F fiqurunun 
eni adlandırılır (şəkİİ 12a). Aydındır kİ, 
əgər F dairədirsə, onda onun eni bütün isti
qamətlərdə eynidir - o dairənin diametrinə 
bərabərdir (şəkİİ 126). Ona görə dairə - eni 
sabit olan fiqurdur: onun eni hər bir istiqa
mətdə diametrə bərabərdir. Sabit enliyə ma
lİK olan başqa fiqurlar mövcuddurmu? 
Başqa sözlə desəK, dairədən fərqli olan han
sısa qabarıq fiqur bütün istiqamətlərdə eyni 
ola bilərmi? İ1k baxışda biz deyə bilərİK Kİ, 
xeyr, ola bilməz. Amma bu təsəvvür aldadı
cıdır. Sabit enliyə malİK olan sonsuz çox fi
qur mövcuddur! Onlardan birini XIX əsrdə 
alman mexanİKİ və həndəsə alimi Relo təs
vir edib.

ŞiKtl 12.

Tərəfi tZ-yə bərabər olan bərabərtərəfli 
üçbucaq götürəK, onun hər bir təpəsindən, 
mərKəz Kimi, başqa İKİ təpədən Keçən çevrə 
qövsünü çəkək. Alman fiquru Relo üçbuca
ğı adlandırırlar (şəkİİ 13a) və o sabit d enli
yinə malİKdir. Həqiqətən, hər hansı İKİ 
parallel dayaq düz xətlərindən biri üçbuca
ğın təpəsindən Keçir, İKİncisi isə çevrənin 
qarşı qövsünə toxunur (şəkİİ 136). Və ona 
görə onlar arasında məsafə qövsün radiusu
na bərabərdir, yəni d-yə.

Sabit enə malİK olan oxşar fiqurun 
eyni uzunluqlu diaqonalları olan beşbucaqlı- 

dan da düzəltməK olar: hər təpədən тэгкэг 
Kimi istifadə edərəK İkİ qarşı təpəni birləş
dirən d radiuslu çevrə qövsünü KeçirməKİə

a

ŞəkİI 13.

(şəkİİ 13c). Beşbucaqlının yerinə təK sayda 
(2n + 1) tərəfi olan çoxbucaqlı götürməK 
olar; hansının kİ, bütün “böyÜK” tərəfləri
nin d uzunluğu (n tərəflərdən onun sərhədi
ni bağlayan hissə) eynidir. Sərhədi çevrə
nin qövslərindən ibarət olmayan sabit enliyə 
malİK olan fiqurlar da mövcuddur.

Sabit enliyə malİK olan fiqurun hər bir 
dayaq düz xətti onunla bir ortaq nöqtəyə 
malİKdir (niyəsini özünüz fİKİrləşin). Bu İKİ 
paralel düz xəttin “KontaKt nöqtələrini” bir
ləşdirən parça bu düz xətlərə daima perpen- 
dİKUİyardır, onun uzunluğu isə fiqurun 
eninə bərabərdir (şəkİİ 14). Belə bir parça
nın hər biri fiqurun diametri adlandırılır.

81 >
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Sabit enlİKİi fiqurlar çoxlu sayda ma
raqlı xassələrə malİKdirlər. Onlardan biri
nin (Barbye teoremi) mahiyyəti ondadır kİ, 
eyni d enlİKİi bütün əyri xətlər eyni, dairədə 
olduğu Kimi, nd, perimetrə (sərhəd əyri xət
tinin uzunluğu) malİKdirlər.

Özünüzə bir neçə silindrİK tir təsvir 
edin, onlardan hər birinin en Kəsiyi d sabit 
enlİKİi hər hansı fiqurdur. Belə “diyircəK- 
lərlə” hər hansı müstəvi altlıqlı əşyanın ye
rini dəyişdirməK olar (hamar yer üzrə və ya 
relslərdə). Hər tirin hündürlüyü d-yə bəra
bər olduğundan “silKələnmə” olmayacaq. 
Relo üçbucağı şəKİində en Kəsiyi olan burğu 
Kvadrat şəKİldə deşİKİər açmağa imKan ve
rir (amma dəyirmi uclar ilə; şəkİİ 15).

Qabarıq fiqurlar nəzəriyyəsində ən gö
zəl teoremlərdən biri avstriyalı riyaziyyatçı 
Xelli tərəfindən verilmişdir. O bu teoremi 
Birinci dünya müharibəsi zamanı rus əsirli
yində olan zaman isbat etdi. Xelli bu teore
mini başqa əsir düşənə - Radona danışdı. 
Vətənə Xellidən əvvəl qayıdan Radon bu te
oremin isbatını çap etdirdi (eyni zamanda 
qeyd etdi Kİ, onun müəllifi Xellidir). Sonra 
isə vətənə qayıdarKən Xelli, RadondaKi 
Kimi yox, öz isbatını çap etdirdi. Müstəvi fi
qurlar üçün Xellinin teoremi belədir:

V Tutaq Kİ, Mt,M2,..., Mk — müstəvidə 
yerləşən qabarıq fiqurlardır. Əgər 
onlardan hər hansı üçü ortaq nöqtəyə 
malixdirlərsə, onda bütün bu fiqurla
ra məxsus olan bir nöqtə tapılar.

16-cı şəKİldə dörd fiqur təsvir olunub - 
üç düzbucaqlı və halqa. Onlardan hər üçü 
ümumi ortaq nöqtəyə malİKdirlər, amma 
dördünün ortaq nöqtəsi isə yoxdur (onların 
Kəsişməsi boşdur). Fiqurlardan biri (halqa) 

qabarıq olmadığına görə belə bir vəziyyət 
baş verdi. Əgər halqanı dairə ilə əvəz etsəK, 
onda dörd fiqurun ortaq nöqtəsi tapılar.

Şəkİİ 16.

Xellinin teoremi çoxlu sayda əlavələrə 
malİKdir. Burada biz bir neçə nümunə gös- 
tərəK. Onlardan biri hələ XIX əsrdən məlum 
olan bir teoremdir:

J Əgər Ar, A2,..., An nöqtələrindən hər 
hansı üçünü r radiuslu dairə ilə ört- 
тэк olarsa, onda bütün nöqtələri bir- 
lİKdə r radiuslu dairə ilə örtməK olar.

Həqiqətən də, tutaq Kİ, O - Alf A2, A3 
nöqtələrini örtən dairənin mərKəzidir. Onda 
AjO, A2O, A3O məsafələrdən hər biri r-dən 
böyÜK deyil (şəkİİ 17). Deməli, əgər A,, A2, 
A3 mərKəzli r radiuslu dairələr götürsəK (ya
şıl, sarı və çəhrayı), onda bu üç dairə O 
ortaq nöqtəyə malİK olacaqlar.

İndi isə Aj, A2,..., Ak mərKəzli r radius
lu dairələri gözdən KeçirəK. Onlardan hər 
üçü bir ortaq nöqtəyə malİKdirlər. Xelli

teoreminə görə Aj, A2, ..., An mərKəzli dairə
lər M ortaq nöqtəyə malİKdirlər. Başqa söz
lə, biz elə bir M nöqtəsini tapa bilərİK Kİ, 
MAX, MA2, ..., MAK məsafələrdən heç biri r 
məsafəsindən böyÜK olmayacaq. Deməli r 
radiuslu dairə eyni zamanda An A2, ..., An 
nöqtələrinin hamısını daxil edir.

İKİnci nümunə isə - rus riyaziyyatçısı 
M. KrasnoselsKİ tərəfindən isbat olunmuş 
teoremdir. Hansısa qəribə KolleKsiyaçı mü- 
гэккэЬ çoxbucaqlı şəKİində şəkİİ qalereyası
nı düzəldib və bütün divarlarını şəKİllərlə 
doldurub. Belə qalereyanın planını təsvir 
edən 18-ci şəKİldə O nöqtəsindən A, B, C şə- 
Kİlləri görünür, amma D şəkİİ isə görün
mür. KrasnoselsKİnin teoremində deyilir:

V Əgər qalereyada yerləşən 3 şəKİin hər 
birinin görünməsi üçün bir nöqtə ta
pılarsa, onda elə bir M nöqtəsi tapırıq 
Kİ, bu nöqtədən eyni zamanda bütün 
şəKİllər görünür.

Bunu Xelli teoremindən istifadə edə- 
гэк isbat etməyə çalışın. Daha bir nümunə:

J Müstəvidə ixtiyari şəKİldə 30 nöqtə 
verilib. O zaman müstəvidə belə bir Q 
nöqtəsi tapılar kİ, ondan Keçən hər 
bir düz xəttin hər tərəfində verilmiş 
nöqtələrdən 10-dan az olmayan sayda 
nöqtə yerləşəcəK.

Xelli teoreminin başqa tətbiqi formala
rı da var, həmçinin tətbiqi riyaziyyat üçün 
də.

Yuxarıda göstərilmiş bütün nümunələr 
müstəvi həndəsəsi ilə bağlıdır. Amma qaba
rıq fiqurlar nəzəriyyəsi həm üçölçülü və 

həm də çoxölçülü fəzalarda həndəsəyə 
aiddir. Məsələn, əgər üçölçülü M cismi qa- 
barıqdırsa, onda onun hər bir A sərhəd nöq
təsindən bu cisimin a dayaq müstəvisini ке- 
çirtməK olar. Bu müstəviyə nəzərən bütün 
M cisimi bir yarımfəzada yerləşəcəKdir (şə- 
Kİl 19). Xelli teoremi, KrasnoselsKİnin teo
remi və qabarıq fiqurların nəzəriyyəsi ilə 
bağlı başqa təKİiflər uyğun olan düzəlişlərlə 
üçölçülü (həmçinin n-ölçülü) fəza üçün doğ
rudur.

ŞjkII 19.

MinKovsKİnin nəzəriyyəsini riyazi mə
sələlərdə necə istifadə edirlər? Rus riya
ziyyatçısı Leonid Vitalyeviç Kantoroviç bu 
gün riyazi iqtisadiyyatın bünövrəsi olan 
Kəşflərinə görə Nobel mÜKafatını alıb. Onun 
araşdırmalarında əsas rolu qabarıq fiqurlar 
nəzəriyyəsi oynayırdı. Bu barədə bir az ət
raflı danışaq.

Təsəvvür edəK Kİ, С\ və C2 anbarların
da hansısa xammal mövcuddur, birinci an
barda - 20 vahid, İKİncisində isə - 14 vahid 
olduğunu fərz edəK. Bu xammalı hər zavoda 
12 vahid olmaqla İkİ Z{ və Z2 zavodlarına

§экй 20.
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aparmaq lazımdır (şəkİİ 20). x və y vasitəsi
lə uyğun olaraq birinci və İKİnci zavodlara 
С] anbarından aparılan xammalı göstərəK. 
Onda İKİnci anbardan hər zavoda 12-x və 
12-ı/ sayında xammalı aparmaq lazım ola
caq. Bununla belə x + y < 20 (birinci anbar
da 20 vahid xammal mövcuddur) və 
(12 - x) + (12 - y) 14 (İKİnci anbarda isə 
14 vahid xammal var). Əlbəttə kİ, x və y 
qiymətləri mənfi deyillər. Alınan dörd bəra- 
bərsizlİK

x + y < 20, x + y > 10, x > 0, y > 0 
Koordinat müstəvisində hər hansı M qaba
rıq dördbucaqlını təyin edir (şəkİİ 21a). M 
dördbucaqlınm nöqtələri daşınmanın bütün 
mümKÜn olan planlarını təsvir edir.

ŞəkİI 21.

Fərz edəK kİ, С] anbarından Zx və Z2 
zavodlarına aparılan xammal vahidlərinin 
dəyəri uyğun olaraq 5 və 4 pul vahidinə bə
rabərdir, eyni zavodlara C2 anbarından da
şınma isə - 2 və 3 pul vahidinə bərabərdir. 
Onda daşınmaların ümumi dəyəri bərabər
dir: 
5x + 4z/ + 2(12 - x) + 3(12 - z/) = 60 + (Зх + y)

Daşınmaların ən ucuz variantını seç- 
тэк üçün M dördbucaqlıda elə bir (x; y) 
nöqtəsini tapmaq lazımdır kİ, onda Зх + y 
xətti funKSİyası bu nöqtədə ən kİçİk qiymət 
alsın. 21& şəKİlində punKtir xətlər Зх + y 
xətli funKsiyasının sabit qiymətə malİK ol
duğu düz xətləri təsvir edir. Şəkİə görə 
müəyyən edə bilərİK kİ, M funKSİyası ən Kİ- 
çİk qiymətə (0; 10) nöqtəsində malİKdir. De
məli daşınmanın ən ucuz variantı, x = 0, 
y = 10 olduqda, yəni, İKİnci zavoda Cj anba
rından 10, C2 anbarından isə 2 xammal vahi
di gətirməK lazımdır (birinci zavoda isə 

bütün 12 xammal vahidini C2 anbarından 
götürməK lazımdır). BeləlİKİə, məsələnin 
həlli axırda M qabarıq dörbucaqlısında 
müşahidə edilən /(x, у) = Зх + y xətti funK- 
siyanın minimumunun tapılmasına gətiril
di.

Əgər xammal ilə üç zavodu təmin et- 
тэк lazımdırsa, onda Сг anbarından bu za
vodlara gətirilən xammalın miqdarını x, y 
və z ilə göstərsəK, biz o zaman üçölçülü fə
zada oxşar həndəsi məsələ alacağıq (üç x, y, 
z Koordinatların mövcudluğuna görə). Baş
qa sözlə desəK, qabarıq çoxüzlüdə hansısa 
xətti funKsiyanın minimumunu tapmaq la
zım olacaq. Zavod və anbarların daha böyÜK 
sayda olduğu zaman, eyni məsələni artıq ço- 
xölçülü fəzada həll etməK lazım olacaq. Ona 
oxşar məsələlər materialı sərfəli şəKİldə 
parçalamaq, müəssisənin optimal işləmə re
jimini seçən zaman lazım olur.

Bu yol ilə riyaziyyatda xətti proqram- 
laşdırılma formalaşdı. O qabarıq çoxüzlülər- 
də xətti funKsiyalarm minimumunun tapıl
ması üsulları ilə məşğul olan riyaziyyatın 
istiqamətidir (çoxölçülü fəzalarda). Belə 
məsələləri nəqliyyat müəssisələrində, ağac 
emal edən Kombinatlarda, planlaşdırılma 
müəssisələrində işləyən riyaziyyatçılar tərə
findən həll edilməsi lazım gəlir.

Nəyahət, texnİKİ və istehsal prosesləri 
ilə optimal idarəetmə nəzəriyyəsi haqqında 
danışaq. Qabarıqlıq anlayışı bu nəzəriyyənin 
ən vacib teoremlərinin birinin isbatında va
cib rol oynayır. Bu 50-ci illərin ortalarında 
L.S. Pontryaqin, V.Q. BoltyansKİ və R.V. 
QamKrelidze Kimi riyaziyyatçılar tərəfindən 
müəyyən edilmiş maKsimum prinsipidir. 
Onun əsasında texnİKİ proseslərin - raKetlə- 
rin üçuşu, termİK peçlərdə pəstahlarm qız
dırılması, sualtı qayıqların mühərrİKİərinin 
işi və s. - optimal idarəetmə rejimləri hesab
lanır.

Bü gün qabarıq fiqurlar nəzəriyyəsi 
(müstəvidə, üçölçülü, çoxölçülü və hətta 
sonsuzölçülü fəzalarda) - həm nəzəri, həm 
də tətbiqi riyaziyyatda əhəmiyyətli rol oyna
yan elmin vacib bölməsidir.

FRAKTALLAR

Çoxları Alisanın əhvalatları ilə tanış
dırlar - Lyus Kerrol təxəllüsü altında yazan 
ingilis riyaziyyatçı və yazıçı Çarlz Latuidc

qəhrəmanıdır. “Alisa 
adlı povestdə qız ilə

Təbiətdə özünəoxşarlıq. 
Ayıdöşəyi budağı.

Dodcsonun (1832-1898) sehrli nağıllarının 
möcüzələr ölKəsində” 
dəyişilmələr KasKadı 

baş verir. O ya ağla- 
sığmayan ölçülərə 
qədər böyüyür, ya 
da dovşan və ya si
çan ölçüsünə qədər 
Kiçilir. Maraqlısı 
odur Kİ, bəzi hallar
da onun ətrafında 
olan əşyalar heç bir 
dəyişİKİiyə uğra
mır, başqa hallarda 
isə - lap balaca for
ma alırlar.

Balacanın bö
yÜKdə özünəoxşarlıq ideyası haqqında təKCƏ 
nağılçılar danışmırdılar. Məşhur alman filo
sofu və riyaziyyatçısı Qotfrid Vilhelm Ley- 
bnis (1646-1716) təxmin etdi Kİ, su dam- 
lasının daxilində öz planetləri ilə birlİKdə 
Kainatlar yerləşə bilərlər. Və bu planetlərdə 
YerdəKİ Kimi filosoflar fİKrə qərq olurlar. 
“EleKtronun dünyası” adlı şeirdə Valeri 
Brusov bu fİKİri poetİK formada ifadə etdi:

Ola bilər bu eleKtronlar -
Beş materiK olan dünyadır
Sənətlər, biliKlər, müharibələr, taxt-taclar
Və 40 əsrin yaddaşları!
Və həmçinin ola bilər hər atom -
Yüz planetə malİK olan Kainatdır;
Orada bizdə olan hər şey sıxılmış 
vəziyyətdədir
Və həmçinin burada olmayan da.

Eyni sayda özünə oxşar fiqurlara bölü
nən fiqura özünəoxşar həndəsi fiqur deyilir. 
Misal üçün, özünəoxşar fiqur Kvadrat və 
düzgün üçbucaqlıdır (şəkİİ 1). Amma qəribə

şəkİə malİK olan özünəoxşar fiqurlar da var. 
2-ci şəKİldə “budağın” düzəldilməsinin İİk 
bir neçə mərhələsi göstərilib. Bu sonsuz say
da elementlərə malİK olan sadə özünəoxşar 

Şənil 2.
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fiqurdur. O aşağıdaKi üsul ilə düzəldilir. 
Əsas parçanı üç bərabər hissəyə bölürlər və 
bölgü nöqtələrindən əsas parçanın üçdə biri
ni təşKİl edən 45° altında parçalar çəKİrlər. 
Sonra isə eyni qayda ilə yenicə qurulmuş 
parçaları da bölürlər və davam edirlər.

Belə özünəoxşarlıq xüsusiyyətinə təbi
ətdə çoxlu sayda obyeKtlərdə rast gəlməK 
olar. Biz təKcə bu obyeKtlərə diqqətlə bax
malıyıq: yer qabığında çat xətlərinə, ağacla
rın budaqlanmasına, dağların, buludların və 
Koral riflərin şəKİllərinə baxaq. Əgər biz 
dağ silsiləsinə müxtəlif məsafələrdən bax
saq - Kosmosdan, təyyarənin bortundan və 
sonra isə birbaşa dağ zirvəsindən, biz hər 
dəfə yeni təfərrüatlar, əyintilər, sınan yer
lər görəcəyİK - əvvəllər biz onları relyefin 
düz xətt və ya müstəvi hissələri Kimi tə
səvvür edirdİK. Amma buna baxmayaraq, 
biz eyni dağları görürÜK. Dağların relyefi 
miqyasdan asılı deyil, o özünəoxşardır. Belə 
xüsusiyyətə malİK olan obyeKtləri AmerİKa 
riyaziyyatçısı Benua Mandelbrot fraKtallar 
(latın “frangere” - “sındırmaq”, “bölməK”) 
adlandırmağı təKİif etdi. 1982-ci ildə çap 
olunmuş “Təbiətin fraKtal həndəsəsi” adlı 
Kitabda Mandelbrot fraKtallara dənəvər, bu
daqlı, qırış-qırış, dolaşıq formaya, dəniz qa
barmalarına oxşayan obyeKtləri aid etməyi 
təKİif etdi.

FraKtalların daxili xüsusiyyətlərini, 
fraKtal ölçü adlandırılan ədədi xaraKteristi- 
ка ilə təsvir etməK daha rahatdır. Çətin 
olmayan bir sınaq KeçirəK. Bir ədəd təmiz 
millimetrlİK Kağız götürəK və üstündə ixti
yari düz xətt parçası çəkək (şəkİİ 3). Bu par
çanın Keçdiyi 1 sm uzunluğunda tərəfi və 
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lmm uzunluğunda tərəfi olan damaların sa
yını hesablayaq. Biri digərindən neçə dəfə 
böyündür? Əgər bu ensperimenti səliqəli 
aparsaq, onda parçanın Keçdiyi millimetrli 
damaların sayı santimetrli damaların sayın
dan on dəfə çox olacaq. Nəticə tamamilə tə
bii görünür: çünni damanın ölçülərini neçə 
dəfə azaltsaq, elə o dəfə qədər belə damala
rın sayı da çoxalacaq. Belə qanunauyğunlu
ğu biz dairə, paraleleloqram və ya üçbu
cağın perimetrlərini araşdırsaq görə bilərİK.

ŞdKil 3.

Kvadratların sayı 1/d ədədinə mütənasibdir, 
burada d - Kvadratın tərəfinin ölçüsüdür. 
Elə görünür Kİ, biz müəyyən etdiyimiz xü
susiyyət müstəvidə yerləşən hər bir xəttə 
məxsusdur. Amma nə qədər qəribə olsa da 
bu belə deyil.

1890-cı ildə Juzeppe Peano bir xətt 
qurdu. Bu gün biz bu xətti şübhəsiz fraKtal 
adlandırırıq. Peano əyri xəttinin qurulması
nın İİk mərhələləri 4-cü şəKİldə göstərilib 
(onun hissələrinin bölünməsini sonra da da
vam etdirməK olar). Peano əyri xətti son də
rəcə heyrətləndirici bir xüsusiyyətə malİK- 
dir: biz ölçü torunu necə bölsəK də - onun 
hər bir xırda Kvadratında əyri xəttin nöqtə
ləri olacaq! Onda elə alınır Kİ, Peano əyri 
xəttini örtən d tərəfli Kvadratların sayı, adı 
“xoşgörKəmə” malİK olanlardaKi Kİmi 1/d 
yox, --na mütənasibdir.

d2
Sözsüz, Peano əyri xətti - eKzotindir, 

bacarıqlı riyazi təfəKKÜrün şıltaqlığı, fanta
ziyasıdır. Peano əyri xətti Kİmi praKtİKİ 
həndəsənin təsəvvürlərinə sığışmayan real 
obyeKtləri tapanda alimlər çox böyÜK təəc
cüb Keçirtdilər. Belə obyeKtlər ilə birinci rast

ŞəkİI 4.
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gələnlər arasında ingilis təbiətşünası L. Ri- 
çardson (1881-1953) da var idi. O sahil xət
lərini araşdıran zaman belə obyeKtlərə rast 
gəldi. Məlum oldu Kİ, sahilin L ölçülən 
uzunluğu —ya mütənasibdir, harada d - 

d
miqyas torunun Kvadratının tərəfinin uzun
luğudur, a isə sahilin kəsİk-kəsİk olmasının 
dərəcəsinin göstəricisidir. Məsələn, BöyÜK 
Britaniya sahili üçün a göstəricisi 1,24-ə bə
rabərdir; Avstraliya sahili üçün - 1,13 və s. 
Sahil xətlərinin sınıq və Kələ-KÖtürlü olması 
böyÜK miqyaslı xəritələrdə onun azalması 
ilə itir. Əgər biz sahil xəttinin uzunluğunu 
müxtəlif miqyaslı xəritələrdə öIçsək, onda 
biz görərİK Kİ, miqyas böyüdÜKCə, o da bö
yüyür.

FraKtalm quruluşunun kəsİk-kəsİk və 
ya mürəKKəblİK dərəcəsinin müəyyən edil
məsi üçün istifadə edilən üsul 1919-cu ildə 
alman riyaziyyatçısı FelİKS Xausdorf tərə
findən təKİif edilmiş öIçüIük anlayışına aid
dir. Çətin formaya malİK olan və üstü 
millimetrlİK Kağız Kİmi Kvadratlar ilə örtül
müş obyeKt təsəvvür edəK. ObyeKtin nöqtə
lərinin daxil olduğu Kvadratların N sayı 
axırıncının formasından və Kvadrat dama
nın tərəfinin d uzunluğundan asılıdır. Əgər 
N, l/da-ya mütənasibdirsə, onda a dərəcə 
göstəricisi obyeKtin ölçülüyü adlandırılır. 

PraKtİKada obyeKtin ölçülüyünü İn N-in İn 
d-dən asılıq qrafİKİni çəKərəK müəyyən et- 
тэк daha asandır. Bu qrafİK düz xətt Kİmi 
təsvir olunur. Onun meyl bucağının tangen- 
si elə bu obyeKtin ölçülüyü olacaqdır.

Riyaziyyatın dolaşıq, budaqlı və ya 
parçalanmış quruluşlarına riyaziyyatçılar 
daim ehtiyatla yanaşırdılar. 1860-cı ildə 
məşhur alman riyaziyyatçısı Karl Teodor 
Vilhelm Veyerştrass qrafİKİ həm kİçİk, həm 
də böyÜK miqyasda eyni görünən müstəsna 
dərəcədə sındırılmış funKsiya haqqında işini 
çap edəndə, başqa məşhur riyaziyyatçı Şarl 
Ermit buna son dərəcədə eKspansiv yanaşdı: 
“Nifrət və dəhşət ilə mən fəsadlı “yara”dan 
- heç bir nöqtədə törəməyə malİK olmayan 
Kəsilməz funKsiyalardan - üzümü çeviri
rəm”.

XX əsrin axırında elmi-texnİKİ tərəq
qinin axını üzərində yaranmış Kəşflər də in
sanlara böyÜK bir emosional təsir göstə
rirdi. 7-ci şəKİldə təsvir olunmuş fantastİK 
naxışları birinci dəfə görən insan çətinlİKİə 
inana bilər Kİ, onları çətin olmayan riyazi 
plana əməl edərəK “cansız” hesablama maşı
nı çəKİb. Bu naxışları Benua Mandelbrot 
Kəşf edib. Onun əsərləri - zəngin fraKtallar 
dünyasının ən gözəl təmsilçiləridir.

Belə gözəlliyi riyaziyyatçılar necə he
sablaya bildilər? Belə şah əsərlərin əsasında 
hansı riyazi asılıqlar dayanıb?

Cavabı axtararKən, biz KompleKs ədəd
ləri və KompleKs müstəvini xatırlayaq. Hər 
hansı z = x + iy KompleKs ədədi verilmiş 
müstəvidə nöqtə ilə təsvir edilir və onu İkİ x 
və y Koordinatları verməKİə - z ədədinin 
uyğun olaraq həqiqi və xəyalı hissələrini - 
tapmaq olar, i ədədi (xəyalı vahid) çox qəri
bədir: onun Kvadratı -1-ə bərabərdir.

z - x + iy yazısında o, z ədədinin həqiqi his
səsini xəyalı hissəsindən fərqləndirməK 
üçün xidmət edir. KompleKs ədədləri topla
yıb və çıxmaq da olar, və nəticədə də Kom
pleKs ədədi alınacaq. KompleKs ədədlərin 
toplanması zamanı, onların Komponentləri 
ayrılıqda toplanılır, vurulma isə çoxhədlilə
rin vurulma qaydalarına əsasən aparılır. 
Məsələn:

(2 + 3i) (4-5i)=8-10i + 12i-15i2 =

= 8 + 2i-15i2
Nəzərə alsaq Kİ, i2 = -1-ə bərabərdir, biz nə
ticədə 8 + 2i - 15z2 =23 + 2i alırıq.

Nöqtəni KompleKs müstəvi üzrə səya
hətə göndərəK. Onu aşağıdaKİ şərt ilə təchiz 
edəK. Əgər nöqtə hansısa z = x + iy məntəqə
sində yerləşirsə (onun Koordinatları x və y), 
onda sonraKi z' məntəqəsini aşağıdam qay
daya görə seçməlidir:

z' = z2 + c 
harada c = c, + ic2- həqiqi Cj və xəyalı c2 his
səsi olan hansısa KompleKs ədəddir (nöqtə
nin səyahəti zamanı dəyişilməyən). Kom
pleKs ədədlər üzərində əməllərin ifadə edil
məsi qaydalarına əsasən, nöqtənin yeni ко- 
ordinatları aşağıdaKİ düsturlar ilə
hesablanır:

x' = x2 — y2 + ct,
y' = 2xy + c2.

5 və 6-ci şəKİllərdə Koordinat başlanğı
cında startı yerləşən nöqtənin səyahətinin 
marşrutu göstərilib, c-nin müvafiq olan 
müxtəlif qiymətlərinə, 5-ci şəKİldə c = 0,27 + 
+0,01i, 6-cı şəKİldə isə c = 0,29 + 0,01i. Bi
rinci halda nöqtə “ev ocağmdan”uzağa qaç
maq istəmir. İKİnci halda isə - “gözləri hara 
baxır ora qaçır”: yəni Kİ daha da uzağa qa
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çır. c parametrinin elə qiymətlər oblastı var 
Kİ, səyahət edən nöqtələr daima start yeri
nin ətrafında “fırlanacaqlar”. Başqa qiymət
lər zamanı isə, onlar “sonsuzluq çağırışı
nın” dalınca qaçırlar. Bu, Mandelbrot adı 
alan oblastm sərhədi qəribə şəKİldə düzəldi
lib. 7-ci şəKİdlə Mandelbrot çoxluğunun sər
hədinin hissələri göstərilib. Və ən maraqlısı

Şəkİİ 7.

odur kİ - sonsuz dərinliyə gedən naxışların 
hörmə yazıların arasında, müxtəlif cür bu- 
ruqlar, spirallar və “protuberanslar” arasın
da bizim qabağımızda son dərəcə gözəl olan 
bir şəkİİ açılır və əvvəİKİ Mandelbrot çoxlu
ğunun xeyli dərəcədə azaldılmış surətləri 
görünürlər. ÜmumilİKdə isə, özü təsvir olu
nan bir sonsuz gözəllİK, yəni fraKtal yaranır.

SFERADA FİQURLAR

İndi artıq hər bir savadlı insan bilir kİ, 
qəribə bir qeyri-evKİid həndəsəsi - Lobaçev- 
SKİnin həndəsəsi mövcuddur. O NİKOİay İva- 
noviç LobaçevsKİ tərəfindən yaradılıb. Onun 
Kəşfi, müxtəlif və bərabərhüquqlu həndəsə
lərin mövcudluğu haqqında inqilabi fİKİr- 
lər, təKcə riyaziyyatda çevrilişə yox, həmçi
nin insanların ətraf dünya haqqında təsəv
vürlərində də çevrilişə səbəb oldu (bax “Lo- 
baçevsKİnin həndəsəsi” məqaləsinə). Amma 
buna baxmayaraq, gündəlİK həyatımızda və 
hətta məKtəblərdə Keçirilən həndəsə dərslə
rində də biz bununla rastlaşmırıq. Və ona 
görə çoxları LobaçevsKİnin nə Kəşf etdiyini 
başa düşmür. Amma bununla bərabər Loba
çevsKİnin Kəşfi vaxtında qeyri-evKİid hən
dəsələrindən birini artıq çoxdan bilirdilər 
və araşdırırdılar. Söhbət fəza həndəsəsi 
haqqındadır. Bu həndəsədə fiqurlara sfera
da baxılır və onlar arasında asılılıqlar araş
dırılır.

Kainatın antİK modelinə uyğun olaraq, 
planetlər və ulduzlar Yerin yerləşdiyi ümu
mi mərKəzli sferada yerləşirlər. Bununla, 
həmçinin ulduzlar elə bil sferaya “mıxlanıb
lar” və onunla birlİKdə Yerin ətrafında fır
lanırlar, planetlər isə öz sferalarında mü- 
гэккэЬ fiqurlar çəKİrlər - axı “planet” sözü 
yunan dilindən “dolaşan” deməKdir. Belə 
geosentrİK modelin vasitəsilə qədim dövrdə 
planetlərin hərəKətlərini dəqiqlİKİə təsvir 
edə və qabaqcadan xəbər verə bilirdilər. Bu, 
misal üçün, gəmiçilİKdə və “yer” fəaliyyəti
nin başqa sahələrində də lazımlıdır. Biz nə
zərə almalıyıq kİ, bizim ayaqlarımızın 
altında üç balina üstündə müstəvi kökə yox, 
Kürədir. Göy cisimlərinin fırlanma qanun
auyğunluqlarının tədqiqatı zamanı sfera və 
onun üzərində böyÜK çevrələr yaradan fi
qurlar ilə bağlı olan müxtəlif cür riyazi 
məsələlər əmələ gəldi.

Sfera adi üçölçülü EvKİid fəzasında 
yerləşdiyinə görə sferİK həndəsənin teorem
lərini biz adi stereometriya teoremləri Kimi 
qəbul edə bilərİK. Ona görə də sferİK həndə
sədə “başqa planimetriyanı” görmürdülər. 
Bu LobaçevsKİ həndəsəsi ilə baş verdiyi Kİ- 
mi, baxışların devrilməsinə gətirmədi. Əgər 
sferaya diqqətlə nəzər salsaq - bunun üçün 
adi qlobus da uyğundur - çoxlu sayda qəri- 
bəlİKİər tapmaq olar.

Sapı götürün və onu qlobusda yerləşən 
İkİ məntəqə arasında çəKİn. O sferada yerlə
şən bu İkİ məntəqəni birləşdirən ən qısa xətt 
üzrə KeçəcəK və təyyarə üçün ən sərfəli mar
şrutu göztərəcəK. Əgər belə bir marşrutu siz 
MosKvadan eyni en dairəsində yerləşən 
Nyu-YorKa Keçirtsəz, onda müşahidə edər- 
siz Kİ, laynerin yolu siz gözlədiyinizdən bir 
qədər şimala Keçir - SKandinaviyadan və 
Qrenlandiya ilə yaxınlıqdan. Bu nə xətdir? 
Əgər eKvatorda yerləşən nöqtələri götürsəK 
cavab bizə məlum olacaq. O zaman bütöv sap 
eKvator üzrə KeçəcəK. EKvator sferanın ən 
böyÜK çevrələrindən biridir, yəni Kİ ən uzun 
radiusa malİK olan çevrələrindəndir. Onlar 
sferanın mərKəzindən Keçən diametral müs
təvilərin Kəsişməsindən yaranır. Qlobusda 
eKvatordan başqa xətlərdən böyÜK çevrələri 
həmçinin meridianlar da əmələ gətirir (şə- 
Kİl 1). SferİK həndəsədə düz xətlərin rolu 
məhz böyÜK çevrələrə aid edilir. Qaydaya

uyğun olaraq sferada da, müstəvidəKİ Kimi 
İkİ nöqtədən təKcə bir sferİK düz xətt çək- 
тэк olar. Diametral əks tərəflərdə yerləşən 
nöqtələr istisnadırlar: məsələn, qlobusun 
polyuslarından sonsuz sayda meridian ке- 
çir. Amma adi həndəsədən fərqli olaraq hər 
hansı İkİ sferİK düz xətt İKİ diametral əks 
tərəflərdə yerləşən nöqtələrdə Kəsişirlər - 
sferada paralellİK anlayışı yoxdur. Sferada 
düz xəttin müstəvidə olan düz xətdən başqa 
çox vacib bir fərqi ondadır Kİ, sferİK düz 
xətt qapalıdır: bu xətt üzrə bir tərəfə hərə
Kət etsəK, axırda biz başladığımız nöqtələrə 
qayıdacağıq, yəni Kİ, nöqtə sferİK xətti adi 
düz xəttin şüası Kimi İKİ hissəyə bölmür. 
SferİK həndəsənin daha bir “aydın olan, ağı
la sığmayan”: sferada yerləşən üçbucaq üç 
düz bucağa malİK ola bilər, əgər, məsələn, o

İkİ perpendİKulyar meridian və eKvator ilə 
məhdudlaşıbsa (şəkİİ 2). Gəlin sferİK həndə
sənin tərifləri və faKtları ilə tanış olaq. Bu
nunla belə biz onları həmişə adi həndəsənin 
faKtları ilə müqayisə edəcəyİK.

SFERADA DÜZ XƏTTLƏR, PARÇALAR, 
MƏSAFƏLƏR VƏ BUCAQLAR

BeləlİKİə, sferada böyÜK çevrələr düz 
xətlər Kimi hesab olunur. Əgər İkİ A və B 
nöqtələri böyÜK çevrəyə məxsusdurlarsa, 
onda bu İkİ nöqtəni birləşdirən İKİ qövsün 
qısasının uzunluğu AvəB nöqtələri arasın
da sferİK məsafə Kimi qəbul edilir. AB qısa 
qövsünü sferİK parça hesab edəcəyİK. Dia
metral əks tərəflərdə yerləşən nöqtələri son
suz sayda sferİK parçalar - böyÜK yarımçev
rələr ilə birləşdiriblər.

AB sferİK məsafəsi AOB mərKəz 
bucağının a radian ölçüsü və sferanın radiu
su R ilə ifadə olunur (şəkİİ 3): qövsün uzun
luğu düsturuna görə o Ra-ya bərabərdir.

ŞjkU 3.

Əgər sferanın radiusunu uzunluq vahidi 
Kİmi götürsəK, onda sferİK məsafə uyğun 
olan qövsün bucaq qiymətinə bərabər ola
caq. AB sferİK parçasının hər hansı C nöqtə
si onu İKİ hissəyə bölür və onların sferİK 
uzunluqlarının cəmi, planimetriyadaKi Kimi 
bütün parçanın uzunluğuna bərabərdir və 
ya ZA.OC + ZCOB = ZAOB. Parçadan xaric
də yerləşən hər hansı D nöqtəsi üçün “üçbu
cağın sferİK bərabərsizliyi” doğrudur: 
D-dən A-ya Kİmi və D-dən B-yə Kİmi sferİK 
məsafələrin cəmi AB-dən böyÜKdür və ya 
ZAOB + ZDOB > ZAOB. Burada müstəvi və 
sferİK həndəsələr arasında tam uyğunluq 
mövcuddur. Üçbucaq bərabərsizliyi — sfera
da həndəsənin əsas xassələrindən biridir. Və 
məhz ona görə planimetriyadaKi Kİmi, hər 
hansı sferİK parça sferİK sınıq xətdən qısa-
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dır və deməli, onun uclarını birləşdirən sfe
rada hər hansı əyri xətdən də qısadır.

SferİK məsafənin tərifindən sonra sfe
rİK həndəsəyə müstəvi həndəsənin bütün 
anlayışlarını aid edirlər, çünKİ onların ha
mısını müstəvidə məsafələr vasitəsilə ifadə 
etməK olar. Məsələn, sferİK çevrə - verilmiş 
P nöqtəsindən müəyyən p sferİK məsafədə 
yerləşən bütün nöqtələrinin çoxluğudur. 
Belə çoxluğun sferanın PP' diametrinə per
pendİKulyar olan müstəvidə yerləşməsini 
göstərməK elə də çətin deyil (şəkİİ 4), yəni kİ 
sferİK çevrə fiqur Kimi - mərKəzi PP' dia- 
metrində yerləşən adi müstəvi çevrədir. Sfe
rİK mərKəzlərin sayı isə onda İKİdir - P və 
P'; onları adətən onun polyusları adlandırır
lar. Qlobusda Şimal və Cənub polyuslar 
bütün paralellərin ümumi “sferİK mərKəzlə- 
ri” Kimi xidmət edirlər. Əgər p “radius” 
тг/2-уэ bərabərdirsə, onda sferİK çevrə sferİK 
düz xəttə çevrilir; bu halda onu P və P’ nöq
tələrindən hər birinin polyaroidi adlandırır
lar.

Həndəsənin ən vacib anlayışlarından 
biri məsafə ilə birbaşa bağlı olan - fiqurla
rın bərabərliyidir. Əgər onlardan birini di
gərinin üzərinə nöqtələr arasında məsafəni 
saxlamaqla inİKas etdirməK mümnündürsə, 
onda İkİ fiqur bərabər sayılırlar. Müstəvidə 
İKİ bərabər fiquralardan birini həmişə baş
qasının üstünə qoymaq olar: ya müstəvidə 
fiquraları yerini dəyişdirməKİə (şəkİİ 5a, o 
zaman onları məxsusi bərabər sayırlar), ya 
da birini müstəvidən Kəsərən başqa tərəfə 
çevirərəK - bu halda onlar güzgü təsvirli - 
bərabər hesab olunurlar (şəkİİ 5b). Sferada 
məxsusi bərabər olan fiqurlar birinin hansı

sa ox ətrafında fırlanması ilə üst-üstə dü
şürlər (şəkİİ 5c). Amma, məsələn, diametral 
müstəviyə nəzərən simmetrİK olan güzgü 
təsvirli - bərabər olan fiquraları sağ və sol 
əlcəKİər Kimi üst-üstə salmaq olmur (şə- 
Kİl 5ç).

ŞdKİl 5.

İndi isə sferada bucaqları müəyyənləş- 
dirəK. a və b sferİK düz xəttlərini gözdən 
KeçirəK (şəkİİ 6). Müstəvidə Kəsişən düz 
xətlər onu dörd müstəvi bucağa böldüyü 
Kimi, onlar sferanı dörd İKİbucaqlıya bö
lürlər. a və ö-nin daxil olduğu diametral 
müstəvilərin əmələ gətirdiyi İKİüzlü bucaq
lardan hər birinə İKİbucaqlıdan biri cavab 
verir. Bu İKİüzlü bucağın qiyməti isə, tərifə 
görə İKİbucaqlınm təpəsində yerləşən bucaq
la müəyyənləşdirilir. SferİK düz xətlərin 
arasındaKi bucaq isə onlardan təşKİl olun
muş İKİbucaqlı bucaqlardan Kiçiyinə bəra
bərdir.

ŞəkİI 6.

SferİK həndəsənin və stereometriyanın 
anlayışları arasında yaranan uyğunluğa diq
qət yetirin. Sferanın hər bir nöqtəsinə sfera
nın O mərKəzindən çəKİlmiş şüa, sferada 
hər hansı fiqur üçün isə - ümumi başlanğıcı 

O nöqtəsində olan bütün Kəsişən şüaların 
birləşməsi qarşı qoyulur. Belə Kİ, sferİK düz 
xəttə onun daxil olduğu diametral müstəvi, 
sferİK parçaya - müstəvi bucaq, İKİbucaqlı- 
ya - İKİüzlü bucaq, sferİK çevrəyə - oxu çev
rənin polyuslarından Keçən KonİK səth uy
ğundur. Həndəsi Kəmiyyətlər də özlərinə 
“cüt” tapırlar: məsələn, sferİK parçanın 
uzunluğuna - müvafiq olan müstəvi buca
ğın qiymətidir.

Təpəsi sferanın mərKəzi O-da yerləşən 
çoxüzlü bucağı gözdən KeçirəK. O sferanı 
sferİK çoxbucaqlı adlanan fiqur üzrə Kəsir. 
Bu oblast sferada sferİK parçanın əmələ gə
tirdiyi sınıq xətlə məhdudlanır. Sınıq xəttin 
hissələri - sferİK çoxbucaqlımn tərəfləridir. 
Onların uzunluqları müvafiq olan çoxüzlü 
bucağın müstəvi bucaqlarının qiymətlərinə 
bərabərdirlər; çoxbucaqlımn ixtiyari A təpə
sində yerləşən bucağının qiyməti isə OA ti
lində yerləşən İKİüzlü bucağın qiymətinə 
bərabərdir.

SFERİK ÜÇBUCAQ

Ən sadə sferİK çoxbucaqlı olan üçbucaq 
xüsusi maraq Kəsb edir (şəkİİ 8). İ1k dəfə 
onu İsgəndəriyyədə Menelay (/ əsr) həndəsi 
dövriyyəyə buraxıb və araşdırıb. Onun “Sfe- 
rİKa” əsəri yunanların sferİK həndəsədə nai
liyyətlərinin zirvəsi idi. Menelay sferaya 
müstəvi üçbucaqların EvKİid nəzəriyyəsini 
gətirdi. SferİK üçbucağın tərəfləri üzərində 
və ya onların davamlarında üç nöqtə bir düz 
xətt üzərində yerləşmə şərti aldı. Maraqlısı 
odur Kİ, müstəvi üçün müvafiq teorem (bax 
“Sadə və tÜKənməz üçbucaq” məqaləsinə) 
artıq o vaxtlarda da çox məşhur idi, amma 

həndəsənin tarixinə o Menelay teoremi Kimi 
daxil oldu.

SferİK üçbucağın bir çox xassələri (on
lar eyni zamanda üçüzlü bucaqların da xas
sələridir) deməK olar Kİ, adi üçbucağın xas
sələrini təKrar edir. Onların arasında - üç
bucaq bərabərsizliyi, üçüzlü bucaqların di
lində bu o deməKdir Kİ, üçüzlü bucağın hər

ŞskİI 8.

hansı müstəvi bucağı digər İkİ bucağın cə
mindən KİçİKdir. Və ya, məsələn, üçbucaqla
rın bərabərlİK əlamətlərini də göstərməK 
olar. Aydındır Kİ, yuxarıda göstərilən bü
tün planimetriya teoremlərinin nəticələri və 
isbatları sferada da doğrudur. Belə Kİ, par
çanın uclarından eyni məsafədə yerləşən 
nöqtələr çoxluğu sferada da onun ortasın
dan Keçən perpendİKulyar düz xətt olacaq. 
Buradan elə nəticəyə gələ bilərİK Kİ, ABC 
sferİK üçbucağın tərəflərinə çəKİlmiş orta 
perpendİKUİyarları ümumi nöqtəyə malİK- 
dirlər, dəqiq desəK, İKİ, P və P' diametral 
əks tərəflərdə yerləşən nöqtələr onun xarici-

Şwil 9.

nə çəKİlmiş yeganə çevrənin polyuslarıdır 
(şəkİİ 9). Streometriyada bu o deməKdir Kİ, 
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hər hansı üçüzlü bucağın xaricinə Konus 
çəkhiək olar. Həmçinin sferaya asanlıqla 
üçbucağın tənbölənlərinin onun daxilinə çə
Kİlmiş çevrənin mərKƏzində Kəsişməsi haq
qında teoremini də aid etməK olar.

HündürlÜK və medianların Kəsişməsi 
haqqında teoremlər də doğru qalırlar, amma 
onların planimetriyada adi isbatları, sfera
da olmayan bu və ya digər yol ilə paralellİK- 
dən istifadə edirlər və ona görə onları yeni
dən, artıq streometriya dilində isbat etməK 
daha asandır. 10-cu şəkİİ medianlar haqqın
da sferİK teoremin isbatını təsvir edir: ABC 
sferİK üçbucağının medianlarını özündə 
saxlayan müstəvilər təpələri həmin nöqtələr 
olan müstəvi üçbucağı onun medianları üzrə 
Kəsir. Deməli, onlar müstəvi medianların 
Kəsişmə nöqtəsindən Keçən sferanın radiu
sunu öz üzərlərində saxlayırlar. Radiusun 
uc nöqtəsi üç “sferİK” medianın ortaq nöqtə
si olacaq.

Şjkİ.1 10.

İkİ həndəsənin oxşarlıq nümunələrini 
daha çox göstərməK olar, amma onlar ara
sında fərqlər daha maraqlıdırlar. Xüsusən 
də 1629-cu ildə hollandiyalı A. Jirar tərə
findən çap olunmuş və onun xatirəsinə ad
landırılan üçbücağın sahəsi üçün düstur 
maraqlıdır. Bu düstura əsasən 1 radiuslu 
sferada ABC üçbucağın sahəsi onun bucaq 
artımına bərabərdir, yəni, onun bucaqları
nın cəminin müstəvi üçbucağın bucaqları
nın cəminin fərqinə bərabərdir:

SABC - ZA + AB + AC - n
Düsturdan göründüyü Kimi, sferİK üç- 

bucaqlınm bucaqlarının cəmi həmişə л-dən 
çoxdur. Haradan belə gözlənilməyən bir 
düstur yaranır? Əvvəlcə, a = 2л/n şərti ilə, 
a bucaqlı İKİbucaqlını gözdən KeçirəK. 
Burada n - tam ədəddir, sferanı düz n sayda 
belə İKİbucaqlıya bölməK olar (şəkİİ 11). Sfe

ranın səthi 4л/?2 = 4л, R = 1. Ona görə İKİbu- 
caqlının sahəsi 4л/п=2а. Bu düstur, ay
dındır kİ а = 2nm/n olduqda da doğrudur. 
Buradan belə bir nəticəyə gəlməK olar Kİ, o 
bütün а-lar üçün doğrudur. Əgər, indi ABC 
sferİK üçbucağının tərəflərini davam etdir- 
sək və sferanın sahəsini A,B,C bucaqların
dan təşKİl olunan İKİbucaqlıların sahəsi və 
onun öz sahəsi ilə ifadə etsəK, onda yuxarı
da göstərilmiş Jirar düsturuna gələcəyİK.

SferİK üçbucağın bucaqları ilə birmə
nalı olaraq nəinKİ onun sahəsi verilir, həm
çinin o özü də sferİK həndəsədə fiqur Kimi 
üçbucaqların dördüncü bərabərlİK əlamətini 
- üç bucaq üzrə - ödəyir. BeləlİKİə, sferada 
oxşar, bərabər olmayan üçbucaqlar mövcud 
deyillər. Bundan başqa sferİK həndəsədə 
ümumiyyətlə oxşarlıq anlayışı yoxdur, çün- 
Kİ burada bütün məsafələri eyni (birə bəra
bər olmayan) ədəd dəfə dəyişdirən çevirmə
lər mövcud deyil. Bu xassələr paralel düz 
xətlər haqqında EvKİid aKSİomunun pozul
ması ilə bağlıdır. Və bu xassələr həmçinin 
LobaçevsKİ həndəsəsinə də məxsusdur.

SferİK triqonometriya praKtİKİ istifadə 
üçün çox vacibdir (bax “Triqonometriya” 
məqaləsinə). Sferada, müstəvidəKİ Kimi, üç
bucağın üç elementinə görə başqalarını tap
maq çətin deyil. Və əlbəttə Kİ, müvafiq 
düsturları müstəvi və üçüzlü bucağın İkİüz- 
lü bucaqları arasında asılılıqlar Kimi gözdən 
KeçirtməK olar. SferİK sinuslar teoremi adi 
sinus teoreminə oxşardır:

sin a _ sin b _ sin c 
sin A sin B sin C

Burada A,B,C - bucaqlardır, a,b,c isə - 
ABC üçbucağın tərəflərinin sferİK uzunluq
larıdır. Kosinuslar teoremi isə ƏKSinə, bura
da tanınmayacaq dərəcədə dəyişir:

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A
Amma o da üç tərəfi və bir bucağın qiy

mətlərini əlaqələndirir. A = л/2 olduqda bu 
düstur özünəməxsus sferİK “Pifaqor teore
minə” çevrilir:

cos a =cos bcosc
Sferada İKİnci Kosinuslar teoremi də 

doğrudur. O üçbucaqlının üç bucağını və bir 
tərəfinin qiymətlərini əlaqələndirir:

cos A = -cos BcosC + sin B sin C cos a.

İKİLİK

Kosinusların İKİnci teoremini birinci
sindən polyar çevirmə vasitəsilə almaq olar. 
Tutaq Kİ, A - BC sferİK düz xəttin polyusu- 
dur, dəqiq desəK, A nöqtəsi ilə birlİKdə ve
rilmiş düz xətdən müxtəlif tərəflərdə yerlə
şən İkİ polyusdan biridir. Belə üsul ilə B və 
C nöqtələrini müəyyənləşdirəK. ABC sfe
rİK üçbucağı (şəkİİ 12) verilmiş ABC üçbu
cağına nəzərən polyar adlandırılır. Həmçi
nin göstərməK olar kİ, ABC üçbucağı A B'C

Şək il 12.

üçbucağı üçün polyardır və bir üçbucağın 
hər hansı tərəfinin qiyməti ilə digərinin 
uyğun bucağının cəmi л-yə bərabərdir: 
a + A* = a + A və s. Bu düsturlar və A B C 
üçbucağı üçün birinci Kosinuslar teoreminin 
Köməyi ilə ABC üçbucağı üçün İKİnci Kosi
nus teoremini çıxartmaq olar.

EynilİKİə üçbucağın üç tərəfə görə bə
rabərlİK əlamətindən üç bucağa görə bəra
bərlİK əlamətini, İKİ tərəf və onlar 
arasındaKi bucaq əlamətindən isə - bir tərəf 
və ona bitişİK olan İKİ bucağa görə əlamətini 
almaq olar. Ümumiyyətlə, sferİK üçbucaq 
üçün hər bir teoremdən başqasını çıxartmaq 
olar: necə deyərlər İKİli teoremi, hansında 

Kİ, düz xətlər və nöqtələr, məsafələr və 
bucaqlar rollarını dəyişirlər; bu təKcə üçbu
caqlar üçün deyil. Məsələn, İKİli teoremlər 
cütü xaricinə və daxilinə çəKİlmiş dördbu- 
caqlıların əlamətlərini təşKİl edirlər: birin
cisi dördbucaqlının qarşı tərəflərinin cəmi
nin bərabərliyini tələb edir, İKİncisi isə - 
qarşı bucaqların cəminin bərabərliyini (da
xilinə çəKİlmiş dördbucaqlının qarşı bucaq
larının cəmi 180°-yə bərabər olduğu haqqın
da planimetrİK nəzəriyyə sferada doğru 
deyil, çünKİ bütün dörd bucağın cəmi artıq 
əvvəlcədən 360°-dən böyÜKdür). Amma İkİ- 
İİk prinsipi, təsdiq edir kİ, əgər İkİ qarşılıqlı 
İKİli teoremlərdən biri doğrudursa, deməli 
digəri də doğrudur, sferİK həndəsədə bunlar 
bəzi qeyd və düzəlişlər ilə icra edilir. Amma 
sferanın İkİ diametral əks nöqtələrini “ya
pışdırmaq” və onları bir nöqtə Kimi saymaq 
olar. Belə “yapışdırma” nəticəsində əmələ 
gələn elliptİK və ya Riman həndəsəsi daha 
gözəl görünür. Məsələn, bu həndəsədə, hər 
hansı İkİ nöqtədən yeganə bir düz xətt ке- 
çir, hər hansı İKİ düz xətt bir nöqtədə Kəsi
şir, İkİİİk prinsipi isə qeyd-şərtsiz icra 
edilir.

LOBAÇEVSKİ HƏNDƏSƏSİ

Məşhur qədim yunan alimi EvKİidin 
həyatından bizə o qədər də çox şey məlum 
deyil. Amma onun qoyub getdiyi “Başlan
ğıc” əsəri sözsüz onun fəaliyyətinin möhtə
şəm abidəsidir. EvKİid ondan qabaq onun sə
ləfləri tərəfindən həndəsə və “sözlü cəbr” 
(hərfli işarələr və düsturlar ilə o vaxtın ri
yaziyyatçıları hələ malİK deyildilər) sahələ
rində etdİKİərini bir topluya yığdı. Amma 
onun xidməti təKcə bunda deyil. O yaradıcı 
surətdə bütün yığdıqlarının üstündə işlədi 
və çox sayda özünün maraqlı, yeni ideyala
rını da daxil etdi. Və o qədər möhtəşəm bir 
əsər yaratdı Kİ, onun “Başlanğıcı” özünə
məxsus riyazi “İliada” və ya “Odisseya” Kİ- 
mi minillİKİərdən Keçdi. Avropanın bəzi 
ölKələrində XX əsrə qədər məKtəblərdə hən
dəsəni EvKİidin tərcümə edilmiş və ədəbi 
dildə düzəldilmiş “Başlanğıcı”nı daxil edən 
dərslİKİər əsasında dərs Keçirdilər. Rusiya
da məşhur olan A.P. Kiselyovun həndəsə 
dərsliyi məhz belələrindəndir.

Amma EvKİidin yazdıqları ondan sonra 
yaşayan riyaziyyatçıları bütövlÜKİə qane et-
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mirdi. Əlbəttə, onun həndəsəni aKsiomatİK 
quruluşda verməK, yəni həndəsənin bütün 

teoremlərini əsaslan
dığı bir neçə sadə ак- 
siomlardan məntiqi 
nəticə Kimi çıxarmaq 
təşəbbüsü çox gözəl 
idi; Amma EvKİid tə
rəfindən təKİif edil
miş aKsiomlar siyahı
sı dərhal tənqidə mə
ruz qaldı. Məsələn, 
“bütün düz bucaqlar 
bir-biriləri ilə bəra- 
bərdilər” deyən ansi- 

omlardan biri sadəcə lazımsız oldu. Onu 
başqa EvKİid aKsiomları vasitəsilə teorem 
Kİmi isbat etməK müyəssər oldu.

Amma onlardan biri, EvKİidin beşinci 
postulatı, riyaziyyatçıların xüsusi tənqidinə 
məruz qalmışdı. Tarix göstərdi Kİ, məhz bu 
aKsiom özündə başqa qeyri-evKİid həndəsə
nin başlanğıcını qoymuşdu.

Beşinci postulatda belə deyilirdi:

✓ Əgər a və b düz xətləri üçüncü düz xət
lə Kəsişmədə, qiymətlərinin cəmi İKİ 
düz bucağın cəmindən kİçİk olan (yə
ni 180°-dən az olan; şək. 1), a və p da
xili birtərəfli bucaqlarını yaradırsa, 
onda bu İKİ düz xətt mütləq şəKİldə, 
üçüncü düz xəttin a və P bucaqları 
(birlİKdə 180°-KİçİKdir) yerləşən tərə
fində Kəsişirlər.

Bu təKİif başqa aKSİomalardan gözə 
çarpacaq qədər mürəKKəbdir. Ona görə bu 
aKsiomu müasir dərslİKİərdə onunla eyni- 
güclü olan paralellİK aKsiomu ilə əvəz edir
lər: verilmiş düz xəttə onun xaricində 

götürülmüş nöqtədən bir paralel düz xətdən 
çox paralel düz xətt çəKməı< olmaz. Amma iş 
təKcə ifadənin çətinliyində deyil. Teoremə 
tənqidi yanaşan insanı bu fİKİrin Kifayət qə
dər əsaslandırılmış olmasına əmin etməK 
çox çətindir.

Təsəvvür edəK kİ, biz İkİ Avə B nöqtə
lərini götürmüşÜK və bir-birindən İm məsa
fədə İkİ a və b düz xətlərini elə çəKmişİK Kİ, 
a AB ilə a =90° olan bucağı yaradır, b və AB 
arasındanı bucaq isə 89"59'59"-dir (şəkİİ 2). 
Başqa sözlə İkİ daxili a və p birtərəfli bucaq
ların cəmi 180°-dən təKcə 1 bucaq saniyəsi

qədər azdır, a və b düz xəttlərini C nöqtəsin
də Kəsişməyə qədər davam etdirəK. Nəticə
də, ABC düzbucaqlı üçbucaq alınacaq və 
təpədə yerləşən C bucağı 1 bucaq saniyəsi 
təşKİl edən y-ya bərabərdir. Bu üçbucağın 
AC Kateti c/tgy-уа bərabərdir, burada c=l 
m. KaİKulyator vasitəsilə biz hesablaya bilə- 
rİK Kİ, 1/ tgy » 2,06 ■ 105. BeləlİKİə AC Katetin 
uzunluğu təxmini 2,06 • 105т=206кш (həqi
qətdə bir qədər çoxdur).

1 bucaq saniyəsinə bərabər olan bucağı 
biz Kifayət qədər hiss edə bilərİK (məsələn 
astronomİK hesablamalarda). Amma yuxarı
da göstərilmiş düz xətlərin 206 кт məsafə
sində Kəsişməyini yoxlamaq elə də asan 
deyil. ÇünKİ uzunluğu 200 кт-dən çox 
müstəvi şəKİində Kağız və xətKeş hazırla
maq mümKÜn deyil. Bəİkə, optİK cihazlar
dan istifadə edəK? Amma o zaman daha bir 
postulat əlavə etməK lazım olacaq: işıq düz 
xətt üzrə yayılır (amma bu artıq həndəsə de
yil, fizİKadır). Əgər a vəp bucaqlarının cəmi 
180°-dən 1 bucaq saniyəsindən daha çox fər
qə malİK olsa necə olar?! Gördüyünüz Kİmi 

EvKİidin beşinci postulatı o qədər də sadə və 
inandırıcı deyil.

Beşinci postulatın ifadəsinin тйгэк- 
Kəbliyi və inandırıcı olmaması ona gətirmiş
dir Kİ, riyaziyyatçıların bir çoxu bu postu
latı aKsiomların siyahısından çıxarmaq, yə
ni, onu başqa aKsiomları vasitəsilə teorem 
Kİmi isbat etməK istəyirdilər. Riyaziyyatçı
ların beşinci postulat ilə həqiqi uzunsürən 
“müharibəsi” gedirdi. Müxtəlif öİKƏİərdə və 
müxtəlif əsrlərdə yaşayan riyaziyyatçılar bu 
“nıüharibə”də iştiraK etdilər, amma “döyüş
lərdə”, xüsusilə uzağa “vuranlar”, Lambert, 
SaKKeri və Lejandr idi.

İtalyan SaKKeri üç düz bucaq olan dörd- 
bucaqlını gözdən Keçirdi (şəkİİ 3). Dördüncü 
bucaq (onu <p ilə işarə edəK) düz, iti və ya ког
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bucaq ola bilərdi. SaKKeri qərara gəldi Kİ, 
düz bucaq hipotezi, yəni, dördüncü (p bucağı 
həmişə 90°-yə bərabərdir, beşinci postulatı 
isbat etməyə imKan verir. Başqa sözlə, düz 
bucaq hipotezi beşinci postulata eKvivalent 
olan yeni bir aKsiom təşKİl edir.

Kor bucaq hipotezi, yəni kİ, dördüncü 
<p bucağın ког olmasına imKan verən dörd- 
bucaqlının mövcudluğu haqqında hipotezi 
SaKKeri ciddi mühaKİmələr ilə rədd etdi. 
Amma iti bucağın hipotezinin düzgün olma
masını nə SaKKeri, nə də onun tərəfdarları 
sübut edə bilmədilər. Beşinci postulatın 
alınmaz “qalası” fəth edilməmiş qaldı.

Fransız riyaziyyatçısı Adrien Mari Le- 
jandrın tədqiqatları çox maraqlıdır. Onun 
EvKİid həndəsəsinə həsr edilmiş Kitabı çox 
yaxşı yazılıb və bir neçə dəfə çap olunmuş
dur. Onların hər birində Lejandr, onun fİK- 
rinə görə beşinci postulatın isbat olunduğu
nu göstərən mühaKİmələr gətirirdi. Amma 
hər növbəti nəşrdə müəllif etiraf edirdi Kİ, 

onun tədqiqatında hər dəfə hansısa bir fİK- 
rin (tədqiqatda açıq göstərilməmiş) - “aydın 
olan”ın təsdiqindən istifadə edilir, amma 
həqiqətdə isə beşinci postulata exvivalent 
olan yeni aKsiom təKİif edilirdi. Amma Le- 
jandrın təşəbbüslərinin heç biri uğurla nəti
cələnməmişdi.

Lejandrın sınaqlarından birinin qısa 
təsvirini verəK. Tutaq kİ, a və b - eyni 
üçüncü bir düz xəttə perpendiKulyar olan və 
onunla A və B nöqtələrində Kəsişən İKİ düz 
xətlərdir. Bu İkİ a və b düz xətti Kəsişmir
lər. Fərz edəK kİ, EvKİidin beşinci postulatı 
düz deyil və A nöqtəsindən daha bir a' ,b ilə 
Kəsişməyən düz xətt KeçirtməK olar (şək. 4). 
Ona (AB-yə nəzərən) simmetrİK olan a" düz 
xətti də b ilə Kəsişmir. İkİ a' və a" iti bucaq-

larini gözdən KeçirərəK (bir-birinə nəzərən 
simmetrİK olan) Lejandr ciddi surətdə isbat 
edir Kİ, a düz xəttini həm sağ tərəfə, həm də 
onu sol tərəfə davam etdirsəK, o b düz xət
tindən uzaqlaşacaq. Amma a və b düz xətlə
ri özlərini belə apara bilməzlər: əgər bu 
xətlər bir-biri ilə Kəsişmirlərsə, onda onlar 
bütün uzunluğu boyu bir-birindən müəyyən 
məsafədə yerləşməlidirlər. İnandırıcıdır, elə 
deyilmi? Amma əslində, bu sadəcə başqa ак- 
siomdur: o EvKİidin beşinci postulatının 
nəticəsi Kİmi alınır və ondan öz növbəsində 
beşinci postulatın düzgünlüyü irəli gəlir.

XIX əsrin əvvəlində beşinci postulat 
ilə “döyüşə” Kazan universitetinin profes
soru rus riyaziyyatçısı NİKolay İvanoviç Lo- 
baçevsKİ də daxil oldu. O son dərəcə is
tedadlı təKİdli idi. Əvvəlcə LobaçevsKİ onun 
sələflərinin seçdiyi yol ilə gedirdi, yəni Kİ, 
ƏKSini fərz etməKİə düşünməyə çalışırdı. 
EvKİidin beşinci postulatının düz olmamısı
nı və başqa aKsiomların düzgünlüyünü fərz 
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etsəK, biz ziddiyyətlə rastlaşacağıq. O bu 
ziddiyyətlə də isbat olunacaq.

a b

o - A, a"
,a' a'

d* —-əЛ a

u-----
f

c' C> P(JC)
X

p b h1 ~p\

Şək il 5.

BeləliKİə, fərz edəK kİ, beşinci postulat 
düz deyil: b düz xəttinə aid olmayan A nöq
təsindən (şəkİİ 5a) biz b ilə Kəsişməyən bir
dən çox düz xətt Keçirə bilərİK. Tutaq Kİ, a' 
və a” düz xətləri b ilə Kəsişmirlər. ŞəKİldə 
göstərildiyi Kimi, biz a' düz xəttini saat əq
rəbi istiqamətində döndərəcəyİK. O zaman b 
ilə “axırıncı dəfə” Kəsişməyən c' düz xətti 
tapılar. Deməli saat əqrəbinə uyğun döndə
rəndə (Kifayət qədər kİçİk bucağa) c'-dən alı
nan düz xətlər b düz xətti ilə KƏsişəcəKİər, 
c'-dən əks istiqamətdə kİçİk dönmə zamanı 
əmələ gəlmiş düz xətlər isə b ilə Kəsişməyə- 
cəKİər. Başqa sözlə, A nöqtəsindən Keçən 
bütün düz xətlər arasında c' düz xətti b ilə 
Kəsişən düz xətləri onunla Kəsişməyənlər- 
dən ayırır, c' düz xətti özü b ilə Kəsişmir. 
b-yə çəKİlmiş AP perpendİKulyarına nəzərən 
c' ilə simmetrİK olan c" düz xətti üçün də 
eyni təsviri müşahidə edə bilərİK. O da h ilə 
Kəsişən düz xətləri Kəsişməyənlərdən ayırır.

LobaçevsKİ c' və c” düz xətlərini b düz 
xəttinə parallel adlandırır, belə Kİ, c' b ilə 
sağa paraleldir, c” isə b ilə sola paraleldir. A 
nöqtəsindən Keçən və b düz xətt ilə Kəsişmə
yən başqa düz xətləri (a' və a" Kimi) b düz 
xətti ilə ayrılan adlandırırlar.

Sonra isə, AP xəttin uzunluğunu x ilə, 
c' və c” düz xəttlərinin AP düz xətti ilə əmə
lə gətirdiyi bucağı P(x)-lə göstərəK (şək.öö). 
LobaçevsKİ ona məxsus olan təKİdlə bu anla
yış və işarələri daxil edərəK, onun beşinci 
postulatın düz olmaması haqqında fərziyyə
sindən nə alındığını öyrənməK istəyir və ar- 
zuolunan ziddiyyəti tez bir zamanda tap
mağa çalışır.

Bizim cizgilərimizdə xətlər əyilmişlər. 
Oxucu başa düşməlidir Kİ, LobaçevsKİ məhz 

düz xətlər haqqında fİKİrləşir. Əgər AP par
çası KİçİKdirsə, onda P(x) bucağı 90°-yə ya
xındır. AP Kəsiyi lap kİçİk olanda P nöq
təsinə “mİKrosKopla” baxsaq (şəkİİ 6), biz 
görərİK kİ, c' və c" düz xəttləri praKtİKİ ola
raq qovuşurlar (üst-üstə düşür), çünKİ P(x) 
bucağı 90°-yə çox yaxındır. Ümumi şəKİldə 
isə, beşinci postulatın düzgün olmaması fər
ziyyəsinə uyğun olaraq xətləri əyri təsvir 
etməyimiz lazım olur. Əgər sonradan daha 
da çox qəribə şeylər əmələ gəlsə, bu bizim 
üçün ancaq yaxşı olacaq - biz çoxdan gözlə
nilən ziddiyyət ilə tezlİKİə rastlaşacağıq.

LobaçevsKİ isbat edir kİ, (beşinci pos
tulatın düzgün olmaması haqqında fərziyyə
də) İkİ paralel düz xətt paralellİK tərəfinə 
bir-biri ilə daima yaxınlaşırlar, amma əks 
istiqamətdə isə onlar qeyri-məhdud bir bi
rindən uzaqlaşırlar (şəkİİ 7a). İkİ ayrılan 
düz xətt isə yeganə ümumi perpendİKulyara

ŞdKİl 7.

malİKdirlər. Ondan İKİ tərəfə də onlar qeyri- 
məhdud şəKİldə bir-birindən uzaqlaşırlar 
(şəkİİ 7b). Bu - Lejandrın yazdıqlarına çox 
oxşayır, amma biz bilirİK Kİ, bunda heç bir 
ziddiyyət yoxdur.

Sonra LobaçevsKİ İKİ bvəc parallel düz 
xətləri gözdən Keçirir və b düz xəttində pa- 
ralelliyə əks tərəfdə uzaqlaşan M nöqtəsini 

götürür (şəkİİ 8). M nöqtəsinin hər bir və
ziyyətində o, c düz xətti ilə Kəsişənə qədər b

düz xəttini çəKİr. M nöqtəsinin hərəKəti za
manı perpendİKulyarın uzunluğu dayanma
dan artır və hansısa Q vəziyyətinə çatanda 
perpendİKulyarın uzunluğu sonsuz böyÜK 
olur. Dəqiq desəK, b düz xəttinə Q nöqtəsin
də Keçirilmiş p perpendİKulyarı c düz xətti 
ilə paraleldir (şəkİİ 9a). p perpendİKulyarına 
nəzərən c düz xəttinə simmetrİK olan q düz 
xətti qursaq, biz bir-birinə cüt-cüt para
lel olan üç düz xətt alacağıq - b, c və C; (şə- 
Kİl 9b). özünəməxsus “sonsuz üçbucaq”

yaranır: onun İKİ tərəfi bir-birinə paralel
dir, təpəsi isə heç yoxdur (onlar elə bil son
suzluqda yerləşirlər; şəkİİ 10). Bu artıq adət 
etdiyimiz düz xətlərin yerləşməsi ilə heç 
uyğunlaşmır! Amma burada da ziddiyyət 
yoxdur.

O zaman LobaçevsKİ düsturların qüv
vətini istifadə etməyə çalışır. Daxil etdiyi 
P(x)-dən istifadə edərəK, üçbucağın tərəflə

rinə görə onun bucaqlarını hesablamağa im- 
кап verən asılılıqlar alır. Və məlum olur Kİ, 
hər hansı üçbucağın bucaqlarının cəmi 
180°-dən KİçİKdir. Deməli, SaKKeri dördbu- 
caqlısında (əgər onu diaqonalla İKİ üçbucağa

bölsəK; şəkİİ 11) bucaqların cəmi 360°-dən 
KİçİKdir.

Bu onu göstərir Kİ, biz iti bucaq hipo- 
tezinin şərtləri daxilindəyİK - yəni SaKKeri 
dördbucaqlısında dördüncü bucaq <p<90°. 
SanKİ yeni heç nə yoxdur: SaKKeri və onun 
davamçıları çox uzun müddət iti bucaq hi- 
potezinin üstündə işləyirdilər, laKİn ziddiy
yət tapa bilmədilər.

Amma LobaçevsKİ indi artıq çox “var
lı” oldu: o artıq hər hansı üşbucağın tərəflə
ri və bucaqları arasında asılılıqları ifadə 
edən düsturlara malİK idi. öz düsturların
dan istifadə edərəK, LobaçevsKİ isbat etdi 
Kİ: əgər bizə üçbucağın bucaqları məlum- 
dursa, onda biz birmənalı olaraq, onun tə
rəflərini də hesablaya bilərİK. Çox qəribədir! 
ÇünKİ oxşar üçbucaqlar var Kİ, onların bu
caqları uyğun olaraq bərabərdir, amma tə
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rəfləri isə eyni deyil, beləlİKİə üçbucağın 
bucaqları onun bütün tərərlərini hesablama
ğa imKan vermir (şəkİİ 12).

Bəs bu nədir - arzuolunan ziddiyyət? 
Təəssüf Kİ, yenə də yox! Oxşar, laKİn bəra
bər olmayan üçbucaqların mövcudluğu pa
ralel düz xətlər haqqında aKsiom ilə isbat 
olunur. Ona görə belə üçbucaqların mövcud
luğu artıq beşinci postulata eKvivalent olan 
daha bir yeni aKsiom Kimi qəbul oluna bilər.

LobaçevsKİnin ağlına yeni bir fİKİr gəl
di: ziddiyyət heç vaxt olmayacaq! Başqa söz
lə, əgər başqa aKsiomlara biz beşinci pos
tulatı da əlavə edirİKSə, onda bizdə ziddiy- 
yətsiz həndəsi sistem - bizim vərdiş etdiyi
miz EvKİid həndəsəsi yaranır. Əgər qalan 
aKsiomlara beşinci postulat yerinə biz para- 
1еШк aKSİomunun шкаг edilməsi aKSİomu- 
nu əlavə etsəK, yəni Kİ, - düz xətt xaricində 
yerləşən nöqtədən verilmiş düz xəttə birdən 
çox paralel düz xətt çəKməK mümKÜnlüyü- 
nü - onda biz artıq başqa ziddiyyətsiz hən
dəsi sistem (LobaçevsKİ onu “təsəvvür edi
lən” həndəsə adlandırırdı) alarıq.

LobaçevsKİ bir istiqamətdə bir-birinə 
paralel olan düz xətlər dəstəsini və onun 
ortoqonal trayeKtoriyasını, yəni, verilmiş 
dəstənin bütün düz xətləri ilə düz bucaq al
tında Kəsişən xəttləri gözdən Keçirtdi. Ev- 
Kİid həndəsəsində də ortoqonal trayeKtori- 
yanı gözdən KeçirtməK olar. Məsələn, коп- 
sentrİK çevrələrin dəstəsi üçün bu тэгкэг- 
dən başlayan şüalardır, paralel düz xətlər 
dəstəsi üçün isə-onlara perpendİKulyar olan 
düz xətlərdir (şəkİİ 13). Amma LobaçevsKİ 
həndəsəsində ortoqonal trayeKtoriyalar Kİ- 
mi düz xətlər və çevrələrdən başqa, bu xət

lərin dəstəsi üçün yeni xətlər də əmələ gəlir 
- orisİKİlər (və ya predel xətlər, şəkİİ 14).

SonraKi hadisələr çox dramatİK idi. Lo
baçevsKİ fəzada düz xətlər dəstəsinin və on
lara ortoqonal olan səthləri gözdən Keçirtdi. 
Belə səthlər - orisferalar - gözəl xüsusiyyət
lərə malİKdirlər. Orisferanın hər İkİ nöqtə
sindən tamamilə bu səthdə yerləşən orisİKİ 
Keçir. Ona görə orisferada üç orisİKİin üçbu
caqlarını nəzərdən KeçirməK olar (şəkİİ 15).

Şəkİİ 15.

Məlum oldu Kİ, orisfera həndəsəsində 
yerləşən hər hansı üçbucağın bucaqlarının 
cəmi 180°-yə bərabərdir. Yəni, orisferada 
orisİKİlər üçün beşinci postulat doğrudur - 
EvKİid həndəsəsi hÖKmranlıq edir. Başqa 
sözlə, özünün “təsəvvür edilən” həndəsənin 
materiallarına əsaslanaraq LobaçevsKİ Ev- 
Kİid həndəsəsinin modelini düzəldə bildi. 
Həyatın nə acı istehzasıdır! Əgər hər şey ək- 
sinə olsaydı! Dahi alim başa düşürdü kİ: 
əgər o EvKİid həndəsəsinin (onun ziddiyyət- 
sizliyində heç Kimin şübhəsi yox idi) materi
alından özünün “təsəvvür edilən” həndəsə
sinin modelini yaratsaydı - onda onun hən
dəsə sisteminin qanunauyğunluğu isbat olu
nacaqdır. Bunu artıq sonraKi nəslin riyaziy
yatçıları etdi.

LobaçevsKİ 1824-cü ildə qeyri-evKİid 
həndəsəsinin Kəşfi haqqında məruzə ilə çı
xış etdi, amma dəstən tapa bilmədi. O onun 
haqqında bir sıra məqalə və Kitab çap etdir
di, onun Köməyi ilə qabaqlar məlum olma
yan bir neçə inteqralı da hesablaya bildi. 
Amma dövrün riyaziyyatçıları qeyri-evKİid 
həndəsəsinin mövcudluğu haqqında fİKİrə 
hələ hazır deyildilər. Alim öz ideyalarının 
qəbul edilməsini görməyib vəfat etdi.

LaKİn bir adam onun işlərini başa dü
şürdü və dəstəKİəyirdi. Dahi Qauss, “riya
ziyyatçıların şahı” (onun ölümündən son
ra araşdırılmış arxivə əsaslanaraq) hələ 
1815-ci ildə, LobaçevsKİdən doqquz il əvvəl 
oxşar ideyalar haqqında fİKİrləşirdi. Bax
mayaraq Kİ, Qauss qeyri-evKİid həndəsəsini 
LobaçevsKİ Kimi belə dərin və ətraflı araş
dırmamışdı, amma oxşar ideyaların qanuna
uyğunluğunu qəbul edirdi və hətta yeni 
həndəsədə bir neçə isbatlar etmişdir. Amma 
baxmayaraq Kİ, onun rəyinə bütün riyaziy
yatçılar qulaq asırdılar, Qauss öz əsərlərini 
nə çap etdirməyə, nə də LobaçevsKİni dəs- 
təKİəməyə cürət etmədi. Qauss başa düşür
dü Kİ, riyaziyyatçılar onun qeyri-adi ideya
larını qəbul etməyəcəKİər və onun fİKrini 
dahinin “qəribəliyi” Kimi qiymətləndirəcəK- 
lər. Amma Qauss nail oldu Kİ, LobaçevsKİni 
Qettinq alim cəmiyyətinin xarici müxbir üz
vü Kimi seçsinlər. Bu, LobaçevsKİyə həyatı 
boyu alim Kimi verilmiş yeganə şərəf idi.

Qaussdan başqa qeyri-evKİid həndəsə
sinin açılışında daha bir alimin xidməti var. 
Macar riyaziyyatçısı Yanoş Bolyay EvKİidin 
beşinci postulat problemi ilə dərindən ma

raqlanırdı və bu haqda atası riyaziyyatçı 
FarKaş Bolyaya məKtubda yazmışdır. Far- 
Kaş oğluna cavab verdi Kİ, bu problem insa
nın gücü xaricindədir. O bütün boş vaxtı 
alacaq, saKİtliyindən və sağlamlıqdan məh
rum edəcəK və bununla məşğul olmaq lazım 
deyil.

Amma Yanoş atasının məsləhətinə qu
laq asmadı. Və tezlİKİə müvəfəqiyyətə nail 
oldu. O qeyri-evKİid həndəsəsini qurmağa 
nail oldu. Baxmayaraq Kİ, o LobaçevsKİdə 
olduğu Kimi dərin və ardıcıl deyil. Həndəsə 
dərsliyinin axırında yerləşdirilmiş “Appen
dix” adlı öz əsərində Yanoş Bolyay yeni sis
temi izah etdi. LobaçevsKİ Kimi o da cəmiy
yətdə qəbul edilmədi. Amma ona xəbər ver
dilər Kİ, ondan üç il əvvəl eyni məzmunlu 
Kitabı hansısa rus alimi də çap etdirib. Boly
ay inanmadı və qərara gəldi Kİ, onu Kəşfin
dən məhrum etməK istəyirlər. O, xüsusi ola
raq rus dilini LobaçevsKİnin əsərlərini oriji
nalda oxumaq üçün öyrəndi. Cəmiyyətdə qə
bul edilməməsi və onu qabaqladığından kə- 
dər hissi Yanoşun ruhi gücünü sındırdı.

Qeyd edəK kİ, Yanoşda LobaçevKİdə 
olmayan bəzi maraqlı qurmalar var idi. Mə
sələn, o orisİKİləri bərabər meyillə vətərlər 
vasitəsilə müəyyən edir (ortoqonal trayeKto
riyalar Kimi yox, baxmayaraq Kİ, bu İKİ tə
rif eKvivalentdir; şəkİİ 16).

ŞgKİl 16.

SonraKi nəslin riyaziyyatçıları (Klein, 
Keli, Риапкаге və s.) LobaçevsKİnin həndə
səsinin modelini EvKİid həndəsəsinin mate
rialına əsaslanaraq qura bildilər, bununla 
onlar yeni həndəsənin ziddiyyətsizliyini və 
qanunauyğunluğunu isbat etdilər. Riyaziy
yatçılar başa düşdülər Kİ, müxtəlif həndəsə
lər və müxtəlif fəzalar ola bilər.

98



Riyaziyyat ensiklopediyası - 2 Riyaziyyat ensiklopediyası - 2

HƏNDƏSƏ VƏ ÇEVRİLMƏLƏR 
QRUPLARI

Cəbrdə müxtəlir funKSİyalara baxılır. 
Onlardan ən sadələri — xətli və KvadratİK- 
dir. Hansısa çoxluqdan (təyin oblastı) gö
türülmüş hər hansı x-ə f funKsiyası - 
funKsiyanm x nöqtəsində f (x) qiymətini 
qarşı qoyur. Məsələn, f (x) = x2 + 1 funKsi- 
yası x = 2 ədədinə f (2) = 22 + 1 = 5 ədədini 
qarşı qoyur.

Həndəsədə isə bir az başqa növlü funK- 
siyalar - həndəsi çevrilmələri gözdən Keçi
rirlər. Cəbri funKSİyalardan fərqli olaraq, 
bu funKsiyalar, hər nöqtəyə uyğun nöqtəni 
qarşı qoyur.

Məsələn, fəza fiqurunun müstəviyə p 
proyeKsiyalanmasını gözdən KeçirəK (şək.1). 
Hər bir A nöqtəsinə bu çevirilmə uyğun ola
raq proyeKSİya müstəvisində yerləşən Ar 
nöqtəsini qarşı qoyur. Biz deyirİK Kİ, A, 
proyeKSİya müstəvisində A nöqtəsinin surə

tidir və A —£—> A, yazırıq. İxtiyari M fiqu
runun bütün nöqtələrinin surətləri fiqu
runu təşKİl edirlər - M1 fiqurun surətidir. 
Verilmiş şəKİldə M piramidasının surəti 
proyensiyalar müstəvisində dördbucaqlıdır, 
yəni, M—-—>Mt. Oxşar olaraq, hər hansı 
çevirilmələr zamanı nöqtə və fiqurların su
rətləri göstərilir. Əgər hansı çevirilmə haq
qında söhbət getdiyi aydmdırsa, onda oxun 
üstündə onun işarəsi yazılmır:

A —> Ap Af —► jV/j
Əgər həndəsi çevirilmə zamanı nöqtə

lər arasında məsafə dəyişmirsə, bunu hərə
Kət adlandırırlar, yəni, əgər A A} və 

onda AB = A^. Belə Kİ, dönmə 

(şəkİİ 2) - nöqtələr arasında məsafəni dəyiş
mədiyindən - hərəKətdir. Qeyd edəK Kİ, hə- 
rəKətin həndəsi başa düşülməsində nöqtənin 
əvvəİKİ və axırıncı yerləşməsinə diqqət yeti
rilir, onun sürətindən, aralıq mövqeyindən 
və s. asılılığı fİKri nəzərdən atılır. HərəKətə 
həndəsi yanaşma fizİKİ yanaşmadan fərqli
dir.

Müstəvinin hərəKətini aşağıdaKİ şəkİİ- 
də təsəvvür etməK olar. Təsəvvür edəK Kİ, 
müstəvidə hansısa nöqtə və fiqurlar verilib. 
Onun üstünə ка1ка qoyub, nöqtə və fiqurla
rı haşiyələyəK. Sonra isə ка1каш çıxarıb, 
onu artıq müstəviyə yeni vəziyyətdə qayta
raq. Ка1ка yarımşəffaf olduğuna görə 
müstəvidə yerləşən əsas nöqtə və fiqurlar da 
görünir, həm də ка1кашп кэпаг edilmiş və
rəqində olan təsvirləri (surətləri) də görü
nür. Müstəvinin hər bir nöqtəsi yeni vəziy
yətə Keçir (surət). Bu həndəsi çevirilmə hə- 
rəKət adlandırılır.

Paralel Köçürmə də hərəKətdir. Müstə
vinin bütün nöqtələrini eyni məsafəyə və 
eyni istiqamətdə yerlərini dəyişdirən çevir
ilməyə paralel Köçürmə deyilir (şəkİİ 3). Pa
ralel Köçürülmə zamanı nöqtəni və onun 
surətini birləşdirən veKtor bütün nöqtələr 
üçün eyni olduğuna görə, paralel Köçürmə 

zamanı deyirlər Kİ, hansısa ä veKtoruna pa
ralel Köçürüb.

HərəKətin daha bir növü - ox simmet
riyasıdır. Tutaq Kİ, müstəvidə hər hansı l 
düz xətti (simmetriya oxu) və hansısa fiqur 
və nöqtələr çəKİlib. Vərəqin üstünə ка1кат 
qoyub, onun üstünə l düz xəttini, nöqtə və 
fiqurları KÖçürəK. Sonra isə ка1кат çevirəK 
və müstəviyə əks üzü ilə elə qoyaq Kİ, l düz 
xəttinin hər nöqtəsi özü ilə üst-üstə düşsün 
(şəkİİ 4). O zaman hər bir nöqtə və hər bir fi
qur elə bir vəziyyətə düşəcəKİər Kİ, əvvəİKİ

vəziyyətə nəzərən Z düz xəttinə görə sim- 
metrİK olacaqlar. Ox simmetriyasını cizgini 
Z oxuna görə qatlamaqla da reallaşdırmaq 
olar.

Hər hansı hərəKət müstəvinin eyni 
müstəviyə qarşılıqlı birqiymətli çevirilməsi- 
dir, yəni, İkİ müxtəlif A və B nöqtələrinə İKİ 
müxtəlif A] və Bj nöqtələri uyğundur. Bu 
aydındır: A və B nöqtələri müxtəlif olduğu
na görə, onlar arasında məsafə sıfıra bəra
bər deyil, hərəKət zamanı məsafə dəyişmədi
yindən onların A, və Bt surətləri arasında 
məsafə də sıfıra bərabər deyil, yəni Kİ At və 
Bj arasında məsafə AB məsafəsinə bərabər
dir. Hər f hərəKəti üçün ona tərs olan, f 1 

Kimi göstərilən əks hərəKəti müəyyən etməK 
olar: əgər f hərəKəti A nöqtəsini A, nöqtəsi
nə Keçirirsə, onda f1 hərəKəti At nöqtəsini A 
nöqtəsinə Keçirir, yəni, hər surəti öz yerinə 
qaytarır.

Əgər çevrilmə qarşılıqlı birqiymətli de
yilsə, onda onun üçün tərs çevrilmə müəy
yən edilməyib. Məsələn, fəzanın müstəviyə 
proyeKsiyası qarşılıqlı birqiymətli deyil: xü
susilə, fəzanın müxtəlif B və C nöqtələrində 
(şəkİİ 1) proyensiyalar müstəvisində surət
ləri ola bilər kİ, üst-üstə düşməsin. Ona görə 
tərs çevrilmə zamanı obrazın fəzanın hansı 
nöqtəyə Köçürülməsi məlum deyil.

a veKtoruna paralel Köçürmə üçün tərs 
hərəKət - ä veKtoruna paralel Köçürülmə 
olacaq (şəkİİ 5a), O nöqtəsi ətrafında a bu
cağına dönmə üçün tərs çevirmə O nöqtəsi 
ətrafında (-a) bucağına dönmə olacaq (şə- 
Kil 5b). Ox simmetriyasında tərs hərəKət - 
elə eyni simmetriyadır (şəkİİ 5c); burada 
tərs hərəKət əvvəİKİ hərəKət ilə üst-üstə 
düşür. Həqiqətən, əgər Z düz xəttinə nəzə
rən simmetriya zamanı A nöqtəsi A, nöqtəsi
nə Keçirsə, onda A, nöqtəsi eyni simmetriya
da A-ya qayıdır.

İkİ hərəKətin ardıcıl icra edilməsinin 
nəticəsi Kompozisiya adlandırılır. Əgər əv
vəlcə f hərəKəti, ondan sonra isə g hərəKəti 
icra edilirsə, onda Kompozisiya f ° g Kİmi 
göstərilir.

Məsələn, əgər f -ä = AAı veKtoruna 
paralel Köçürülmə, g isə - b = AtA2 veKtoru
na paralel KÖçürülmədirsə, onda onların 
f ° g Kompozisiyası ä + b = AAj + A, A2 Kİmi 
təsvir edilir (şəkİİ 6). Həqiqətən, veKtorla- 
rın toplama qaydasına uyğun olaraq:
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A4, = AA, + А] A., = ä + b.
Başqa sözlə, əgər A —-—> A}—-—>A2, 

onda f ° g (A-nı dərhal A,-yə Köçürən çevir
mə) ä + b veKtoruna paralel Köçürülmədir. 
ä + b - b + ä olduğuna görə paralel Köçürül
mələrin Kompozisiyası hansı ardıcıllıq ilə 
icra edilməKdən asılı deyil: f ° g = g ° f.

Amma hərəKətin başqa növləri üçün 
yerdəyişmə qanunu uyğun gəlmir. Məsələn, 
bir neçə yanaşı Kvadratlar ilə ABCD Kvadra
tını gözdən KeçirəK (şəkİİ 8). C nöqtəsinin 
ətrafında 90° dönməni f ilə göstərəK, g ilə 
isə - D nöqtəsinin ətrafında 90° dönməni 
göstərəK (dönmələr saat əqrəbinə qarşı icra 
edilirlər). Onda:
A—-—>M—-—>C, A—-—>P—-—>Q.

Yəni, f ° g Kompozisiyası A nöqtəsini C 
nöqtəsinə Köçürür, eyni zamanda g° f A 
nöqtəsini Q-ya Köçürür. Deməli f ° g və g ° f 
- müxtəlif çevirmələrdir. BeləlİKİə, paralel 
Köçürülmələrin Kompozisiyası Kommutativ- 
dir (yəni yerinidəyişdirmə qanununa uyğun
dur): f ° g * g ° f, eyni zamanda dönmələr 
Kompozisiyası (müxtəlif nöqtələr ətrafında) 
qeyri-Kommutativdir:

fogtgof

Daha İkİ nümunə göstərəK: P və Q nöq
tələrinə nəzərən İkİ mərKəzi simmetriyala
rın Kompozisiyası (şəkİİ 9a) 2PQ veKtoruna 
paralel Köçürmədir, a bucağını təşKİl edən l.L 
və l2 oxlarına nəzərən ox simmetriyalarının 
Kompozisiyası (şəkİİ 9b) - oxların Kəsişmə 
nöqtəsinin ətrafında 2a bucağına dönmədir.

Amma hər halda f və g hərəKətlərinin 
Kompozisiyası hər hansı hərəKətdir: çünKİ 
həm f hərəKəti zamanı, həm g hərəKəti za
manı məsafələr dəyişmir və həmçinin g çe- 
virilmələri ardıcıllıq ilə icra edilən zamanda 
məsafələr dəyişmir.

G çevrilmələr çoxluğu çevrilmələr qru
pu adlandırılır, əgər 1) G-dən hər hansı f

çevrilməsi üçün ona tərs olan və G-yə aid 
olan fA çevrilməsi mövcuddursa, 2) G-dən 
hər hansı İkİ çevrilmənin f ° g Kompozisiya
sı G-yə aid aiddirsə. Deyilənlərdən görməK 
olar Kİ, bütün hərəKətlərin D çoxluğu çev
rilmələr qrupudur.

Bütün hərəKətlərin çoxluğundan başqa 
çevrilmələrin başqa qruplarını da göstərməK 
olar: məsələn, bütün paralel Köçürmələrin T 
çoxluğunu. Həqiqətən, əgər f çevrilməsi T 
çoxluğuna daxildirsə (paralel Köçürmədir), 
onda tərs çevrilmə də - paralel Köçürmədir. 
Sonra isə əgər f və g - paralel KÖçürmələr- 
dirsə, onda f ° g da Köçürmədir.

Bütün ox simmetriyaların çoxluğu isə 
çevrilmələr qrupu deyil, çünKİ İKİ ox sim
metriyasının Kompozisiyası ox simmetriyası 
deyil. Oxşar olaraq, bütün mərKəzi simmet
riyaların çoxluğunu da çevrilmələr qrupu 
adlandırmaq olmaz (biz bunu yuxarıda gör- 
müşdÜK). Amma biz isbat edə bilərİK Kİ, bü
tün mərKəzi simmetriyaların və paralel Kö
çürmələrin bütövlÜKdə götürülmüş S çox
luğu artıq bir qrup təşKİl edir.

Bütün hərəKətlərin D qrupuna əsasla

naraq, alman həndəsə alimi FelİKS Kleyn 
“Həndəsə nə deməKdir?” sualına cavab ver
di. Bundan başqa, Kleynin yanaşması Ev- 
Kİid həndəsəsinin, LobaçevsKİ həndəsəsinin 
və bir sıra başqa həndəsi sistemlərin daxili 
bütövlüyünü görməyə imKan verdi. EvKİid 
həndəsəsinin nümunəsində Kleynin yanaş
ması ilə tanış olaq.

Kleynə görə, İkİ fiqur o zaman bərabər 
sayılır Kİ, əgər birini hansısa hərəKət növü 
ilə başqasına KeçirtməK olar. Aydındır Kİ

■S hər fiqur özünə bərabərdir.

ÇünKİ bütün nöqtələri yerində saxla
yan eynilİK çevrilməsi fiquru özünə Keçirir. 
Fiqurların bu bərabərlİK xassəsini refleKSİv- 
İİk adlandırırlar.

Sonra isə:

■J Əgər M fiquru N fiquruna bərabər- 
dirsə, onda N fiquru da M fiquruna 
bərabərdir.

Həqiqətən, əgər f hərəKəti ilə M, N-ə 
Keçirsə, onda f1 tərs hərəKəti ilə N M-ə ке- 
çəcək (şəkİİ 10). Deyirlər Kİ, fiqurların bə
rabərliyi simmetrİKİiyə malİKdir.

Fiqurların bərabərliyinin daha bir xas
səsi tranzitivlİK adlandırılır:

J Əgər M fiquru N fiquruna bəra- 
bərdirsə, öz növbəsində N isə P fiqu
runa bərabərdirsə, onda M fiquru 
P-yə bərabərdir.

Verilmiş xüsusiyyəti EvKİid başqa cür 
ifadə etmişdir: “üçüncüsünə bərabər olan İkİ 

fiqur, öz aralarında bərabərdirlər”. Həqiqə
tən, əgər M N-ə bərabərdirsə, onda M-i N-ə 
Keçirən f hərəKəti mövcuddur. Sonra isə əgər 
ЛГ-i P-yə bərabərdir, onda N P-yə Keçirən g 
hərəKəti mövcuddur: M —-—> N —£—> P 
(şəkİİ 11). Onda f ° g Kompozisiyası (o da hə- 
rəKətdir) M-i P-yə Keçirir, deməli M fiquru

ŞəkİI 11.

P-yə bərabərdir. Göründüyü Kİmi, fiqurla
rın bütün bərabərlİK xassələri D hərəKətlər 
çoxluğunun qrup olmasından irəli gəlir.

öz aralarında bərabər olan fiqurlar 
eyni xassələrə malİKdirlər. Məsələn, əgər M 
- düz xətdirsə, onda ona bərabər olan N fi
quru da - düz xətdir (şəkİİ 12). Əgər M - r 
radiuslu çevrədirsə, onda N də r radiuslu 
çevrədir. Əgər M - Kvadratdırsa, onda N də

ŞəkİI 12.

mütləq şəKİldə Kvadratdır. Əgər hansısa fi
qur S sahəsinə malİKdirsə, onda ona bərabər 
olan fiqur da eyni sahəyə malİKdir. Başqa 
sözlə, bir fiqurdan ona bərabər fiqura Keç- 
sək (hərəKət zamanı) fiqurun bütün həndəsi 
xassələri dəyişməz qalır və ya deyirlər kİ, 
onlar invariantdırlar (dəyişilməyən). İndi 
artıq Kleyinin tərifi başa düşülən olacaq: 
həndəsə fiqurların bütün hərəKətlər zamanı 
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invariant qalan xassələrini tədqiq edir. Belə 
Kİ, Pifaqor teoremi (Katetlərin Kvadratları 
cəmi hipotenuzun Kvadratına bərabərdir) 
həndəsədə tədqiq edilən xassələrə aiddir, 
çünKİ bu xassə hərəKət zamanı dəyişilmir. 
Nöqtənin bu və ya digər Koordinatlara ma
lİK olması isə onun həndəsi xassəsi deyil.

Amma biz daha irəli gedəK. Kleyn hən
dəsənin ümumi təsvirini verir. Tutaq kİ, G 
- D qrupu ilə üst-üstə düşən və ya ondan 
fərqli olan müstəvinin hərəKətlər qrupudur. 
M və N İkİ fiqurunu biz G-bərabərli adlan
dırarıq, əgər G qrupunda M-i A-nə Keçirən 
hərəKət varsa; sonra isə, G-həndəsə hər han
sı İkİ G-bərabər olan fiqurlarda eyni olan fi
qurların xassələrini, yəni, G qrupun hərə- 
Kətləri zamanı invariant olan xassələri ad
landırarıq.

Məsələn, bütün paralel Köçürmələrin T 
qrupunu müəyyən edən həndəsəni gözdən 
KeçirəK. T-həndəsənin teoremlərindən biri: 
əgər ABC üçbucağının AB və AC tərəfləri 
uyğun olaraq A1B]C1 üçbucağının A}BX və 
AjCj tərəflərinə T-bərabərdirlərsə (təpələrin 
ardıcıllığını nəzərə alaraq), onda bu üçbu
caqlar T-bərabərdirlər (şəkİİ 13). Həqiqətən, 
AB və Aj-Bj tərəflərin T-bərabərliyi o deməK
dir Kİ, AB-ni A1B1-ə Keçirən paralel Köçürmə 
mövcuddur. Eyni Köçürülmə A-nı Aj-ə Keçi
rir, AC isə - T-bərabərli АгСх tərəfinə, yəni 
Kİ bütün birinci üçbucağı İKİncisinə Köçü
rür. Başqa sözlə, T-həndəsədə üçbucaqların 
İKİ tərəf üzrə bərabərlİK əlaməti mövcud
dur. EvKİidin həndəsəsində buna oxşar heç 
nə yoxdur.

Daha bir qeyri-adi teorem (EvKİid hən
dəsəsi üçün): əgər dördbucaqlıda İkİ qarşı 
tərəf T-bərabərlidirsə, onda verilmiş dörd

bucaqlı - paraleloqramdır (şəkİİ 14a). Ev- 
Kİid həndəsəsində İKİ qarşı tərəfin bərabər
liyindən (D-bərabərliyi) dördbucaqlının pa- 
raleleloqram olduğu çıxmır (şəkİİ 14ö).

İndi isə D qrupundan daha geniş olan 
çevrilmələr qrupunu gözdən KeçirəK. Xatır
ladaq Kİ, bütün məsafələri к dəfə dəyişilən 
müstəvinin çevrilməsi oxşarlıq adlandırılır, 
burada к - oxşarlıq əmsalı adlanan hər han
sı müsbət ədəddir. Oxşarlığın nümunəsi kİ- 
mi O mərKəzli və к əmsallı homotetiya xid
mət edə bilər, yəni, hər A nöqtəsi elə bir A1 
nöqtəsinə Keçir Kİ: ОЛг = k OA (şəkİİ 15).

к əmsallı f homotetiyasının və g hərə
Kəti ilə Kompozisiyası da həmçinin oxşarlıq
dır, çünKİ f homotetiyası zamanı bütün 
məsafələr к dəfə böyüyürlər, g hərəKəti za
manı isə onlar dəyişmirlər. Xüsusən, к əm- 
sallı və O mərKəzi ilə elə O mərKƏZinin 
ətrafında a bucaqlı g dönməsi ilə f homoteti- 
yası (şəkİİ 16) dönmə homotetiyasını təşKİl 
edir (O nöqtəsində mərKəz, к əmsallı və a 
bucağı ilə).

Asanlıqla başa düşməK olar kİ, İkİ 
oxşarlığın Kompozisiyası yenə də oxşarlıq
dır. Əgər f oxşarlığı nəticəsində bütün mə
safələr dəfə g oxşarlığı nəticəsində isə - 
k2 dəfə dəyişirlərsə, onda f ° g Kompozisiya 
zamanı bütün məsafələr kx Ä,-yə vurulur: 
deməli f ° g - kx k2 əmsalı ilə oxşarlıqdır. 
Oxşar olaraq, əgər f - к əmsalı ilə oxşarlıq- 
dırsa, onda tərs çevrilmə - l/к əmsalı ilə 
oxşarlıqdır. Bu o deməKdir kİ, bütün oxşar
lıqların H çoxluğu çevrilmələr qrupudur.

H qrupu ilə müəyyənləşdirilən həndəsə 
necədir? ÇünKİ oxşarlıq çevrilmələri zamanı 
məsafələrin uzunluqları sabit qalmır və ona 
görə H həndəsəsində parçaların uzunluğu 
haqqında danışmaq lazım gəlmir. İ1k baxış
dan oxşarlıqlar həndəsəsində bütün EvKİid 
həndəsəsinin teoremləri mənalarını itirir
lər. Məsələn, bərabəryanlı üçbucaqda otura
cağa bitişİK olan bucaqların bərabər olması 
haqqında teoremi göstərməK olar. Bərabər
yanlı üçbucaqda yan tərəflərin uzunluqları 
bərabərdir. Amma, əgər bizdə uzunluqlar 
yoxdursa, onda bərabəryanlı üçbucaqlar da 
yoxdur. EynilİKİə Pifaqor teoremi haqqında 
deməK olar: orada düzbucaqlı üçbucağın tə
rəflərinin uzunluqları haqqında danışılır. 
Yenidən uzunluqlar! Oxşarlıqlar həndəsə
sində daha nə qalır Kİ?

Yuxarıda göstərilmiş İKİ teorem oxşar
lıqlar həndəsəsində mövcuddurlar. Onların 
ifadə olunması başqadır. İş ondadır Kİ, bax
mayaraq Kİ, oxşarlıq çevirmələri zamanı 
parçaların uzunluqları dəyişir, İKİ parçanın 
uzunluqlarının nisbəti invariantdır. Bəra
bəryanlı üçbucağı İkİ yan tərəfin nisbəti 1-ə 
bərabər olan üçbucaq Kimi müəyyən etməK 
olar (şəkİİ 17a). Oxşarlıq çevrilmələri zama
nı bucaqların qiymətləri invariant olduğuna 
görə, bərabəryanlı üçbucaq haqqında teorem 
tamamilə “hüquqları bərpa edir”. Oxşarlıqlar 
həndəsəsi üçün Pifaqor teoremi (şəkİİ 17&): 
hər hansı düzbucaqlı üçbucaqda (a/c) + 

+(b/c)2=l bərabərliyi mövcuddur, burada 
a/c və Ь/c - Katetlərin üzunluqlarının hipo
tenuzun uzunluğuna nisbətidir. Ümumiy
yətlə, bu qayda ilə həndəsənin məKtəb Kur
sunda Keçdiyimiz bütün teoremlərini və an
layışlarını ifadə etməK olar. Bir nümunə 
göstərəK: əgər hər hansı A və B nöqtəsi üçün 
elə O nöqtəsi (шэгкэг) mövcuddur Kİ,

OA/OB nisbəti 1-ə bərabərdir, onda xətt 
çevrə adlandırılır (şəkİİ 17c).

ŞəkİI 17.

Kleynin mövqeyinə əsaslanaraq başqa 
həndəsələrin təsvir edilməsinə baxaq.

HərəKətlər zamanı nöqtələr arasında 
məsafələr invariantdır, deməli nöqtələrin 
düzxətli yerləşməsi (düz xətlər düz xətlərə 
Keçirlər) və düz xətlər arasında bucaqların 
qiymətləri saxlanılır. Buna əsaslanaraq, hə- 
rəKətin başqa xassələrini də deməK olar. 
Sonra isə oxşarlıq çevrilməsi zamanı nöqtə
lər arasında məsafələrin nisbəti də saxlanı
lır. Deməli, oxşarlıq zamanı həm nöqtələrin 
düzxətli yerləşməsi, həm də bucaqların qiy
mətləri də saxlanılır.

Nöqtələrin düzxətli yerləşməsi və hər 
hansı İkİ paralel parçanın uzunluqlarının 
nisbətini saxlayan daha da böyüK ümumi 
çevrilmələr mövcuddur. Belə çevrilmələr 
afin çevrilmələri adlandırılır (şəkİİ 18). 
Müstəvinin bütün afin çevrilmələrin çox
luğu da çevrilmələr qrupunu da təşKİl edir.

ŞiKtl 18. Afin çevrilmMİ

Bu qrup ilə müəyyən edilən həndəsə afin 
həndəsəsi adlandırılır. Hər hansı oxşarlıq 
afin çevrilmə olduğuna görə, bütün afin
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həndəsəsinin teoremləri həm oxşarlıqlar 
həndəsəsi üçün, həm də EvKİid həndəsəsi 
üçün düzdür. Amma EvKİid teoremlərinin 
çoxu (həm də oxşarlıq həndəsəsinin) afin 
həndəsəsində yoxdur. Xüsəsən, bu həndəsə
də Pifaqor teoremi yoxdur (afin həndəsəsin
də bucaqlar qeyri-invariantdır, deməli, 
düzbucaqlı üçbucaqlardan danışmağın mə
nası yoxdur).

Hansı teorem və anlayışlar afin həndə
səsində var? Düz xətlər cütünün paralelliyi 
(ortaq nöqtəsinin olmaması) afin çevrilmə
lər zamanı saxlanılır və ona görə afin həndə
səsində paraleloqram və trapesiyaları göz
dən KeçirtməK olar. Paraleloqramların dia
qonalları Kəsişən zaman yarıya bölünürlər. 
Afin həndəsəsinin dilində bu faxtı 
AO/CO=1 və BO/DO=1 bərabərlİKİəri Kimi 
yazırlar, burada O - ABCD paraleleloqram- 
ların diaqonallarının Kəsişmə nöqtəsidir. 
Paralel parçaların uzunluqları nisbəti bir 
düz xəttin parçaları Kimi (AO/CO, BO/DO) 
afin həndəsəsində mənaya malİKdirlər.

Üçbucağın medianları bir nöqtədə Kəsi
şir və orada 2:1 nisbətində bölünməsi haq
qında teorem də afin həndəsəsinə malİKdir. 
Qeyd edəK Kİ, hər hansı İkİ üçbucaq “afin 
bərabərdir”: onlardan biri başqasına “əyri- 
İİk” (şəkİİ 19) və oxşarlıq çevrilməsi vasitə
silə Keçirilir. Ona görə medianlar haqqında 
teoremi hansısa bir üçbucaq üçün isbat et- 
тэк daha rahatdır, məsələn, bərabərtərəfli 
üçbucaq üçün.

ŞəkİI 19.

Afin həndəsəsini başqa həndəsi sistem
lər Kimi - proyeKsiya həndəsəsi Kimi, Kley- 
nin işlərindən əvvəl də bilirdilər, amma 
onların çevrilmələr qrupları əsasında başa 
düşülməsi ona məxsusdur.

Burada biz proyeKsiya həndəsəsinin 

əsas tezisləri haqqında qısaca məlumat verə- 
cəyİK, çünKİ həndəsənin bu sistemi haqqın
da ayrıca bir məqalə veriləcəK. Bu həndə
sədə bütün proyeKsiyalı təsvirlərdə inva
riant olan fiqurların xassələri - yəni, nöqtə
lərin düzxətli yerləşməsini saxlayan çevril
mələr zamanı öyrənilir. Bütün afin çevril
mələr və oxşarlıqlar bu xassəyə malİKdirlər. 
Daha bir nümunəni gözdən KeçirəK. Veril
miş a müstəvisini hansısa mərKəzdən başqa 
P müstəvinin üstünə proyeKsiyasını çəkək, 
sonra isə başqa mərKəzdən p müstəvisinin a 
müstəvisində proyeKsiyasını çəkək. Aralıq 
тэгкэг proyeKsiyaları daha da böyÜK sayda 
götürməK olar. Amma proyeKsiyaların belə 
bir Kompozisiyası bütün a müstəvisində 
müəyyən edilməyəcəK. Müstəvini özünün 
üstünə qarşılıqlı əks etdirilməsini almaq 
üçün, onu tamamlayırlar - hər düz xəttə 
bütün paralel düz xətlər üçün eyni olan son
suz uzaqlaşmış nöqtəni əlavə edirlər, düz 
xətlərin çoxluğuna isə - daha bir bütün yeni 
nöqtələr ilə təmin edilmiş sonsuz uzaqlaş
mış düz xətti əlavə edirlər.

Sonsuz uzaqlaşmış nöqtələr ilə tamam
lanmış müstəvi proyeKsiyalı müstəvi adlan
dırılır. İndi isə yuxarıda verilmiş anlayışı 
dəqiqləşdirə bilərİK: hər hansı düz xəttin 
(sonsuz uzaqlaşmış nöqtə ilə tamamlanmış) 
yenidən düz xəttə Keçirilməsi baş verən pro- 
yeKsiyalı müstəvinin özünə əks etdirilməsi 
proyeKsiyalı çevrilmələr adlandırılır. Pro- 
yeKsiyalı çevrilmələr qrup təşKİl edirlər 
(əgər İKİ çevrilmə düz xətti düz xəttə Keçi
rirsə, o da onların Kompozisiya üçün də doğ
rudur və eyni zamanda hər hansı üçün tərs 
olan çevrilmələr üçün də). ProyeKsiyalı hən
dəsəni elə bu qrup da müəyyən edir.

Qeyd edəK Kİ, “paralel parçaların uzun
luqlar nisbəti” ifadəsi proyeKsiyalı həndəsə
də mənasını itirir - çünKİ burada hətta 
paralellİK anlayışı da yoxdur: tamamlanma
dan sonra hər hansı İkİ paralel xətt kəsİşə- 
cəKİər! Paralel parçaların uzunluqlarının 
nisbətinin yerinə dörd nöqtənin düz xəttə 
İKİli münasibəti gözdən Keçirilir. A,B,C,D 

AC AD(şəkİİ 20) nöqtələri üçün o, nisbəti

ilə verilir. İstənilən proyeKsiyalı çevrilmə
lər zamanı, xüsusi halda mərKəzi proyeKsi
ya zamanı da, bu nisbətin saxlanıldığını 
göstərməK olar.

Ümumiyyətlə desəK, proyeKsiyalı çev
rilmələr zamanı çevrə ellips, hiperbola və ya 
parabolaya Keçir. Amma verilmiş çevrəni 
çevrəyə Keçirən sonsuz sayda müstəvinin 
proyeKsiyalı çevrilmələri də mövcuddur. 
Onlar bizim L ilə göstərdyimiz qrupu təşKİl 
edirlər. L qrupundan çevrilmələrin sadə nü
munələri - çevrənin mərKəzinin ətrafında 
dönmələr və onun diametrlərinə nəzərən 
simmetriyalardır. Daha maraqlısı odur Kİ, 
proyeKsiyalı çevrilmələr vasitəsilə çevrəni 
özünə elə əks etdirməK olar Kİ, onun тэгкэ- 
zi çevrənin daxilində verilmiş hər hansı 
nöqtəyə Keçmiş olsun.

L qrupunu gözdən KeçirərəK, Kleyn 
başa düşdü Kİ, onun vasitəsilə LobaçevsKİ- 
nin tədqiq etdiyi həndəsənin modelini almaq 
olar və bununla onun ziddiyyətsizliyini is
bat etməK olar. Bu fİKİri haqqında Kleyn öz 
müəllimi məşhur alman riyaziyyatçısı Karl 
Veyerştrasa danışdı. Amma o, öz şagirdini 
dəstəKİəmədi - onun ideyasını mənasız say
dı. Riyaziyyatçıların yeganə həndəsənin - 
EvKİid həndəsəsi - mövcudluğunda nə qə
dər böyÜK əminliyi var idi! Amma Kleyn 
müəllimin məsləhətinə qulaq asmadı və mo
delinin quruluşunu bitirdi. Ondan asılı ol
mayaraq eyni modeli ingilis cəbr alimi Ar
tur Keli yaratdı.

LobaçevsKİ həndəsəsinin Keli-Kleyn 
modeli belədir (şəkİİ 21). Müstəvidə K çev
rəsini verəK (onu mütləq adlandırırlar). Ve
rilmiş modelə aid olan bütün anlayışları 
dırnaq arasına qoymağı şərtləşəK. Bizi təKcə 
K çevrəsinin daxilində yerləşən “nöqtələr”, 
yəni onun daxili oblastının nöqtələri maraq
landıracaq (K mütləq çevrəsinin və onun xa
rici oblastının nöqtələri araşdırılmaqdan 
istisna olunur). Uc nöqtələrsiz K çevrəsinin 
hər hansı vətərini “düz xətt” adlandıraq. 

Hər hansı A və B “nöqtələrindən” EvKİid ак- 
siomalarına tam uyğun olaraq, təKcə bir

“düz xətt” Keçdiyi aydındır. K çevrəsinin 
daxili oblastını “LobaçevsKİ müstəvisi” ad
landıraq. X’-nı özü-özünə Keçirən hər hansı 
proyeKsiyalı çevrilməni “hərəKət” adlandı
raq. Buna oxşar “hərəKətlər” L qrupunu təş
Kİl edirlər. Keli-Kleyn modelində bu qrup 
ilə təyin olunan həndəsə araşdırılır.

“LobaçevsKİ müstəvisinin” “nöqtələri” 
arasında məsafəni bütün “hərəKətlər” zama
nı dəyişməsin deyə, müəyyənləşdirməliyİK. 
“HərəKətlər” proyeKsiyalı çevrilmələrdir, 
deməli İKİli münasibət saxlanılır. Ona görə 
Keli-Kleyn modelində “məsafə” İKİli müna
sibət vasitəsilə ifadə olunur. O bu düstur ilə 
müəyyənləşir:

<CB DB)
Burada C və D - A və B-dən Keçən vətə

rin uclarıdır. Qeyd edəK Kİ, verilmiş ifadə 
sıfıra təKcə o zaman bərabər ola bilər Kİ, 
əgər İKİli münasibət 1-ə bərabərdir, yəni, 
A=B. “Düz xətlər” arasında “bucaqlar” da 
proyeKsiyalı həndəsədə olan düsturlar ilə 
müəyyənləşir. İndi artıq “LobaçevsKİ müs
təvisində” “perpendİKUİyar” “düz xətlər”, 
tərəflərin “uzunluqlarını” və üçbucaqların 
“bucaqlarını” gözdən KeçirməK olar.

Sonra isə, əgər İKİ “düz xətti” təsvir 
edən vətərin ortaq ucları K çevrəsində yer
ləşirsə, onları “paralel” adlandırmağı şərtlə- 
şək. Əgər İkİ “düz xətti” təsvir edən və
tərlər nə K mütləq çevrəsinin daxilində, nə 
də onun xaricində ortaq nöqtələrə malİK de- 
yillərsə, onda onları “ayrılan” adlandırırlar. 
İndi isə məlum olur Kİ, b “düz xəttində” yer
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ləşməyən P “nöqtəsindən” b “düz xətti” ilə 
Kəsişməyən sonsuz sayda “düz xətt” Keçir- 
tməK olar. Bu “düz xətlərdən” İKİsi (c' və c" 
21-ci şəKİldə) b “düz xəttinə” İkİ müxtəlif 
istiqamətdə “paraleldirlər”, qalan İkİ yaşıl 
vertİKal bucaqların daxilində P “nöqtəsin
dən” Keçən “düz xətlər” isə b “düz xətti” ilə 
“ayrılırlar”. Düzəldilmiş modeldə Lobaçev
sKİ həndəsəsinin bütün faKtları düzdür. İkİ 
min ildən çox davam etmiş riyaziyyatçıların 
EvKİidin beşinci postulatı ilə döyüş belə də 
yeKunlaşdı.

PROYEKSİYALI HƏNDƏSƏ 

PROYEKSİYALI TEOREMLƏR

ProyeKsiyalı həndəsə bir fənn Kimi 
1822-ci ildə formalaşmışdı. O zaman fransa
lı riyaziyyatçı Jan VİKtor Ponsele özünün 
məşhur “Fiqurların proyeKSİyalı xassələri 
haqqında elmi əsəri” çap etdirdi. Amma 
“yeni həndəsi düşüncənin” doğma yeri Kimi 
Saratovu saymaq olar. Orada 1813-cü ilin 
martından 1814-cü ilin iyununa Kimi əsir 
götürülmüş fransız leytenantı Ponsele “El
mi əsər...” əsasını qoymuş qeydləri yazırdı.

Amma formalaşmış nəzəriyyə boş yer
də əmələ gələ bilməzdi. Onun KÖKİəri tarixin 
dərinlİKİərinə gedirdi. Müəllifi qədim yu
nan riyaziyyatçısı İsgəndəriyyəli Papp olan 
“Riyazi toplu”ya (IV əsr) proyeKSİyalı hən
dəsənin İİk fundamental teoremi daxildir.

Məşhur “başsındıran” məsələni həll 
edərKən siz Pappın teoremi ilə tanış ola bi
lərdiniz: doqquz ağacı doqquz sıraya hərə
sində üç-üç olmaqla əkihək (şəkİİ 1). Bu 
teoremin dəqiq ifadəsi belədir:

ŞdKİl 1.

V Tutaq Kİ, A, C və E — p düz xətti üzə
rində üç nöqtədir, B, D və F isə — baş
qa q düz xətti üzərində üç nöqtədir; 
əgər AB, CD, EF düz xəttləri DE, FA, 
BC düz xəttləri ilə uyğun olaraq L, M 
və N nöqtələrində Kəsişirlərsə, onda 
L, M və N nöqtələri bir düz xətt üzə
rində yerləşirlər.

Papp teoremi Kifayət qədər qəribədir. 
Birincisi, onun şərtlərində p və q düz xətlə
rin və onların üzərində yerləşən A, B, C, D, 
E, F nöqtələrinin qarşılıqlı yerləşməsi haq
qında heç nə deyilmir. Əgər müxtəlif insan
lardan xahiş etsəK Kİ, “experiment” olaraq 
teoremin doğruluğunu isbat etsinlər, ola bi
lər Kİ, onlar müxtəlif cizgilər təKİif edəcəK- 
lər; 1-ci şəKİldə mümKÜn olan hallardan 
İKİsi göstərilib. İKİncisi, biz həndəsə dər- 
slİKİərində görməyə adət etdiyimiz nə uzun
luq, nə bucaq, nə də ümumiyyətlə onlar ilə 
bağlı anlayış yoxdur. Burada təKcə həndəsə
nin ən əsas üç anlayışı istifadə edilir - nöq
tə, düz xətt və nöqtənin düz xəttə məxsus
luğu. Məhz belə tipli teoremlər proyeKSİyalı 
həndəsə üçün xaraKterİKdir.

Buna oxşar tipli teoremin daha bir nü
munəsini 1636-cı ildə çox kİçİk həcmdə, 12 
səhifəlİK elmi əsərində fransız həndəsə ali
mi, arxiteKtor və mühəndis Jerar Dezarq 
vermişdi:

V Tutaq Kİ, ABC və A'B'C' üçbucaqları
nın uyğun təpələrini birləşdirən A A', 
BB' və CC' düz xəttləri eyni bir O nöq
təsindən Keçir. O zaman üç uyğun tə
rəflərin AB və A'B', BC və B'C', C A və 
C'A' cüt-cüt Kəsişmə nöqtələri L, M, 
N (əgər belə nöqtələr mövcuddularsa) 
bir düz xətt üzərində yerləşirlər.

ŞdKİl 3. ŞdKİl 4.

2,3 və 4-cü şəKİllərdə Dezarqın teore
minin şərtlərini ödəyən çoxsaylı müstəvi və 
fəza Konfiqurasiyalardan bir neçəsinin nü
munəsi göstərilib. Qeyd edəK kİ: üçbucaqla
rın “tərəfləri” Kimi burada AB, A'B' və s. 
parçalar yox, onların yerləşdiyi düz xətlər 
nəzərdə tutulub. Yeri gəlmişKən, bu Konfi
qurasiyalar on ağacın on sırada, hər sırada 
üç-üç yerləşməsini təsvir edir.

ABC və A'B'C' üçbucaqların müstəvilə
ri müxtəlif olanda Dezarq teoreminin doğ
ruluğu aydındır (şəkİİ 3). Bu halda üçbucaq
ların uyğun tərəflərinin L, M və N Kəsişmə 
nöqtələri ABC və A'B'C' müstəvilərinin hər 
İKİsinə aiddir, yəni onların Kəsişdiyi düz 
xəttin üzərindədir. Əgər üçbucaqlar bir 
müstəvidə yerləşirlərsə (şəkİİ 4a) isbat üçün 
oxşar fəza KonstruKSİyanın təsvirini - pro- 
yeKSİyasını - teoremə cizgi Kimi təqdim et- 
тэк lazımdır (3 və 4-cü şəKİlləri müqayisə 
edin). Fəzada L, M və N nöqtələri bir düz 
xətdə yerləşirlər, proyeKsiya zamanı düz 
xətt düz xəttə Keçir. Deməli, müstəvidə də 
teorem doğrudur.

a b

ŞdKİl 5.

Dezarq teoreminin şərtini - AA', BB' 
və CC' düz xətləri O nöqtəsində Kəsişir - 
belə ifadə edə bilərİK: AA' və BB' düz xətlə
rin O Kəsişmə nöqtəsi CC' düz xətti üzərində 
yerləşir, ya da belə: AA' və BB', AN və BM, 
NA' və MB' (ANA' və BMB' üçbucaqların tə
rəfləri) bir düz xətt üzərində O, C və C' nöq
tələrində cüt-cüt Kəsişirlər. Onda teoremin 
hÖKmünü aşağıdaKi şəKİldə verəK: AB, A'B' 
və NM düz xətləri L nöqtəsində Kəsişirlər. 
Nəticədə Dezarq teoremi özünün tərs teore
minə çevriir:

V Əgər İKİ üçbucağın uyğun tərəfləri
nin cüt-cüt Kəsişmə nöqtələri bir düz 
xəttdə yerləşirsə, onda bu üçbucaqla
rın uyğun təpələrini birləşdirən düz 
xətlər eyni nöqtədən Keçir.

Amma tərs teorem başqa üçbucaqlara 
aiddir - ANA' və BMB' (4a və b şəKİllərini 
müqayisə edin). Amma 5a şəKİində ABC və 
A'B'C' üçbucaqların uyğun tərəfləri bir düz 
xətt üzərində yerləşən üç nöqtədə Kəsişirlər,

O
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AA', BB' və CC' düz xətləri isə ortaq nöqtəyə 
malİK deyillər: onlar paraleldirlər. Bəs iş nə
dədir? Sadəcə, biz yaddan çıxartmışıq Kİ, 
Dezarqm teoremində üçbucaqların uyğun 
tərəflərinin Kəsişdiyi L, M və N nöqtələri
nin mövcudluğu fərz edilirdi. Belə fərziyyə- 
siz İkİ uyğun tərəf, məsələn AB və A'B' 
paralel ola bilərlər. Belə bir halda biz həmçi
nin isbat edə bilərİK Kİ, MN düz xətti də 
onlara paraleldir (şəkİİ 55), ya da daha İkİ 
tərəf paraleldirsə (şəkİİ 5c), onda üçbucaqla
rın üçüncü tərəfləri də paralel olacaqlar. 
Özünüz bütün halları nəzərə alaraq Dezarq 
teoreminin düz və tərs teoremlərini ifadə et
məyə çalışın - o zaman siz proyeKsiyalı nə
zər-nöqtəsinin verdiyi üstünlÜKİərini daha 
yaxşı qiymətləndirə bilərsiniz.

PROYEKSİYALI ÇEVİRMƏLƏR

Müstəvidə üçölçülü fiqurları necə təs
vir etməK olar? Belə bir praKtİKİ sual qədim 
həndəsəçilərin qarşısında dayanmışdı. O İkİ 
istiqamətdə həll edilirdi. Memarlığın tələb
ləri üçün - binaların cizgilərinin çəKİlməsi 
ilə və onların yerləşmə planları üçün - orto- 

qonal proyeKsiya 
üsulu hazırlanmış
dı. Amma rəssamla
rı belə bir “müs
təvi” təsvir qane et
mirdi. Onlar şəkİİ- 
dən xaricdə yerlə
şən fəzanın tamaşa
çıda reallıq duyğu
sunu oyatmağa çalı
şırdılar. Görmə qa
biliyyətinin mexa- 

Leonardo da Vinçl nizmin təhlili pers- 
peKtiv, mərKəzi pro- 

yeKsiya anlayışlarına və həmçinin bir fiqu
run İkİ perspeKtivin ümumi xassələri haq
qında suala gətirdi. Sonra isə elə bu sualdan 
proyeKsiyalı həndəsə əmələ gəldi.

PerspeKtiv nəzəriyyəsinin əsasını Flo- 
rensiyada baş Kilsənin qübbəsinin layihəsini 
tərtib edəndə Filippo BrunelesKİ (1377- 
1446) qoymuşdu. O rəssamlar üçün perspeK- 
tiv haqqında mühazirələri oxuyanlar arasın
da birincilərdən idi. İntibah dövrünün us
taları bu təlimi daha da inKİşaf etdirdilər. 
PerspeKtiv qaydalarına ciddi surətdə uyğun 
olan şəKİllərin çox gözəl nümunəsi - Leo

nardo da Vinçinin “Gizli axşam yeməyi” 
məşhur rəsm əsəridir.

PerspeKtiv nəzəriyyəsi ilə alman rəssa
mı Albrext Dürer (1471-1528) çox məşğul 
olurdu. Maraqlı odur kİ, o, bir fiqurun fəza
da müxtəlif vəziyyətlərdə yerləşən İKİ və üç 
müstəviyə mərKəzi proyeKsiyasını araşdı 
rırdı.

Həndəsədə perspeKtiv nə deməndir? 
Fəzanın hər hansı O nöqtəsindən (proyeKSİ- 
ya mərKəzindən) və fəzada verilmiş F fiqu
runun bütün nöqtələrindən düz xətlər Ke
çirəK. Seçilmiş n proyeKSİyalar müstəvisi ilə 
bu düz xətlərin Kəsişmə nöqtələrinin əmələ 
gətirdiyi fiqura F fiqurunun perspeKtiv təs
viri, ya da başqa sözlə, onun O nöqtəsindən 
n müstəvisinə çəKİlmiş mərKəzi proyeKsiya- 
sı deyilir (şəkİİ 6a). əlbəttə Kİ, O nöqtəsi л 
müstəvisində yerləşməməlidir; qalanları isə, 
fiqur, mərKəz və proyeKsiya müstəvisi ixti
yari şəKİldə yerləşə bilərlər. Müxtəlif müs
təviləri seçərəK (O mərKəzinin dəyişilməyən 
yerləşməsi ilə) biz fiqurun müxtəlif təsvir
lərini alırıq. Rəssamlıqda proyeKsiya müstə
visi (şəKİin çəKİldiyi parça özü) adətən mər
Kəz (göz) və F obyeKti arasında yerləşir, fo- 
toşəKİldə isə тэгкэг (obyeKtivin foKUSu) л 
müstəvisi (foto plyonKası) və obyeKt arasın
da yerləşir.

MərKəzi proyeKsiya F fiqurunun nöq
tələri və onun n müstəvisində təsviri arasın
da perspeKtiv adlanan uyğunluq təyin edir. 
6a şəKİlində uyğunluq qarşılıqlı birqiymət
lidir - hər F nöqtəsinə təsvirdə yeganə nöq
tə uyğundur və tərsinə. Ümumiyyətlə, əgər 
F O-nun daxil olmadığı müstəvidə yerləşirsə 
(biz ancaq belə bir halı araşdıracağıq), onda 
O-dan hər hansı Keçirilmiş düz xətt F ilə 

ŞdKİl 6.

birdən çox olmayan nöqtədə rastlaşır. De
məli, belə bir halda təsvirin hər bir nöqtəsi

nə fiqurun yeganə nöqtəsi cavab verir. Am
ma bu, uyğunluğun qarşılıqlı birqiymətli ol
ması üçün Kifayət deyil: F fiqurunun O-dan 
Keçən л müstəvisinə paralel olan nöqtələri 
də ola bilər (şəkİİ 65), belə nöqtələrə isə pro
yeKsiya müstəvisində heç bir nöqtə uyğun 
deyil.

MərKəzi proyeKsiyanın vacib xassəsi 
ondadır kİ, o nöqtələrin düz xətli yerləşmə
sini saxlayır. Başqa sözlə, (O nöqtəsindən 
Keçməyən) düz xəttin proyeKsiyası düz xət
dir (şəkİİ 7). Xatırlayaq Kİ, elə bu xassə bizə 
müstəvidə Dezarq teoremini daha asan yolla

ŞdKİl 7.

fəza halına gətirməyə imKan verdi. Amma 
bizə tanış olan EvKİid həndəsəsində mərKəzi 
proyeKsiya zamanı dəyişilməyən hər hansı 
tanış anlayış və ya xassə tapmaq elə də asan 
deyil. Kəsişən düz xətlər paralel olurlar (şə- 
Kil 65), paralel düz xətlər - Kəsişənlərə çev
rilirlər, düz xətt üzərindəKİ nöqtələr isə öz 
ardıcıllığını dəyişirlər (şəkİİ 8a). Məsafə və 
bucaqların saxlanılmasından artıq danışmaq 
da lazım deyil. Hətta üçbucaq Kİmi belə sadə 
fiqur da çox qəribə bir şeyə çevrilə bilər - 
birindən üçbucaq Kəsilmiş qarşılıqlı bucaq
lar cütünə (şəkİİ 85) və ya zolağın yarısına.

ŞjkİI 8.

Çevrənin təsviri haqqında xüsusilə de- 
тэк lazımdır. O mərxəzindən çıxan və çevrə 
ilə Kəsişən düz xətlər KonusşəKİlli səth təş
Kİl edirlər. Və ona görə çevrənin hər hansı 
mərKəzi proyeKsiyası KonusşəKİlli səthin 
müstəvi ilə Kəsişməsidir. Alınan xətləri (şə- 
Kİl 9) KonİK kəsİk və ya İKİnci tərtib əyri 
xətlər adlandırırlar (Koordinatlarda onları 
İKİnci tərtib tənlİKİər vasitəsilə göstərirlər;

bax “Çox gözəl əyri xətlər” məqaləsinə). Be
lə əyri xəttin şəkİİ çevrənin və proyeKsiya 
müstəvisinə paralel olan O nöqtəsindən ке- 
çən müstəvinin qarşılıqlı yerləşməsindən 
asılıdır. Əgər çevrə və müstəvi Kəsişmirlər
sə, onda çevrənin proyeKsiyası ellips olacaq, 
əgər toxunurlarsa - parabola olacaq, əgər 
Kəsişirlərsə - hiperboladır. İKİnci tərtib əy
ri xətlərin oxşar olmamasına baxmayaraq, 
onların ümumi xassəsi də var - mərKəzi pro
yeKsiya zamanı “saxlamağa müyəssər olan” 
xüsusiyyətlərdir. İndi isə biz proyeKsiya 
həndəsəsinin tərifi üçün əsas anlayışlara ya
xınlaşdıq.

Tutaq Kİ, F - a müstəvisində yerləşən 
fiqurdur və biz onun O (a üzərində yerləş
məyən) nöqtəsindən p müstəvisinə proyeKsi- 
yasını alırıq: Burada yeni F' fiquru yaranır. 
Sonra isə biz F' fiqurunu P müstəvisinə da
xil olmayan başqa O' nöqtəsindən у müstəvi
sində proyeKsiyasını alırıq və yeni F’ fiqu
runu alırıq. BeləlİKİə, F" fiquru F-dan İKİ 
ardıcıl mərxəzi proyeKsiyasından sonra əmə
lə gəlir. Bu proyeKSİyalar ardıcıllığını da
vam etdirməK olar. MərKəzi proyeKsiyaların 
hər hansı sonlu ardıcıllığı proyeKsiyalı çe
virmə adlandırılır, proyeKsiyalı çevrilmələr 
zamanı fiqurların dəyişilməyən xüsusiyyət
ləri - proyeKsiyalı xassələr adlandırılır, belə 
xassələri araşdıran elm isə - proyeKsiyalı 
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həndəsə adlanır (qeyd edəK ni, çevrilmələrin 
başqa növlərinə əsaslanaraq EvKİid həndəsə
sinin, LobaçevsKİ həndəsəsinin və başqa 
həndəsələrin predmetini izah etmən olar; 
bax “Həndəsə və çevrilmələr qrupu” məqalə
sinə).

ProyeKsiyalı həndəsənin banisi Ponsele 
onun mahiyyətini belə başa düşürdü. Araş
dırılan obyentə bu nöqteyi-nəzərdən əsasla
naraq, o yeni nəticələr almaq üçün güclü bir 
üsul yaratdı. Əgər bizi maraqlandıran xas
sələr mərnəzi proyensiya zamanı saxlanılır
sa, onda verilmiş fiqurun aşağıdanı üsul ilə 
proyeKSİyasını almağa çalışaq: proyensiyada 
fiqurun xassələri, əgər aydın görünən deyil
sə, onda asanlıqla isbat olunan olmalıdırlar.

Papp teoreminin isbatı üçün Ponsele 
üsulunu tədbiq edəK. Bu teoremdə deyilir 
Kİ, AB və DE, EF və BC, AF və CD düz xət
lərin uyğun olaraq Kəsişdiyi L, M, N nöqtə
ləri bir düz xətt üzərində yerləşirlər. Başqa 
sözlə, N nöqtəsinin LM düz xətti üzərində 
yerləşməsini isbat etməliyin. Tutaq ni, teo
remdə verilmiş bütün nöqtə və düz xətlər 
(şəkİİ 1) a müstəvisində yerləşirlər, a müs
təvisindən xaricdə yerləşən O nöqtəsini və 
OLM müstəvisinə paralel olan n müstəvisini 
götürən, a müstəvisinin O mərKəzindən л 
müstəvisində proyeKSİyasını alaq. OL düz 
xətti л-yə paralel olduğundan L nöqtəsində 
Kəsişən AB və DE düz xətləri, proyeKsiya 
alındıqdan sonra, A'B' və D'E' paralel düz 
xətləri olacaqlar (6& şəkİİİ ilə müqayisə 
edin). M nöqtəsindən Keçən EF və BC düz 
xətlərin proyeKsiyaları da paralel olacaqlar. 
N nöqtəsi LM düz xəttində yalnız o zaman

yerləşir Kİ, əgər ON düz xətti OL və OM düz 
xətləri ilə bir müstəvidə yerləşmiş olsun, 
yəni, л-yə paralel olsun. Deməli AF və CD 
düz xətlərin proyeKsiyaları da paralel olma
lıdırlar. BeləlİKİə л proyeKsiyalar müstəvi

sində Papp teoremi aşağıdanı tənlifə çevri
lir (şəkİİ 10):

S Əgər İKİ nöqtə üçlüyü-A', C, E' və 
B',D',F' uyğun olaraq p' və q' düz 
xəttlərində yerləşirlərsə və A'B'\\D'E' 
və E'F'\\B'C , onda A'F'\\C'D -dir.

Bunu, artıq p' və ç'düz xətlərinin əmə
lə gətirdiyi bucağın daxilində yerləşən oxşar 
üçbucaqlardan istifadə edərən isbat etmən 
çətin deyil (isbat zamanı ayrıca daha asan 
bir halı (p' \q') da gözdən Keçirtmən lazım gə
ləcən).

Belə bir paradoKS yaranır: üç nöqtənin 
bir düz xəttin üstündə yerləşməsi haqqında 
təKİifin isbatını biz cizgidə nə nöqtələrin 
özünün, nə də düz xəttin cizgidə olmayan 
halına gətirdin! Bununla belə, aşağıda biz 
görəcəyin ni, onlar yaxşıca “gizləniblər”.

MÜSTƏVİNİN TAMAMLANMASI

Biz artıq qeyd etmişdİK ni, fiqurlar 
arasında perspeKtiv uyğunluq, ümumiyyət
lə desəK, qarşılıqlı birqiymətli deyil. Qarşı
lıqlı birqiymətliliyin pozulmasının nəyə 
görə baş verdiyini aydınlaşdıraq. Müstəvidə 
ini p və p' düz xətləri və onlara aid olmayan 
O nöqtəsini götürən (şənil lla). p düz xətti
nin üzərində seçilmiş A nöqtəsinə p' düz 
xəttinin OA düz xətti ilə Kəsişdiyi A' nöqtə
sini qarşı qoyaq. Amma p'-ə paralel olan OP 
düz xəttinin P nöqtəsinə heç bir nöqtə qarşı 
qoymuruq, p' düz xəttində də həmçinin p-də 
heç bir nöqtəyə uyğun olmayan bir Q nöqtəsi 
qalır - elə Q nöqtəsi ni, hansı üçün OQ düz 
xətti p-yə paraleldir. Bu istisnalar bizdə, 
xüsusən o zaman narahatlıq yaradır ni, əgər 
biz bir neçə mərnəzi proyensiyalar ardıcıllı
ğını gözdən neçiririn. Tutaq ni, məsələn, p 
düz xəttinin O mərnəzindən p' düz xəttinə 
proyensiyası çənilir, hansının ni, eyni mər- 
nəzdən p” düz xəttinə də proyensiyası çəni
lir (şənil llö). Nəticədə p-nin p"-in üzərinə 
birbaşa proyensiyası alınır. Amma “pis” (bi
rinci proyensiyaya nəzərən) P nöqtəsi ilə, 
hansı ni OP\ p', nə baş verir? Əvvəlcə o “heç 
yerə”gedir-p' düz xətti üzərində heç bir nöq
təyə uyğun deyil, amma ininci proyensiya

b

a
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Şəkİİ 11.

zamanı o elə bir “heç yandan” geri qayıdır 
və məhz p” düz xəttinin (OB]|p') “pis” R nöq
təsinə düşür!

Oxşar olaraq, a müstəvisinin p müstə
visinə mərnəzi proyensiyası zamanı (şə
nil llh) əgər a və p müstəvilərdən “pis” düz 
xəttləri çıxartsaq; məhz a və P müstəviləri
nin O nöqtəsindən neçən və P və a-ya uyğun 
olaraq paralel olan müstəvilər ilə nəsişən 
düz xəttləri nənarlaşdırsaq onların nöqtələ
ri arasındanı uyğunluq qarşılıqlı birqiymət
li olacaq. Deməli, burada da paralellin bizə 
“mane olur”. Onda gəlin paralelliyi ümu
miyyətlə yığışdıraq.

Hər bir p düz xəttinə bir Up əlavə nöqtə 
birləşdirən - onu p düz xəttinin qeyri-məx
susi və ya sonsuz uzaqlaşmış nöqtəsi adlan
dırırlar, həmçinin bütün bir-birinə paralel 
olan düz xətlərə eyni nöqtəni əlavə edən. Bu 
əməliyyat tamamlama adlandırılır. Nəticədə 
paralel düz xətlər onların ortaq uzaqlaşmış 
nöqtəsində nəsişən düz xətlərə çevrilirlər, 
tndi isə, p düz xəttinin O mərnəzindən p' 
düz xəttinə proyensiyasını çənən (şənil lla) 
p düz xəttinin “pis” P nöqtəsi, bütün “adi” 
nöqtələr nimi OP və p' tamamlanmış düz 
xətlərin nəsişmə nöqtəsinə neçəcən, yəni, 
sonsuz uzaqlaşmış Up nöqtəsinə, p düz xət

tinin sonsuz uzaqlaşmış Up nöqtəsi isə - p' 
üzərində “pis” Q nöqtəsinə, p və p' arasında 
uzunluq qarşılıqlı birqiymətli olacaq, a 
müstəvisinin P-nın üzərinə mərnəzi proyen- 
siyası da qarşılıqlı birqiymətli olacaq (şə
nil lie), a müstəvisinin bütün “pis” nöqtə
ləri (P müstəvisində heç bir nöqtəyə uyğun 
olmayan) P-ya parallel olan və O proyensiya 
mərnəzindən neçən, yəni, a düz xəttindən 
neçən müstəvidə yerləşirlər. Deməli, a düz 
xətti p müstəvisinin qeyri-məxsusi nöqtələri 
çoxluğuna proyensiyalanır. Hər bir “nor
mal” düz xəttin proensiyası düz xətt oldu
ğuna görə, biz təbii olaraq qəbul etməliyin 
ni, bütün qeyri-məxsusi nöqtələr özləri ay
rılıqda qeyri-məxsusi və ya sonsuz uzaqlaş
mış düz xətt təşnil edirlər.

Beləlinlə, tamamlanmanın mahiyyəti 
ondadır ni, ona yeni, sonsuz uzaqda yerlə
şən, məcmusunda bir yeni düz xətt təşnil 
edən nöqtələr əlavə edilir. Bununla belə, 
bütün bir-biri ilə paralel olan düz xətlər, 
yəni, bir istiqamətdə paralel olanlar eyni 
sonsuz uzaqlaşdırılmış nöqtə alırlar, müxtə
lif istiqamətlərə isə müxtəlif sonsuz uzaq
laşdırılmış nöqtələr cavab verir.

Tamamlama əməliyyatını fəzaya da 
tətbiq etmən olar. Birincisi, hər l düz xətti
nə bir dənə yeni (qeyri-məxsusi) nöqtə əlavə 
edilir və eyni nöqtə bütün / ilə paralel olan 
düz xətlərə əlavə edilir, İnincisi, hər a müs
təvisinə onun daxilində yerləşən bütün düz 
xətlərin bütün qeyri-məxsusi nöqtələri bir
ləşir. Bu nöqtələr a müstəvisinin qeyri- 
məxsusi düz xəttini təşnil edirlər. Eyni nöq
tələr hər hansı a müstəvisinə paralel olan p 
müstəvisinə də əlavə ediləcənlər. Deməli, ta
mamlamadan sonra hər hansı ini müstəvi 
düz xətt üzrə nəsişirlər. Üçüncüsü, bütün 
əlavə edilən qeyri-məxsusi nöqtələr bir yeni 
qeyri-məxsusi müstəvi əmələ gətirir.

PROYEKSİYALI MÜSTƏVİ

Sonsuz uzaqlaşmış nöqtələrə öyrəşmən 
elə də çətin deyil - sadəcə yadda saxlamaq 
lazımdır ni, onlardan hər biri istiqamət gös
tərir. Əgər düz xətt adi A nöqtəsindən və 
qeyri-məxsusi Ut nöqtəsindən neçirsə, onda 
bu o deməndir ni “düz xətt A nöqtəsindən l 
düz xətti istiqamətində (paralel olaraq) ne- 
çir” və s. Əgər proyensiyalı xassələrə əsasla
naraq sonsuz uzaqlaşdırılmış nöqtələri adi 
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nöqtələrdən fərqləndirmiK üsulu mövcud 
olsaydı, onda tamamlamağa biz bir ifadəyə 
çoxlu sayda halları daxil etməyə йпкап ve
rən terminlər haqqında razılaşma Kİmi ya
naşa bilərdİK. Amma belə bir üsul mövcud 
deyil. Məsələn, xassə:

S 1) Müstəvinin hər hansı İKİ nöqtəsin
dən bir və yalnız bir düz xətt Keçir.

adi nöqtələr üçün müstəvini tamamlamadan 
sonra düzdür; əgər nöqtələrdən biri qeyri- 
məxsusidir (çünKİ bu nöqtədən bu istiqa
mətdə təKcə bir düz xətt Keçir) və həmçinin, 
əgər hər İKİsi də qeyri-məxsusidir (onda düz 
xətt də qeyri-məxsusidir). Analoji olaraq, 
yoxlanılır kİ:

S 2) İstənilən İKİ düz xətt bir ortaq 
nöqtəyə malİKdir.

Daha тйгэккэЬ təKİiflərdə də istənilən 
düz xətti sonsuz uzaqlaşmış düz xətt Kİmi 
qəbul etməK olar, bununla belə təKİifin doğ
ruluğu pozulmaz. Mahiyyətinə görə, Papp 
teoreminin isbatında biz elə bu üsuldan isti
fadə etdİK. Dezarq teoremi üçün müxtəlif 
cizgilər (şəkİİ 2,5) - eyni proyeKsiyalı Kon
fiqurasiyanı adi müstəvidə çəKməK üçün 
müxtəlif üsullardır, onlar yalnız sonsuz 
uzaqlaşan düz xəttin seçimi ilə fərqlənirlər.

Əslində adi və sonsuz uzaqlaşan nöqtə
lərin fərqlənmədİKİəri aydındır. ÇünKİ mər- 
kəzİ proyeKSİyada sonsuz uzaqlaşmış və adi 
nöqtələr (və düz xətlər) bir-birinə Keçə bi
lərlər və deməli, onların bütün proyeKsiyalı 
xassələri üst-üstə düşür. Ona görə proyeKsi- 
yalı həndəsədə tamamlanmış müstəvinin bü
tün nöqtələri və düz xətləri eynihüquqlu- 
durlar. Bu prinsipial faKtı başa düşərəK, biz 
çox vacib tərifləri verəK.

Qeyri-məxsusi nöqtələr ilə tamamlan
mış adi müstəvi proyeKsiyalı müstəvi adlan
dırılır. Oxşar olaraq, tamamlanmış fəza 
proyeKsiyalı fəza adlandırılır. ProyeKsiyalı 
müstəvidəKİ Kİmi, proyeKsiyalı fəzada da 
məxsusi və qeyri-məxsusi elementlər arasın
da fərqlər yoxdur (nöqtələr, düz xətlər, 
müstəvilər).

Əlbəttə Kİ, biz istərdİK kİ proyeKsiyalı 
müstəvinin belə bir tərifi olsun Kİ, onun da
xilində bütün nöqtələrin bərabərhüquqluğu 
əvvəlcədən qoyulmuş olsun. Onu biz aKsio- 

matİK üsul ilə verə bilərİK (bax “AKSİomlar” 
məqaləsinə). ProyeKsiyalı həndəsənin aKSİo- 
matİKası EvKİid həndəsəsinin aKsiomatİKa- 
sından asandır. Onda sadəcə üç müəyyən 
olunmayan anlayış mövcuddur: nöqtə, düz 
xətt və “nöqtə düz xəttin üzərindədir”, “düz 
xətt nöqtədən Keçir” və s. sözlər ilə ifadə 
olunan məxsusluq nisbətidir. Amma yenə də 
aKsiomların tam siyahısı burada göstərilmə
si üçün çox böyÜKdür. Təkcə qeyd edəK Kİ, 
ona yuxarıda deyilmiş İKİ təKİif də daxildir.

İKİLİK PRİNSİPİ

1 və 2-ci xassələrə (aKsiomlara) İİK ba
xışdan onların simmetrİKİiyi şübhəsizdir. 
Əgər biz formasına görə müxtəlif olan, 
amma mənaca eyni “nöqtə düz xətt üzərin
dədir” və “düz xətt nöqtədən Keçir” ifadələ
rini “nöqtə və düz xətt insidentdirlər” ifa
dəsi ilə əvəz etsəK bu daha da aydın görünə- 
cək. O zaman 1 və 2-ci xassələr belə ifadə 
olunacaqlar: “hər hansı İKİ nöqtə yalnız bir 
düz xəttə insidentdir” və “hər hansı İKİ düz 
xətt yalnız bir nöqtəyə insindentdir”. İkİ tə
rifdən hər biri “nöqtə” sözünün “düz xətt” 
sözü ilə və tərsinə əvəz etsəK, başqasına 
çevrilir. Qeyd edəK Kİ, adi müstəvidə oxşar 
“çevrilmələr” baş vermir: 1-ci xassə - 
EvKİid həndəsəsinin aKsiomlarından biridir, 
2-ci xassə isə sədəcə, düz deyil (və əlbəttə 
Kİ, paralelliyə görə).

Bizim qeyd etdiyimiz hal təsadüfi de
yil. Onda aydın şəKİldə proyeKsiyalı həndə
sənin çox gözəl bir xassəsi - nöqtələr və düz 
xətlər arasında tam oxşarlıq görünür. Pro- 
yeKSİyalı müstəvinin quruluşunun bu sim
metriyasını İkİİİk prinsipi şəKİində ifadə 
edirlər:

J Əgər proyeKsiyalı müstəvidə insident- 
İİk ilə ifadə olunmuş nöqtə və düz 
xətlər haqqında doğru təKİifdə “nöq
tə” sözünü “düz xətt” sözü ilə və tər
sinə əvəz etsəK, biz yenə də doğru 
təKİif alarıq.

İkİİİ teoremlər cütləri adi həndəsədə də 
mövcuddurlar (məsələn, Çeva və Menelay 
teoremləri: bax “Sadə və tÜKənməz üçbu
caq” məqaləsində). Amma baxmayaraq Kİ, 
onlar çoxdan məlumdurlar, həndəsə alimləri 
bu İKİliyə heç bir izah tapa bilmirdilər. O 

vaxta Kİmi, bu İKİliyi proyeKsiyalı həndəsə
nin mövqeyindən başa düşməyə başladılar. 
İkİİİk prinsipi fəza üçün də düzdür, amma 
burada “nöqtə” və “müstəvi” sözləri yerləri
ni dəyişirlər, “düz xətt” sözü isə əvəz edil
mir.

İkİİİk prinsipinin müxtəlif isbatları 
var. Məsələn, polyar çevirmə adlandırılan 
insidentlİK saxlayan düz xətlər çoxluğu və 
nöqtələr çoxluğu arasında qarşılıqlı birqiy
mətli uyğunluq yaratmaq olar. Biz bir, 
amma açıq-aydın bir nümunə ilə məhdudla
şacağıq: məqalənin əvvəlində göstərilmiş 
Papp teoreminə İkİİİ olan təKİifi ifadə edəK.

A və B nöqtələrindən Keçən düz xətt 
üçün AB işarəsi ilə oxşar olaraq (A və B insi
dent), a və b düz xətlərin Kəsişmə nöqtəsini 
ab Kİmi göstərəcəyİK (a və b insident). Papp 
teoremində ardıcıllıq ilə “nöqtələri” “düz 
xətlər”lə və tərsinə əvəz edərəK, biz belə bir 
təKİifə gələcəyİK: əgər a, c, e düz xəttləri 
ortaq P nöqtəsinə malİKdilərsə, b, d və f düz 
xətləri isə - ortaq Q nöqtəsinə, onda uyğun 
olaraq ab və de, cd və fa, ef və bc nöqtələrini 
birləşdirən l, m və n düz xəttləri bir nöqtə
dən Keçirlər (şəkİİ 12). Bir az səbr və səliqə 
göstərərəK, siz görərsiniz kİ, burada isbat 
etməyə heç nə yoxdur - bu uyğun olaraq 
nöqtə üçlÜKİəri üçün Papp teoremidir, mə
sələn, P, de, ed və Q, ab, bc nöqtələri üçün. 
Müstəqil surətdə Dezarq teoreminə İkİİİ 
olan təKİifi ifadə etməyə çalışın və əmin 
olun Kİ, o Dezarq teoreminin tərsi olan teo
rem ilə üst-üstə düşür (biz bilirİK kİ, o düz 
xəttdən irəli gəlir). İkİ göstərilmiş halda 

İkİİİk prinsipi yeni nəticələr vermədi. 
Amma, aşağıda biz onun Köməyi ilə yeni 
məzmunlu teoremin necə “pulsuz” alındığı
nı gö- rərİK.

MİSTİK HEKSAQRAM

Fiqurların proyeKsiyalı xassələrinin 
öyrənliməsi ilə bağlı Dezarqın ideyaları Blez 
PasKalı da maraqlandırdı. 16 yaşında o ko- 
nusşəKİlli KəsİKİərin proyeKsiyalı nəzəriy
yəsinin əsasını qoyan çox gözəl teoremi Kəşf 
etdi.

PasKal öz Kəşfini 50 nüsxədə hazırlan
mış “KonusşəKİlli KəsİKİər haqqında təcrü
bə” adlı afişa formasında çap etdirdi. Ona 
məxsus olan təvazÖKarlıqla o bu afişada 
təKcə öz inisialını qeyd etdi, amma öz müəl
limi Dezarqa lazimi diqqət yetirdi. PasKalın 
teoremi belə ifadə olunur (şəkİİ 13):

ŞjkİI 13.

J Əgər proyeKsiyalı müstəvidə altıbu- 
caqlının bütün təpələri KonusşəKİlli 
KəsİKdə yerləşirsə, onda onun qarşı 
tərəflərinin cüt-cüt Kəsişmə nöqtələri 
bir düz xətt üzərində yerləşirlər (altı- 
bucaqlının pasKal düz xətti üzərində).

Dezarq teoremindəKİ Kİmi, burada da 
“tərəflər” təpələri birləşdirən parçalar yox, 
altıbucaqlının hər cüt qonşu təpələrindən 
Keçən düz xətlər sayılır. Altıbucaqlı özü ix
tiyari qapalı ABCDEF sınıq xətti Kİmi 
götürülür. Bu altıbucaqlı həm qabarıq, həm 
də qabarıq olmayan altıbucaqlı ola bilər, 
hətta özü ilə Kəsişə də bilər.
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PasKal əvvəlcə “mistİK heKsaqram” (al- 
tıbucaqlı) haqqında teoremini çevrə üçün is
bat etdi (şəkİİ 14). KonusşəKİlli KəsİKİəri o 
çevrənin mərKəzi proyeKSİyaları Kİmi gözdən 
Keçirirdi (şəkİİ 9), elə bu da ona isbat

ŞiKll 14.

olunmuş teoremini onlara tətbiq etməyə im- 
кап verdi. Əgər Konusu təpəsindən Keçən 
müstəvi ilə kəsək, onda əyri xətt yox, bir 
cüt Kəsişən düz xətt alınacaq. Elə onu da 
Dezarq KonusşəKİlli KəsİKİərə aid edirdi 
(əgər biz ardıcıl olmaq istəyirİKSƏ, onda 
onlara həmçinin paralel düz xətlərin cütünü 
də aid etməliyİK, çünKİ proyeKsiyalı həndə
sədə onlar da “Kəsişirlər”). Maraqlısı odur 
Kİ, “mistİK heKsaqram” haqqında teoremin 
hÖKmü düz xətlər cütü üçün də doğrudur. 
Bundan başqa, biz onu artıq isbat da etmişİK 
- bu, Papp teoremidir! KonusşəKİlli kəsİkİə- 
rin belə geniş anlayışında ona tərs olan teo
rem də doğrudur: altıbucaqlının qarşı 
tərəfləri cüt-cüt bir düz xəttin üzərində yer
ləşən üç nöqtədə Kəsişirlərsə, onda onun tə
pələri KonusşəKİlli Kəsiyə aiddir. Əgər bu 
halda altı təpədən heç bir üçü bir düz xətt 
üzərində yerləşmirsə, onda kəsİk əyri xətt 
düz xətlər cütü yox çevrənin proyeKsiyası 
olacaq.

Buradan belə nəticəyə gəlirİK Kİ, Ko
nusşəKİlli К Kəsiyini, dəqiq desəK, onun 
üzərində yerləşən istənilən sayda nöqtəni 
onun beş verilmiş nöqtəsinə görə adi xətKeş 
ilə qurmaq olar. Tutaq Kİ, A, B, C, D, E - beş 
verilmiş nöqtədir (şəkİİ 15). E nöqtəsindən 
ixtiyari p düz xəttini KeçirəK. УС-nin daxili
nə çəKİlmiş altıbucaqlının altıncı F təpəsini 
aşağıdaKİ qayda ilə quraq.

Axtarılan ABCDEF altıbucaqlısının 
pasKal düz xəttinin İkİ nöqtəsi bizə məlum
dur: AB və DE düz xətlərinin Kəsişmə nöq
təsi P, BC və p(=EF) düzxəttlərinin Kəsişmə 

nöqtəsi Q-dür. BeləlİKİə, pasKal düz xətti 
müəyyən edilib. l=FA düz xətti R nöqtəsin
dən Keçməlidir, harada Kİ, PQ pasKal düz- 
xətti CD düz xətti ilə rastlaşır. Bu l düz 
xəttini müəyyən edir, l və p düz xətlərin Kə
sişməsi isə axtarılan F nöqtəsini verir. Eyni 
qurma E nöqtəsindən Keçən hər hansı p düz 
xətti üçün icra edilə bilər.

“MistİK heKsaqram” haqqında teore
min Kəşfindən yüz əlli il sonra Şarl Julyen 
Brianşon İkİİİk prinsipinin Köməyi ilə Ko
nusşəKİlli Kəsiyin xaricinə çəKİlmiş altıbu- 
caqlı haqqında teorem isbat etdi (yəni veril
miş əyri xəttə çəKİlmiş altı toxunanın əmələ 
gətirdiyi; şəkİİ 16):

J Əgər altıbucaqlı proyeKsiyalı müstəvi
də KonusşəKİlli Kəsiyin xaricinə çəkİ- 
libsə, onda onun qarşı təpələrini bir
ləşdirən üç düz xətt bir nöqtədə Kəsi
şir.
PasKal və Brianşonun teoremlərinin 

qarşılıqlı İKİliyi daha ətrflı izah tələb edir, 
amma biz bu izahda dayanmayacağıq.

PasKal teoremindəKİ Kİmi, Brianşonun 
da teoremindən tərs teoremi almaq olar və 
onu KonusşəKİlli Kəsiyi ona çəKİlən verilmiş 
beş toxunan əsasında düzəltməK üçün isti
fadə etməK olar.

PROYEKSİYALI HƏNDƏSƏ - BÜTÖV 
HƏNDƏSƏDİR!

BaşlıqdaKi fİKri XIX əsrin ortalarında 
ingilis riyaziyyatçı Artur Keli irəli sürüb. 
Amma sonralar inKİşaf etmiş müasir həndə
sənin topologiya və ümumi Riman həndəsəsi 
Kimi sahələrinə Kelinin cazibədar fİKİrləri 
aid deyil. Buna baxmayaraq, proyeKsiyalı 
həndəsə - həqiqətən EvKİid və çoxlu sayda 
qeyri-evKİid həndəsələrin məzmununu daxil 
edən, nöqtələrin, düz xəttlərin və müstəvi
lərin qarşılıqlı yerləşməsi ilə bağlı olan fi
qurların xassələrini araşdıran “sadə” fən
dir. Axı bu necə mümKÜn ola bilər? Burada 
nə paralellİK, nə perpendİKulyarlıq, nə də 
məsafə yoxdur.

İş orasındadır kİ, yuxarıda sayılan an
layışları proyeKsiyalı həndəsənin vasitəsi ilə 
modelləşdirib daxil etməK olar. Biz bunu bir 
neçə sadə, amma vacib misallarla göstərə- 
cəyİK.

ParalellİKdən başlayaq. ProyeKsiyalı 
müstəvidə hər hansı düz xətti seçəK (xatır
ladaq Kİ, onların hamısı bərabərhüquqlu
dur) və onu qeyri-məxsusi düz xətt elan 
edəK. Qeyri-məxsusi düz xətt üzərində Kəsi
şən İkİ düz xətti paralel adlandıraq. Başqa 
sözlə, müstəvinin tamamlanmasına əks olan 
əməliyyatı icra edəK. Belə üsul ilə müəyyən 
edilmiş paralel düz xətlər bütün lazım olan 
xassələrə malİKdirlər: verilmiş nöqtədən ve
rilmiş düz xəttə paralel olan yalnız bir düz 
xətt KeçirtməK olar, üçüncüsünə paralel 

ŞəkİI 17.

olan hər İkİ düz xətt bir-biri ilə də paralel 
olacaqlar (yuxarıda göstərilmiş 1 və 2-ci 
xassələrdən asanlıqla alına bilər). İndi isə 
biz paraleleloqramlar qura bilərİK, deməli, 
parçanı yarıya bölərİK (şəkİİ 17a), paralel 
Köçürmələri icra edə bilərİK (şəkİİ 176) və 
homotetiyanı (şəkİİ 17c) da göstərə bilərİK.

Bizi EvKİid həndəsəsinə yaxınlaşdıran 
daha bir vacib addım ataq. PasKal teoremi 
proyeKsiyalı həndəsə çərçivəsində Konusşə
Kİlli KəsİKİəri müəyyən etməyə imKan verir. 
Onlardan qeyri-məxsusi düz xətt ilə ortaq 
nöqtələrə malİK olmayan birisini seçəK və 
onu çevrə adlandıraq. Biz bilirİK Kİ, əgər adi 
EvKİid çevrəsinə İkİ toxunan paraleldirlər- 
sə, deməli toxunma nöqtələri - bir diamet- 
rin uclarıdır, yəni, mərKəzlə bir düz xətt 
üzərində yerləşirlər. proyeKsiyalı həndəsədə 
bu xassə belə bir forma alır: əgər verilmiş 
düz xəttin nöqtələrindən KonusşəKİlli Kəsi
yə toxunanlar cütünü çəksək (şəkİİ 18a), 
onda hər cütün toxunma nöqtələrini birləş
dirən düz xətlər bir nöqtədə KəsişəcəKİər. 
Burada düz xətt və KonusşəKİlli kəsİk Kİmi 
bizim seçdiyimiz qeyri-məxsusi düz xətti və 
“çevrəni” götürərəK, onun “diametrlərini” 
və onların O Kəsişmə nöqtəsini quraq (O - 
“çevrənin” “mərKəzidir”). Bununla belə dia- 
metrin, vətərlərin, toxunanların bütün adi 
xassələri ödəniləcəKdir. Məsələn, əgər PQ 
vətəri AB diametrinin uclarından çəKİlmiş 
toxunanlara paraleldirsə (şəkİİ 186), onda 
onun M ortası (bizim tərifimizə görə) 
AB-nin üzərindədir. Adi həndəsədə belə və
tər, elə toxunan Kİmi, diametrə perpendi- 
Kulyardır və bu bizə perpendİKulyarlıq 
anlayışını daxil etməyə imKan verir. Veril
miş çevrəyə paralel Köçürməni və homoteti- 
yanı tətbiq edərəK, biz hər hansı verilmiş 
mərKƏzli və radiuslu çevrə ala bilərİK.
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Amma burada biz dayanacağıq. Təkcə onu 
qeyd edəK Kİ, EvKİid həndəsəsinin bütün bi
nasını addım-addım “proyeKSİyalı Kərpiclər
dən” düzəltməK olar.

Elə bu universal materialdan Lobaçevs
Kİ həndəsəsi və başqa həndəsələr də tİKİlə bi
lər. Məhz bu yolda FelİKS Kleyn “Həndəsə 
və çevrilmələr qrupu” məqaləsində həndəsə
nin təbiəti haqqında danışılmış fundamental 
ideyalara gəlmişdi.

RİYAZİ ANALİZ NƏ DEMƏKDİR?

Riyazi analiz - riyaziyyatın XVII əs
rdə yaranmış bölməsidir. Onun vacib hissə
sini differensial və inteqral hesabı təşKİl 
edir.

İsaaK Nyuton

Riyazi anali
zin yaranmasında 
vacib rolu İsaaK 
Nyuton və Qotfrid 
Vilhelm Leybnis 
oynayıblar. Nyuton 
analizin əsasları 
üzərində daha əv
vəl, 1665-1666-cı 
illərdə işləməyə 
başlayıb. Amma ri
yazi analizə həsr 
olunmuş İİk çap 
olunmuş əsər Ley- 
bnisə məxsusdur 
(1684-cü il).

Məhz Leybnis 
“differensial hesabı” və “inteqral hesabı” 
anlayışlarını daxil etdi. Onlar təəccüb edilə- 
cək dərəcədə dəqiqlİKİə müvafiq nəzəriyyə
ləri təsvir edirlər. “Differencia” sözü latın 
dilində “bölünmə”, “ayrılma”, “xırdalama” 
deməKdir. Differensiallama prosesinin ma

Qotfrid Vilhelm Leybnis

hiyyəti kİçİk bir hissədə funKSİyanı onun 
differensialı ilə əvəz etməKdədir, yəni, onun 
toxunanının bir hissəsi ilə. Əvəz edilən his
səyə Leybnis “sonsuz kİçİk” adı verdi. Ley- 
bnisə görə differensiallama - funKsiyanın 
sonsuz kİçİk hissələrə ayrılmasi deməKdir. 

“Integer” latınca - 
“bütöv” deməKdir; 
inteqrallama - fi
qur, cisimi və s. 
təşKİl edən kİçİk 
elementlərin birləş
dirilmə prosesidir 
(əvvəlcə Leybnis 
“cəmli hesab” anla
yışını təKİif edir
di).

Dərhal Ley- 
bnisin tərəfdarları 
əmələ gəldi, onların 
arasında ən məş
hurları tohann və 
УакоЬ Bernulli idi. 
“Analiz” anlayışına 

İİk dəfə “Sonsuz kİçİk Kəmiyyətlərin anali
zi” (1696-cı il) dərsliyinin başlığında rast 
gəlirİK. Bu dərslİK tohann Bernullinin şa
girdi Qiyom de Lopital tərəfindən yazılmış
dır.

Leybnisin yanaşması həndəsi idi: o əyri 
xətlərə çəKİlmiş toxunanın müəyyənləşdiril- 
məsinin ümumi üsulunu verməK və funKsi- 
yaların qrafİKİəri ilə məhdudlaşmış fiqur
ların sahələrini hesablamağı öyrənməK istə
yirdi. Leybnisin sələfləri qədim dövrün bö
yÜK həndəsə alimləri idi. Arximed fiqur
ların sahə və həcmlərini hesablayaraq - dai
rə, KÜrə, silindr, parabolanın seqmentinin - 
inteqral hesabına lap yaxınlaşdı. Onun fi- 
Kİrlərini XVII əsrdə “bölünməyən ’ (ma

hiyyətinə görə, sonsuz kİçİk olanlar) üsu
lunu yaratmış Bonaventure Kavalyeri inKİ- 
şaf etdirmişdir. Müxtəlif əyri xətlərə çəkİİ- 
miş toxunanları XVII əsrdə Rene DeKart, 
Blez PasKal, Pyer Ferma və Xristian Hyü- 
gens tədqiq edirdilər. Sonuncusu Leybnisə 
xüsusilə güclü təsir göstərdi.

Nyuton analizə müxtəlif proseslərin 
təKamülünü və cisimlərin hərəKətlərini təs
vir etməK ehtiyacından gəldi. O fizİK Kimi 
KİnematİK olaraq düşünürdü: əgər x(t) 
funKsiyası t vaxtına qədər gedilən yolu ve
rirsə, onda bu zaman v(t) sürət anlayışı təbii 
olaraq yaranır. O təxminən AZ çox kİçİk vaxt 
müddətinə cisimin Keçdiyi (x(Z + AZ) - x(Z)) 
yolun AZ nisbətinə bərabərdir, daha dəqiq 
desəK - AZ sıfıra yaxınlaşan zaman, bu nis
bətin limitinə bərabərdir. AZ anında cismin 
sürətini Nyuton x(Z) Kimi göstərdi və flyuK- 
siya adlandırdı (latın, “fluctio” - “axmaq”, 
“saçmaq”). Müasir riyaziyyatda “törəmə” və 
x'(Z) işarələnməsi qəbul olunub, fizİKİər isə 
tez-tez x(Z) simvolundan istifadə edirlər.

Nyutonun 1670-1671-ci illərdə “FlyuK- 
siya metodu və sonsuz sıralar” adlı əsəri 
onun ölümündən sonra 1736-ci ildə çap edil
mişdi. Nyutona görə differensiallanmanın 
mahiyyəti - sürəti yola görə tapmaqdır, 
yəni, x(Z)-ni x (Z)-yə görə; interqallama isə - 
ona tərs olan əməliyyat, yəni, yolun sürətə 
əsasən tapılmasıdır. Başqa sözlə, inteqralla
ma - ən asan differensial tənliyin həllidir: 

x(Z) = n(Z)
Bununla da Nyuton müasir təbiətşü

naslığın təsisçiləri - Qalileo Qalileydən və 
tohann Keplerdən estafeti götürmüşdü.

Nyuton tərə
findən yaradılmış 
riyazi aparat onu 
fundamental Kon
sepsiyaya gətirdi. 
Bu Konsepsiyanı 
alim şifrələnmiş 
şəKİldə anaqramma 
ilə ifadə etdi. Onun 
mahiyyətini bu 
sözlər ilə ifadə et- 
тэк olar: “Dünya 
differensial tənlİK- 
lər ilə idarə edilir”. 
“Natural fəlsəfətohan Kepler
nin riyazi əsasla

rında” (1687-ci il) Nyuton dünyanın mexa- 
nİKİ sistemini təsvir etdi, xüsusi halda, 
ümumdünya Cazibə qanununa əsaslanaraq o 
Kainatda göy cisimlərinin hərəKət qanunla
rını ifadə etdi.

Dünya miqyaslı tanınma və onun səbəb 
olduğu Nyuton KİassİK mexanİKasının inKİ- 
şafı determenizm prinsipinin mövqelərini 
daha da bərKİtdi - əgər dünyanın vəziyyəti 
haqqında hansısa an üzrə tam informasiya 
varsa (əsas məlumatlar Kimi), onda təbiətin 
bütün hadisələrini tamamilə qabaqcadan 
müəyyən etməKdən danışan fəlsəfi prinsip
dir. Belə qabaqcadan görmənin ən sadə 
nümunəsi hansısa cismin [0,T] Kəsiyində 
onun məlum olduğu u(Z) sürətinə əsaslana
raq x(Z) yolunu təsvir etməK imKanıdır. Bu
nun üçün təKcə başlanğıc şərtləri - başlan
ğıc anlarında cisimin vəziyyətini müəyyən 
edən x(0) Koordinatını verməK lazımdır.

Təbiətşünaslıqda və riyaziyyatda gələ- 
cək 300 il müddətində baş vermiş böyÜK nai
liyyətlər Nyuton və Leybnisin böyÜK Kəş
finə əsaslanmışdır. XVIII əsrdə riyazi ana
lizin inKİşafında lohann və YaKob Bernulli 
qardaşları, Leonard Eyler, Jozef Lui Laq- 
ranj, Pyer Simon Laplas və başqaları böyÜK 
rol oynamışdılar. Obrazlı surətdə desəK, 
onlar mümKÜn qədər böyÜK oblastları əhatə 
etməK istəyirdilər, amma artıq olanların 
maKSİmal dərəcədə öyrənilməsi haqqında fi- 
Kİrləşmirdilər. Sonsuz kİçİk və onların cəm
lənməsi haqqında təsəvvürləri, onlar çox 
güman kİ, məntiqi təhlil etməyərəK intuitiv 
başa düşürdülər.

Yalnız XIX əsrdə funKsiya, Kəsilməz- 
İİk, törəmə Kimi anlayışların ciddi tərifləri 
verilmişdi. FunKsiyanın müasir anlayışı
XIX əsrin birinci yarısında NİKOİay İvano- 
viç LobaçevsKİ, Peter Qustav Lejen Dirixle 
və başqaları Kimi məşhur riyaziyyatçıların 
araşdırmalarında ifadə edilmişdi. Törəmə 
funKsiyanın artımının arqumentin artımına 
nisbətinin limiti Kimi müəyyən edilmişdir 
(Ogüsten Koşi); inteqral - inteqral cəminin 
limiti Kimi, yəni, mahiyyətə görə verilmiş 
(inteqrallanan) funKSİyaya yaxınlaşan his
sə-hissə sabit (“pilləli”) funKsiyaların qra- 
fİKİərinin əmələ gətirdiyi sahələrin cəmidir 
(Bernhard Riman). Riyazi təhsil indiyə Kimi 
bu yanaşmalara əsaslanır, baxmayaraq Kİ
XX əsrdə bu yanaşmalar Kifayət qədər inKİ- 
şaf etmişdir. Elə o vaxt “elementar” və “ali”
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riyaziyyat terminləri yarandı (elementar ri
yaziyyat Kimi adətən riyazi təhlildən əvvəl 
yaranmış və mövcud olmuş riyaziyyatı başa 
düşürlər; ali isə limit, törəmə və inteqral 
anlayışlarından başlayır).

XIX əsrin riyazi analizinin ən vacib 
nailiyyətlərindən biri analitİK funKsiyaların 
və Komplexs dəyişənli funKsiyalar nəzəriy
yəsinin yaranması idi.

AnalitİK funKsiyaların nəzəriyyəsi əsa
sən riyazi analiz ilə eyni vaxtda yaranmış sı
ralar nəzəriyyəsinə əsaslanır. Elementar 
funKsiyaların sıralara İİk ayrılışı hələ XVII

əsrdə alınmışdı. Eyler elementar funKsiya- 
ların çoxunu sıralara ayırmağı öyrəndi. Ana
litİK funKsiyalar nəzəriyyəsini Koşi yaratdı.

Riyazi analizin əsaslandığı çox mühüm 
hissələrindən biri olan həndəsə XVIII XIX 
əsrlərdə əsasən, ondan asılı olmayaraq, inxi- 
şaf edirdi. XX əsrdə artıq yeni bir səviyyədə 
riyazi analiz və həndəsənin birləşməsi ge
dirdi. Artıq analizin tətbiq edildiyi oblastlar 
çoxşəKİllidir - bir qayda olaraq əlavə cəbri 
quruluşa malİK olan (hərəKətlər qrupu və s.) 
çoxölçülü fəzalarda yerləşən əyrilər və səth
lər daxildirlər.

SONSUZ ARDICILLIQLAR VƏ CƏMLƏR

ARDICILLIQLAR

Riyaziyyat daim sonsuzluqla iş 
aparır. Xüsəsən də, bu, ali riya
ziyyat üçün xaraKterixdir. Məsə

lən, riyazi analiz ədədlərin sonsuz çoxluq
larını, sonsuz cəmləri və hasillərini, sonsuz 
kİşİk və sonsuz böyüK ədədlərin nisbətini 
öyrənir. Hətta 1, 2, 3, 4... natural ədədlər 
sırası Kimi belə sadə anlayış da sonsuz ob- 
yeKt deməKdir. Natural sıranın Köməyi ilə 
başqa sonsuz obyeKtləri də təsvir edirlər, 
məsələn, ədədlər ardıcıllıqlarını.

Fərz edəK Kİ, hər bir 1, 2, 3, ... n, ... 
natural ədədə hansısa çoxluğun (ədəd, nöq
tə, həndəsi fiqurların və s.) an elementinin 
qarşı qoyulması qaydası göstərilib. O zaman 
deyirlər Kİ, an elementləri ardıcıllığı verilib. 
Onu adətən fiqurlu mötərizələr {ap a2, ...} və 
ya sadəcə {an} Kimi işarə edirlər. an - bu 
ədədlərdir və belə ardıcıllıqları ona görə 
ədədi ardıcıllıqlar adlandırırlar.

ƏDƏDİ ARDICILLIQLAR NECƏ 
VERİLİR

BeləlİKİə, biz deyirdİK, Kİ: “...göstəril
miş qaydaya görə...”. Amma burada qayda 
necə göstərilib? İstənilən qaydada, təKİ, uy
ğunluq birqiymətli olsun, yəni, hər n-ə - öz 
an-i olsun.

Qaydalardan biri - təsviri qaydadır. Biz 
sadəcə hansı elementlərdən və hansı qayda
da ardıcıllıq düzəldiyini göstərirİK. Məsə
lən: “Ardıcıllığın bütün hədləri 1-ə bəra
bərdir”, yəni, ardıcıllıq belə bir {1, 1, 1, ..} 
şəkİə malİKdir. Başqa nümunə: “Ardıcıllıq 
artma sırası ilə bütün sadə ədədlərdən iba
rətdir” və ya {2, 3, 5, 7, 11, ...}. Burada gös
tərilmiş təsvirlər birqiymətlidir, baxmaya
raq Kİ, burada göstərilmiş İKinci halda biz 
bu ardıcıllığın 1000000-cu elementi hansı
dır sualına dərhal cavab verməKdə çətinlİK 
ÇƏKƏrİK.

Ardıcıllıqların daha bir verilmə üsulu 
isə - düsturlu üsuldur. Bu halda bir düstur 
və ya əgər lazımsa bir neçə düstur verirlər 
və onların vasitəsilə verilmiş n-ə görə an-ı 
tapmaq olar. Belə Kİ, {2n - 1} - cüt olmayan

ədədlərin, {n2} - Kvadratların, {2" *}- İKİnin 
qüvvətlərinin, {1} - yuxarıda göstərilmiş va
hidlərin ardıcıllığıdır.

ALQORİTMLİ TƏSVİR EDİLƏN 
ARDICILLIQLAR

Riyaziyyatçılar “təsvir" anlayışını dəqiqələşdirə- 
гэк, “alqoritm” termini ilə əvəz edirlər. Alqoritm veri
lənlərin əsasında axtarılan nəticəyə Keçmə prosesini 
müəyyənləşdirən dəqiq göstərişlərdir. Əgər hər han
sı n üçün a„-i hesabalamaq üçün dəqiq göstərişlər 
verilibsə, onda deyirlər kİ, {a„} ardıcıllığı alqoritmİK 
olaraq təsvir edilib.

Məsələn, sadə ədədlərin ardıcıllığı alqoritmİK 
olaraq təsvir edilib. DeyəK Ki, bizə birinci altı ədəd 
məlumdur: 2, 3, 5, 7, 11, 13, o zaman növbəti sadə 
ədədi biz 13-dən sonra gələn sadə ədədləri araşdıra
raq taparıq: 14 2-yə bölünür - deməli sadə deyil, 15 
isə 3-ə bölünür - o da sadə deyil, 16 yenə də 2-yə 
bölünür, 17 isə verilmiş ədədlərin heç birinə bö
lünmür, deməli o sadədir və s.

V2 ədədin onluq işarələrin ardıcıllığı da alqorit- 
miKdir:

{1,4, 1,4,2, 1,3, 5, 6, 2,...} (*)
(natural ədədlərdən İKincidərəcəli KöKİərin hesablan
ması çox qədim vaxtalardan məlumdur).

Bu isə qeyri-alqoritmiK ardıcıllığın nümunəsidir: 
əgər (*) ardıcıllığında dalbadal gedən sıfırlar ardıcıllığı 
varsa an = 0 və əgər yoxdursa an = 1.

Ardıcıllıqların rexurent verilmə üsulu 
çox geniş yayılıb. Onun mənası bundadır: 
ardıcıllığın birinci p həddləri açıq surətdə 
verilir, başqaları üçün isə əvvəİKİ p həddlə
rini bilərəK an-i tapmaq üçün hansısa üsul 
(məsələn, düstur) göstərilir. BeləlİKİə, ve
rilmiş p hədlərə əsaslanaraq (p + 1) həddini 
tapmaq olar, sonra isə İKinci həddən başla
yaraq (p + 1) ilə başqa hədləri, həmçinin 
(p + 2) və s. hədlərini də tapmaq olar. Üsu
lun “reKurent” adı, yəni “qayıtma” özü üsu
lun mahiyyətindən xəbər verir: növbəti həd
di təyin etməK üçün, biz əwəİKİ p-yə qayıt
malıyıq və onların qiymətlərindən istifadə 
etməliyİK.

Təkcə vahidlərdən ibarət olan ardıcıl
lıq reKurent olaraq, belə təsvir olunur: 
О] = 1 və bütün n> 1 a„+1 - an. Cüt olmayan 
ədədlərin ardıcıllığı isə: a, = 1; an+1 = an + 2; 
n> 1. Kvadratlar ardıcıllığını da reKurent 
üsul ilə verməK asandır: = 1, an+1 = an +
+2n + 1, n > 1. İKİnin qüvvətlərinin ardıcıl-
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lığını belə verməK olar: a, = L a . =2a , 
n > 1.

Biz ardıcıllıqların üç verilmə üsulunu 
gözdən KeçirtdİK. Amma bununla belə, bi
rinci (təsviri) üsulu başqa İKİ üsuldan çox 
vaxt fəqləndirməK olmur. ÇünKİ hər hansı 
bir düstur və həmçinin reKurent düstur da - 
təsviridir. Amma bu üsulu biz başqaların
dan fərqləndirməliyİK, çünKİ elə hallar olur 
Kİ, <z„-nin nə n-dən, nə də p-dən birbaşa ası
lılığını müəyyən etməK olmur. Sadə ədədlə
rin ardıcıllığı belədir.

İndi bir çox gözəl ardıcıllığı araşdıraq.

FİBONAÇÇİ ARDICILLIĞI

Avropalıların bir çox nəsillərinə Leo
nardo Pizanlı (Fibonaççi) hər şeydən əvvəl 
onluq say sistemi ilə tanış edən “АЬака Kita
bının” (1202) müəllifi Kimi məlum idi. İndi 
isə onun adını ev dovşanlarının çoxalması 
haqqında məsələni həll edərKən, onun araş
dırdığı ardıcıllıqla {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 
...} bağlı yada salırlar (bax “Leonarda Pizan- 
lı və onun zəmanəsi” məqaləsinə). Burada 
birinci İkİ ədəd - vahidlərdir, amma qalan
lar isə, onlardan əvvəl gələn İKİ ədədin cəmi
nə bərabərdilər. Bu ardıcıllıq aşağıdaKi re- 
Kurent münasibət ilə verilir:

dZj = 1,

П9 — 1 ,
«n+2 =an+1 + a„(n> 1)

Fibonaççi ədədlərinə riyaziyyatın müx
təlif sahələrində rast gələ bilərİK: Kombina- 
torİKada, həndəsədə, ədədlər nəzəriyyəsin
də, maKsimum və minimum məsələlərində.

Fibonaççi ardıcıllığı üçün an qiymətini 
n vasitəsilə aydın şəKİldə, yəni kİ düstur va
sitəsilə göstərməK olarmı? Bu düsturu gös- 
tərəK.

Bir müddət başlanğıc şərtləri yaddan 
çıxardaq (a, = L a2 = 1) və a„+2 = an+1 + an re- 
Kurent düsturunu ödəyən {çn} şəKİində ardı
cıllığı axtaraq. Niyə məhz {ç"}? Leonard 
Eyler tərəfindən yaradılmış qayıtma ardıcıl
lıqları nəzəriyyəsi bu suala cavab verir. 
Amma onun müzaKİrəsi bu Kitabın çərçivə
sindən Kənara çıxır.

an+2 = an+1 + an düsturunda an-in yerinə 
qn yazaq. Onda biz belə bir tənlİK alarıq:„n+2 „n+l ıq = q + q

9=0 həllini Kənara ataraq, biz tənliyin 
hər İkİ tərəfini qn-ə ixtisar edəK. Bu zaman 
İKİ sıfra bərabər olmayan kökə malİK olan 
q2 = q + 1 İKİncidərəcəli tənlİK alacağıq: 

ı + Vö ı-Vö
9, = və q2 = —

Onlardan birincisi məşhur ф Fidiy ədə
dinə bərabərdir (bax “Fidiy ədədləri və qızıl 
kəsİk” məqaləsinə). Viet teoreminə görə 
9,92 = onda İKİnci ədəd l/ф = -ıp, burada 
Ф - Fidiyin İKİnci ədədidir.

BeləlİKİə, an+2 = an+1 + an tənliyini ödə
yən İkİ {g1n} və {q2n} ardıcıllıqları tapılıb. 
Bundan başqa birbaşa yerinə qoymaqla görə- 
rİK Kİ, hər hansı:

{c1qi + c2q2 }
şəKİində ardıcıllıq da bu tənliyi ödəyir. De
məli, elə c, və c2 tapmaq olar kİ, ardıcıllığın 
birinci İkİ həddi 1-ə bərabər olsun. Bu za
man o Fibonaççi ardıcıllığı ilə üst-üstə dü
şər.

= 1 və a2 - 1 olduğunu nəzərə alaraq, 
biz belə tənlİKİər sistemini alırıq:

W, + c2q2 = 1,
I , 4 yaxud
cı9ı + c2q2 = ı»

Bu sistem İKİ naməlum hədd ilə xətti
tənlİKİərdən ibarətdir. Bu naməlum hədlər 
asanlıqla müəyyən edilir: c, = l/Vö və

NƏRDİVANLA NEÇƏ ÜSUL İLƏ QALXMAQ 
OLAR?

Nərdivanla necə qalxdığınızı yada salın: ya hər 
pillƏKənə ayaq basmaq ilə, ya da bir pillənin üstün
dən керэгэк. Və neçə üsul ilə biz nərdivanla qalxa bi
lərin? Bir pilləli nərdivan üçün yeganə üsul var, 
iKipilləli nərdivan üçün isə inidir: ya hər pilləyə ayaq 
basmaq ilə ya da dərhal axırıncıya qalxmaqla.

л-ninci pilləyə neçə “yol” aparır? Onların sayını b 
nimi göstərən. Aydındır ni, n-nıncı pilləyə ya(n-1)-ci 
pillədən qalxaraq, ya da dərhal (n - 2)-dən qalxaraq. 
Tərifə uyğun olaraq (n-1)-ə qalxmaq üçün üsulların 
Şayıbn_1,(n-2)-yə isə-bn 2. Deməli bn =bn ,+bn_2. 
İndi aydındır: bn ədədi Fibonaççi ardıcıllığının 
(n + 1)-ci həddinə bərabərdir.

c, =-l/Vö. Nəticədə tapırıq Kİ, Fibonaççi 
ardıcıllığının n-ci həddinin onun sıra nöm
rəsindən asılılığı aşağıdaKi düstur ilə ifadə 
olunur:

ı fı + VsY 'ı-VsY
(*)

Təəccüblü deyilmi: təKcə natural ədəd
lərdən ibarət olan ardıcıllığı ifadə edən 
düsturda İKİncidərəcəli KÖKİər iştiraK edir
lər! Bir neçə birinci n üçün “əl ilə” yoxlamaq 
arzusundan özünü az adam saxlaya bilir.

a„-in n vasitəsilə ifadəsi bizə çox şey 
verir. Qeyd edəK Kİ, (1 - Vö^ /2 mütləq qiy

mətinə görə 1-dən KİçİKdir və ona görə onu 
dərəcəyə yÜKSəldəndən sonra n-in artırılma
sı ilə ədədlər KİçiləcəKİər. Artıq n -15, 
Kvadrat mötərizələrdə İKİnci toplanan 
1 /1000-dən KİçİKdir, n = 30 isə 
1/1000000-dən KİçİKdir. Ona görə biz deyə 
dilərİK Kİ, Fibonaççi ardıcıllığının hədləri 
özünü ф" /\İ5 Kimi aparırlar, yəni, hər növ
bəti toplanan əwəİKİndən ф dəfə böyÜKdür 
(həmçinin n nə qədər böyÜKdürsə, o qədər də 
dəqiqdir).

özünüz başqa {ajardıcıllığını araşdır
mağa çalışın, hansında Kİ a, - 0, a2 = 1 və 
hər bir həddi üçüncüdən başlayaraq cəmə 
bərabər yox, əvvəİKİ İKİ həddin cəminin ya
rısına bərabərdir. an-i n vasitəsilə ifadə edə 
bilərsinizmi? Xeyir-duanın yerinə biz deyə 
bilərİK Kİ, burada radİKal olmayacaq.

ARDICILLIQLARIN XASSƏLƏRİ

Əgər bütün n-lər üçün an+1 > an və ya 
anU < an olarsa, ardıcıllığı monoton ad
landırılır. Birinci halda monoton azalma
yan, İKİnci halda isə - monoton artmayan 
ardıcıllıqdır. Əgər bütün n-lər üçün an+i > an 
və ya an,ı < an onda deyirlər Kİ, {a„} ardıcıl
lığı ciddi monotondur (birinci halda artır, 
İKİnci halda isə azalır).

Əgər ardıcıllığın bütün hədləri üçün 
c < an < C bərabərsizliyini ödəyən c və C 
ədədləri mövcuddursa, onda {a„} ardıcıllığı 
məhdud adlandırılır.

Əgər ardıcıllığın bütün hədləri üçün 
an < C bərabərsizliyini ödəyən C ədədi var

sa, onda belə ardıcıllıq yuxarıdan məhdud 
adlandırılır.

Əgər ardıcıllığın bütün hədləri üçün 
an > c bərabərsizliyini ödəyən c ədədi varsa, 
onda belə ardıcıllıq aşağıdan məhdud adlan
dırılır.

BeləlİKİə, əgər deyirlər Kİ, ardıcıllıq 
məhduddursa, onda o həm yuxarıdan, həm 
də aşağıdan məhdudlaşıb.

Əgər hər hansı n-dən başlayaraq elə na
tural T ədədi mövcuddursa, ar = an+T bəra
bərliyi ödənilir, onda bu ardıcıllıq periodiK 
və ya dövri, T isə - onun periodunun uzun
luğu adlanır. Ən asan hal - ardıcıllığın 
bütün hədləri eyni olandır. Misal üçün va
hidlərdən (burada T=l) təşKİl olunmuş ardı
cıllığı göstərməK olar. {(-1)"} ardıcıllığı, 
yəni, {-İ, L- LL---} T = 2 periodu ilə perio- 
dİKdir. n-in 5-ə bölünməsindən alınan qalıq
lardan təşKİl olunmuş ardıcıllıq - belə gös
tərilir: {1, 2, 3, 4, 0, 1, 2, 3, 4, 0, ...} və pe- 
riodun uzunluğu isə T=5.

Yuxarıda göstərilmiş ardıcıllıqlara qa
yıdaq. Təkcə vahidlərdən təşKİl olunmuş ar
dıcıllıq, qeyd etdiyimiz Kimi, periodİKdir və 
həmçinin monoton olaraq nə artmır, nə də 
monoton azalmır və ondan başqa, məhdud
dur.

Natural ədədlərin ardıcıllığı isə mono
tondur (artan), aşağıdan məhduddur, yuxa
rıdan məhdudlaşmayıb və periodiK deyil. 
Eyni sözlər sadə ədədlərin ardıcıllığına da 
aiddir.

Sərbəst araşdırma üçün verilən at = 0, 
a2 = 1 və üçüncüdən başlayaraq hər bir həddi 
əvvəİKİ İKİsinin cəminin yarısına bərabər 
olan ardıcıllıq məhduddur (çünKİ onun bü
tün hədləri artıq əvvəldən 0 və 1 arasında
dırlar), amma monoton və periodiK deyil. 
Buna əmin olmaq üçün, biz an-i n vasitəsilə 
ifadə etməliyİK. öz cavabınızı yoxlaya bilər
siniz:

Monotonluq, məhdud və periodİKİİK 
anlayışlardan istifadə edərəK ardıcıllıqların 
çoxlu asan xassələrini təsvir edə bilərİK. On
lardan bir neçəsi bunlardır.

Əgər {a„} ardıcıllığı monoton artandır- 
sa, onda {-aj ardıcıllığı monoton azalandır 
və tərsinə. Oxşar qaydada, əgər {an} ardıcıl-
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lığı monoton artan deyilsə, onda {-a,,} ardı
cıllığı monoton azalan deyil və tərsinə.

Monoton artan ardıcıllıq aşağıdan 
məhduddur, monoton azalan ardıcıllıq isə 
yuxarıdan.

Monoton artan və ya monoton azalan 
ardıcıllıqlar periodİK ola bilməz.

PeriodİK (dövri) ardıcıllıq həmişə məh
duddur.

* * A

BeləlİKİə, məşhur “Əhatə edilməyəni 
əhatə etməx mümKÜn deyil” Kəlamına təK- 
zib Kİmi göstərdİK kİ, biz təKcə sonsuz ədədi 
ardıcıllıq Kimi “əhatə olunmayan” obyeKtlə- 
ri verməyi öyrəndİK, həmçinin biz onların 
bir neçə qrupunu seçdİK və bundan başqa 
onların bir neçə əlahiddə xassələrini də təs
vir etdİK. Amma sonsuzluğun təbiətinin ba
şa düşülməsində həqiqi inqilab limit anla
yışı ilə bağlıdır (bax “Ardıcıllığın limiti” 
məqaləsinə).

ƏDƏDİ VƏ HƏNDƏSİ SİLSİLƏLƏR

ƏDƏDİ SİLSİLƏ

AşağıdaKi reKurent üsulu ilə müəyyən 
edilmiş {an} ardıcıllığına baxaq. Verilib: a1 
və hər bir n £ 1 üçün an+1 = an + d doğru
dur, burada d hansısa verilmiş ədəddir. Baş
qa sözlə, ardıcıllığın birinci həddi məlum
dur, amma hər növbəti həddi isə əvvəİKİn- 
dən eyni bir ədəd qədər böyÜKdür.

a„-nin n vasitəsilə aşKar (düsturlu) ifa
dəsini tapmaq asandır. Növbəti elementə Ke
çəndə onun qiyməti əvvəİKİnə nəzərən d 
ədədi qədər artır. Birinci həddən n-ci həddə 
çatmaq üçün biz n - 1 sayda belə Keçidlər et- 
məliyİK, və bunun nəticəsində an, ardən 
(n - l)d qədər böyÜKdür, yəni:

an = a, + (n - l)d
Bizim qurduğumuz ardıcıllıq ədədi sil

silə adlandırılır, d isə - ədədi silsiləsinin 
fərqidir.

Yeni anlayışa rast gələn Kİmi, onun 
mənşəyi haqqında öyrənməK istəyirsən. Ni
yə məhz silsilə? Niyə məhz ədədi?

Birinci suala cavab aydındır. Belə ardı
cıllığın hədləri həmişə eyni d ədədi ilə “ço
xalırlar”, yəni Kİ, ya daha da yÜKSəKİərə 

qalxaraq (əgər d > 0), ya da daha da aşağı 
епэгэк (d < 0) artırlar (axırıncı silsilə “req- 
ressiyaya” oxşayır, amma belə bir termin iş
lənmir). Əlbəttə kİ, belə bir d - 0 “cırlaş- 
mış” halı da mümKÜndür. Bu artıq eyni 
ədədlərdən “hərəKətsiz” bir ardıcıllıq ola
caq.

Bu ardıcıllıq ona görə ədədi adlandırı
lıb Kİ, bu ardıcıllığın hər bir həddi (birinci
dən başqa), ona qonşu olanların (ondan əv- 
vəİKİnin və ondan sonraKinın) ədədi ortası
na bərabərdir. Gəlin buna əmin olaq. Biz ar
dıcıllığın üç ardıcıl həddini götürəK, mə
sələn, an j, an və an+1 (burada n > 2). Ədədi 
silsilənin qaydalarına görə:

an = «n-l + d >

an+ı =aB + d, 
buradan

ün ~ an+l ~ d 
birinci və üçüncü bərabərlİKİəri toplayaraq, 
alırıq:

2an = an-ı + an+ı V ya an = ~2 
Elə bunu da isbat etməK lazım idi. 
Həmçinin onun tərsi də düzdür: əgər 

ardıcıllığın hər həddi, birincidən başqa öz 
İKİ qonşusunun ədədi ortasına bərabərdirsə, 
onda belə ardıcıllıq ədədi silsilə adlanır. 
Bunu isbat etməK çətin deyil və bunun üçün 
n-ə görə tam riyazi induKsiya üsulundan is
tifadə etməK daha məqsədəuyğundur (bax 
“Riyazi induKsiya üsulu” məqaləsinə). Belə- 
İİkİə, tutaq Kİ, hansısa {aj ardıcıllığı göstə
rilmiş xassələrə malİKdir. Onun İKİnci və 
birinci həddləri arasında fərqi d ilə göstə- 
гэк, yəni a2- a, = dvəyaa2 = aI+d. Tutaq 
Kİ, bütün n-lər üçün 2-dən к-уа Kİmi, an da
xil edilməKİə, an rdən eyni d qədər böyÜK
dür:

- ak_, + d
Əmin olaq Kİ, n - k + 1 üçün də bu ifadə 

düzdür. ак-- ак_г və ak+l üçün ədədi orta oldu
ğundan:

„ _ ak-l +** k •2
Onda

ak+ı = 2ua - akl = ak + (a, - a^) = ak + d 
İnduKsiyanın tələbi yerinə yetirilib və 

ona görə göstərilmiş ardıcıllıq həqiqətən də 
ədədi silsilədir.

an-nin n ilə ifadə olunmuş aşKar ifadə
sini istifadə edərəK, biz asanlıqla ədədi silsi
lənin aşağıdaKi xassəsini isbat edə bilərİK: 
əgər i, j, к, l natural ədədləri elədirlər Kİ, 
i+ j - k + l, onda at + a. = ak + at. Buna 
əmin olmaq üçün an = ax + (n - l)d ifadəsi
nə n-ni i, j, к, l ilə əvəz etməK Kifayətdir, 
sonra isə toplayıb, mötərizələri açıb və son
ra isə nəticələri yoxlamaq qalır. Buradan biz 
belə bir nəticəyə gələ bilərİK kİ, əgər ədədi 
silsilənin yalnız İİk n həddlərini gözdən ке- 
çirtsəK, onda uclardan eyni məsafələrdə yer
ləşən hədlərin cəmləri bərabər ola- çaqlar:

ai + an = °2 + an-l ~ u + On-2 =
=...= 2a1 + (n - l)d

Axırıncı bərabərlİK ədədi silsilənin İİk 
n həddinin cəmini hesablamağa imKan ve

rir: S„ = aj + a2 +...+ anl + an
Deyirlər Kİ, alman riyaziyyatçısı Karl 

Fridrix Qauss hələ məKtəbli olarKən 1-dən 
100-ə Kİmi bütün natural ədədlərin cəmini 
tapa bilirdi. O gördü Kİ, uclardan eyni məsa
fədə yerləşən ədədlərin cəmləri bərabərdir
lər:

1 + 100 = 2 + 99 = 3 + 98 =...= 50 + 51 = 101
Ümumi şəKİldə ədədlərin 50 cütü alı

nır və hər cütün cəmi 101-dir, ona görə 
ümumi cəmi isə 50-101 = 5050-dir. Həqiqə
tən də, natural ədədlərin ardıcıllığı ədədi 
silsilədir. Burada at = 1 və d - 1. Qauss top
lananların cüt sayını araşdırırdı və ona 
görə, o onları cüt-cüt bölə bildi. Bizdə isə n 
— hər hansı natural ədəddir. Ola bilərmi Kİ, 
biz cüt və təK n hallarını ayrıca gözdən Keçi
rəK? Xeyr, biz başqa cür edəcəyİK. Daha bir 
belə cəm götürəK, amma toplananları tərs 
ardıcıllıq ilə yazaq:

Sn =an + an_! +...+ a2 + a,
Sonra isə biz hədbəhəd bizə verilmiş 

cəm ilə toplayaq, bununla belə toplananları 
cüt-cüt qruplaşdıraq. Nəticədə:

2S„ = (aı + an) + (a2 + an ı) + ••• + 

+ (A-ı + аг) + (ал + aı)
Hər mötərizədə silsilənin uclarından 

eyni məsafədə yerləşən hədlərin cəmidir, 
hansı Kİ, biz bildiyimiz Kİmi 2flj + (n - l)d-yə 
bərabərdir. Belə cəmlərin sayı n-dir və ona 
görə:
2Sn = n(2a1 + (n - l)d) = 2nax + n(n - l)d

Buradan isə

SAHİBKAR VƏ İŞÇİ

Belə bir məsələni gözdən KeçirəK. SahibKar işçi
ni bir həftəyə (bazar ertəsindən bazar gününə Kİmi) 
işə götürüb. Və hər gün eyni miqdarda o onun этэк 
haqqını artırır. Əgər cümə axşamı işçi 3 manat alıbsa, 
o cəmi nə qədər pul alıb?

Bu məsələdə biz ədədi silsiləsini görürÜK, amma 
sanxi verilənlər azdır. Bizə təKcə hədlərin sayı n = 7 
və dördüncü həddin qiyməti a„ = 3 məlumdur. Silsi
lənin fərqini və ya birinci həddini bilsə idiK, onda biz 
asanlıqla nə tələb olduğunu müəyyən edərdiK. Am
ma...

Və hər halda bu məsələni həll etməyə çalışaq. 
Tutaq Ki, a - silsilənin birinci həddidir, d isə - fərqidir. 
Hər günə görə gəliri cədvəl şəKİlində göstərəK:

Həftə ərzində işçi 7a + 21d = 7(a + 3d) qazanıb. 
Amma a+3d bu cümə axşamına görə qazancdır, 
yəni kİ 3 manat. Deməli işçi ümumi olaraq 21 manat 
qazanıb.

Başqa bir üsul da var. Həftə ərzində этэк haqqı 
- ədədi silsilənin İİK hədlərinin tƏK sayların cəmidir. 
Qeyd edəK kİ, əgər 7 həddin cəmini tapmaq lazımdır
sa, onda 4-cü ədəd ortadır. Ona görə bu düsturdan 
istifadə edəx:

= na,,
Burada n = 2k -1. BeləlİKİə, həftə ərzində ümumi 

этэк haqqı 7at = 7 • 3 = 21.

B.e. C.a. C. C.a C.
—------

S. B.

a a+d a+2d a+3d a+4d a+5d a+6d

= nax +
n(n - l)d

2~ (*)
BeləlİKİə ədədi silsilənin İİK n həddinin 

cəmi birinci hədd və fərqin vasitəsilə ifadə 
edilir.

Diqqət edin Kİ, ədədi silsilə özü n-ə 
mütənasib olaraq artır, onun birinci n həd
lərinin cəmi isə - daha da tez, təxminən n2/2
Kİmi və bu təsadüf deyil, bu inteqral hesabı
nın “uzaq ƏKS-sədasıdır” (bax “İnteqral və 
ibtidai funKsiya” məqaləsinə).

İndi isə ədədi silsilənin İİk n hədlərinin 
cəmi üçün ifadəni tapaq, əgər bizə yalnız bi
rinci və sonuncu hədlər məlumdursa; yəni, 
аг və an. Daha bir bərabərliyi araşdıraq:

2S„ = (öj + an) + (a2 + an_t) +... +

+(u„_ı +а2) + (ап + Uı).
Hər bir mötərizədə cəmlər bərabərdir

lər, deməli:
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2Sn = п(аг +an), 
s _ 4«ı + aə

2
(**)

Nəhayət biz Sn üçün daha da sadə bir 
ifadə verəK, baxmayaraq Kİ o təKcə təK n-lər 
üçün yararlıdır, yəni Kİ n = 2/г - 1. Bununla 
belə 1 + n = 1 + (2k - 1) - 2k = k + k, və yu
xarıda göstərilmiş ədədi silsiləsinin xassələ
rinə görə:

«ı + a„ = e* + <4 = 2ak.
Ona görə:

„ n(aı + e») n 2a* 
" 2 ~ ~2

Və nəhayət Kİ:
S„ = nak (***)

Ədədi silsiləsinin xassələrini bilməyi
miz bizə müxtəlif məsələləri həll etməyə im- 
кап verir. Məsələn, ixtiyari n üçün İİk n na
tural həddlərin cəmlərini (*) və ya (**)-dan 
istifadə edərəK tapmaq olar.

Bu halda İKİnci düstur daha rahatdır, 
çünKİ birinci və axırıncı toplananlar bizə 
məlumdur (onlar uyğun olaraq 1 və n-ə bə
rabərdirlər) və toplananların ümumi sayı 
n-ə bərabərdir. Deməli:

1 + 2 +... +
л(п + 1)

2
Bu düstur sadə həndəsi izaha malİKdir 

(şəkİİ 1).

ŞəkİI 1.

Əgər bizə İİk n təK natural ədədlərin 
cəmini hesablamaq lazımdırsa, yəni Kİ 
1+3+5+... (cəmi n toplananlardır)? Burada
(*) düsturundan istifadə etməK olar. Ax
tarılan cəm buna bərabər olur:

Düz deyilmi, təəccüblüdür: İİk n təK 
ədədlərin cəmi dəqiqlİKİə onların sayının 
Kvadratına bərabərdir! Belə təsadüflər onlar 
üçün izah tapmayana qədər saKİt olmağa

йпкап vermir. 2-ci şəkİə baxın: n x n Kvad
ratı qnomon adlandırılan n bucaqdan ibarət
dir. Qnomonların sahələri artma ardıcıllı
ğında təK ədədlərin ardıcıllığını təşKİl edir, 
yəni 1 + 3 + 5 +... + 2n - 1 = n2.

HƏNDƏSİ SİLSİLƏ

Belə üsul ilə müəyyən edilmiş {an} ardı
cıllığını gözdən KeçirəK: öj verilib və bütün 
n> 1 üçün an+l - anq bərabərliyi doğrudur, 
burada q sıfra bərabər olmayan hər hansı ve
rilmiş ədəddir. Başqa sözlə, ardıcıllığın bi
rinci həddi məlumdur, qalanları isə əvvəİKİ 
həddən eyni ədəd dəfə böyÜKdürlər. Belə ar
dıcıllıq həndəsi silsilə adlandırılır, q isə 
həndəsi silsilənin vuruğudur.

Şotland riyaziyyatçısı Jon Neperə belə 
bir fİKİr gəldi Kİ, əgər toplama və çıxmanı, 
uyğun olaraq, vurma və bölmə ilə, vurma və 
bölməni isə - qüvvətə yÜKSəltməK və кокйп 
çıxarılması ilə əvəz etsəK biz ədədi silsilənin 
xassələrindən həndəsi silsilənin oxşar xas
sələrinə Keçə bilərİK. Belə bir əvəzetmədən 
sonra isə təKcə xassələrin ifadələrindən baş
qa, həm də onların isbatları da qalır (deməK 
lazımdır kİ, riyaziyyatçılar yeni məsələləri 
artıq həll edilmiş məsələlərə gətirməyi se
virlər)!

Neperin prinsiplərini prantİKada yox
layaq. Xatırladaq Kİ, ədədi silsilənin hər bir 
həddi onunla qonşu olan həddlərin - ondan 
əvvəldə gələnin və ondan sonraKinın - ədədi 
ortasıdır. Deməli həndəsi silsilənin hər bir 

həddi öz “qonşularının” (əgər silsilənin 
bütün həddləri müsbətdilərsə) həndəsi orta 
qiymətinə bərabər olmalıdır. İsbat üçün üç 
ardıcıl həddi götürəK an_1,an və a,1+1(n > 2). 
Həndəsi silsilənin qaydalarına görə:

an = an-lQ ’
an+l ~ an4 ’

buradan isə

Əgər birinci və üçüncü bərabərlİKİəri 
bir-birinə vursaq, onda:

CL — л a id i n V n-1 n+1
alarıq. Elə bunu da isbat etməK lazım idi.

Əgər ədədi əməliyyatları Neper qayda
larına uyğun olaraq əvəz etsəK, onda bu is
bat tamamilə ədədi silsilə üçün isbat ilə 
üst-üstə düşər. Elə bu eynilİKİə tərs teore
min isbatına da aiddir: əgər ardıcıllığın 
İKİncidən başlayaraq hər bir həddi ondan əv
vəl və sonra gələnlərin həndəsi orta qiyməti- 
dirsə, onda bu ardıcıllıq həndəsi silsilə 
olacaq.

İndi isə ədədi silsilənin xassələrini ya
da salaq və onları toplama, vurma və çıxma 
dilindən vurma, bölmə və qüvvətə ədədi sil
silədə yÜKsəltmə dilinə KeçirəK.

an = ai + (n - 1)^ ’ 
deməli, həndəsi silsilədə:

a„ = axqn
(n - l)d ifadəsinə qn 1 ifadəsi uyğun

dur, tərsi deyil, yəni Kİ (n-1)' deyil. Bu 
onunla izah olunur Kİ, burada biz ari n - 1 
dəfə g-yə vururuq (elə ədədi silsilədəKİ 
Kİmi, агэ biz n - 1 dəfə d-ni əlavə edirdİK). 
Vurmanı qüvvətə yÜKsəltmə ilə əvəz edəndə 
belə təfərrüatları bilməK lazımdır.

Ədədi silsilənin aşağıdam xassəsini 
“tərcümə edirİK”: əgər i, j, к, l natural ədəd
ləri elədirlər Kİ, i + i = k + l, onda:

at + a = ak + a(
Həndəsi silsilə üçün oxşar xassə belə 

ifadə olunur: əgər i, j, к, l natural ədədlər 
elədirlər Kİ, i + j = k + l, onda

= OhOı
Ədədi silsilənin cəmi üçün bizdə üç 

düstur var idi. Onların hərəsi üçün “həndə
si” oxşarı tapmaq çətin deyil, əgər biz Sn 

Sn cəmi yerinə həndəsi silsilənin İİk n 
hədlərinin Pn hasilini götürsəK, nəticə belə 
alınacaq:

pn =a}q 2 , Pn = (a1an)2, Pn = akn 
burada n = 2k - 1. Bütün bu düsturlar doğ
rudur.

Həndəsi silsilənin hədlərinin cəmi 
üçün:

Sn = Oj + o2 +•••+ , =
= öj + alq +... + alqn'2 + axqn ' 

bizdə düstur hələ yoxdur. Belə bir cəm düs
turu toplamanın və qüvvətə yÜKSəltmənin 
hibridini təşKİl edir. Bu ifadəni asanlaşdır
mağa çalışaq. Dərhal biz görürÜK Kİ, qiy
mətini mötərizə xaricinə çıxartmaq olar:

Sn = aı(l + 9 +••• + 2 + <T
indi isə bir hiyləgərlİK edəK: ar-i sol tə

rəfə KeçirəK (bizə manə olmasın) və sonra 
isə hər İkİ tərəfi 1- g-yə vuraq:

(l_2;)+ = (ı_g)(ı + ç+...+ ,
aı
Sağ tərəfdə mötərizələri açaq, əvvəlcə 

vahidi hədbəhədd İKİnci mötərizənin topla
nanlarına vuraraq, sonra isə onları -g-yə 
vursaq, alarıq:

1 + ç +...+ qn~2 + g"-1 - q- q2 -...-qn~l - qn
Sevinə-sevinə əmin oluruq Kİ, yazılmış 

2n toplananlarının arasında əks işarəli həd
lərin islahı baş verir, məhz: q, -q ilə birlİK- 
də yox olurlar, g2, -g2 ilə birlİKdə və s., və 
qn 1 və -gn l Kİmi. Bəs nə qalır?

Yalnız İkİ toplanan - birinci və axı
rıncı, yəni Kİ 1 - g" qaldılar. BeləlİKİə:

«1
Buradan isə

g,(g--l)

1-9 9-1
Daha bir təfərrüatı qeyd edən: ç=l 

olanda, düsturu ayrıca çıxartmaq lazımdır. 
Bu çox asandır. ÇünKİ, əgər g = 1 olarsa, 
onda aj = a2 =... an^ = an və ona görə 
Sn =alru

Həndəsi silsilələrə məsələlərdə ədədi 
silsilələrdən az olmayaraq rast gəlinir. Belə 
Kİ, məşhur Fibonaççi ardıcıllığı (bax “Ar
dıcıllıqlar” məqaləsinə) İkİ həndəsi silsilə
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nin cəmidir. Və indi isə onun İİk n həddinin 
cəmini tapmaq yalnız texnİKanın işidir.

ARDICILLIĞIN LİMİTİ

Limit anlayışı - elementar riyaziyyat
dan ali riyaziyyata açılan Kandardır. DeməK 
olar Kİ, hamı limit anlayışının özü üçün in
tuitiv təsvirini yarada bilər, baxmayaraq Kİ, 
onun ciddi tərifi hamıya çətin gəlir.

Nümunədən başlayaq. {1/n} ardıcıllığı
nı gözdən KeçirəK. Bu ardıcıllığın hər bir 
həddi, İKİncidən başlayaraq əwəİKİ hədd ilə 
sonraKi həddin orta harmonİK qiymətidir, 
ona görə bu ardıcıllığı harmonİK adlandırır
lar. Xatırladaq Kİ, c ədədi a və b ədədlərin 
orta harmonİK qiymətidir, əgər c = və 

a + b
ya - = - — + - . Diqqət yetirin: n-nin art- 

c 2 a b)
ması ilə harmonİK ardıcıllığın hədləri aza
lırlar və durmadan sıfıra yaxınlaşırlar. 
Həqiqətən, n=1000-dən başlayaraq hər növ
bəti hədd sıfırdan 1/1000-dən çox olmaya
raq fərqlənir, n=1000000-dan başlayaraq - 
artıq 1/1000000-dan çox olmayaraq fərqlə
nir. Və ümumiyyətlə biz hansı “mİKroədəd” 
seçsəK, belə bir hədd tapılacaq Kİ, o sıfırdan 
elə bu “mİKroədəddən” çox olmayaraq fərq- 
lənəcəK. Belə halda deyirlər Kİ, n sonsuzlu
ğa yaxınlaşmaq şərti ilə, verilmiş ardıcıllıq 
yığılır və onun limiti sıfırdır. Bu belə yazı
lır:

lim 1/n = 0

Burada lim - latın, limes sözünün bi
rinci hərfləridir - “limit”, oo işarəsi ilə adə
tən sonsuzluğu göstərirlər.

İndi isə başqa ardıcıllığı götürəK: onun 
birinci elementi 0, İKİncisi 1 və hər bir növ
bəti elementi isə İkİ ondan əvvəldə gələn həd
lərin cəminin yarısına bərabərdir. Göstər- 
тэк olar kİ (bax “Ardıcıllıqlar” məqaləsinə):

a

Baxmayaraq Kİ
(-2)'

Kəsri ardıcıllıq

la ya müsbət, ya da mənfi qiymətlər alır, o 
da n-nin artması ilə sıfıra yaxınlaşır və hət
ta 1/n-dən tez yaxınlaşır. Ona görə Kvadrat 

mötərizədəKİ ifadə birə yaxınlaşır, an-in 
qiyməti isə - 2/3-yə. Deməli, axtarılan limit 
lim an = 2/3.

Limitlərdən danışarKən belə bir çox gö
zəl ardıcıllıq haqqında xatırlatmamaq 
olmaz:

-T • nj
Onun limiti varmı?
Ardıcıllığın hər bir növbəti həddi 

1+1/n-ə bərabər olan əsasın n qüvvətinə 
yÜKSəltməK ilə alınır, n-nin artması ilə əsası 
birə yaxınlaşır və o hər hansı qüvvətdə birə 
bərabər olaraq qalır. Ona görə, bir tərəfdən 
ona oxşayır kİ, ardıcıllığın hədləri 1-ə ya
xınlaşır. Amma başqa tərəfdən baxsaq, gö- 
rürÜK Kİ, n-nin böyÜK olmasına baxma
yaraq, əsas daima ən azı bir az 1-dən bö- 
yÜKdür. Qüvvətin göstəricisi qeyri-məhdud 
surətdə artdığından, a„-nin qiyməti də qey
ri-məhdud artmalıdır. ParadoKS?

Xeyr, yalnız paradoKS illüziyasıdır. 
Burada biz İkİ faKtorla, İkİ “qüvvə” ilə rast
laşırıq: birə yaxınlaşan əsas ilə və qeyri- 
məhdud artan qüvvətin göstəricisi ilə. Bu 
qüvvələrdən hər birisi öz tərəfinə dartır. 
Onlardan hansı çəkəcək?

Buna cavab bir neçə yüz il əvvəl tapıl
mışdır. Məlum oldu Kİ, mübarizə edən tərəf
lər Kompromisə gəldilər. Baxmayaraq Kİ, 
ardıcıllıq monoton artır, amma bununla belə 
məşhur Eyler ədədinə e=2,71828... bərabər 
olan limitə malİKdir (bax “e ədədi” məqaləsi
nə).

LİMİTİN İNTUİTİV ANLAYIŞINDAN 
CİDDİ ANLAYIŞINA

Tutaq Kİ, bizə {a„} ardıcıllığı verilib və 
onun limiti A-ya bərabərdir. İntuitiv olaraq 
biz başa düşürÜK bu nədir: n-in artması ilə 
ardıcıllığın hədləri A ədədinə daha da yaxın
laşırlar. Bəziləri isə A ilə üst-üstə düşə bi
lərlər! Təbii Kİ, bu yaxınlıq an və A arasında 
fərq ilə bağlıdır, yəni Kİ an - A. Və ya ola bi
lər kİ, A - ал?

Amma qeyd edəK Kİ, an - A və A - an 
fərqləri təKcə işarə ilə fərqlənirlər, onların 
mütləq qiymətləri bərabərdirlər. Məhz elə 
bu qiymət ədədlər arasında yaxınlıq meyarı
dır. Gəlin məhz mütləq qiymətlər ilə işlə- 
уэк. Bunun üçün biz təKcə fərqimizi 

(İKİsindən hər hansı) İkİ tərəfdən mütləq 
qiymətin işarəsi ilə əhatə edəK: |a„ -A| . Və 
n-in artması ardıcıllığın hədlərinin A yaxın
laşması faKtını belə ifadə etməK olar: n-in 
artması ilə |a„ - A| ifadəsi sıfıra daha da ya
xınlaşır.

“Sıfıra daha da yaxınlaşır” sözlərini 
necə başa düşməK olar? Asan yolu budur: 
n-in artması ilə \an - A| ifadəsi hər hansı əv
vəlcədən verilmiş e müsbət ədədindən kİçİk 
olacaq, o, nə qədər kİçİk olsa da, məsələn, 
deyəK Kİ, 8=0,00001, onda bütün n £ N 
üçün elə bir N mövcud olmalıdır Kİ 
\a -A|<0,00001 bərabərsiziliyi doğru ol
sun. Yoxladıq - və bunun belə olduğuna 
əmin olduq. Başqa e verəK, daha da kİçİk, 
məsələn, 0,00000000001. Onun üçün də 
müvafiq N tapılmalıdır.

Nəhayət Kİ, biz çalışıb isbat edə bilərİK 
Kİ, N-nin belə başlanğıc qiyməti ümumiy
yətlə ixtiyari seçilmiş kİçİk müsbət e üçün 
tapılar. Əgər biz bunu edə bildİKSƏ, onda 
A-nın {an} ardıcıllığının limiti olması isbat 
edildi.

İndi isə ardıcıllığın ciddi surətdə veril
miş tərifini göstərəK:

S Əgər istənilən e>0 üçün, elə yalnız 
E-dan asılı N ədədi tapmaq olarsa Kİ, 
n > N bərabərsizliyini ödəyən istəni
lən n-lər üçün |a„ - A < e bərabərsiz
liyi ödənsin, onda A ədədi verilmiş 
{an} ardıcıllığının limiti adlanır.

Bu belə göstərilir: 
lim an = A Л-КЮ

J Əks halda isə ardıcıllıq dağılan ad
landırılır.

Bu tərifə əsaslanaraq artıq deməK olar 
Kİ, {1/n} ardıcıllığı A = 0 limitə malİKdir. 
Tutaq Kİ, e - çox kİçİk olan müsbət ədəddir. 
Onda biz belə bir fərqi gözdən KeçirəK:

Bütün n> N üçün 1/n< e bərabərsizli
yini ödəyən belə bir N mövcuddurmu? 
Əlbəttə Kİ, mövcuddur! N Kimi biz l/£-dan 

böyÜK olan hər hansı natural ədəd götürəK. 
Onda:

1

Və bütün n > N üçün:

Bununla isbat bitdi.

BİR NEÇƏ FAYDALI TEOREM

Bu və ya digər ardıcıllıqda limitin 
mövcudluğunu isbat etməK hərdən göstəril
miş nümunədəKİ Kimi asan olmur. Bizim 
xoşbəxtliyimizdən, belə isbatlar ilə daim 
məşğul olmaq ehtiyacı yoxdur. Tez-tez rast 
gəldiyimiz ardıcıllıqlar yaxşıca öyrəniliblər 
və dərslİKİərdə, sorğu Kitabçalarında verilib
lər. Bundan başqa, həmçinin elə teoremlər 
var Kİ, onlar bizə artıq araşdırılmış ardıcıl
lıqlara əsaslanaraq verilmiş ardıcıllıqda li
mitin olub-olmamasını müəyyənləşdirməyə 
imKan verir (və hətta onu hesablamağa da). 
Bu teoremlərdən bir neçəsinə baxaq:

Əgər ardıcıllığın limiti varsa, deməli o 
məhdud ardıcıllıqdır.

Əgər ardıcıllıq məhdud deyilsə, onda 
onun limiti ola bilməz. Məsələn, {n} natural 
ədədlər ardıcıllığı limitə malİK deyil.

Z Əgər ardıcıllıq monoton və məhdud- 
dursa, onda o limitə malİKdir.

Nümunə Kimi elə bu ardıcıllığı göstə- 
гэк:

f. 1 ”
l n'

Məlum oldu Kİ, an+l > an olduğunu istə
nilən n üçün isbat etməK olar (yəni Kİ ardı
cıllıq monoton artır) və İKİncisi, an həmişə 
3-dən KİçİKdir (yəni, ardıcıllıq yuxarıdan 
məhduddur). Aşağıdan məhdudolmanı isə 
ümumiyyətlə isbat etməK də lazım olmur: 
bütün hədlər əvvəlcədən müsbətdirlər və 
ona görə 0-dan böyÜKdürlər. Ona görə veril
miş ardıcıllıq limitə malİK olmalıdır. Amma 
onu hesablamağa bizə teorem imKan vermir.

J Əgər {an} ardıcıllığı A limitinə ma- 
lİKdirsə, onda {can}, {an+c} və {|a„|} 
ardıcıllıqları müvafiq olaraq cA, A+c 
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və |A| limitlərinə malixdirlər (burada 
c - ixtiyari ədəddir).

v Əgər {«„} və {6J ardıcıllıqları müva
fiq olaraq A və B-yə bərabər olan li
mitlərə malİKdirlərsə, onda {pan+qbn} 
ardıcıllığı pA -I- qB limitinə malİKdir.

Əgər {an} və {bn} ardıcıllıqları müva
fiq olaraq A və B bərabər olan limitlə
rə malİKdirlərsə, onda {an fen} ardı
cıllığı AB limitinə malİKdir.

Əgər {a„} və {bj ardıcıllıqlar müva
fiq olaraq A və B limitlərinə malİKdi- 
lərsə və bundan başqa bn * 0 və B * 0, 
onda {an/bn} ardıcıllığı A/В limitinə 
malİKdir.

XÜSUSİ LİMİT

Növbə ilə təKrarlanan üç və beşlərdən 
ibarət olan ardıcıllığı gözdən KeçirəK: {3, 5, 
3, 5, ...}. Aydındır kİ, bu ardıcıllıq limitə 
malİK deyil, çünKİ ardıcıllığın bütün hədlə
rinin yaxınlaşdığı ədəd yoxdur. Eyni za
manda, əgər ardıcıllıqdan bütün cüt hədləri 
pozsaq, onda üçlərdən ibarət olan altardıcıl- 
lıq qalacaq və onun limiti isə, əlbəttə Kİ, 3-ə 
bərabər olacaq. Əgər, əKSİnə, bütün təK həd
ləri pozsaq, onda 5 limitinə malİK olan altar- 
dıcıllıq qalacaq. Ona görə bu ardıcıllığın İkİ 
limitə: 3 və 5-ə malİK olduğu haqqında fİKİr- 
dən qaçmaq çətindir.

Artıq limitin ifadə olunmuş tərifinə 
görə belə bir fİKİr mənasız görünür, amma 
hansısa əlavə bir məlumat bu fİKri bizə ve
rir. Ona görə yeni bir anlayış уегэк:

■S Əgər verilmiş ardıcıllığın hansısa alt- 
ardıcıllığı A limitinə malİKdirsə, on
da A qiymətini verilmiş ardıcıllığın 
limit nöqtəsi və ya xüsusi limiti ad
landırırlar.

BeləlİKİə, baxmayaraq Kİ, üçlərdən və 
beşlərdən ibarət olan ardıcıllıq dağılır, o İkİ 
limit nöqtəsinə malİKdir: 3 və 5. Aydındır 
Kİ, əgər ardıcıllıq A limitinə malİKdirsə, o 
yeganə A limit nöqtəsinə malİKdir, çünKİ 
onun hər hansı altardıcıllığı eyni limitə ya
xınlaşır.

ƏDƏDİ SIRALAR

Sonsuz sayda toplananların cəmini he
sablamaq olarmı? Bir KonKret halda, o halda 
Kİ, bütün toplananlar sıfıra bərabər olsun, 
onda cavab özü-özünə məlumdur:

0 + 0 + 0... = 0
Bəs başqa hallarda necə olsun?
Vuruğu mütləq qiymətcə vahiddən kİ- 

çİk olan: -1 < q< 1, an = arqn'1 həndəsi silsi
ləsini araşdıraq. Silsilənin İİk n həddinin 
cəmini hesablayaq:

= «ı + “ı9 + <М2 +... + = a. ı-g
Aydındır Kİ, |ç| < 1 n-in artması ilə qn 

sıfıra yaxınlaşır. Onda Sn cəmi 6^/(1 - g)-ə 
yaxınlaşır və bu ədədi sonsuz azalan həndəsi 
silsilənin hədlərinin cəmi adlandırmaq təbii
dir:

ar + arq + axq2 +... = limS. = °1
"-«> " 1 - q

Eyni qayda ilə hər hansı başqa ardıcıllı
ğa da yaxınlaşmaq olar.

SIRANIN CƏMİ KİMİ NƏ BAŞA 
DÜŞÜRLƏR

Gəlin hər hansı {an} ardıcıllığını götü- 
гэк və onun hədləri arasında toplama işarə
lərini qoyaq:

+ a2 + a3...= £a„ (*)
n=l

Sağ tərəfdə bu sonsuz cəmin ixtisar 
olunmuş forması göstərilib. S Yunan baş 
hərfinin (“siqma”) aşağısından və yuxarı
sından cəmin sərhədləri göstərilib: n=l-dən 
sonsuzluğa qədər. Belə ifadə ədədi sıra adla
nır.

Sonra isə hər n natural ədədə {a„} ardı
cıllığın İİk n həddinin cəmini qarşı qoyaq:

S„ = a, + a2 +...+ an
Sn qiymətlərini (*) sıranın xüsusi cəm

ləri adlandırırlar. Onlar yeni bir {S„} ardı
cıllığını - xüsusi cəmlər ardıcıllığını təşKİl 
edirlər.

Əgər xüsusi cəmlərin ardıcıllığı S limi
tinə malİKdirsə, yəni Kİ limSn = S, onda de
yirlər kİ, bu sıra yığılır'və S - onun cə
midir. Bu belə yazılır:

FİQURUN SAHƏSİNİ MÜƏYYƏN EDİN

Həndəsi silsiləni bilməK bizə bir maraqlı məsə
ləni həll etməyə котэк edə bilər.

1 uzunluğunda tərəfi olan Kvadrat verilib. Onun 
hər bir tərəfini üç bərabər hissəyə bölürlər və qonşu 
tərəflərin yaxın yerləşən nöqtələri birləşdirirlər. 
Alınmış üçbucaqları Kəsirlər (şəkİİ 1). Eyni qayda ilə 
qalan səKKİz-bucaqlı ilə də (şəkİİ 2), on altı-bucaqlı 
ilə də və s. sonsuzluğa qədər rəftar edirİK. Nəticədə 
alınan fiqurun sahəsini tapmaq lazımdır.

Nədənsə belə bir təsəvvür yaranır Ki, düzəldil
miş fiqur - verilmiş Kvadratın daxilinə çəKİlmiş çevrə
dir. Biz bunun belə olmamasına indi əmin olacağıq.

Rahatlıq üçün fiqurun özünün sahəsinin yerinə 
biz Kəsilmiş üçbucaqların ümumi sahəsini axtaraca
ğıq. Birinci addımda 4 üçbucaq silinmişdi. Onlardan 
hər birinin sahəsi, bunu saymaq çətin deyildi, 1/18 
bərabərdir, onların ümumi sahəsi isə:

4—= 2
18 9

indi isə hansısa addım zamanı Kəsilmiş ABC 
üçbucağını, və gələn addımda Kəsilmiş DEA üçbuca
ğını araşdıraq (şəkİİ 3). GörməK çətin deyil Ki, DEA 
üçbucağının AD oturacağı və E təpəsindən çəKİlmiş 
hündürlüK ABC üçbucağın oturacağından və hün
dürlüyündən müvafiq olaraq üş dəfə KİçİKdir. Və ona 
görə DEA üçbucağının sahəsi ABC üçbucağının sa
həsindən 9 dəfə KİçİKdir. Amma “yeni nəslin” üçbu
caqlarının sayı isə İkİ dəfə çox olacaq, deməli onlar 
ümumi sahəsi “əcdadların” sahələrinin 2/9 təşKİl edir. 
Bu isə o deməKdir Ki, Kəsilən üçbucaqların {an} ümu
mi sahələrin ardıcıllığı bu şərti ğdəyir:

a, = 2/9,

a"=a"-ı| n>1

beləliKİə, [an} - həndəsi silsilə və bütün üçbucaqların
sahələrinin cəmi belə bir sıranın cəmidir:3

М2ь|219 9' '9j
Bu sıra, biz bildiyimiz Kİmi yığılır. Onun cəmi

2

9

9

a, + a2 + a3...= S və ya

£<>. =s
n=l

Əks halda sıra dağılan adlanır.
BeləliKİə, tərifə görə, sıranın cəmi - 

onun xüsusi cəmlərinin ardıcıllığının limiti
dir.

Nəhayət Ki, qalanın sahəsini hesablayırıq:
1-2=Ş

7 7
Cavab da belədir. Buradan belə bir nəticəyə gələ bilə

rİK, alınmış fiqur verilmiş Kvadratın daxilinə çəKİlmiş dairə 
ola bilməz (çünxi belə bir dairənin səthi л/4-e bərabər ol
malıdır).

ŞəkİI 1.

B

^7\
A C ........

ŞjkII 3.

YIĞILMA ŞƏRTLƏRİ

Verilmiş sıranın dağılmağını və ya yı
ğılmağını müəyyən etməK üçün onun xüsusi 
cəmlərinin ardıcıllığını tədqiq etməK mütləq 
deyil. ÇünKİ £a„ sırasının yığılması müt- 

n=l
ləq şəKİldə cəm işarəsi altında yerləşən {a„} 
ardıcıllığın özünü necə aparması ilə bağlı 
olmalıdır. Bununla bağlı bir neçə teorem is
bat edilmişdi və İİk növbədə sıranın mütləq 
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yığılması əlaməti: əgər У an sırası yığılırsa, 
n=l 

onda liman = 0.

BeləlİKİə, əgər {an} ardıcıllığı sıfıra bə
rabər olmayan limitə və ya ümumiyyətlə li
mitə malİK deyilsə, onda sıra dağılır. Misal 
üçün, {1, -1, 1, -1,...} ardıcıllığı limitə ma
lİK deyil, ona görə 1 - 1 + 1 - 1 +... sırası da
ğılır (onun xüsusi cəmlərini {1, 0, 1, 0,..} 
ardıcıllığı təşKİl edir).

Təəssüf kİ, verilmiş əlamət Kifayət de
yil: əgər {an} ardıcıllığının limiti sıfıra bəra- 
bərdirsə, bu o deməK deyil kİ ^an sırası 

n=l 

mütləq yığılmalıdır. Bunu həmçinin belə də 
izah etməK olar: toplama zamanı biz KİçicİK 
toplananları toplayırıq, amma onların sayı 
isə sonsuzdur. Nə üstün gələcəK? Bunun ay
dınlaşdırılması üçün sıranın yığılması və ya 
dağılmasının müxtəlif Kafi əlamətləri tapıl
mışdı. Amma onların çoxu bütün toplanan
ları müsbət olan sıralara aiddirlər. İkİ əla
mət göstərəK.

Dalamber əlaməti: əgər c < 1 şərtini 
ödəyən müsbət bir ədəd varsa Kİ, n-dən baş
layaraq, belə bir bərabərsizlİK ödənilirsə: 

onda sıra yığılır. Əgər, hansısa n-dən başla
yaraq belə bir bərabərsizlİK ödənilirsə:

> 1,

onda sıra dağılır. Buradan, xüsusi halda, 
həndəsi silsilənin vuruğunun 0 < q < 1 şər
tində yığılması və q > 1 dağılması baş verir.

Koşi əlaməti: əgər c < 1 şərtini ödəyən 
müsbət bir ədəd var kİ, n-dən başlayaraq, 
belə bir bərabərsizlİK ödənilirsə ^ая < c, 
onda bu o deməKdir Kİ sıra yığılır. Əgər 
hansısa n-dən başlayaraq belə bir bərabər
sizlİK ödənilirsə: '(/a„ > 1, onda sıra dağılır.

Təəssüf Kİ, bir çox sıralar verilmiş əla
mətlər ilə “ifşaya” uğramırlar. Belə sırala
ra, məsələn, У — harmonİK sırası və həm- 

n.^1 И
çinin У ümumiləşmiş harmonİK sıra da 

n=l П
aiddirlər: burada s - hansısa ədəddir. İndi 
isə analiz üçün başqa üsullardan istifadə et- 

тэк qalır və onlar göstərirlər Kİ, əgər 
s > 1-dirsə ümumiləşmiş harmonİK sıra yığı
lır, əgər s < 1 isə o dağılır.

Hələ Leonard Eyler Kəşf etmişdi Kİ, bir 
neçə ümumiləşmiş harmonİK sıraların cəm
ləri cüt s-lər üçün hansısa qəribə şəKİldə я 
ədədi ilə bağlıdırlar:

V 1 n2 1 Л4
1-7  =-7-’ = və s-
n-1 n O n=l n 9(J

Maraqlıdır kİ, s-in təK qiymətləri üçün 
indiyə Kimi belə bir ifadələr tapılmayıb.

Sıraların hamısı yalnız müsbət hədlər
dən ibarət olmur. Amma qarışıq işarəli sıra
lar üçün də teoremlər var. Misal üçün, əgər 
yığılan müsbət işarəli sırada sərbəst şəKİldə 
hədlər arasında üstəgəl və çıxma işarələrini 
qoysaq, onda alman sıra da yığışacaq.

Sıralar arasında xüsusi yerə həmçinin 
belə bir sıralar malİKdirlər kİ, hansıların 
toplananlarının işarələri ciddi surətdə növ
bələşirlər, sıranın hədlərinin mütləq qiy
mətləri isə monoton şəKİldə azalırlar. Mə
lum oldu Kİ, onlar üçün sıranın yığılmasının 
zəruri əlaməti həm də Kafidir, yəni, əgər 
lim a - 0 olarsa, onda У a„ sırası yığılır.
П ->cc 4

BƏZİ GÖRKƏMLİ SIRALAR

V 1 < 1 11 1
п\ II 2! 3! 4!

e = 2,71828...
л-0

УЦ- = 1- 11+-1--1 ♦ -=0,36787...
“ n! 1! 2! 3! 4! e
v1 1 1 1 1 .x.+..-dağılır.
tin 1 2 3 4tin

у (-1Г
rf n
у (-1)" 1
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FUNKSİYALAR

FUNKSİYA ANLAYIŞI

Təsəvvür edəK Kİ, maşın düz xətli 
yol boyu sabit v sürəti ilə gedir, t 
zamanında gedilən s məsafəsi 

s=vt düsturu ilə ifadə olunur. Bu düz mütə
nasib asılılıqdır. Bu isə KvadratİK asılılığın 
nümunəsidir: ağırlıq qüvvəsinin təsiri altın
da düşən cismin getdiyi yol

t2 
s=s

düsturu ilə tapılır (g - sabitdir). Və ya tərs- 
mütənasib asılılıq: Boyl-Mariott qanununa 
uyğun olaraq, qazın p təzyiq və V həcmi ara
sında sabit temperaturda əlaqə p = C/V 
düsturu ilə ifadə olunur. Cazibə qanunu İKİ 
cisimin qarşılıqlı F təsir qüvvəsi M və m 
Kütlələri və r məsafəsinin arasında əlaqəni 
təyin edir:

r rMm

burada G - qravitasiya sabitdir. Biz burada 
sadə funKsional asılılıqların nümunələrini 
göstərdiK, onları ümumi şəKİldə belə təsvir 
etməK olar:

2 1. c d у = ax + bx + c, у = — və у = —
X X

MəKtəblərdə başqa funKSİyaları da öy
rənirlər: ı/=logax loqarifmİK funKSİyası, 
y=sinx, y=cosx, y=ctgx triqonometrİK 
funKSİyaları və s.

FunKSİya - ümumi elmi anlayışların 
əsaslarından biridir; o müxtəlif obyeKtlər 
arasında əlaqəni təyin edir. FunKSİya anla
yışı dərhal müəyyən edilməyib. Əvvəlcə o 
qeyri-müəyyən idi və dəqiq bir təsvirə malİK 
deyildi. Bu anlayışın Konturlarını təsvir et
məyə İİk cəhdlər XVII əsrdə riyazi təhlilin 
banilərindən biri Leybnis tərəfindən, ondan 
başqa onun şagirdləri - İohann və УакоЬ 
Bernulli qardaşları tərəfindən edilmişdir. 
“FunKSİya” termininin özü Leybnisə məx
susdur və latın functio sözündəndir, bu söz 
“icra edilmə”, “həyata Keçirilmə” deməKdir. 
İohann Bernulli belə yazırdı: “Dəyişən Kə
miyyətin funKSİyası, bu dəyişən Kəmiyyət
dən və ədədlərdən, yaxud sabit Kəmiyyət

lərdən hansısa üsul ilə təşKİl edilmiş ifadə
dir”.

Eyler funKsiya Kimi analitİK ifadə başa 
düşürdü, amma bununla birlİKdə, o, həmçi
nin daha geniş tərifi qəbul edirdi: funKsiya 
- bu, “Kağız vərəqdə Karandaş ilə çəkhiək” 
mümKÜn olan şeydir (latın dilində - libera 
manu dicta). Ona sözlə və ya həndəsi təsvir 
olunan funKsiyalar da məlum idi. Belə Kİ, у 
funKsiyasını (şəkİİ 1) müxtəlif üsullar ilə 
müəyyən etməK olar, məsələn, у = |x| düstu
ru (analitİK ifadə) ilə. Onun, həmçinin hən
dəsi tərifi də var - birinci və İKinci rüblərin 
tənbölənlərinin birləşməsidir. Arqument 
mənfi deyilsə, у = sTx' funKSİyası arqumen
tin qiymətini alır və əgər arqument mənfi- 
dirsə, o, “minus arqumentə” bərabərdir de- 
sək, onda biz onun söz ilə tərifini verərİK.

Hansını üstün tutaq? Alimlər çox Ьэгк 
mübahisə edirdilər. Məsələn, Eyler hesab 
edirdi Kİ, “sərbəst çəKİlmiş əyri xətlə” veri
lən funKsiyalar sinfi analitİK ifadələr ilə ve
rilən funKsiyalar sinfindən daha genişdir. 
Dalamber etiraz edirdi: İKİsi də birdir. Da
niel Bernulli isə daha da uzağa getdi: o dedi 
Kİ, sərbəst seçilmiş 2n-dövrlü funKsiyanı 
belə bir triqonometrİK sıra Kimi göstərməK 
olar:

У ak cos kx + bk sin fix 
fel

Alimlərin çoxuna elə gəlirdi Kİ, bu 
funKsiyaların dar bir sinfidir: o, analıtıİK 
ifadələrdən dardır və əlbəttə Kİ, “sərbəst se
çilmiş əyri xətlərdən” də dardır.
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XIX əsrin əvvəlində funKsiya anlayşı- 
mn uyğunluq Kimi başa düşülməsi meydana 
gəldi. Bu qaydaya görə funxsiya X çoxlu
ğundan olan sərbəst x dəyişəninin У çoxlu
ğunun у dəyişəninə “hər hansı üsulla” 
çevrilməsidir (bax “tnİKas” məqaləsinə). Bu 
cür yanaşmanı daha da rahat başa düşməK 
üçün, bir neçə nümunə göstərəK.

1. MəKtəbdə hər bir şagird müəyyən 
bir sinifdə oxuyur. Əgər məKtəbdə şagirdlə
rin sayını X çoxluğu Kimi, Y isə siniflərin 
çoxluğunu göstərsəK, onda deməK olar kİ, X 
çoxluğunun hər bir elementinə (yəni hər bir 
şagirdə) У çoxluğunun yeganə elementi (yə
ni bu şagirdin oxuduğu sinif) qarşılaşdırı
lıb.

2. Verilmiş sinfin hər bir şagirdinə ilin 
axırında riyaziyyata görə müəyyən qiymət 
yazılır. Əgər X ilə sinifdəKİ şagirdlərin sa
yını, У ilə 2-dən 5-ə Kimi tam ədədlərin çox
luğunu işarə etsəK, onda deməK olar Kİ, 
X-dən hər bir elementə У-dən yeganə bir ele
ment qarşı qoyulub.

3. Əgər X ilə bütün həqiqi ədədlər çox
luğunu, У ilə isə - bütün mənfi olmayan 
ədədlər çoxluğunu göstərsəK, onda y=x2 
düsturu belə bir qayda verir Kİ, hər x-ə, x-in 
Kvadratına bərabər olan yeganə у qarşılaşdı
rılır (şəkİİ 2).

Göstərilmiş nümunələrdə fərqlərə bax
mayaraq, aşağıdaKi ümumidir: bizə İKİ çox
luq verilib və bir çoxluğun hər elementinə 
başqa çoxluğun yeganə elementi bu və ya di
gər qayda (üsul, qanun) ilə qarşılaşdırılıb. 
BeləliKİə, biz funKsiyanın ümumi tərifinə 
gəlirİK. Tutaq kİ, X və У - hansısa çoxluq
lardır. Əgər X çoxluğundan hər bir x-ə 
müəyyən f qayda (üsul, qanun) ilə У çoxlu
ğundan yeganə у elementi qarşı qoyulubsa, 
onda deyirlər Kİ, X çoxluğunda f funKSİyası 
(У-də yerləşən qiymətlər ilə) verilib (ya da 

ŞjKİl 2. ŞjkİI 3. ŞəkİI 4.

təyin olunub). X çoxluğunu - f funsKİyası- 
nın təyin oblastı, У çoxluğunu isə - /-in qiy
mətlər oblastı adlandırırlar, x-ə uyğun olan 
у e Y funKsiyanın x nöqtəsində qiyməti 
adlanır və y=f(x) Kimi göstərilir.

MəKtəblərdə ədədi funKSİyaları — həqi
qi ədədlər çoxluğunda təyin edilmiş və həqi
qi ədədlər çoxluğunda qiymətlər alan funK- 
siyaları öyrənirlər. Həmçinin y=f(x) funKsi- 
onal asılılığı aşKar şəKİldə (analitİK ifadə 
ilə) verilir. Məsələn: y=x2, y=x3, y - yx, 
y=sinx və s. Birinci, İKİnci və dördüncü 
funKsiyalar R həqiqi ədədlər çoxluğunda tə
yin ediliblər, üçüncü isə bütün mənfi olma
yan R+ ədədlər çoxluğunda təyin edilib.

Yuxarıda göstərilmiş tərif tələb edir 
Kİ, funKsiyanın təyin oblastından hər bir 
x-ə у-in yeganə qiyməti uyğun olsun. Məsə
lən, 3-cü şəKİdlə göstərilmiş qrafİK heç bir 
funKsiyanı müəyyən etmir. Burada У çoxlu
ğundan у-in eyni qiyməti x arqumentinin 
mümKÜn qiymətlərindən ya bir neçəsinə uy
ğundur, ya da heç birinə də müvafiq deyil 
(şəkİİ 2). Əgər, У çoxluğundan hər у X çox
luğundan yeganə x ilə tutuşdurulubsa 
(y=/(x)), onda У çoxluğunda belə bir /_1 
funKSİyasını təyin etməK olar: x = f~1(y). 
Bu funKsiya /-in tərs funKsiyası adlandırı
lır. R çoxluğunda verilmiş y=x3 funKSİyası- 
nm tərsi x = д/у olacaq, R+ çoxluğunda 
y = Vx funKsiyası üçün tərs funKsiya x=y2 
olur. FunKsiyanın arqumentini x ilə işarə 
etməK qəbul olunduğundan, x = \y yerinə, 
y =s/x yazırlar. BeləliKİə, y=x3 və y = s/x 
R-də qarşılıqlı tərs funKSİyalardır (şəkİİ 4), 
y=x2 və y = y/x R+-də qarşılıqlı tərs funKSİ- 
yalardır (şəkİİ 5). Əgər qiymətlər çoxluğu 
У=[-1;1] parçası olan y=sinx funKSİyasına

71 71
2’2

X = parçasında baxsaq, onun tərs

funKsiyası y=arcsin x olacaq (şəkİİ 6). Oxşar 
olaraq, digər tərs triqonometrİK funKsiyalar 
təyin olunur.

У y=x‘ У

2. y-arc»in x
2 : jp-»in x

/ y-VX -f
0 X

2.
2

/y x
“ö JL

2
Şənil 5. Ş»Kil 6.

FunKsiyanın yuxarıda göstərilmiş təri
fi, bünövrəsi Georq Kantor tərəfindən qo
yulmuş çoxluqlar nəzəriyyəsinin Konsepsi
yalarına əsaslanır (bax “Çoxluq və onun ele
mentləri” məqaləsinə). Bu Konsepsiyalar 
onun müasirlərinə böyÜK bir təsir göstər
mişdir. Bütün dövrlərin ən dahi riyaziyyat
çılarından biri David Hilbert çoxluqlar 
nəzəriyyəsi haqqında bunu deyib: “Mən he
sab edirəm Kİ, o riyazi dahiliyin ən уйкзэк 
göstəricisidir və insanın mənəvi həyatında 
ən böyÜK nailiyyətidir”. Həmçinin əlavə et- 
тэк lazımdır Kİ, indİKİ zamanın, deməK 
olar Kİ, bütün riyazi əsərləri bu və ya başqa 
dərəcədə çoxluqlar nəzəriyyəsinin əsas anla
yışlarından və simvolİKasından istifadə edir
lər.

Amma çoxluqlar nəzəriyyəsinin Kon
sepsiyalarının olduqca cürətli istifadə edil
məsi paradoKslara gətirirdi. Bir çox riyaziy
yatçılar nəzəri-çoxluq anlayışların istifadə 
edilməsinə məhdudliyyətlər qoyulması haq
da danışmağa başladılar. Onlar, xüsusilə 
funKsiya anlayışına “KonstruKtivlİK” tələbi
nin qoyulması fİKrini irəli sürürdülər. Bu o 
deməK idi Kİ, tərifdə verilmiş x-ə görə y-i 
tapmaq üçün aydın qaydalar (və ya indi de
yildiyi Kimi, alqoritmlər) qoyulmalı idi. Və 
nəticədə çoxluqlar nəzəriyyəsinin geniş isti
fadəsinə etiraz edən riyaziyyatda bir neçə 
istiqamət yarandı.

KƏSİLMƏZ VƏ KƏSİLƏN 
FUNKSİYALAR

Birdəyişənli funKsiyalar arasından, 
qrafİkİ, qələmi Kağızdan ayırmadan çəkİİə 
bilən funKSİyaları ayırmaq təbii görünür. 
Məsələn, 1-ci şəKİldə göstərilmiş y=f(x) 
funKsiyası belədir.

Müəyyən edilmiş x0 nöqtəsi üçün 
(a < xo < ö) başqa, ona yaxın olan nöqtəni 
x0 + Ax Kimi göstərirlər. Ax qiyməti (“delta 
İks” Kimi oxunur) arqumentin artımı adlan
dırılır. Əgər yaxın nöqtə x0 nöqtəsindən 
sağda yerləşsə, bu qiymət müsbətdir, əgər 
x0 nöqtəsindən solda yerləşirsə, onda qiymət 
mənfidir. x0+Ax və x0 nöqtələrində funKsi- 
yanın qiymətlərinin fərqi arqumentin Ax ar
tımına uyğun funKsiyanın artımı adlandırı
lır və Ay Kimi göstərilir (“delta iqreK” Kimi 
oxunur), yəni

ty = f(*0 + Ax) - /(x0)
1- ci şəKİldə funKsiyanın artımı BC par

çasının uzunluğuna bərabərdir. Əgər arqu
mentin artımı “0”-a yaxınlaşırsa, onun 
müsbət və ya mənfi olmağından asılı olma
yaraq, funKsiyanın artımı da “0”-a yaxınla
şır: Ax -» 0 olduqda Ay -> 0 olduğunu belə 
ifadə edirlər: Ay qiymətinin limiti Ax “0”-a 
yaxınlaşanda “0”-a bərabərdir:

lim Ay = 0Ax +0
2- ci şəKİldə [a,ö] parçasının hər bir 

nöqtəsində təyin edilmiş y=g(x) funKsiya- 
sının qraf İKİ göstərilib. O İkİ Kəsilməz fraq
mentdən ibarətdir və x0 nöqtəsində “sıçra
yış” alır (x0 nöqtəsində funKsiyanın qiyməti 
N nöqtəsindən x0 nöqtəsinə qədər parçanın 
uzunluğuna bərabərdir). Belə qrafİKİ Karan
daşı ayırmadan çəKməK mümKÜn deyil və 
ona görə onu Kəsilən Kimi adlandırmaq təbi
idir. “Sıçrayış” nöqtəsinin yaxınlığında

135
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y=g(x) funKsiyasının davranışı necədir? 
Əgər arqumentin artımı müsbət qalmaqla 
“0”-a yaxınlaşırsa, funKsiyanm artımı da 
“0”-a yaxınlaşır. Əgər Ax mənfi qalmaqla 
“0”-a yaxınlaşırsa, onda funKsiyanm artımı 
MN parçasının uzunluğuna bərabər olan 
qiymətə yaxınlaşır. BeləlİKİə, əgər Ax “0”-a 
“hər hansı üsul ilə” yaxınlaşırsa, onda 
ı/=g(x) funKsiyanm artımı nə 0, nə də |MA|-ə 
yaxınlaşmır (Ax 0-a yaxınlaşdıqda Az/-in li
miti yoxdur).

Tutaq Kİ, y=f(x) funKsiyası [a,b] parça
sında təyin edilib və a < x0 < b. Arqument 
artımı 0-a hər hansı tərzdə yaxınlaşdıqda 
funKsiya artımı 0-a yaxınlaşırsa, /(x) funK- 
siyasına x0 nöqtəsində Kəsilməz funKsiya 
deyilir.

Sa4»=SaW*’+Дх) - O=0 <*>
Əgər x = x0 + Ax göstərsəK və həmçinin 

Ax —> 0 şərti ilə x —> x0 olduğunu nəzərə al
saq, onda (*) bərabərliyini belə bir şəKİldə 
yazmaq olar:

lim /(x) = /(x0)

Başqa sözlə desəK, əgər funKsiyanm x0 
nöqtəsində limiti varsa və bu limit x0 nöqtə
sində funKsiyanm qiymətinə bərabərdirsə, 
onda funKsiya bu nöqtədə Kəsilməzdir.

(a;&) aralığının bütün nöqtələrində Kə
silməz olan funKsiyaya bu aralıqda Kəsilməz 
funKsiya deyilir. Eyni qayda ilə [a;ö] parça
sında da Kəsilməzliyin tərifi verilir. Bu za
man x=a nöqtəsində f(x)-in Kəsilməzliyi 
lim/(x) = f(a) (sağdan KəsilməzlİK) Kimi, x->aAx>0
x=b nöqtəsində isə lim /(x) - f(b) (soldan kə- x-tbAx<0
silməzlİK) Kimi başa düşülür.

“e - 5” DİLİNDƏ KƏSİLMƏZLİYİN 
TƏRİFİ

İİK vaxtlar, Kəsilməz funKsiyanı qrafi- 
Kİ, qələmi Kağızdan ayırmadan “əlin sərbəst 
hərəKəti ilə” (belə bir tərifi Leonard Eyler 
demişdi) çəkİİə bilən olması Kimi təsəvvür 
etməK riyaziyyatçıları qane edirdi. Araşdı
rılan funKSİyaların sayı artdıqça - onlar 
arasında elə funKSİyalar var idi Kİ, onların 
qrafİKİərini qurmaq mümKÜn deyildi - Kə
silməzlİK anlayışı daha dəqiq olmağı tələb 
edirdi. Ogüsten Koşi tərəfindən funKsiya

nm limiti anlayışı verildİKdən sonra Kəsil
məzlİK anlayışı dəqiqləşdi (1820-ci ilə ya
xın). Onun istifadə etdiyi üsulu, çox vaxt “ 
e - 8” dili adlandırırlar (“epsilon-delta” oxu
nur).

Koşiyə görə, istənilən qədər kİçİk müs
bət e ədədi üçün elə 8 > 0 ədədi tapmaq olar
sa, |Ax| < 6 şərtini ödəyən x-lər üçün 
\f(x) - f(x0)| < e olur, onda x0 nöqtəsinin da
xil olduğu aralıqda təyin edilmiş /(x) funx- 
siyası x0 nöqtəsində Kəsilməzdir (şəkİİ 3).

Kəsilməzliyin bu tərifini istifadə et- 
тэк üçün müəyyən təcrübə lazımdır. Amma 
bu tərif hər Konnret funKsiyanm Kəsilməz 
olub-olmadığını araşdırmağa ппкап verir. 
y=sinx funKsiyasının bütün x0 nöqtələrində 
Kəsilməz olduğunu isbat edəK: sin x funKSİ- 
yasınm bir xassəsindən istifadə edəK: hər 
hansı x üçün İsin xl < Ixl (bax “Elementar 
funKSİyalar və onların xassələri” məqaləsi
nə)

sın(x0 + Ax) - sin x0 Ax
2,

və istənilən x üçün cos x < 1 olduğuna görə, 
funKsiyanm qiymətləri fərqinin modulu be
lə qiymətləndirilir:

|sin(x0 + Ax) - sin x0| < 2|Ax/2| ■ 1 = |Ax|
Tutaq Kİ, istənilən qədər kİçİk e > 0 

ədədi verilib. Onda biz 8 = £ seçə bilərİK və 
aydındır Kİ, | Ax| < 8 olduqda:

|sin(x0 + Ax) - sin x0| < Ax < 8 = e
Oxşar mühaKİmələrlə bütün elementar 

funKSİyaların Kəsilməz olduğunu isbat edir
lər. Məsələn, x3 funKsiyası bütün ədəd düz 
xəttində Kəsilməzdir, log2x funKsiyası x > 0 
olduqda Kəsilməzdir, tg x funKsiyası isə 
(-л/2,+ n/2) intervalında Kəsilməzdir.

KƏSİLMƏZ FUNKSİYALAR

Verilmiş nöqtədə Kəsilməz funKsiyala- 
rın cəmi, fərqi və hasili bu nöqtədə Kəsilməz 
funKsiya olur. Kəsilməz funKSİyaların qis
məti isə verilmiş nöqtədə məxrəc sıfra bəra
bər deyilsə, Kəsilməz sayılır. Bu və ya başqa 
funKsiyanm Kəsilməz olub-olmadığının araş
dırılmasına KÖməK edən başqa teoremlər də 
məlumdur.

Parçada Kəsilməz olan funKSİyalar xü
susi bir sinfə ayrılırlar. Onların bir sıra çox 
gözəl xüsusiyyətləri var. Məsələn, parçada 
Kəsilməz olan funKsiya onun uclarında 
müxtəlif işarəli qiymətlər alırsa, bu parça
nın daxilində heç olmasa bir nöqtədə sıfıra 
çevrilir (şəkİİ 4). Bu fİKİr bizə aydın gəlir və 
arasiKƏSİlməyən əyri xətlər haqqında intui
tiv təsəvvür ilə tamamilə üst-üstə düşür. 
Bir tərəfindən başqa tərəfinə Keçəndə belə 
bir əyri xətt Ox oxunu mütləq kəsəcək. 
Ənsinə, 5-ci şəKİldə təsvir edilmiş arasiKəsi- 
lən xətt üçün bunu deməK olmaz.

Parçada Kəsilməz funKsiya haqqında 
yuxarıda göstərilmiş teoremin ciddi riyazi 
isbatı İİK dəfə çex riyaziyyatçısı Bernard 
Boltsano (1781-1848) tərəfindən verilmiş
dir. O riyaziyyatın gələcəK inKİşafı üçün 
belə bir vacib faKtı Kəşf etdi Kİ: funKsiyanm 
Kəsilməzliyini araşdırmaq üçün funKsiyanm 
verildiyi çoxluğun arasiKəsilməyən olmasını 
araşdırmaq lazımdır. Ədədi oxun parçası elə 
arasiKəsilməyən çoxluqdur (onun “deşİKİə- 
ri” yoxdur) və isbat edilən fİKİrin əsasında 
elə bu fİKİr dayanıb.

Boltsano teoreminin Köməyi ilə, belə 
bir əyləncəli və maraqlı məsələni həll etməK 
olar. Bir səyahətçi səhər saat 9-da dağa dır
maşmağa başladı və axşam saat 6-da zirvəyə 
çatdı. Zirvədə gecələyərəK, o növbəti gün 

düz səhər saat 9-da eyni yol ilə düşməyə baş
ladı və axşam saat 6-da ətəKdə yerləşən 
mövqeyinə çatdı. Səyahətçinin birinci və 
İKİnci günün eyni anında eyni bir yerdə yer
ləşməsi haqqında fİKİr düzdürmü?

Biz y=f(x) qalxma qrafİKİ və y=g(x) 
düşmə qrafİKİni çəkək (burada y - hündür- 
Iük, x - vaxt, şəkİİ 6) və onların arasiKəsil- 
məyən əyri xəttlər olduğunu nəzərə alaq və 
o zaman biz müsbət cavab alarıq. Səyahətçi
nin marşrutunu təsvir edən /(x) - g(x) qiy
mətlərin fərqi [a,ö] parçasının uclarında 
müxtəlif işarələr alır və Boltsano teoreminə 
görə, Kəsilməz olduğundan [a,&] parçasının 
hansısa nöqtəsində 0-a çevrilir. Deməli, 
məhz bu nöqtədə (sutKanın eyni vaxtında) 
funKSİyalar eyni qiymətlərə malİK olacaqlar 
və səyahətçi dırmaşma və düşmə zamanı ey
ni nöqtədə yerləşəcəK.

Oxşar mühaKİmələr bizə, məsələn,

x - cos их = 0 tənliyinin parçasında

yerləşən KÖKÜnün olduğunu və ya istənilən 
a, b, c üçün x3 4- ax2 + bx + c = 0 üçdərəcəli 
tənliyin ən azı bir kökü olduğunu isbat et
məyə imKan verir.

Riyazi analizdə araşdırılan funKSİyala- 
rın əsas sinfini Kəsilməz funKSİyalar təşKİl 
edirlər və onlar riyaziyyatın tətbiqlərində 
son dərəcə vacib rol oynayırlar. Onların Kö
məyi ilə Ьэгк cisimlərdə, mayelərdə, qazlar
da müxtəlif dəyişilən hallar və proseslər 
təsvir edilir. Bu prosesləri təhlil edən elmlər 
- möhKəmlİK nəzəriyyəsi, hidrodinamİKa, 
aerodinamİKa - uyğun mühitin Kütləsinin 
onun tutduğu həcmdə boşluqlar olmadan 
yerləşməsi fərziyyəsinə əsaslanırlar. Adları 
çəKİlən fənlər “Bütöv mühit mexanİKası” 
adı altında birləşdirilir.
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KƏSİLMƏZ FUNKSİYALARIN 
XASSƏLƏRİ

Riyazi analizin ən mühüm anlayışla
rından biri funKsiyanın limiti anlayışıdır. 
Bu anlayış riyazi analizin bir çox məsələləri
nin həllində ən vacib rollardan birini oyna
yır. Bu anlayışı yenidən yada salaq.

S Tutaq Ki, f(x) funKsiyası (a,fe) aralı
ğında təyin olunmuşdur. £>0 üçün elə 
5>0 tapmaq olarsa Kİ, | x-x0 | <5 şərti
ni öbəyən bütün x—lər üçün (x * x0) 
|/(x) - Aj<e bərabərsizliyi ödənərsə, 
deyilir Kİ, fix) funKsiyasımn x0 nöqtə
sində limiti A—dır.

Qeyd edəK Kİ, f(x) funxsiyasi x0 nöqtə
sində təyin olunmayada bilər. Tərifdən gö
ründüyü Kİmi f(x) funKSİyasınsın limiti 
x0-da A-ya bərabərdırsə həmin nöqtədə 
f(x) funsiyası təyin olunarsa, belə f(x0) 
ədədi A-dan fərqli ola da bilər. Məsələn

fix) = ■
1xsın —
X 

x Ф 0

1, x = 0

Aydındır Kİ, lım f(x)=O, cünKİ x^O 
olduqda

x->0

1 xsın —
x

5=e olduqd |/(x)| <e bərabərsizliyi (-e,e) aralı
ğında, x0=O nöqtəsindən başqa, bütün nöq
tələrdə ödənir, laKİn /(x0)=l olduğundan 
1<£ bərabərsizliyi istənlən e>0 üçün (məsə
lən e = -) ödənmir.

2
LaKİn

lım f(x)=fixQ)

olan hal xüsusi əhəmiyyət Kəsb edir və bu 
funKsiyanın KəsilməzlİK anlayışını ifadə 
edir.

J fix) funKsiyası (a,b)—də təyin olunub
sa, x0 e(a,b) və lım f(x)=f(x0) x-+x0

olarsa f(x) funKsiyası x0 nöqtəsində Kəsil
məz funKsiya adlanır. f(x) funKsiyası 
(a.ö)-nin istənilən x0 e (a, b) nöqtəsində Kə
silməzdirsə onda ona (a,b)-də Kəsilməz 
funKsiya deyilir.

Qeyd edəK Kİ, bu tərifdə x—>x0-a ya- 
xınlaşdıqa x=x0 qiymətini də ala bilər.

FunKsiyanın x0 nöqtəsində Kəsilməzli- 
yin tərifindən alınır Kİ, x0 nöqtəsində onyun 
hər hansi bir Ax0 = x - x0 artımını ğötürsəK, 
arqumet artımı istənilən qədər kİçİk olduq
da, onda onun f(x0) nöqtəsindəKİ artımi da

A/o = fix) - f(x0) = f(x0 + Ax) - f(x0)

istənilən qədər kİçİk olar.
İndi biz Kəsilməzliyin tərifini bərabərsiz- 

lİKİərlə verəK.

Z Ve>0 üçün elə 5>0 tapmaq olarsa Kİ, 
|x-x0|<5 bərabərsizliyini ödəyən bütün 
x—lər üçün \f(x)-f(x0)\<E olarsa f(x) 
funKsiyası x0 nöqtəsində Kəsilməz ad
lanır.

f(x)=x funsiyasının istənilən xoeR-də 
Kəsilməz olduğunu ğöstərəK.

Həqiqətən də Ve>0 üçün elə ö>0 tapaq 
Kİ, |x-x0|<5 olduqda \f(x)-f(x0)\=\x-x0\<E ol
sun. Aydındır Kİ, 5=e götürməK Kifayətdir.

QrafİKdən göründüyü Kİmi (şəkİİ 7) 
onun qrafİKİ bütöv düz xətdir.

fix) x2, x £ 0
-L x<0 x * 0

Bu funKsiya x=0 nöqtəsində Kəsilməz 
deyil (Kəsiləndir) (şəkİİ 8).

Həqiqətən də VoO ğötürsəK istəni
lən 5>0 üçün (-5,5) ətrafından olan x-lər üçün

\f( x)-f( x0)\=\f( x)-o\=\f( x)\<E

bərabərsizliyi ödənmir. Həqiqətən istənilən 
(-5,5) intervalından olan istənilən x üçün 
|/(x)-0|=|-l|=l<e bərabərsizliyi e<1 şərtini 
ödəyən £-lar üçün ödənmir. Bu funKsiyanın 
qrafİKİni qursaq, görərİK Kİ, onun qrafİKİ 
xo=O nöqtəsində "Kəsilmişdir", yəni bütov 
bir xətt təşKİl etmir.

fix) = x"-in istənilən x0 nöqtəsində Kə
silməz olduğunu ğöstərəK

Doğrudanda
lım fix) = lım xn = lım[x ■ x.. x) =

х-»ль

= lımx lımx.. lımx = x0... x0 = xə
n

İstənilən n-dərəcəli çoxhədli

pix) = a0 + alx+...+anxn, xoeR-<1ə Kə
silməzdir. Doğrudan da

lım pix) = lım(a0 + a1x+...+anxn) =X->Zo
= lım a0 + lım a^+..л lım anxn =

= Ug + ÖjXq+...+ UjXq — /XXq)

0, x = 0 .

Aydındır Kİ, x>0 olduqda fix) = — = 1, 
x

x<0 olduqda isə fix) = — = -1 olur. Bu isə 
x

onu ğöstərir Kİ xo=O-da f(xo)=O qiyməti 
0-ın istənilən ətrafındaKi qiymətindən müt
ləq qiymətcə 1 vahid fərqlidir. Deməli, e<1 
olarsa

x * x0, \fix) - f(x0)| = |±1 - 0| = 1<e

bərabərsizliyi ödənməz. Bu funKsiya bəzən

1, x > 0
sıgnx = • 0, x = 0

-L x< o

"signum İks" Kİmi səslənir, və x-in işarəsi
ni müəyyəri edir (şəkİİ 9 onun qrafİKİdır).

ŞdKİl 9.

Görunduyu Kİmi x=0 nöqtəsində funK- 
siyanın qrafİKİ "sıçrayısa" malİKdir.

f(x)=sınx funKsiyası istənilən x=x0 
nöqtəsində Kəsilməzdir.

Doğurdan da

sınx - sınxn\ cos x + x0
2
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cos
X + X

2 <L |x ~ x0|
2

Deməli, verilən e>0 üçün 8=e gö- 
türməK Kifayətdir.

olduğundan \sınx - sınxn\ < 2--------  < e
' 01 2

bərabərsizliyi 8=e olduqda, yəni |x-x0|<e 
olduqda həmişə doğrudur.

y=tgx funKSİyası x0 * - + 2twc, kgZ
2 

nöqtələrində Kəsilməzdir. Doğrudan da

Qeyd. VxgR üçün |sınx|£|x| olduğu aşa- 
ğıdaKİ mühaKİmələrdən görünür. Tutaq Kİ,
0 < x < —. Onda

2

sınxlim tgx = hm------
X_>A> x-ı,, cosx

lim sınx1 ____
lim cosx

sınx0
COSXo =

V2da x0-rasional ədəd isə x0 + — ədədi neN, 
n

və n-in Kifayət qədər Ьоуик qiymətlərində ( 
x0-8, x0+8) intervalında yerləşir (Bunun 
üçün ^<8 götürməK Kifayətdir). LaKİn 

n

x0+— -
n

V2D(x0 + —)-D(x0) =1<£
n

irrasionaldır. Ona görə də

bərabərsizliyi

f(x) = •
sınx x * 0

2, x = 0
Aydındır kİ lımf(x) = l, və /(0)=2^1

*-»*0
əgər ДО) = 1 Kimi təyin etsəK bu funKSİya 
xo=O-da Kəsilməz olar.

2) f(x) funKsiyasının x0 nöqtəsində

lim f(x) = f(x0 + 0) (sağ limit)

ı/=[x] - x-in tam hissəsi (arqumentin 
tam hissəsi) funKSİyası (şəkİİ 11). Aydındır

ŞəkİI 11.

e < - olduqda ödənmir. x0-irrasional ədəd 
2

olarsa elə {rn} rasional ədədləri ardıcıllığı 
var Kİ, |r„-x0|<8. Onda |2ХТ„) - Дх0)| = 1< e 
bərabərsizliyi, yenə də e<1 olduqda ödənmir.

VƏ

lim f(x) = f(x0 - 0) (sol limit) 
x -»«0

Buradan - • 1 • 1 • x > - • 1 •lsınx və ya 
2 2

sınx<x alarıq. Deməli |x| < olduqda,

I I Л|smx|<|x|. |x| > - > 1 olduqda isə |stnx|^7^|x|

bərabərsizliyi həmişə doğrudur.

Kİ, bu funKSİya (n,n+l), (ueZ) aralıqlarında 
sabit qiymətlər alır, x0=n nöqtələrində isə 
"sıçrayısa" malİKdir.

Bu onun qrafİKİndən daha aydın görü
nür (n,n+l) VneZ aralıqlarında bu funKSİya 
Kəsilməzdir, çünKİ bu aralıqlarda o sabitdir: 
[x]=n. LaKİn x0=n nöqtəsində [x0]=n, 8>0 
Kifayət qədər kİçİk olduqda [x0+8]=n=[x0], 
[x0-8]=n-l. Deməli, x0=n nöqtələrində 
funKSİya Kəsiləndir.

ı/={x}=x-[x] - x-in (arqumentin) Kəsr 
hissəsi) funKSİyası. Aydındır Kİ, y={x} istə
nilən (n,n+l), neZ aralıqlarında Kəsilməz, 
laKİn x0=n nöqtələrində isə Kəsiləndir.

GöstərəK Kİ, y = ax funKSİyası 
VxoeR-də Kəsilməzdir.

Doğrudan da lımax = ax°, olduğunu 

göstərməliyİK. Tutaq Kİ, a>l.

ax-az° = a1” -(aX ZQ -1),

laKİn lımah = 1 olduğundan lımax = ax°h >0

varsa və /(xo+O)*/(xo-O) isə onda x0 nöqtəsi 
f(x)-in birinci növ Kəsilmə nöqtəsi adlanır 
və /(x0+0)-/(x0-0)=ro ədədinə funKSİyanın 
x0 nöqtəsində sıçrayışı deyilir .

Buradan alınır Kİ

Дхо+О)=/(хо-О)

y=cosx funKsiyasının Kəsilməz funKSİ
ya olduğunu göstərəK.

Doğrudan da VxoeR üçün

Dirixle funKsiyasi

h x - irrasional olduqda
0, x - rasional olduqda

cos x - cos x0| = 2| sin

2

*0
2

| sin
Bu funKSİya istənilən xoe/?-də Kəsilən

dir. Doğrudan da 8>0 ədədi istənilən ədəd 
olduqda (x0-8, x0+8) aralığında həm rasio
nal, həm də irrasional ədəd var. Doğrudan

f(x)=x-D(x) funKSİya (burada D(x)- 
Duxle funKsiyasıdır) yalnız x=0 nöqtəsində 
Kəsilməzdir.

Doğrudan da xo=O-da f(0)=0 • D(0)=0, 
və IDfxJl^l olduğundan |/(x)| £ |x| • |D(x)| < 
< |x|, |x| < £ olduqda j-D(xJ|<E olar (8=e), yəni 
lim f(x) = /(x0) = 0.

LaKİn istənilən xo^O nöqtəsində bu 
funKSİya Kəsiləndir (bunu müstəqil isbat 
edin).

FunKSİyanın Kəsilmə nöqtələri üç növə 
ayrılır

1) Əgər lim f(x) - A olarsa A#f(x0) isə 

onda f(x)-i x0-da f(x0)=A Kimi təyin et- 
məKİə alınan funKSİya x0 nöqtəsində Kəsil
məz olar.

Belə nöqtələr aradan qaldıra bilən Kə
silmə nöqtələri adlanır.

Məsələn.

olarsa x0 nöqtəsində funKSİya ya Kəsilməz
dir ya da x0 nöqtəsi aradan qaldırıla bilən 
Kəsilmə nöqtəsidir.

Əgər /(x0-0)=ftx0) olarsa f(x) funKSİ- 
yasına soldan Kəsilməz, /(xo+O)=/(xo) olarsa 
f(x) funKSİyasına sağdan Kəsilməz funKSİya 
deyilir.

Məsələn,

1, x > 0
-1, x< 0

Bu funKSİya x0 nöqtəsində f(xo+O)=l, 
Дхо-О)=-1 olduğu üçün x0 birinci növ Kəsil
mə nöqtəsidir, funKSİya x0 nöqtəsində sağ
dan Kəsilməzdir: /(xo+O)=/(xo)=l

3) Əgər x0 nöqtəsində f(x) funKsiyasının 
limiti yoxdursa və ya lim f(x) = ±00 olarsa 
onda bu nöqtə İKİnci nÖv*Kəsilmə nöqtəsi
dir.

Məsələn, istənilən x0 nöqtəsində, D(x)~ 
Dirixle funKsiyasının limiti olmadığına 
görə x0 onun üçün İKİnci növ Kəsilmə nöqtə
sidir.



Riyaziyyat ensiklopediyası - 2 Riyaziyyat ensiklopediyası - 2

0, x = 0 
funKsiyasi üçün lım f(x) = olduğundan 0 
nöqtəsi İKİnci növr"° Kəsilmə nöqtəsidir. 
f(x) funKSİyası [a,6]-də təyin olunubsa, 
onun a və b nöqtələrində Kəsilməzliyi

f(a+O)=/(a) 
f(b-O)=f(b)

Kİmi təyin edilir.
FunKsiyanın limitinin tərifində olduğu 

Kİmi funKsiyanın Kəsilməzliyinin də ardıcıl
lıqlar vasitəsilə tərifini verməK olar.

x0—a yığılan və f(x)—in təyin oblas- 
tından olan istənilən |x„ 1 ardıçılığı 
üçün lım f(xn) = f(x0) olarsa f(x) П —>00
funKsiyası xQ nöqtəsində Kəsilməz 
adlanır.

Kəsilməzliyin hər İKİ tərifi eKviva- 
lentdır.

Buradan alınır Kİ, əgər f(x) və g(x) 
funKsiyaları x0 nöqtəsində Kəsilməzdirsə, 
onda

1) f(x)+g(x),

2) f(x)-g(x),

3) к ■ f(x),

4) f(x) ■ g(x),

5) ^(Ä«o)*O)
g(x)

funKsiyaları da x0 nöqtəsində Kəsilməzdirlər.
Əgər y=f(x) funKsiyası x0 nöqtəsində, 

g(y) funKsiyası y0=f(x0)-da Kəsilməzdirsə 
onda g(f(x)) funKsiyası da x0 nöqtəsində 
Kəsilməzdir. Buna, bəzən тйгэккэЬ funKSİ- 
yanın Kəsilməzliyi haqqında teorem də deyi
lir. Məsələn, f(x)=sınx2 funKsiyası Kəsil
məzdir, çünKİ sınx və x2 funKsiyalarınm 
hər İKİsi Kəsilməzdir.

KƏSİLMƏZ FUNKSİYALAR HAQQINDA 
BƏZİ TEOREMLƏR

1° Monoton funKsiyalar haqqında. 
f(x) funKsiyası [a,ö] aralığında təyin olu
nubsa və istənilən xr < x2 şərtini ödəyən 
nöqtələr üçün ftxj < f(x2) isə, funKsiya mo
noton azalmayan, /(x,)> /(x2) şərtini ödə
yirsə, monoton artmayan funKsiya adlanır.

J Monoton azalmayan (artmayan) 
funKsiyanın yalnız birinci növ Kəsil
mə nöqtəsi ola bilər.

Doğurdan da xoe(a,b), (a,x0) interva- 
lından Vx üçün f(x)<f(x0) və xne(a,x0), 
xn—>x0, f(xn)<f(x0) olduğundan Beyerştras 
aKsiomuna görə lım f(xn) var və

П-МЮ

lımf(xn) = f(x0 -0) < f(x0).

Əgər f(xo-O)=f(xo) xg(x0,&) onda o sol
dan Kəsilməzdir.

Eyni qayda ilə xe(x0,b) olduqda,

f(x)>f(x0) və xn—>x0, xng(x0,b), f(xn)>f(x0).

Onda bu lımf(xn)=f(xo~O) var.
Əgər f(xo-O)=f(xo+O)=f(xo) olarsa, 

funKsiya x0-nöqtəsində Kəsilməz, əks halda 
isə Kəsilən olar.

Bu teoremdən alınır Kİ, əgər [a,b] par
çasında təyin olunmuş monoton azalmayan 
(artmayan) funKsiyanın qiymətlər çoxluğu 
hər hansı [ç,d] parçasını doldurursa, onda 
bu funKsiya Kəsilməzdir.

Doğrudan da Vxoe(a,b) nöqtəsində 
onun Kəsilmə nöqtəsi varsa, o birinci növ 
olmalıdır. Yəni /(xo+O) və f(xo-O) var.

x<x0 olduqda f(x)<f(x0), x>x0 olduqda

f(x)> >f(x0). Əgər f(xQ-O)<f(xo)

isə, yeni funKsiya soldan Kəsilməzsə, onda 
f(xo-O)<y<f(xo) şərtini ödəyən у ədədini 
/(x) funKsiyası ala bilməz: bu isə onun qiy
mətlər çoxluğunun bütün [ç,d]-ni doldur
mağı şərtinə ziddir.

İndi isə çox böyÜK əhəmiyyəti olan 
Bolsano teoremini verəK. Bolsano Bernard 
(1781-1848), rahib olmuş, və riyazi analizə 
İİk olaraq ciddi yanaşmaları müəyyən edən 
alimlərdən biri olmaşdur.

Onun 1850 ci ildə çap olunmuş əvəzsiz 
'Paradoxien des Unendlichen" Kitabında 

İİK dəfə olaraq, Kəsilməz funKsiyalara aid 
bir çox hÖKİmlərin ciddi islaha ehtiyacı 
olduğu göstərilmişdir.

Məsələn, çox aydın hesab edilən aşağı- 
daKi teoremi göstərəK.

J y=f(x) funKsiyası [a,6] parçasında Kə
silməzdirsə və bu parçanın uclarında 
müxtəlif işarəli qiymətlər alırsa, on
da o, (a,b) aralığına daxil olan hec 
olmasa bir nöqtədə 0-a çevrilir.

İntuitiv olaraq biz belə təsəvvür edi- 
rİK Kİ f(a)<Q, f(b)>Q isə onda Kəsilməz əyri 
hər hansı x0G(a,6)-də absis oxunu Kəsir 
f(xo)=O olur (şəkİİ 12,13).

Digər şəKİldə isə Kəsilən funKsiya 
üçün bunun belə olmadığı göstərilir.

İndi isə Bolsano teoremini isbat edəK. 
Z=[a,b] parçasını İkİ bərabər hissəyə 

böləK və Xj = — - olsun. Bu nöqtədə
2

f(xl)—0 olarsa teorem isbat olunar. /’(xJ^O 
isə o sıfırdan böyÜK ya da KİçİKdir. Hər İkİ 
halda [a,xj və [x,b] parçalarının biri üçün 
uclarda funKsiyanın qiyməti müxtəlif işarə
li olacaq. Tutaq Kİ, bu [a.xj parçasıdır. Bu 
parçanı Z;=[a1xJ işarə edəK və onu da yarıya 
Ьо1эк: Tutaq Kİ x2 nöqtəsi onun orta nöqtəsi
dir. /'(x2)=0 olarsa, teorom isbat olunar, 
/(x2)^0 isə onda /(x2)>0 ya da f(xz)<0. Onda 
[a,x2], [x2,x;] parçalarının birinin uclarında 
f(x) əks işarəli qiymətlər alar. Bu parçanı I2 
ilə işarə edəK. İndi isə Z2-ni İKİ hissəyə bö
lüb bu prosesi davam etdirəK. BeləlİKİə biz

parçalarını alırıq. Onda Kantor aKsiomuna 
(əgər Z,Z2,...,Zn... parçalar ardıcıllığı 
ZoZ2Z)Z2z>...z>Zno... şərtini ödəyərlərsə, onda 
bu parçaların hamısına daxil olan nöqtə var. 
Əgər uzunluğ (Zn) =5n -> 0, n —> oo, isə bu 
nöqtə yeganədir) əsasən bu parçaların hamı
sına daxil olan bir x0 nöqtəsi var. GöstərəK 
Kİ, f(xo)=O. Qeyd edəK kİ, biz, hələ Ki, f(x) 
funKSİyasının Kəsilməzliyindən istifadə et- 
məmişİK.

Tutaq Kİ, /(xo)#O. Məsələn, /’(xo)=2e>0. 
f(x) funKsiyası Kəsilməz olduğundan biz elə 
bir O8(x0) =(x0 -6, x0 +Ö) infervalı tapa bi- 
lərİK Kİ, bu infervalda

|f(x)-/(x0)|<£,
yəni

f(x0)-E< f(x)< /(x0) + £.

Deməli x g(x0 - ö, x0 + 5) - üçün

e < f(x) < f(x0) + e.
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Onda, [x0 -5/2, x0 +5/2] parçasında da 
/(x)>e olar. LaKİn n Kifayət qədər böyÜK ol
duqda [x0 -5/2, x0 + 5/2Jd1„. LaKİn, In par
çasının uclarında f(x) müxtəlif qiymət aldı
ğından f(x) funKsiyası [x0-5/2, x0+5/2] 
parçasında müsbət ola bilməz. Deməli zid
diyyət aldıq. Eyni qayda ilə f(xo)<O halına 
da baxılır.

Teorm isbat olundu.
Bu teoremdən aşağıdaKİ nəticə alınır.
Nəticə f(x) furiKSİyan [a,6] də Kəsilməz

dirsə, f(a)<f(b) və f(a)<c<f(b) onda elə 
xoe(a,&) var kİ, f(x^y=c.

İsbat üçün g(x)=f(x)-c funKsiyasma 
baxmaq Kifayətdir.

İndi isə intutiv aydin olan bir teoremi 
də isbat edəK.

[O,l]-də belə funKsiyaya baxaq: 
x, x - irrasional,

f(x) = ı
x - rasional.

f(x)-in qiymətləri [0,1] parçasına da
xildir. Bunların içərisində 0-a və 1-ə istə
nilən qədər yaxın olan qiymətlər var. LaKİn 
heç bir nöqtədə f(x)=Q və f(x)=l ola bilə
məz. BeləliKİə, Kəsilən funKSİyalar özünün 
ən böyÜK və ən kİçİk qiymətini almayı bilər.

BOLSANO TEOREMİNİN TƏTBİQLƏRİ 
HAQQINDA

1 3
4’8

3 1
8’2

Deməli, kök
/1 3'
<4’sJ intervalındadır. Bu

/ f(x) funKsiyasi [a,b] aralığında təyin 
olnul Kəsilməzdirsə o məhduddur; yə
ni elə m, M ədədləri varKİ, m<f(x) <M.

ƏKSİni fərz edəK: Tutaq kİ, elə x=xne 
e[a,b] var kİ, |/’fxn/>n. Onda Bolsano - Ve- 
yerştrass lemmasına əsasən 3xn e{xn}var 
Kİ xn -> x0. Buradan funKsiyanın Kəsilməz- 
liyinə görə f(xn )-*f(x0), k-+<x>, alınır.

LaKİn |/(xn )| > nK olduğundan f(xn ) -> 
-> oo, кг->оо. Ziddiyyət aldıq. Teorm isbat 
olundu.

Bolsano teoremindən istifadə edərəK 
bəzi tənlİKİərin həllini təqribi tapmaq olar, 
çünKİ bu teoremin isbatı KonstruKtiv хагак- 
ter daşıyır.

2X = 4x tənliyinin həllini təqribi tapaq. 
Aydındır Kİ x=4 bu tənliyin həllidir laKİn 
onun başqa кокйпйп olduğunu bu teorem
dən istifadə edərəK görməK və onu təqribi 
tapmaq olar. /(x) = 2* - 4x funKsiyasma ba
xaq. Aydındır Kİ,
/(0) = 2X - 4 0 = 1, =

M

prosesi davam etdirsəK, biz aldıcıl olaraq 
2Z - 4x tənliyinin кокйпэ yaxınlaşarıq.

Başqa bir misala baxaq: x4 = x + 1 tən
liyinin кокйпйп harada yerləşdiyini axta
raq. /(x) = x4 - x - 1 funKsiyasma baxaq.

Aydındır kİ, f(l)=-]., /(2)=13, Demə
li, [-L2] arasında bir kök var. İndi
/(l,l)=-0,63...,f (l,2)=0,12..., /(1,3)=
=0,55..., Deməli, [1,1; 1,3] aralığında kök var.

LaKİn

/(l,21)=-0,6...,

/(l,22)=-0,004...,

/(l,23)=-0,058...,

= 2'2 - 4 - = V2 -2< 0.
2

Deməli, f(x) funKsiyasi 0,- parçasında 
2

J (Veyerştras). /fx) funKsiyasi [a,6]-də 
təyin olunub, Kəsilməzdirsə özünün 
ən böyÜK və ən kİçİk qiymətlərin bu 
parçadaKi nöqtələrdə alır, yəni elə 
x0 Xj e [o,b] var Kİ, f(x0) onun ən 
böyÜK, f(Xj) isə ən KİcİK qiyməti olur.

Bu teoremin isbatını da Bolsano teore
minin isbatına analoji verməK olar (bunu 
sizə tapşırırıq).

Qeyd edəK Kİ, f(x) qapalı [a,ö]-də təyin 
olunmasa və ya orada Kəsilməz olmasa bu te
oremin hÖKmü doğru deyil.

Məsələn, y = — funKsiya 0<x<l yarım 
x

parçasında Kəsilməzdir. LaKİn özünün ən 
böyÜK qiymətini almır.

müxtəlif işarəli qiymətlər alır, və 0, - -də
2

H
kökü var. İndi parçanı İkİ hissəyə böləK

“ > “ • Aydındır Kİ,

Kəsilməzdir. Onda

< 0 olduğunda kök

dır.
1 1
4’2

və

-4- = t/2-l>0
4

J-də bu tənliyin

intervalında-

parçasını İkİ hissəyə Ьо1эк:

Deməli [1,22; 1,23] aralığında verilən 
tənliyin kökü var. BeləliKİə, biz axtarılan 
kökü 0,01 dəqiqlİKİə müəyyən edə bildİK.

Müstəvidə vahid çevrə üzərində İKİ 
nöqtənin x və x‘-un arqumentləri n qədər 
fərqlənərsə, anlara əks nöqtələr deyəcəyİK. 
Belə bir teorem isbat edəK.

S (Borsux — Ulam) Tutaq Kİ f: C-cevrə- 
sini R-9 çevirən Kəsilməz funKsiya- 
dır. Onda çevrə üzərində elə İKİ əks x 
və x* nöqtələri var Kİ, f(x)=f(x*)

İsbatı. Tutaq Kİ, C-vahid radiuslu çev
rədir. [-1,1]=I parçasında g(y) funKsiyasını 
təyin edəK: ye [-1,1], x nöqtəsi absis oxun
dan y nöqtəsindən qaldırılmış perpendiKul- 
yarın çevrəni Kəsdiyi nöqtə olsun, x* isə 
onun əks nöqtəsi olsun. Belə bir funKsiyaya 
baxaq:

g(y)=f(x)~f(x* )=f(x)-f(x+n), y e [-1,1]

Aydındır Kİ,

g(l)=f(O)-f(n>, g(-l )=f(n)-f(O)

yəni g(l)=-g(-1)

Deməli g( 1) və g(-l) əks işarəlidir. 
Əgər g(l)=0 isə teorem isbat olunar. g(l)+0 
isə onda Bolsano teoremindən almır Kİ, elə 
yoe[-l,l] var Kİ, g(y0) = 0. ÇünKİ g( 1) və 
g(—l) əks işarəli ədədlərdir.

Bu isə o deməKdir kİ, elə x0 var kİ, 
f(x0)=f(x*J.

Buradan belə bir maraqlı nəticə ala bi
lərİK:

Nəticə. Hal-hazırda yerin istənilən 
böyÜK çevrəsi üzərində (məsələn, eKvator- 
da) İkİ qarşılıqlı əks nöqtə var Kİ, orada 
temperaturlar bərabərdir.

Doğrudan da f'.C-tR bu çevrə üzərində 
olan nöqtələrdə temperatur funKsiyasi olarsa 
BorsuK - Ulam teoremindən alırıq Kİ elə x0 və 
xğ nöqtərəri var Kİ f(x0)=f(x*Q).

Bolsano teoreminin tətbiqi ilə bir neçə 
məsələyə baxaq. İİk baxışda bu məsələlər 
çox qəribə görünür, laKİn sonralar dəqiq is
bat olunur.

J Tutaq Kİ A və B müstəvi üzərində sa
həyə malİK istənilən məhdud fiqurlar
dır. Onda elə bir düz xətt var Kİ, bu 
düz xətt A və B-nin hər İKİsini bəra
bər sahəli fiqurlara bölür.

İsbatı. Hər İkİ fiquru daxilində saxla
yan bir çevrə götürəK. Bu fiqurlar məhdud
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olduğundan bunu həmişə etməK olar. Bu 
çevrənin üzərində onun hər hansı bir x nöq
təsini götürəK və onun D(x) diametrini çə
kək (şəkİİ 15). Sonra isə D(x)—ə perpen
dİKulyar olan və x nöqtəsindən D(x)-üzrə t 
məsafəsində (0<t<d d-cevrənin diametridir) 
bir perpendİKulyar Lt düz xətti KeçirəK. /Ji) 
ilə birinci fiqurun (A) Lt düz xəttindən x 
nöqtəsinə tərəf olan sahəsini, f2(t) ilə isə hə
min fiqurun (A) qalan hissəsinin sahəsini 
işarə edəK. Burada f;(t) və f2(t) funKsiyala- 
rınm hər İKİsi [0,d] parçasında təyin olun
muşdur, hər İKİsi t-nin Kəsilməz funKsiya- 
sıdır. Ona görə də

te[O,d}

funKsiyası da [O,d]-də Kəsilməzdir.

Şəkİİ 15.

Aydındır kİ,

f(0)=f/(0)-f2(0)=-/(d)=f2(d)_f2(d)

Deməli, f(0) və f(d) əks işarələrə malİK
dirlər. Onda Boltsano teoreminə görə elə 
toe(O,d) var kİ f(t0)=O yəni f/(t„)=/2(t0)

Deməli t0 nöqtəsindən (x-dən t0 məsa
fədə D(x) üzərində olan nöqtədən) кесэп Lt 
düz xətti A fiqurunu İKİ bərabər hissəyə 
bölür. Bu L, düz xətti B-ni hər hansı İKİ 
hissəyə bölür. Biz S2(x) ilə bu fiqurun 
(B-nin)- x-ə yaxın olan sahəsini, S2(x) ilə 
qalan hissəsini işarə edəK. Onda 

funKsiyası VxeC-çevrəsinin üzərində təyin 
olunacaq və Kəsilməzdir, x nöqtəsi C üzərin
də Kəsilməz olaraq dəyişdİKdə özünün əks x* 
nöqtəsinə çatdıqda x ilə x*— yerini dəyişəcəK 
və burada g(x‘)=-g(x) olacaq. Digər tərəf
dən BorsuK - Ulam teoreminə görə elə x0 
nöqtəsi tapmaq olar kİ, (xogC) g(x0)=g(x*). 
Onda

£(Xo) = -gfxj
) = S(^o)

bərabərlİKİərindən alırıq kİ, g(xo)=O. Demə
li, elə bir x0 nöqtəsi var kİ oradan KeçəK L 
düz xətti hər İkİ düz xətti yarıya bölür. 

Buradan maraqlı bir nəticə alınır. 
Nəticə. Hər hansı qabda olan İkİ 

müxtəlif yumurtanın qayğanağını hər birini 
bir bıçaqla eyni zamanda birdəfəyə İKİ bəra
bər hissəyə bölməK olar.

Başqa bir maraqlı teoremə baxaq.

s A məhdud, sahəyə malİK fiqurdursa, 
onda elə İKİ qarşılıqlı perpendİKulyar 
düz xətt var Kİ, onlar A-nı dörd bəra
bər sahəli fiqura ayrır.

İsbat i. A məhdud fiqur olduğuna görə, 
onu, yenə də bir C-çevrəsinin daxili oblas- 
tında yerləşdirməK olar (şəkİİ 16). C-nin is
tənilən nöqtəsini x D(x) ilə isə x dən və onun 
əks nöqtəsi olan x‘-dan Keçən diametri işa-

rə edəK. İndi isə L(x) ilə D(x)-ə perpendu- 
KUİyar və A-ni İkİ bərabər hissəyə bölən düz 
xətti işarə edəK, Af(x) ilə isə A-nın sahəsini 
İkİ bərabər hissəyə böləK, laKİn D(x) düz 
xəttinə paralel xətti işarə edəK.

(Aydındır Kİ, belə L(x) və Af(x) düz 
xətlərinin olması bundan əwəİKİ teoremdə 
isbat olunub.) Bu İKİ düz xəttin (L(x) və 
M(x)) C üzrə saat əqrəbinin əksİ istiqaməti
nə (əKSİnə) hərəKəti zamanı A-nı dörd hissə
yə bölünmüş hissələrini

At(x), A^x), A3(x), A4(x)

ilə işarə edəK.
Tutaq Kİ, AJxJ-ın sahəsi SJx), A^x) 

-ın sahəsi S2(x), Ag(x)-ın sahəsi S3(x), 
AJx)-ın sahəsi isə S4(x)-dır. Aydındır kİ,

SJx)+S2(x)=S3(x) + S4(x), 
S4(x) + SJx) = S2(x) + SJx).

Buradan alırıq Kİ

SJx) + SJx) + S4(x) + SJx) =
= SJx) + S4(x) + SJx) + SJx)

və ya 2SJx) = 2SJx) yəni

S1(x) = S3(x),VxeC (1)

Onda

S2(x) = S4(x),VxgC (2)

İndi isə x—i Kəsilməz olaraq C üzrə — z 
radian hərəKət etdirsəK o, (saat əqrəbinin 
əks istiqamətində) y nöqtəsinin yerini tuta
caq. Bu zaman AJx) fiquru Kəsilməz olaraq 
hərəKət edəcəK və AJ x)-nin yerini tutacaq, 
A^x) isə Ag(x)-in, AJx) isə A4(x)-in, A4(x) 
fiquru isə AJ x)-in yerini tutaçaq. Ona görə 
də Sx(y) = SJx), S2(y) = SJx)

indi isə f(x) = SJx) - SJx) funKsiyasını 
təyin edəK. Onda

f(y) = SJy) - SJy) =
= SJx) - SJx) = SJx) - SJx) = -f(x)

Deməli x çevrə boyunca saat əqrəbinin 
əks istiqamətində Kəsilməz dəyişdİKdə f(x) 

funKsiyası özünün x-dən y nöqtəsinə Keç- 
dİKdə, işarəsini dəyişir. Onda elə x0 nöqtəsi 
var Kİ, f(xo)=O. Onda SJx0) = S2(x0)

LaKİn ((l),(2))-yə görə SJx0) = S3(x0), 
SJx0) = S4(x„) olduğundan

Teorem isbat olundu.
Bolsano teoremindən istifadə edərəK 

gostərəK Kİ, düz xəttin istənilən nöqtəsin
dən bu düz xəttə perpendİKulyar KeçirməK 
olar. Doğrudan da O nöqtəsində istənilən 
OC şüası KeçirəK Tutaq Kİ, a bucağı 0-dan 
böyÜKdür yəni a-0>O.

OC şüasını elə firladaq Kİ, a bucağı Ki
çilsin. Burada a~P fərqi Kəsilməz olaraq də- 
yişəcəK а-p fərqi əvvəl müsbət idi. (17-ci 
şəKİldəKİ Kimi) İndi OC şüasını fırladıb elə 
vəziyyətə gətirəK Kİ a-p fərqi mənfi olsun. 
Deməli, ip var Kİ a=P; yəni a=P=9O°, 
OC1AB.

GöstərəK Kİ istənilən qapalı, hamar əy
rinin daxilinə düzğün üçbucaq çəkhiək olar.

Burada "hamar” əyri dedİKdə, özü- 
özünü Kəsməyən və hər bir nöqtəsində toxu
nanı olan əyri nəzərdə tutulur.

Doğrudan da O nöqtəsini bu əyri üzərində 
qeyd edəK və OA toxunam KeçirəK (şəkİİ 18).

Sonra isə O nöqtəsindən OA ilə 60°—li 
bucaq əmələ gətirən OB şüası KeçirəK.

OA şüasını və OB-ni O nöqtəsi ətrafın
da elə fırladaq Kİ, onlar arasında qalan bucaq 
(60°) dəyişməsin. Bu halda OA1-OB1 (uy
ğun şüaların əmələ gətirdiyi vətərlərin fərqi) 
fərqinə baxaq.

Aydındır kİ, başlanğıcda d=-OB (OA 
şüası hec bir vətəri Kəsmir). Deməli, 
d=-OB<0. LaKİn OB gəlib OB2 vəziyyətini
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aldıqda, onda d=OA2-OB2=OA2>0. Onda bu
caqların elə bir vəziyyəti olacaqdır Kİ, göstə
rilən məsafə d=0 olacaq. Onda bu haldaKi İkİ 
vətərin uc nöqtələrini birləşdirsəK, biz 
düzğün üçbucaq alarıq, çünKİ onun İkİ tərəfi 
bərabər, aralarmdaKi bucaq isə 60° olar.

KƏSİLMƏZ FUNKSİYALARIN 
FUNKSİONAL TƏNLİKLƏRİN 

HƏLLİNƏ TƏTBİQİ

Məsələ 1. R=(-oo,oo)-da təyin olunmuş, 
Kəsilməz və istənilən x, уeR üçün

f(x+y)=f(x)+f(y) (1)

şərtini ödəyən funKSİyaları tapaq.
Bu tənlİK funKsional tənlİKİər tipinə 

aid ən sadə tənlİKdir. Qeyd edəK kİ, biz bu 
tənliyin yalnız Kəsilməz həllərini axtarırıq.

Aydındır Ki, f(x)=Kx, keR verilən 
tənliyi ödəyir. Doğrudan da Vx, z/gR üçün

f(x+y)=K(x+y)=Kx+Ky=f(x)+f(y)

LaKİn, biz göstərəcəyİK kİ, Kəsilməz 
funKsiyalar sinfində tənliyin istənilən həlli 
у=кх şəKİindədir.

Əvvəla (1) tənliyindən görünür kİ, 
Z(0+0)=ft0)+ft0),

ft0)=2ft0),

ft0)=0.

Digər tərəfdən x1,x2,...,xn eR olduqda

/(Xj + x2+...+x„) = /(Xj +(x2+...+x„)) =

= /(xj + /(x2+...+x„) = ftxj +

+f(x2 + (x3+...+xn)) = /(Xj) + Дх2) +

Xüsusi halda Xj = x2 = xn = x olarsa

f(x + x+...+х) = f(nx) = f(x)+...+f(x) = nf(x)
n n

Deməli f(nx)=nf(x) Əgər x = — y gö- 
Tl

türsəK

Ky) = f ı ) - '1 'n--y\ = nf
Ч П )

yəni 

və ya Vx üçün f x

İndi isə bu bərabərlİKdə x-in yerinə mx 
yazsaq, (m e.N) f\ — x\ = — /(x) alarıq.

I n J n

Digər tərəfdən y=-x götürsəK

ft-x+x)=ft0)=0,

f(-x)+/(x)=0,

f(-x)=-/(x)

Onda

f(-nx)=-f(nx)=-nf(x), neN
və

~ — f(x), me N 
n

BeləlİKİə Vr^rasional ədədi üçün alırıq 
Kİ, f(rx)=rf(x)

x=l olduqda f(r)=rf (1),
/■(l)=a olarsa f(r)=ar olar.
VxgB götürəK və 

onun onluq say sistemində yazılışı olsun.
Onda rn = x0,x1,x2,...,x„ - rasional 

ədəddir və

laKİn rn—>x, n—><x və /(rn)->f(x) olduğundan 
alırıq Kİ, f(x)=ax.

Bu isə göstərir Kİ, (1) funKsional tənli
yinin həlli y=ax, aeR şəKİlindədir.

R=(-oo,oo)-da təyin olunmuş, Kəsilməz və 

f(x+z/)=f(x) f(z/) (2)

bərabərliyini ödəyən istənilən f(x) funKSİyasmı 
tapaq.

Aydındır Kİ у = ax (a>0) funKSİyası (2) 
tənliyini ödəyir və Kəsilməzdir:

а*** = a' av.

GöstərəK Kİ, (2) funKsional tənliyinin 
ümumi həlli (Kəsilməz funKsiyalar sinfində)

/(x) = ax

şəKİindədir. (/(x) = 0 həlli nəzərə alınmır). 
Aydındır Kİ, hər hansı x0 g R üçün 

f(x0) - 0 olarsa,

f(x0 + y) = f(x0) ■ f(y) = 0

alınar. Onda istənilən yeR üçün f(y)=O olar. 
Doğrudan da

f(y) = /((x0 + y)~ y0)=f(x0 + y) ■ f(-y0) = 0

Deməli f(y)=O. Bu hal aradan çıxdığına 
görə

f(x0) * 0, Vx0 g R.

(2)-dən alırıq kİ

Onda bu funKsiyanı loqorifmləməK 
olar:

/n(/(x + yi) = ln(f(x) ■ f(y)) = lnf(x) + lnf(y)

Əgər ıp(x) = lnf(x) qəbul etsəK onda

ц>(х+у)=<р(х)+<р(у)

Deməli q(x)=cx (ceR)

Onda lnf(x)=cx,

f(x) = ecx =(ec)x = ax (a = ec)

tndi isə R=(0,oo) -da Kəsilməz Vx, yeR 
üçün və f

f(xy)=f(x)+f(y)

bərabərliyini ödəyən Kəsilməz funKSİyaları 
tapaq.

Tutaq Kİ, (O.oc)-da Kəsilməz /(x) funKsi- 
yası bu bərabərliyi ödəyir. ^=lnx əvəzləməsi 
aparsaq, Çg(-oo,oo), onda,

x = <p(^)=f(e^), E,=lnx, f(x)=<p(lnx)

olar. Onda <p(^) funKSİyası (-oo,oo)-da 
тйгэккэЬ funKsiya Kimi Kəsilməzdir, və

ф(^ + т1) = /(е4+п) = /(^:е'1) = 

= Ле5)+/,(е',)=ф(1;) + ф(п)

Deməli, ф(^)=с^, f(x)=clnx, qəbul
etsəK

f(x) = log ax
( 1 "1 

a = e'
/

R4-=(0,oo)-da təyin olunmamış, Kəsilməz 

f(xy)=f(x)f(y)

bərabərliyini ödəyən bütun Kəsilməz f(x) 
funKsiyalarını tapaq.

Burada yenə x=eS %=Znx əvəzləməsi 
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aparsaq, onda f(x)=q>(lnx), <$(£,)=/(e^),
<p(S + П) = = f(eK •e’1) =

= /(^)7(еп)=фЮф(71) 
olar.

Onda ıp(^)=a^ (a>0)
Buradan

f(x) - alnx = хи, ц = ina.

R=(-oo,oo)-da təyin olunan və

f(x+ı/)+f(x-ı/)=2flx) • f(y) (3)

bərabərliyini ödəyən Kəsilməz funKSİyaları 
tapaq.

Tutaq Kİ, f(x0)X). Onda y=0 olduqda

2/(х0)=2Дх0) •/(0).

Deməli,

/(0)=l.

Digər tərəfdən x=0 götürsəK

Z(l/)+f(-J/)=2Äı/)7(0),

/(y)+/(-ı/)=2f(ı/),

VyeR.

/(0)=l və f(x) Kəsilməz olduğundan elə [0,c] 
parçası var Kİ, f(c)>0. Doğrudan da e>0 üçün 
elə ö>0 tapmaq olar Kİ, xg(x0-ö,x0+ö) üçün 
|/(x) — f(0)| < £ Onda

f(O)-E<f(x)<f(O)+t

buradan xg(-5,5) intervalında /(x)>1-e>0. İndi g
isə c = - götürsəK [O,c]-də Дх)>0. Onda f(c)>0.

2
İkİ hala baxaq:

1) /(c)<l; 2) f(c)>l.

Tutaq kİ 0</i(cJ&l. Onda elə 0g[O,^/) tap

maq olar Kİ, f(c)=cosQ. LaKİn f(x + y) + 
+f(x ~y) = 2f(x)f(ı/) bərabərliyini

f(x+y)=2fly) ■ f(x)-f(x-y)

Kimi yazsaq və

y=c, x=c

y=c, x=2c

y=c, x=3c 

y=c, x=mc

qiymətlərini nəzərə alsaq

f(2c)=2cos2O-l=cos20,

f(3c)=2cosƏ • cos20-cos0=cos30,

f(4c)=2cos0 ■ cos30-cos20=cos4O,

f( mc )=cosmü.

İndi isə (3)-də y = x - -c ğötürəK və
2

f(c )=cosQ olduğunu nəzərə alsaq

f(0) + f(c) 1 + cos0
2 "

fı ■’f - c
12 J.

' ı Y
COS —0v 2 J

Deməli [O,c]-də /(x)>0, cosx>0, 
xe[0,0].

Onda
= cos - 0

2

LaKİn — C götürsəK
22= У =

cos —0
2

x

və nəhayət

(71=1,2,3...)

alarıq. Eyni qayda ilə

0<BeləlİKİə,

f(cx)=cosQx

m olduqda,

LaKİn Vx ədədini İKİli say sistemində
yazmaq olar və x = — Kimi ədədlərin limiti 

2"
şəKİində göstərilə bilər. f(x)-in Kəsilməzli- 
yindən alarıq Kİ,

f(cx)=cosüx, Vx>0

LaKİn f(x)=/(-x) olduğundan bu x<0 
-da, /(0)=l olduğundan x=O-da da doğru
dur. BeləlİKİə

f(cx)=cos0x, x&R.

XBurada x-i— ilə əvəz etsəK:
c

f 0'a = -
k c)

alarıq./(x)cos x=cosax 
c

İKİnci halda /(c)>l. Onda elə 0 tapmaq 
olar Kİ, 

f(c)=chQ e0 + e’e(cÄ0=—^—)

və yuxardaKi mühaKİməni burada da apar
saq

f(x)=chax (a>0)

alarıq
r
chax =

2

KƏSİLMƏZ FUNKSİYALAR ÜÇÜN 
TƏRPƏNMƏZ NÖQTƏ MƏSƏLƏLƏRİ

Tərpənməz nöqtə məsələsi riyaziyyatın 
bir çox məsələlərində meydana çıxır və 
geniş tətbiqə malİKdir.

Tutaq Kİ, /=[0,1]glR və /:[0,1]->[0,1], 
funKsiyası verilmişdir, bu, o deməKdir kİ, 
Vxe[0,l] üçün у-/(х>б[0,1]. Burada y=f(x) 
x-in obrazıdır (inİKasıdır).

J Əgər elə xoe[O,l] varsa Kİ Дх0)=х0, 
onda deyilir Kİ, x0 nöqtəsi //xj-funKsi- 
yasının tərpənməz nöqtəsidir.

f(x)=sınx funKsiyası [0,1]—>[0,1] ini- 
Kas edir xo=O nöqtəsində sınx0=x0 (sızıO=O)

ÄX) = x2 -

x 1
----- 1----
2 2

X€[0,l]

f(x) = x2 -

7 1— və [0,-] aralığında azalır, 
16 4

funKsiya ən kİçİk qiymətini x=—də alır:
4

$

[-,l]-də isə artır.
4

1/1Л0)--, /(—m 7- , = —, f(l)=l, <4j 16 
olduğundan 
/:[0,1]=^,1 c[0,l].

lo

Burada f(x)=x tənliyinə baxsaq

x 1
-----+ —

2 2
= x,

Зх 1
2 +2
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1

Onda

/(I) = 1.
Deməli bu funKsiyanın İkİ tərpənməz 

nöqtəsi var.
Лх) = —Ц, хе[0,1]

1+ r2

Bu funKsiya üçün /(0)=l, /(1)=- və o
2

azalan olduğundan —<f(x)<l.
2

Deməli,
/(x):[0,l]—>[0,1].

Bu funKsiyanın tərpənməz nöqtəsi 
/(x)=x, tənliyindən tapılır. BeləlİKİə, tər
pənməz nöqtə

1 

x(l+x2)=l,

x3+x-l=0

tənliyini ödəməlidir.
<p(x)=x3+x-l funKsiyası üçün

1 1
” 8 + 2 -1< 0,

<p(l)=l+l-l>0

olduğundan Bolsano teoreminə görə, (- ,1)
2 

intervalında ф(х0) = 0 şərtini ödəyən x0 var. 
Bu nöqtə /(x)-in tərpənməz nöqtəsidir.

У f:[0,l]ə[0,l] Kəsilməz funxsiyadırsa, 
onun [O,l]-də heç olmasa bir tərpən
məz nöqtəsi var.

Tutaq Kİ, /:[0,l]—>[0,1]. Əgər /(0)=0, 
və ya /(1)=1 isə onda teorem isbat olunar. 
/(0)^0, /(1)^1 olduqda

g(x)=/(x)-x

funKSİyasına baxaq.

£(0)=/(0)-0>0

(çünKİ /:[0,l]—>[0,1], /(0>0), g(l)=/(l)-l<0 
(çünKİ, /(1>1, /[0,l]c[0,l]).

Onda Bolsano teoreminə görə 3xoe(O,l) 
var Kİ, g(xo)=O. Deməli /(x0)=x0 yəni x0 
nöqtəsi /-in tərpənməz nöqtəsidir

f(x)=sınx, xg(0,1).
Bu halda f(x)=x tənliyin x=0 həlli 

0g(0,1). Deməli inİKasm tərpənməz nöqtəsi 
yoxdur. Bu o deməKdir Kİ, funKsiyanın qa
palı [0,1] aralığında təyin olunması mühüm 
şərtdir.

x - rasional olduqda
7з

—, x - irrasional olduqda

Bu funKsiya Dirixle funKsiyası Kİmi 
[0,l]-in hər bir nöqtəsində Kəsiləndir. 
f(x)=x tənliyinin həlli yoxdur.

Doğrudan da x-rasional olarsa,

/(x) = -= - irrasionaldır, -L * x 
V3 V3

yəni Дх) *x.
x-irrasional ədəd olarsa və tərpənməz 

nöqtə isə

= — rasionaldır
2

= — olmalıdır
2

LaKİn = -= irrasionaldır. Deməli

Kəsilən /:[0,1]->[0,1] funKsiyasımn tərpən
məz nöqtəsi yoxdur.

f(x)=x+ex funKsiyası (-oo,oo)=/?-də tə
yin olunub Kəsilməzdir və f:R>R. LaKİn 
onun tərpənməz nöqtəsi yoxdur.

Doğrudan da /(x0)=x0 olarsa,

x0+ex°=x0, yəni 6^=0.

Bu isə ola bilməz. Deməli funKsiyanın tə
yin olunduğu aralığın sonlu olması zəruridir.

Tutaq Kİ, /(x) [0,1] -> [0,1]. Bu halda

/2(x) = /(/(x))

Kİmi təyin edilir.
Əgər Vxg[0,1] üçün

/2(x) = x

isə onda f(x) funKsiyası involyusiya adlanır. 
/(x)=x-involyusiyadır. Buna sadə invol- 

yusiya deyilir.
f(x)=l-x funKSİyasına [O,l]-də ba

xaq.

f(x)=l-x:[0,l]-^[0,l] 

f2(x)=f(f(x))=l-f(x)=l-(l-x)=x

Deməli /-involyusiyadır.
Başqa bir misala baxaq

.. . 1 - x ,
/(x) = ------ , x *-1

1 + x 
f(x) = Z(rtx)) = 1 |r’ =

x 7 1 + /(x)
j 1 - x 1+x-l+x

= 1 + x _ 1 + x _ 2x _ %
, 1-x 1+x+l-x 21 +

1 4- X 1 + X
1 — xDeməli /(x) =------ , x *-1 involyusi-
1 + x 

yadır.

J İstənilən sadə olmayan involyusiyanın 
yeganə tərpənməz nöqtəsi var.

İsbatı. Tutaq kİ, /-sadə olmayan in- 
volyusiyadır; /:[0,l]—>[0,1]. Onda /2(x)=x 

olduğundan y=f(x) funKsiyasımn qrafİKİ 
özünün y=x oxuna nəzərən simmetriyası ilə 
üst-üstə düşür.

Doğrudan da (x,y) nöqtəsi /(x)-in qra- 
fİKİnə daxildir: (х,/(х))еГ, onda y=x düz 
xəttinə nəzərən bu nöqtənin simmetrİK nöq
təsi olan ({/,x)=(/(x),x)-də onun qrafİKİnə 
daxildir, çünKİ /(/(x))=x.

Buradan alınır Kİ, y=f(x) funKsiyası- 
nın qrafİKİnin y=x düz xətti üzərində İKİ 
müxtəlif nöqtəsi varsa (aydındır kİ, bu nöq
tələrdə f(x )=y=x) bu İkİ nöqtə İkİ müxtəlif 
xətt vasitəsilə birləşdiriləcəK. Bu isə f(x) 
funKsiyasımn bir qiymətli olmasına ziddir.

Tutaq Ki, /:[a,b]->[a,b] Kəsilməz funK- 
siyadır və /(a)=a, f(b)=b, g(x) isə Kəsilməz 
funKsiya olub g:[a,b]->[a,b]. İsbat edəx Ki, 
elə xoe[a,b] var kİ,

/(x0)=g(x0).
İsbatı.

h(x)=f(x)-g(x)

[a,b]-də Kəsilməz funxsiyadır və

h( a)=f(a)-g( a)=a-g( a),

h(b)=f(b)-g(b)=b-g(b).

g(a)=a və ya g(b)=b olarsa, teorem isbat 
olunardı.

Deməli, g(a)*a, g(b)*b halına baxmaq 
lazımdır. Onda a~g(a)<0 və b-g(b)>0, yəni 
g(a)>a, g(b)<b olduqda h(x) funKsiyasımn 
0-a çevrildiyi nöqtə var. (Bolsano teoreminə 
görə):

h(x0)=f(x0)-g(xQ)=Ü
Yəni 

f(x0)=g(x0).

Aydındır Kİ,

h(a)=a-g(a)>0,

h(b)=b-g(b)<0 (a<g(a)),

g(b)<b) isə ola bilməz.

İsbat edəK Kİ, C-vahid radiuslu çevrəni 
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R-ə daxil olan hər hansı bir parçaya qarşı
lıqlı bir qiymətli və qarşılıqlı Kəsilməz ini- 
Kas etdirən funKSİya ola bilməz.

Doğrudan da əgər belə bir inİKas varsa, 
onda VxgC üçün elə te[a,b] var kİ, f(x)=t, 
və f~x(t)=x və hər İkİ funKSİya Kəsilməzdir. 
Buradan alınır kİ, BarsuK-Ulam teoreminə 
görə elə İkİ əks x və x* nöqtələri var kİ, 
/(x)=/(x‘). Onda bu isə f:C—>[a,ft] inİKasımn 
bir qiymətli olması şərtinə ziddir.

İndi isə tərpənməz nöqtə üçün sıxan 
inİKas prinsipini verəK.

Tutaq kİ, /:[a,ft]->[a,ft] inİKasi üçün, 
VXj.x^efa.fe] üçün \f(x{) - /(x2)| < a|xx - x2|, 
şərti (0 < а < 1) ödənərsə onun f-ə sıxan ini- 
Kası deyilir.

Bu o deməKdir kİ, x, və x2 nöqtələri 
inİKasdan sonra elə İKİ nöqtəyə Keçir kİ, 
onların arasındaKİ məsafə [/(x,) - /(x2)| əv- 
vəİKİ |xj - x2| məsafəsindən а dəfə kİçİk olur 
(0<а<1).

Bu tərifdən çıxır kİ, f inİKasi Kəsilməz
dir, çünKİ Ve>0 üçün |x0-x0|^— e şərtini 

а
ödəyən x-lər üçün (5=—e) |/fx)-/fx0>|<a 

а
— •£ = E bərabərsizliyi ödənir.
а

f(x) Kəsilməz inİKas olduğundan onun 
[a,ft]-də, heç olmasa, bir tərpənməz nöqtəsi 
var. İndi isbat edəK Kİ, sıxan inİKasın yega
nə tərpənməz nöqtəsi var.

Doğrudan da /:[a,ft]-»[a,ft], onda /-in 
Kəsilməzliyindən çıxır kİ,

/([«,&]) = [an ft,],

çünKİ a, = min f(x), b} = max /(x) olarsa, ле[аЛ] хе[а/>]
onda ax<y<b şərtini ödəyən istənilən y 
üçün elə xe[a,b] var kİ, f(x)=y. (Bolsano teo
remi). LaKİn buradan göründüyü Kimi hÖK- 
mən f(a)=ax, f(b)=bx olmalı deyil. Tutaq kİ, 
/(x1)=a1, f(x2)=b2 (Veyerştrass teoremi).

LaKİn /-sıxan inİKas olduğundan

|a! -ft, |=|/(x, )-/(x2)|<a|x, -x2|<a|a-ft|

Deməli

/[a,ft]=[a,,ft1]c:[a,ft]
və

I ftj-а, I <a >|a - ft|
Eyni qayda ilə

/[a,, ft,]—[a2, ft2J
və

|a2 - ft,| < aja, - ft,| < a2|a - ft|.
BeləlİKİə bu prosesi davam etdirsəK elə 

parçaları alırıq kİ, 

[a, ft] z> [an, ft,] =d [a2,62] zx.. z> [a„, ft„J zj

və

\an - S a|an_, - < az|an_2 - ft„_2| £..<

< a"|a - ftl

a - > 0, n -> да.
üçün elə yeganə

Xo G

yəni bn-an < a"
Onda Vn g N üçün elə
[алД] var (Kantor aKsiomu)
İndi isə Vx, g [a, ft götürəK. Onda 

x2 = /(x,) g [арб,

X3 ~ e ^2’^2 Xn
“ AXn-l) e [an-l»^n-l]» Xn+1 ~ 

= /(xn) g [an, ft„ J...
olsun.

Buradan alırıq kİ,

|x„ - x0| < uzunluğ [anl,bn_}] = 

= bn 1 ~an-ı ian-*(b-a)-»0

Deməli, xn —> x0, n -> oo olduqda. Digər 
tərəfdən f Kəsilməz olduğundan

*n+ı = Л*я) -> /(x0)

Limitin yeganəliyindən alırıq Kİ,

/U0) — Xo.
Deməli, x0 /-in tərpənməz nöqtəsidir.
GöstərəK Kİ, tərpənməz nöqtə yeganə

dir. Tutaq Kİ, elə bir x'o var Kİ,

Onda
1^0 — xo | — f(X0 )| - f1 1^0 — Xo |> 

yəni а>1. Bu isə 0<а<1 şərtinə ziddir. 
Qeyd edəK Kİ, bu üsulla biz tərpənməz 

nöqtəni

X2 ~ Л^1)» X3 ~ Xn = f(Xn-l)’”’*

ardıcıllığını qurmaqla tapa bilərİK:

x0 = limxn və
Д-ИЮ

beləlİKİə f(x)=x tənliyinin təqribi həlli xn 
olacaq, o isə əsl həll olan x0-dan a"|xj - x0| 
-dan az fərqlənir.

Qeyd 1. Biz burada a=-oo və ya ft=oo-da 
götürə bilərdİK və bu halda da teorem doğ
rudur. LaKİn, bu halda onu başqa üsulla is
bat etməK lazımdır.

Qeyd 2. Vx və y üçün

\f(x) ~ f(y)\ < |x - y\

şərti ödənərsə /-in tərpənməz nöqtəsi olma
ya bilər.

Məsələn /:[l,oo)->[l,oo) funKsiyasını belə 
təyin edəK:

f(x)=x+-
X

Aydındır Kİ, f(x) funKSİyasi [l,oo)-da 
Kəsilməzdir.

Onda

|/(x) - /(x)| =

'ı Г
,x y,

Tutaq Kİ, müəyyənlİK üçün x>y. Onda

ÇünKİ bu halda-------<0. GöstərəK Kİ,
x У

elə 0<а<1 yoxdur kİ,

\f(x) - f(y)\ < a|x - y|

bərabərsizliyi bütün x və i/g[1,oo) üçün 
ödənsin.

Doğrudan da, x„ = n+\,yn = n olsun. 
Onda

|r(x„) - f(yn)\ = (n + 1) - n + 
' 1 14 =
4n + l nj

ödənərsə

ı—L+1
n + 1 n

£ а

bərabərsizliyindən n®K olduqda, а - 1 ala
rıq.

Deməli İKİKas sıxan deyil. Onda

f(x)=x

tənliyinin tərpənməz nöqtəsi

x + - =0
x

tənliyindən tapılar. Buradan 

l = o
X

alaraq Kİ, bunun da [l,oo)-da həlli yoxdur.
Deməli 0<а<1 şərti mühümdür.
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KƏSİLƏN FUNKSİYALAR

Kəsilən funKSİyalar təbiətdə sıçrayış 
şəkİİİİ prosesləri təsvir edirlər. Məsələn, 
zərbə zamanı cismin sürəti ani dəyişir; tem
peraturun funKsiyası Kİmi suyun sıxlığı 
“donma nöqtəsində” sıçrayışla artır və elə 
belə sıçrayış ilə “qaynama nöqtəsində” aza
lır. Oxşar prosesləri təsvir edən funKsiyala- 
rın qrafİKİəri İkİ və bir neçə arasiKəsilmə- 
yən xətlərin fraqmentlərindən ibarətdir və 
bir neçə sıçrayışa malİKdirlər.

XIX əsrin əvvəlində, çox qəribə - “föv
qəladə Kəsilən” - xətlər icad edilmişdilər. 
Onlardan birincisi alman riyaziyyatçısı Le- 
jen Dirixle (1805-1859) tərəfindən araşdı
rılmış funKsiya idi:

0, əgər x irrasionaldırsa,
1, əgar x rasionaldırsa

Məsələn: /(1/3) = 1, /(V2)=0. Dirixle 

/(x) = •

funKsiyası bütün nöqtələrdə təyin edilib, 
amma onun qrafİKİni qurmaq mümKÜn de
yil: o hər hansı kİçİk parçada ya 0, ya da 1 
qiymətini alır. Dirixle funKsiyası hər bir 
nöqtədə Kəsiləndir.

Dirixlenin əsərinin yaranmasından 25 
il sonra, Kəsilən funKSİyaların araşdırılması 
ilə məşhur alman riyaziyyatçısı Bernhard 
Riman məşğul olmuşdu. O yazırdı Kİ, Dirix
le funKSİyasına oxşar funKSİyaların öyrənil
məsi riyazi analizin əsas prinsiplərinin ay
dınlaşdırılması ilə sıx bağlıdır. O, bu prin
siplərə böyÜK aydınlıq və müəyyənlİK ver- 
тэк üçün KÖməK edə bilər.

Bir çox riyaziyyatçılar, xüsəsən də, 
yaşlı nəslin nümayəndələri “real dünyadan 
çox uzaq olan” Kəsilən funKSİyaların öyrə
nilməsinə ciddi yanaşmırdılar. Kəsilən funK
Sİyalar haqqında yeni nəzərriyəni hətta 

funKSİyaların “teratologiyası” (yəni Kİ, 
funKSİyaların eybəcərlİKİəri haqqında elm) 
adlandırırdılar. Amma Rimanın əsərlərin
dən sonra Kəsilən funKSİyaların öyrənilməsi 
artıq ara vermirdi. Bu araşdırmalar Kəsilən 
funKSİyaların artıq qəribə bir şey Kİmi gö
rünmədiyi riyaziyyatın yeni bölmələrinə tə
məl qoydu.

XIX əsrin axırında gənc fransız riya
ziyyatçısı Rene Berin əsərlərində Kəsilmə 
nöqtələrinin təsnifatı verilmişdir. Birinci 
növ Kəsilmə nöqtələrinə funKsiyanın qrafi- 
Kİndə “deşİK” tipli və sonlu sıçrayış tipli 
“aradan qaldırıla bilən” Kəsilmə nöqtələri 
aid idilər. Belə nöqtələr haqqında təsəvvürü 
19-cu və 20-ci şəKİllərdəKİ qrafİKİər verir. 
İKİnci növ Kəsilmə nöqtələri - funKsiya bu 
nöqtələr üçün: a) bir tərəfdən və ya İkİ tə
rəfdən sonsuzluğa yaxınlaşır (şəkİİ 21 və 
22; birinci halda funKsiya sol tərəfdən sonlu 
qiymətə yaxınlaşır); b) ya sağdan, ya da sol
dan sonlu və ya sonsuz limitə yaxınlaşmır 
(şəkİİ 23).

bərabərliyi doğru olur. Deməli, bizim düz

ŞaKil 23. ŞəkİI 1.

Qeyd edəK, qrafİKİni təsvir etməK müm
KÜn olmayan Dirixle funKsiyası üçün hər 
nöqətə İKİnci növ Kəsilmə nöqtəsidir.

ELEMENTAR FUNKSİYALAR VƏ 
ONLARIN XASSƏLƏRİ

Elementar funKsiyalara qüvvət, expo
nent, loqarifmİK, triqonometrİK, tərs triqo- 
nometrİK, hiperbolİK, tərs hiperbolİK və 
həmçinin, bu funKsiyalardan dörd hesab 
əməli və superpozisiya ilə alınan funKSİya
lar da aiddir. Burada biz təKcə bir neçə ele
mentar funKsiyanı araşdıracağıq.

XƏTTİ FUNKSİYALAR

Əvvəlcə ən sadə funKsiyanı, xətti 
funKsiyanı gözdən KeçirəK: ı/(x) = kx + b, 
burada к və b - müəyyən sabitlərdir. Müstə
vidə Koordinat oxlarına nəzərən 1-ci şəKİldə 
göstərildiyi Kİmi yerləşən maili düz xətt çə
kək.

Düz xətt ordinat xəttini (0;ö) nöqtəsin
də Kəsir. Düz xətt üzərində hər hansı İKİ 
(XpZ/j) və (x2,y2) nöqtə götürəK. Təpə nöqtə
ləri (0;&), (Xpi/J, (Xph) və (0;&), (x2,y2), 
(x2;b) olan üçbucaqların oxşarlığından alırıq 
Kİ, - '---- = —----- . Alınmış nisbəti к ilə gös-

Xj X2
tərsəK (onu adətən düz xəttin bucaq əmsalı 
adlandırırlar), onda düz xəttin istənilən
(x,y) nöqtəsi üçün ——- = Ä və ya у=кх+Ь 

X

Və tərsinə, tutaq kİ, у=кх+Ь xətti 
funKsiyası verilib. Əgər k=0, onda funKsiya 
bütün x nöqtələrində eyni b qiymətini alır, 
yəni onun qrafİKİ absis oxuna paralel və 
(0,h) nöqtəsindən Keçən düz xətt olur. Əgər 
к* 0, onda funKsiyanın qrafİKİ absis oxunu 
(~Ь/к;0) nöqtəsində, ordinat oxunu isə - 
(0;ö) nöqtəsində Kəsir. Bu İkİ nöqtədən 
təKcə bir düz xətt Keçir. Burada yuxarıdaKİ 
Kİmi fİKİrləşərəK (oxşar üçbucaqlar ilə hal- 
daKi Kİmi) belə bir nəticəyə gəlirİK Kİ, əgər 
(x;y) nöqtəsi verilmiş düz xəttin üzərində- 
dirsə, onda у=кх+Ь, yəni bizim düz xətti
miz - xətti funKsiyanın qrafİKİdir. BeləlİK- 
lə, xətti funKsiyanın qrafİKİ şaquli olmayan 
düz xətdir.

Şaquli düz xətt halı üçün vəziyyət daha 
sadədir - o heç bir funKsiyanın qrafİKİ ola 
bilməz. Həqiqətən də, tutaq Kİ, bu düz xətt 
absis oxunu (c;0) nöqtəsində Kəsir. Onda 
eyni x=c у-in çoxlu sayda müxtəlif qiymət
lərinə (bütün həqiqi ədədlər) uyğun olacaq.

QÜVVƏT FUNKSİYALARI

/(x) = x" (n e N) qüvvət funKsiyası 
bütün həqiqi oxda təyin olunub, n cüt ol
duqda f(x) =f(-x) bərabərliyi doğrudur. 
Belə funKsiyalara cüt funKsiya deyilir və 
onların qrafİKİəri Oy oxuna nəzərən sim- 
metrİKdirlər (şəkİİ 2a,b). п-təK olduqda 
f(x)=xn funKsiyası təK funKsiyadır, yəni 
/(x) = -/(-x), onun qrafİKİ isə Koordinat 
başlanğıcına nəzərən simmetrİKdir (şə- 
Kİl 2c,ç). ŞəKİllərdən görünür Kİ, Koordinat
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başlanğıcından uzaqlaşdıqca qrafİK üzərin- 
dəKİ nöqtə sonsuzluğa yaxınlaşır və n nə qə
dər böyÜK olsa, əyri xətt bir o qədər daha 
dİK “qalxır” (ya da düşür).

n — 2 olduqda /(x) = xn funKsiyasınm 
qrafİKİ F(0;l/4) nöqtəsində foKUS və 
y = -1/4 direKtrisa ilə parabola təşKİl edir 
(şəkİİ 3; həmçinin bax “GörKəmli əyrilər” 
məqaləsinə), n = -1 olduqda, y = xn = 1/x 
funKsiyasınm qrafİKİ hiperboladır (şəkİİ 4).

Qüvvətin tərifinə görə, x~n =1/xn. Və 
ona görə tam mənfi üstlü qüvvət funKsiyasi 
ədəd düz xəttinin x = 0 nöqtəsindən başqa

bütün nöqtələrində təyin edilib. FunKsiya- 
mn cüt və ya təK olması isə müsbət n-lərdə- 
Kİ Kİmi təyin olunur, x-in qiymətləri sonsuz 
böyüdÜKCə, hiperbola üzərindəKİ nöqtələr 
absis oxuna daha sıx yaxınlaşır. Koordinat 
başlanğıcının yaxın ətrafında isə əyri xətt 
sonsuzluğa yönəlir (şəkİİ 5a,b).

Kəsr və ya irrasional a üstlü /(x) = x“ 
qüvvət funKsiyasi təKCƏ müsbər yarımoxda

ŞəkİI 6.

təyin edilmiş sayılır. Əgər a < 0, funKsiya 
həmçinin x = 0 nöqtəsində təyin olunmayıb. 
Müxtəlif üstlər üçün qüvvət funKsiyaların 
qrafİKİəri 6-cı şəKİldə göstərilib.

ÇOXHƏDDLİLƏR

Xətti və natural üstlü qüvvət funKSİ- 
yalarının təbii ümumiləşdirilməsi çoxhədli
lərdir, yəni

y = anx" + a^x"1+...+arx + a0 funK- 
siyalarıdır.

Çoxhəddlilər - hesablama riyaziyyatı
nın əsas alətidir. Bu riyaziyyatda verilmiş 
funKsiyanı ona yaxın olan çoxhəddlilər ilə 
əvəz etməyə çalışırlar. Çoxhəddlilərin əsas 
dəyəri ondadır kİ, onların qiymətlərinin he
sablanması üçün təKCƏ üç hesab əməli tələb 
olunur - toplama, çıxma və vurma. İstəni
lən çoxhədlinin təyin oblastı - bütün həqiqi 
ədədlərdir. Çoxhədlinin qrafİKİ - hamar 
əyri xəttdir: onun nə Kəsilmələri, nə də sın
maları var.

ŞjkU 7.

Əgər Koordinat müstəvisində sərbəst 
seçilmiş n + 1 nöqtə qeyd etsəK, onda dərə
cəsi n-dən böyÜK olmayan və qrafİKİ veril
miş nöqtələrdən Keçən çoxhədli seçməK olar. 
Belə çoxhədlinin axtarış prosesi interpolya- 
siya məsələsi adlandırılır və onun metodİKa- 
sı çoxdan və hərtərəfli araşdırılıb. Bundan 
əlavə, n dərəcəli çoxhədlinin KÖKİərinin sayı 
n-dan çox deyil. Deməli, çoxhədlinin qrafİKİ 
absis oxunu zı-dən çox olmayan sayda nöqtə
də Kəsir.

Çoxhədlinin “sonsuzluqda” davranışı 
arqumentin ən уйкзэк dərəcəsi daxil olan 
toplanan, yəni anxn ilə müəyyən edilir - x-in 
böyüməsi ilə o bütün qalan toplananlardan 
“üstün gəlir”. y=xn funKsiyasınm özünü ne
cə apardığı bizə artıq məlumdur və ona görə 
aşağıdaKİ nəticələrə gəlməK çətin deyil:

əgər n - cütdürsə, a > 0 üçün x -> ±oo 
olduqda çoxhədli sonsuz böyÜK qiymətlər 
alır (qrafİKİn sağ və sol hissələri yuxarıya 
gedirlər, şəkİİ 7a); an < 0 - üçün tərsinədir 
(şəkİİ 7b).

əgər n - təKdirsə, a > 0 üçün çoxhədli 
x -> +oo olduqda hədsiz böyüyür, x -> -oo 
olduqda hədsiz azalır (şəkİİ 8a); an < 0 - 
üçün tərsinədir (şəkİİ 8ö). ŞəKİldə görünür 
Kİ, qrafİKİn sağ və sol hissələri əks tərəflərə 
uzaqlaşırlar.

“AYRILMAZ CÜT” - ÜSTLÜ VƏ 
LOQARİFMİK FUNKSİYALAR

Əgər y = x“ qüvvət funKsiyasi üçün a 
qüvvət üstünün hansısa qiyməti müəyyən 
edilib, qüvvətin əsası x mümKÜn olan 
müsbət qiymətləri alırsa, y - ax üstlü funK- 
siyası üçün əKsinədir: qüvvətin əsası müəy
yən edilib, amma qüvvət üstü dəyişir. Əgər 
a > 0, onda y = ax üstlü funKsiyasi bütün 
x-lər üçün (təKCƏ müsbət qiymətlər üçün 
yox) təyin edilib.

“Qüvvət” anlayışı vasitəsilə “loqarifm” 
anlayışını təyin edirlər, x ədədini almaq 
üçün a ədədinin yüxsəldildiyi qüvvət üs
tünə (loga x Kİmi yazılır) x ədədinin a əsas
dan loqarifması deyilir. Loqarifmin tərifin
dən birbaşa alınır kİ:

alog-x = x
BeləliKİə, y = ax və y = loga x - qarşı

lıqlı tərs funKsiyalardır.
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Qüvvət üstünü loqarifmin işarəsinin 
xaricinə çıxartmaq olar:

loga xc = cloga x.
İkİ ədədin hasilinin loqarifmi onların 

loqarifmləri cəminə bərabərdir:
loga xy = loga x + loga y.

Bu bərabərlİKİəri isbat etməK üçün lo- 
qarifmanın, x ədədini almaq üçün a əsasını 
yÜKSəltməK lazım gəldiyi p qüvvət üstü 
olmasını xatırlatmaq və 

xe =(apy =aep

x у = ap a4 = ар+ч
(burada p = loga x, q - loga y) bərabərlİKİə- 
rindən istifadə etməK lazımdır, vəssalam!

Əsas e=2,71828... ədədinə bərabər 
olanda üstlü və loqarifmİK funKsiyalar hət
ta öz işarə və adlarını da aldılar: ex = expx 
funKsiyası eKsponenta, logc x = lnx funKSİ- 
yası isə - natural loqarifm adlandırılır.

EKsponentadan başlayaq. Onun hər bir 
üstlü funKsiyadaKi Kimi təyin oblastı - bü
tün həqiqi ədədlərdir. EKsponenta təKCƏ 
müsbət ədədlər alır, x-in böyüməsi ilə ex 
funKsiyası monoton olaraq böyüyür və bu 
böyümə daha böyÜK x-lər üçün daha sürətli 
olur. O mütləq şəKİldə hər hansı qüvvət 
funKSİyasını ötəcəK (məsələn, ı/=x100000). 
Əgər x-i sola(oo) yönəltsən, onda eKsponenta 
0-a yaxınlaşar (nəzərə alaraq kİ, ex = 1/e~x). 
BeləliKİə, x=0 düz xətti x —> -oo olduqda ек- 
sponentanın üfiqi asimptotudur.

Əgər x = 0, onda ex = e° = 1. Bu o de
məKdir Kİ, ex funKSİyasının qrafİKİ ordinat 
oxunu (0;l) nöqtəsində Kəsir. EKsponenta 
haqqında bizdə olan məlumatlara görə artıq 
onun qrafİKİni qurmaq olar (şəkİİ 9).

ex funKSİyasının qiymətlərinin hesab
lanması üçün, onun sonsuz sıraya ayrılışı 
daha məqsədəuyğundur:

x x2 x3в — 1 + X H------ 1------ F...
2! 3!

Buradan, xüsusi halda alınır Kİ, kİçİk 
x-lər üçün ex « 1 + x təqribi bərabərliyi doğ
rudur.

Qeyd etdiyimiz Kimi, natural loqarifm 
- ensponentaya tərs olan funnsiyadır: əgər 
y - ex, onda x = İn y. Və ona görə y = İn x 
funKSİyasının qrafİKİni almaq üçün, biz 
9-cu şəKİldə sadəcə oxların adlarını dəyiş- 
dirməliyİK: Ox oxunu Oy adlandırmaq və 
tərsinə. Rüblərin tənböləninə nəzərən sim
metrİK çevirəK (şəkİİ 10) və beləlİKİə də adi 
Koordinat sistemində y = İn x funKSİyasının

qrafİKİni alaq. Bu qrafİKdən y = İn x funnsi- 
yasının bir çox xassələrini əldə edə bilərİK.

Natural loqarifmin təyin oblastı - 
bütün müsbət, qiymətlər oblastı isə bütün 
həqiqi ədədlərdir, x-in böyüməsi ilə İn x 
funKsiyası hədsiz böyüyür, x-in 0 yaxınlaş
ması ilə isə - hədsiz azalır. Və ona görə ordi
nat oxu funKsiyanın şaquli asimptotu olur. 
Absis oxu ilə qrafİK (1 ;0) nöqtəsində Kəsişir.

Daha bir xüsusiyyət əlavə edəK. Mə
lumdur Kİ, eKsponenta daha tez, loqarifmİK 
funsKİya isə hər hansı qüvvət funKsiyasın- 
dan daha yavaş böyüyür. Hətta axırıncısı
nın qüvvət üstü 0,0000001 olsa da, o gec- 
tez loqarifmİK funKsiyanı ötüb-KeçəcəK.

y = ax üstlü funKSİyasına qayıdaq, a 
ədədini almaq üçün e ədədini hansı dərəcə
dən qüvvətə yÜKSəltməK lazımdır? natural 
loqarifmin tərifinə görə bu İn a-dır, deməli: 

ax =(е'паУ = exina

Və ona görə a > 1 olduqda ax funKsiyası 
özünü eKsponenta Kimi aparır, ancaq onun 
qrafİKİ Ox oxuna İn a dəfə “sıxılıb” (şəkİİ
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Oxşar olaraq y - logo x loqarifmİK 
funKsiyası haqqında mühaKİmələr aparmaq 
olar (şəkİİ 12).

TRİQONOMETRİK FUNKSİYALAR

Biz bilirİK Kİ, bucaqlar adətən dərəcə 
ilə ölçülür. Düz bucaq - 90°, iti bucaqlar 0° 
və 90° arasında, KÖr bucaqlar isə - 90° və 
180° arasındadılar. Bucaqların başqa ölçmə 
üsulu da var: vahid ölçü Kimi çevrənin radi
usuna bərabər olan qövsə uyğun mərKəzi bu
caq götürülür. Belə bucaq radian adlan
dırılır. Tam bucaq (360°) 2лг/г = 2л radian- 
da, açıq bucaq (180°) л və nəhayət düz bucaq 

n/2 radianına bərabərdir. “Radian” sözünü 
adətən işlətmirlər, məsələn, “л radiana bə
rabər olan bucağın sinusu” ifadəsinin yerinə 
sadəcə “sinus л” deyirlər.

Həmçinin mənfi bucaqları da araşdırır
lar. Koordinat müstəvisində mərKəzi O nöq
təsində yerləşən vahid çevrə çəkək. Bucaq
ları Ox oxunun müsbət istiqamətindən he
sablayacağıq. Saat əqrəbi hərəKətinin ƏKSinə 
isətiqamətdə ayrılmış bucağı müsbət, saat 
əqrəbi istiqamətində ayrılmış bucağı mənfi 
qəbul edirlər (şəkİİ 13). Bucağın hesablan

lla). Əgər 0< a< 1, onda İna =-ln(l/a)» 
yəni mənfidir. Bu halda üstlü funKsiya 
x -> -oo olduqda hədsiz böyüyür, x -» oo 
olduqda isə 0-a yaxınlaşır (şəkİİ llb).

ması zamanı O nöqtəsinin ətrafında hər 
hansı sayda dövr etməK olar (şəkİİ 14). De
məli, bucağın qiyməti hər hansı həqiqi ədəd 
ola bilər. Onda müvafiq olaraq sinus və kosİ- 
nus düzbucaqlı üçbucağın tərəflərinin ni
sbətindən bütün ədəd oxunda təyin olunmuş 
sinx və cosx ədədi funKsiyalarına çevrilir
lər.

y=cos x funKsiyası. MərKəzi Koordinat 
başlanğıcında yerləşən vahid çevrə quraq. 
x0 qiymətini sərbəst şəKİldə seçəK və Ox 
oxundan x0 bucağını ayıraq. Vahid çevrə 
üzərində bu bucağa hansısa A nöqtəsi uy
ğundur (şəkİİ 15a), onun Ox oxuna ргоуек- 
siyası isə M nöqtəsi olacaq. Aydındır kİ, 
OM parçasının uzunluğu A nöqtəsinin absi- 
sinin mütləq qiymətinə bərabərdir. Arqu
mentinin verilmiş x0 qiymətinə A nöqtəsinin 
absisi Kimi y0 = cos x0 funKsiyası qarşılaşdı
rılıb. Uyğun olaraq B(x0; y0) nöqtəsi
y = cos x funKsiyanın qrafİKİnə aiddir (şə- 
Kil 15&).

Əgər A nöqtəsi Oy oxundan sağa yerlə
şirsə, onda Kosinus müsbət olacaq, əgər sol 
tərəfdə isə - onda mənfi olacaq. Amma hər

\ ! 
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halda O nöqtəsi çevrədən çıxa bilməz. Və 
ona görə Kosinus -1-dən 1-ə Kimi aralıqda 
yerləşir:

-1 < cos x < 1
2n-nin misli olan hər hansı bucaq qədər 

əlavə dönmə A nöqtəsini eyni yerə qaytarır. 
Və ona görə у = cosx funKSİyası dövridir, 
onun dövrü 2л-уэ bərabərdir:

cos(x + 2n) = cosx
İndi isə arqumentin mütləq qiymətcə 

eyni, işarəcə əks olan İkİ qiymətini götürəK: 
x və -x. Çevrədə müvafiq Ax və Ax nöqtələ
rini tapaq. 15c şəKİldə göründüyü Kimi Ox 
oxuna onların proyeKsiyası eyni M nöqtəsi
dir. Və ona görə:

cos(-x) = cos x 
yəni Kosinus - cüt funKSİyadır.

Deməli, у - cos x funKsiyasının xassə
lərini [0, л] parçasında araşdırmaq olar, son
ra isə onun cütlÜK və periodİKİiyini nəzərə 
alarıq.

x=0 olanda, A nöqtəsi Ox üzərində yer
ləşir, onun absisi 1-ə bərabərdir və ona görə

cos 0=1. x-in böyüməsi ilə A nöqtəsi çevrə 
üzrə yuxarı və sola Keçir, onun proyeKsiya- 
sı, təbii olaraq, təKcə sol tərəfə Keçir və 
x = n/2 olduqda Kosinus 0-a bərabər olur. 
Bu zaman A nöqtəsi maKsimal hündürlüyə 
qalxır və sonra isə sol tərəfə irəliyəyəK, ar
tıq aşağı düşür. Onun absisi azalır və nəha
yət x = л olduqda -1-ə bərabər olan ən aşağı 
qiymətə çatır. BeləlİKİə, [0,л] Kəsiyində 
у-cosx funKSİyası 1-dən -1-ə Kimi mono- 
ton azalır (şəkİİ 16 a,b).

Kosinusun cüt olmasını xatırlasaq, ala
rıq kİ, [-л,0] parçasında funKsiya monoton 
olaraq -1-dən 1-ə Kimi böyüyür və x = -n/2 
olduqda sıfra bərabər qiymət alır. Əgər bir 
neçə period götürsəK, dalğavari əyri xətt 
alınacaq (şəkİİ 17).

ŞəkİI 17.

У
-Я s 1 я / 2n \ 3n x

o
-1 y=co»x

BeləlİKİə, у = cosx funKSİyası x = л/2 + 
+kn (k - hər hansı tam ədəddir), nöqtələrin
də sıfra bərabər olan qiymətlər alır. 1-ə bə
rabər olan maKSİmumlar, təKcə x = 2kn 
nöqtələrində, -1-ə bərabər olan minimumlar 
isə x = n + 2kıt nöqtələrində alınır.

у = sin x funKsiya. MərKəzi Koordinat 
başlanğıcında yerləşən vahid çevrə çəkək və 
absis oxundan x0 bucağını ayıraq. Vahid 
çevrədə ona A nöqtəsi uyğundur (şəkİİ 18a) 
və Oy oxuna onun proyeKsiyası isə N nöqtə

si olacaq. y0 = sin x0 funKsiyasının qiyməti
ni A nöqtəsinin ordinatı Kimi təyin edəK. 
B(x0; y0) nöqtəsi у = sin x funKsiyasının qra- 
fİKİnə aiddir (şəkİİ 18h). Aydındır Kİ, ı/=sin

x funKSİyası dövridir, onun dövrü 2л-уэ bə
rabərdir:

sin(x + 2л) = sin x
İndi isə arqumentin İKİ qiymətini x və 

-x götürəK. Onlara müvafiq olan Ax və A_x 
nöqtələrinin Oy oxuna proyeKsiyaları O 
nöqtəsinə nəzərən simmetrİK yerləşəcəKİər. 
Və ona görə:

sin(-x) = -sinx
yəni sinus - təK funKSİyadır (şəkİİ 19).

İndi isə qeyd edəK Kİ, əgər A nöqtəsini 
O nöqtəsinə nəzərən л/2 bucağı qədər saat 
əqrəbi ƏKSİnə döndərsəK (başqa sözlə desəK, 
əgər x bucağını л/2 bucağı qədər böyütsəK), 
onda onun yeni mövqeyində ordinatı Köhnə 
mövqeyində absisinə bərabər olacaq. Demə
li:

Başqa sözlə desəK, sinus - л/2 qədər 
“gecİKən” Kosinusdur, çünKİ əgər arqument 
л/2 böyüsə, Kosinusun hər bir qiyməti sinus- 
da təKrarlanacaq. Və sinusun qrafİKİni qur
maq üçün, bizə Kosinusun qrafİKİni л/2 
qədər sağ tərəfə sürüşdürməK Kifayətdir 
(şəkİİ 20).

ŞsKil 20.

Sinusun son dərəcə vacib xüsusiyyəti 
belə bir bərabərlix ilə ifadə olunur:

,. sin x lım------
x-H) x (*)= 1

Onun həndəsi mənasını 21-ci şəKİldəKİ 
təsvirdən başa düşməK olar. Burada x - AB 
qövsünün yarısıdır, sin x - isə uyğun olan

vətərin yarısıdır. Aydındır Kİ, A və B nöqtə
ləri bir-birinə yaxınlaşdıqça vətərin uzunlu
ğu da qövsün uzunluğuna yaxınlaşır. Elə bu 
şəKİldən asanlıqla belə bir bərabərsizlİK gös
tərməK olar: istənilən x üçün

|sin x| < |x|
(*) düsturunu riyaziyyatçılar I gör- 

Kəmli limit adlandırırlar. Ondan, xüsusi 
halda alınır kİ, kİçİk x-lər üçün sin x « x.

у = tg x, у = ctg x funKSİyaları. Tan
gens və Kotangens Kimi başqa İKİ triqono
metrİK funKSİyaları bizə artıq məlum olan 
sinus və Kosinusun nisbəti Kimi təyin etməK 
daha rahatdır:
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sın X * COS Xtg X =------ , Ctg X =-------
cos x sin X

Sinus və Kosinus Kimi, tangens və 
Kotangens də - dövri funKsiyalardır, amma 
onların dövrləri n-yə bərabərdir, yəni sinus 
və Kosinusun dövründən nd dəfə azdır. 
Bunu səbəbi bəllidir: İKİsi də işarələrini də
yişdirərlər, amma nisbətləri dəyişməyəcəK.

Məxrəcində Kosinus yerləşdiyindən, 
tangens Kosinusun 0-a bərabər olduğu 
x = n/2 + kn nöqtələrdə təyin olunmayıb. 
Qalan başqa nöqtələrin daxil olduqları ara
lıqlarda o monoton artır, x = л/2 + kn düz 
xətləri tangens üçün şaquli asimptotlardır. 
kn nöqtələrində tangens və bucaq əmsalı uy
ğun olaraq 0 və 1-ə bərabərdirlər (şəkİİ 22).

ŞjkİI 22.
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Kotangens sinusun 0-a bərabər olduğu 
nöqtələrdə (x = kn bərabər olanda) təyin 
olunmayıb. Qalan nöqtələrin daxil olduqları 
aralıqlarda o monoton olaraq azalır, x = kn 
düz xətləri isə onun şaquli asimptotlarıdır. 
x = n/2 + kn nöqtələrində Kotangens 0-a çev-

ŞjkİI 23.
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rilir, bu nöqtələrdə bucaq əmsalı isə -1-ə 
bərabərdir (şəkİİ 23).

Tərs triqonometrİK funKSİyalar. sin x, 
cos x, tg x və ctg x üçün tərs funKSİyalar tə
yin etməK olar. Onlar uyğun olaraq arcsin x 
(“arKsinus x” oxunur), arccosx, arctg x və 
arcctg x Kimi göstərilir. Tərifə görə arcsin x 
belə bir //-dir Kİ:

sin y = x
Oxşar olaraq, başqa triqonometrİK 

funKSİyalar haqqında da danışırlar. Amma 
belə bir tərif bir balaca qeyri-dəqiqdir.

Koordinat müstəvisinin birinci və 
üçüncü rüblərinin tənbölənlərinə nəzərən 
sin x, cos x, tg x və ctg x-i əks etdirəK. Onla
rın periodİKİiyindən funKSİyalar artıq bir
qiymətli deyillər: eyni sinusa (Kosinusa, 
tangensə, Kotangensə) sonsuz qədər çox bu
caq uyğundur.

Birqiymətli olmamasından qurtarmaq 
üçün, biz n enliyi ilə hər triqonometrİK 
funKsiyanm qrafİKİndən əyri xətli bir kəsİk 
hissəsi seçəK. Seçmə zamanı biz arqument 
və funKsiyanm qiyməti arasında qarşılıqlı 
birqiymətliliyin qorunmasını diqqətlə izlə- 
məliyİK. Biz Koordinat başlanğıcına yaxın 
hissələr seçəcəyİK. Xüsusən, sin x funKsiya- 
sı üçün [-n/2, n/2] götürəK, [0,л] Kəsiyini 
cos x üçün, tg x üçün (-л/2, л/2), ctg x üçün
- [0, л] Kəsiyini. Sağdan və soldan qalan kə- 
sİKİəri isə pozaq. Bundan sonra hər əyri xət
tin qalığını tənbölənə nəzərən əks etdirəK.

İndi isə tərs triqonometrİK funKsiyala- 
rı dəqiq təyin etməK olar. Məsələn, tutaq Kİ, 
x0 arqumentin qiyməti verilib, belə Kİ 
0 < x0 1. Onda arcsin x0-ın yeganə qiyməti 
yQ olacaq, elə kİ

-n/2 <y0 n/2 və x0=sinı/0
Tərs triqonometrİK funKSİyaların əsas 

xüsusiyyətlərini qısaca olaraq sadalayaq: 
arcsin x (şəkİİ 24): [-1,1] parçası - tə

yin oblastıdır; [-л/2, л 2] - qiymətlər oblas- 
tıdır; monoton artan funKSİyadır;

arccosx (şəkİİ 25): [-1,1] parçası - tə
yin oblastıdır; [0, л] - qiymətlər oblastıdır; 
monoton azalan funKSİyadır;

arctg x (şəkİİ 26): bütüh həqiqi ədədlər
- təyin oblastıdır; (-л/2,л/2) intervalı - 
qiymətlər oblastıdır; monoton artan funKsi- 
yadır; y = -n/2 və y = n/2 üfiqi asimptotları- 
dır;
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arcctg x (şəkİİ 27): bütün həqiqi ədəd
lər - təyin oblastıdır; (О, л) intervalı - qiy
mətlər oblastıdır; monoton azalan funKsi- 
yadır; y = 0 və y = n düz xətləri üfiqi asimp- 
totlardır.

FUNKSİYANIN QRAFİKİNƏ 
TOXUNAN

Toxunan xətt anlayışı riyaziyyatda ən 
qədim anlayışlardan biridir. Həndəsədə çev
rəyə çəKİlmiş toxunan xətti bu çevrə ilə yeg
anə ortaq nöqtəsi olan düz xətt Kimi təyin 
edirlər. Qədmilər pərgar və xətKeşin vasitə
silə çevrəyə toxunan xətləri (şəkİİ 1), sonra- 
lar isə KonİK KəsİKİərə: ellipslərə, hiperbola- 
lara və parabolalara toxunanlar çəKİrdilər.

Toxunan xəttlərə maraq Yeni zamanda 
dirçəldi. O vaxt qədim alimlərə məlum olma
yan əyir xəttlər Kəşf edilmişdir. Məsələn, 
Qaliley sİKİoidanı daxil etdi, DeKart və Fer
ma isə ona toxunan xətt çəKdilər. XVII əs
rin birinci üçdə bir hissəsində artıq başa 
düşməyə başladılar Kİ, əyri xəttə çəKİlmiş 
toxunan xətt toxunma nöqtəsinin yaxınlı
ğında bu əyri xəttin davranışı ilə təyin olu
nur və toxunan xətt - verilmiş nöqtənin ve
rilmiş ətrafında əyri xəttə “maKSİmal dərə
cədə sıx yanaşı olan” düz xəttdir (baxmaya
raq Kİ, toxunan xəttin əyri xətt ilə toxunma

nöqtəsindən başqa nöqtələrdə də Kəsişmə 
nöqtəsi ola bilər; şəkİİ 2). Həmçinin, veril
miş nöqtədə əyri xəttə toxunan xəttinin çə- 
Kİlməsinin mümKÜnsüzlüyünü də təsəvvür 
etməK olar (şəkİİ 3).

Differrensial hesabının yaranmasına 
gətirən məsələlərdən biri də toxunan xəttlə
rin qurulması idi. Differensial hesabına aid 
olan İİk çap olunan Kitab Leybnisə məxsus 
idi və “MaKsimum və minimumların yeni 
üsulu və həmçinin nə irrasional, nə də Kəsr 
qiymətlərin əngəl olmadığı toxunan xəttləri 
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və bunun üçün hesablamanın yeni növü” 
adlandırılmışdır.

Tutaq Kİ, 4-cü şəKİldə təsvir edilmiş 
əyri xətt f(x) funKsiyasının qrafinidir və biz 
x() nöqtəsində bu əyri xəttə toxunan çəKmə- 
liyİK. Biz aşağıdaKi üsul ilə bunu edəcəyİK:

x0 nöqtəsinə yaxın olan x = x0 + Ax nöqtəsi
ni götürəK və (x0; /(x0)) və (x0 + Ax; 
/(x0 + Ax)) nöqtələrindən düz xətt (ya da ne
cə deyirlər Kəsən xətti) KeçirəK. Kəsən xət
tin tənliyi (bunu yoxlamaq çətin deyil) aşa- 
ğıdaKi şəKİldədir:

y = k(x- x0) + /(x0)
burada:

k _ f(x0 + Ax) - f(x0)
Ax

Əgər
, ,. f(x0 + Ax) -/(x0)

lım k = lım------------------------= k0Ax->0 Ax->0 Ax
limiti varsa, onda

T^x) = k0Çx — x0) + /(x0)

düz xəttini x0 nöqtəsində /(x) funKsiyasının 
qrafİKİnə toxunan adlandırırlar. Başqa söz
lə desəK, toxunan xətti Kəsənlərin Ax -> 0 
olduqda limit vəziyyəti olan düz xətt Kİmi 
təyin etməK olar (şəkİİ 5).

k0 qiymətinin tərifindən görünür Kİ: 
Ax 0-a yaxınlaşırsa,

/ * \ ^(x° + Axo) h
a (Ax) =------ ----------- «ov 7 Ax

funKsiyası da 0-a yaxınlaşır. Axırıncı bəra- 
bərlİK o deməxdir Kİ:

f(x0 + Ax) = f(x0) + k0Ax + a (Ax) Ax
yəni

/(x) - T(x) = a(Ax)Ax
(burada x = x0 + Ax). Başqa sözlə desəK, x 
x0-a nə qədər yaxmdırsa, o qədər də Kəsən 
xətt funKsiyanın qrafİKİnə “sıxılır”, o mə
nada Kİ, /(x) - T(x) fərqi 0-a Ax-dən də tez 
yaxınlaşır. (x0; f(x0)) nöqtəsindən Keçən 
bütün bu düz xəttlərdən təKcə toxunana 
belə xüsusiyyətlər aiddir.

FUNKSİYANIN LİMİTİ

FunKsiyanın limiti anlayışı riyazi ana
lizin əsas anlayışlarından biridir və müasir 
riyaziyyatda əhəmiyyət Kəsb edən bir anla
yışdır. Məhz limit anlayışı (ardıcıllığın və 
funKsiyanın ) riyazi analiz elmini xaraKteri- 
zə edir. Bu anlayış məKtəblilər tərəfindən 
çətin anlaşılır. Tarixə nəzər saldıqda bu an
layışın özü də birbaşa, heç bir çətinlİK olma
dan yaranmamışdır.

Qədim dövrün ən böyÜK riyaziyyatçısı 
Arximed (287-212.il.b.e.g) bir sıra məsə
lələrin həllində limit anlayışına yıxınlaşa 
bilmiş, laKİn onun dəqiq tərifini verə bilmə
mişdir və bu, o dövr üçün тйткйп də deyil
di. O, bir çox fiqurların sahə və həcmlərini 
hesabladıqda müəyyən üsullar tətbiq etmiş
dir Kİ, onların da ciddi əsaslandırılması li
mit anlayışı ilə bağlıdır. Uzun müddət, 
riyaziyyat inKİşaf etdİKCə, bu anlayışın təri
fini verməyə cəhdlər olmuşdur. LaKİn İİK 
ciddi tərifə XVII əsrin ortalarında ingilis ri
yaziyyatçısı Vallisin (1616-1703) işlərində 
rast gəlinir. LaKİn bu anlayışın, riyazi ana
lizin əsasını təşKİl edən bir anlayış Kİmi 
XIX əsrin görKəmli riyaziyyatçısı fransız 

Koşi (1789-1857) tərəfindən onun "Analiz 
Kursu" (1821) və "Diferensial hesab"ı haq
qında (1829) əsərlərində, əsasən dəqiq tərifi 
verilmişdir. O İKİnci Kitabında bunu belə ya
zır: Əgər hər hansı bir Kəmiyyətin qiymətlə
ri, qeyri-məhdud olaraq qeyd olunmuş bir 
qiymətə (ədədə) yaxınlaşırsa və müəyyən 
mərhələdən sonra ondan istənilən qədər az 
fərqlənirsə, onda bu qiymət (ədəd) qalanla
rın limiti adlanır".

Qeyd edəK Kİ, bu Kitablar nəşr olunana 
qədər Çex riyaziyyatçısı Boltsana (1781- 
1848) tərəfindən də çox böyÜK və əsaslı nə
ticələr alınmışdır. Sual oluna bilər Kİ, niyə 
limit anlayışı riyaziyyatda öz yerini çox gec 
tapmış və onun tərif edilməsində çatışma- 
mazlıqlar nə ilə əlaqədardır? Məsələ bura
sındadır Kİ, sonlu Kəmiyyətlərdən sonsuz 
Kəmiyyətlərə Keçid, disKret Kəmiyyətlərdən 
Kəsilməz Kəmiyyətlərə Keçid yeni ab- 
straKt-məntiqi təfəKKÜrlərin yaranması və 
inKİşaf etdirilməsi nəticəsində baş verir. 
Sonlu və disKret Kəmiyyətlərə aid hÖKmlə- 
rin birbaşa sonsuz və Kəsilməz Kəmiyyətlərə 
Keçirilməsi çoxlu sayda səhvlərə gətirir. 
Məsələn, istənilən sonlu sayda ədədlərin ən 
Kiçiyi və ən böyüyü var. LaKİn bunu sonsuz

çoxluqlarda deməK olmaz. Məsələn

ne N çoxluğunun ən kİçİk qiymətli həddi 
yoxdur, (0,1) intervalındaKi ədədlərin ən 
böyüyü və ən Kiçiyi yoxdur. Sonlu çoxluqlar 
öz hissəsindən çox element saxlayır, sonsuz 
çoxluqlar da isə bu belə deyil, məsələn (0,1) 
ilə (-Л / 2, л / 2,) arasında qarşılıqlı birqiy-

Л mətli uyğunluğu у = — + nx vasitəsilə,
2

ilə R-- (-00,00) arasında qarşılıqlı

birqiymətli uyğunluğu isə z = tgy ilə və belə- 
İİkİə (0,1) ilə (-00,00) arasında qarşılıqlı bir- 

( лqiymətli əlaqəni z = tg — + nx ilə yarat-
\ 2 7

maq olar. Deməli, baxmayaraq kİ, bu çox
luqlardan biri digərinin alt hissəsidir, laKİn 
onların elementləri arasında qarşılıqlı bir
qiymətli uyğunluq var, deməli "elementləri
nin sayları" bərabərdir.

Bu anlayışın riyazi analizə nə qədər çə
tin daxil olduğunu göstərməK üçün qeyd 
edəK Kİ, ən görKəmli alimlər, abstraKt mən

tiqi təfəKKÜrdən yan KeçərəK bunu izah et- 
тэк üçün, bəzən mistİK izahlardan istifadə 
etmişlər. (Məsələn, sonsuz kİçİk Kəmiyyət
lər - Köçən Kəmiyyətlərin ruhu Kİmi qələmə 
verilmiş və bundan riyazi analizin tənqidi 
üçün istifadə etmişlər. Leybnisdə sonsuz kİ- 
çİk Kəmiyyətlərə, heç nə ilə müqayisə edil
məyən kİçİk Kəmiyyətlər (məsələn sabun 
Köpüyünün Yerlə münasibəti Kİmi), Nyüton 
isə limitə dəyişənin "ən son" qiyməti Kİmi 
baxmışdır. Sonralar, görKəmli fransız riya
ziyyatçısı Dalamber (1717-1783) də bəzi 
səhvlərə yol vermişdir. O, limitə ən yaxşı tə
riflərdən birini vermiş, laKİn hesab etmişdir 
Kİ, dəyişən bu limit qiyməti ala bilməz. 
Ümumiyyətlə Koşının özü də Kəsilməz funK- 
siyalar ardıcıllığının limitinin xassəsini 
verdİKdə səhvlərdən yan Keçə bilməmişdir.

FUNKSİYANIN LİMİTİNİN TƏRİFİ

FunKsiyanın limitinin tərifini verməK 
üçün əvvəlcə ardıcıllığın limitinin tərifini 
yada salaq. Bunun üçün əvvəlcə Koşinın 
verdiyi tərifini ümumi şəKİldə ifadə edəK.

a ədədi dəyişən у Kəmiyyətinin hər 
hansı prosesdə limiti adlanır, o deməKdir kİ, 
istənilən e > 0 ədədi üçün bu prosesde elə bir 
mərhələ əmələ gəlir kİ, bundan sonra 
\y - a| < e bərabərsizliyi doğru olur.

Bu tərifin üstünlüyü ondan ibarətdir 
Kİ, burada "proses", "mərhələ" sözlərinin 
dəqiq riyazi mənası verilmir. Ona görə də 
yuxarıdaKi tərifdə limitin təxmini tərifi ve
rilir. Əgər bunlara dəqiq riyazi məna veri
lərsə, onda limitin dəqiq tərifinə gəlməK 
olar. Məsələn, tutaq Kİ, (ı/n) -ardıcıllıqdır- 
sa, onda y„-in limitinin a olması o deməKdir 
Kİ, n qeyri-müəyyən olaraq artdıqda ı/„-lər 
a-ya istənilən qədər yaxınlaşır. Bu halda 
"hadisə" sözünün altında n-in natural ədəd
lər çoxluğunda artması (bu vaxt yn bu qiy
mətləri alır, ı/p t/2, ı/3,...) "müəyyən mərhələ 
isə elə bir N nömrəsinin olduğunu göstərir 
Kİ, n > N olduqda |t/„ - a| < e olur.

BeləlİKİə aşağıdaKi tərifi alırıq.

İstənilən e > 0 ədədi üçün elə N nömrəsi 
tapmaq olarsa, n > N şərtini ödəyən bütün 

\ 7
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n-lər üçün |ı/n - a\ < e bəra- bərsizliyi 
ödənərsə, onda a ədədi {«/„} ardıcıllı
ğının limiti adlanır.

Qeyd edəK kİ, bu tərifdən görünür kİ, 
£ > 0 ədədi KİçildİKcə ı/„-in qiymətləri 
müəyyən nömrədən sonra a-ya daha yaxın 
olur, laxin bu zaman N ədədinin qiyməti 
böyüyə bilər.

İndi isə x arqumenti x0-a yaxınlaşdıqda 
f(x) funKsiyasımn limitinin A olmasam biz 
belə ifadə edirİK. |x - x0 sıfra yaxın olduqca 
|/(x) - A| ifadəsi də sıfra yaxınlaşır. Burada 
"proses" sözü altında x-Kəmiyyəti x0-a ya
xınlaşdıqca x - x0| Kəmiyyətinin qeyri məh
dud olaraq azalmasıyla, /(x)-ın qiymətinin 
A-ya yaxınlaşması nəzərdə tutulur, "mərhə
lə" isə |x - x0|-nin Kifayət qədər kİçİk olması
dır, yəni elə 5 > 0 ədədi olmalıdır kİ, 
0 < |x - x0| < ö olduqda |/(x) - A| kİçİk olsun. 
BeləlİKİə belə bir tərifə gəlirİK.

Tutaq Kİ, /(x) funKsiyası (a, 6)-də təyin 
olunub. x0 e(a, b). Ve>0 üçün elə ö > 0 tap
maq olarsa kİ, |x - x0| < 5 şərtini ödəyən 
x e (a, b), x * x0 üçün f(x) - a| < e bərabər
sizliyi ödənərsə, onda A ədədinə f(x) 
funKsiyasımn x0 nöqtəsində limiti deyilir və 
simvolİK olaraq belə yazılır.

litn f(x) = A, f(x) —> A, x x0
x-*ib V 7 V 7

olduqda.
Bu tərifdən görünür Kİ, |/(x) - A| < £ 

bərabərsizliyi x = x0 nöqtəsində ödənməyə 
də bilər. Bu bir də ondan irəli gəlir Kİ, /(x) 
funKsiyası x0-da təyin olunmaya da bilər.

У f(x) funKsiyasımn x0 nöqtəsində limi
ti varsa o yeganədir.

Doğrudan da tutaq Kİ, bu funKsiyanın 
x0 nöqtəsində İKİ limiti var: A və B Onda 
Ve > 0 üçün elə ö1,ö2>0 ədədləri var Kİ, 
|f(x) - A] < e / 2 bərabərsizliyi jx - x0| < 
olduqda, \f(x) - fi| < £ / 2, bərabərsizliyi 

x-x0|<52 (x^xə olduqda ödənir. Onda 
min (öj.öj) = 5 olduqda

|a - b| = |/(x) - A - /(x) - b| < /(x) - a| +

+ |f(x) - B|< e / 2 + e / 2 = E

bərabərsizliyi x - x0| < 5 olduqda (x * x0)
ödənər. LaKİn e > 0 istənilən ədəd olduğun-

İA-Bİ
dan e =1—-— olduqda bu bərabərsizlİK 

ödənməz. Bu isə yalnız A - B olduqda doğ
rudur.

X e [0,3], funKsiyasımn

x0 - 2 nöqtəsində limitini hesablayaq, x -> 2 
yaxınlaşdıqda /(x)-inqiymət 4-ə yaxın qiy
mətlər olur. İndi ğöstərəK kİ, lim f(x) = 4.x->2 ' 7
e > 0 istənilən ədəddir. İndi 5 > 0 ədədini elə 
seçəK kİ, |f(x) - 4| < e bərabərsizliyi ödənsin.

5 2eDeməli -5 =e, yəni, ö -— ğötürsəK
2 5

2e'x - 2] < — şərtini ödəyən bütün x-lər üçün 

f(x) - 4| < e olar. Qeyd edəK kİ, burada x = 2 
olduqda da /(2)-4İ = 0<e bərabərsizliyi 
ödənir.

x3-3
x-3*

funKsiyasımnx = 3

x —> 3 olduqda limitini hesablayaq.x * 3 
, . (x - 3)( x + 3) 

olduqda f(x) =------------------= x + 3, laKİn
x — 3

x ± 3 olduqda x-in 3-ə yaxın qiymətlərində 
/(x)-in qiymətləri 6-ya yaxın olur. ĞöstərəK 
Kİ lim f(x) = 6. Doğurdan da e > 0 istənilən, 

onda /(x) - б| = |x - 3| < e bərabərsizliyi ödə
nir, deməli 5 = e götürməK x * 3 olduqda Ki
fayətdir.

İsbat edəK kİ, Ит[кх + b) = ка + b, к * 0.
Aydındır Kİ, CT^x - a0| < 5 olduqda

iÇkx + b) - (ка + ft) < e

bərabərsizliyinin ödənildiyini yoxlamaq la
zımdır. Bunun üçün verilən e > 0 üçün tələb 
olunan 5-ni tapaq. Aydındır Kİ,

|((kx + ö) - ка + ft)| = |k||x - a| < e

bərabərsizliyi [x - aj < Д olduqda ödənir. De-
1*1

məli, ö - götürməK Kifayətdir.H
ĞöstərəK Kİ, lim sinx = sinx0 və 

lim cosx = cos0
*

Ve > 0 ədədini qeyd edəK və elə 5 > 0 se- 
çək Kİ, |x - xc <5 olduqda |sinx - sinx0| < e 
bərabərsizliyi ödənsin. Məlumdur Kİ, 
|x| £ sinx) bərabərsizliyi həmişə doğrudur. 
Doğurdanda |x| £ 1 olduqda bu bərabərsizlİK 
həmişə doğrudur. LaKİn |x| £ 1 olduqda bu 
bərabərsizliyi belə göstərməK olar 
0< x< л/2 olduqda şəkİİ 1-dən göründüyü 
Kimisə < SseKAOB deməli,
L ч . 1-İl- sinx < — x г yəni 
2 2
olur. Onda

\sinx-sinxo = 2ein x + x° . sin——— <
2 2

*-_£o
2

= 2sin < x - x0.< 2
x-x0 

2
Deməli, sinx - sinxc < e olması üçün 

5 = e götürməK Kifayətdir. ÇünKİ x - x0| < e 
olduqda sinx - sinx0| < e olar.

Deməli, lim sinx = sinx0. Xüsusi halda 

lim sinx = 0, lim sinx = 1 olar.x->0 x-m/2
Digər misalda isə

cosx - cosx0| = 2 sin

< 28İn x-x0
2

X + Xo . X — Xy-------- sın------ -
2 2

£

Deməli e = 5 götürdÜKdə ıcosx - cosx0| < e bə
rabərsizliyi jx - x0| < e şərtini ödəyən bütün 
x-lər üçün ödənir.

ĞöstərəK Kİ,

l,x > 0,
/(x) - signx = ■ 0, x = 0,

-l,x< 0,

funKsiyanın x0 = 0-da limiti yoxdur. Doğur
dan da x = 0 nöqtəsinin istənilən ö ətrafını 
götürəK |x| < ö, x * x0 = 0. Elə bir A ədədi 
olsa idi, |f(x) - A| < e bərabərsizliyi ödənsin, 
A ədədi /(x)-in o nöqtəsində limiti olardı.
LaKİn bu funKsiya bu ətrafda 1 və -1 qiy
mətlərini alır. Ona görə istənilən e > 0 üçün 
|A -1] < e, |A + 1| < e bərabərsizlİKİəri ödən
məlidir. Bu isə mümKÜn deyildir, çünKİ bu 
bərabərsizlİKİərdən A = 1 və A = -1 alırıq. 
Bu isə limitin yeganəliyinə ziddir.

/(x) = xsin— funKsiyasımn x0 = 0 nöq- 
7 x

təsində limitin tapaq. Aydındır Kİ, |/(x)| =

< |x|. Onda Ve > 0 üçün ı/(x) - Oj < 

< |x - 0| < e bərabərsizliyi 5 = e olduqda ödə-
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nir. Deməli, lim xsin — = 0.x

olduğundan 0-a yığılan istənilən xn ardıcıl
lığı üçün /(x„) -> 0.

sinx
X

FunKsiyanın limitinin ardıcıllıq di
lində tərifi. Tutaq Kİ, f(x) funKsiyası hər 
hansı (a, b) intervalında təyin olunmuşdur 
və xoe(a,b). Əgər V{xn}c(a, &) və 
xn —> x0 (xn Ф x0) ardıcıllıqları üçün {/(*„)} 
ədədi ardıcıllıqlarının n —> oo limiti A ədədi 
olarsa, onda A ədədi f(x) funKSİyasının x0 
nöqtəsində limiti adlanır.

Bu tərifə funKsiya limitinin ardıcıllıq 
və ya Heyne tərifi deyilir.

/(x) = sin— funKSİyasının x0 = 0 nöq- 
X

təsində limitinin olmadığını göstərəK.
xn = —— ardıcıllığı 0-a yığılır, /(x.) = 

2nn v 7
= sin — = sin2nn = 0 olduğundan f(xn) ardı- 

x„
cıllığımn limiti n -> со olduqda O-dır. LaKİn, 

2
xn =------------ » 0, n -> oo, amma /( xn) =

тс + 4лп v 7
= + 2nnj = 1 Deməli /(*„) -> L n —> ao.

İkİ ardıcıllıq üçün müxtəlif limitlər alındı
ğından f(x) = sin — funKSİyasının x=0 nöq- 

v 7 x 
təsində limiti yoxdur.

f(x) = xcos— funKSİyasının x=0 nöqtə-
v 7 x

sində limitinin olduğunu göstərəK.
Aydındır Kİ, cos — funKSİyasının x = 0 

x 
nöqtəsində limiti yoxdur.

Doğrudan da
x = — -> 0, cos — = cos2nn - 1 —> L 

" °— xn
1 9cos — = cosj — + 2nn = 

xn

S FunKsiyaların limitlərinin hər İKİ tə
rifi eKvivalentdir.

Doğrudan da, tutaq Kİ, lim fix)-A, 

yəni Ve > 0 üçün elə ö > 0 var kİ, x / x0 və 
|x - x0| < 5 bərabərsizliyini ödəyən bütün 
x-ləri üçün f(x) - A| < e. Onda |x„ - x0| < 8 
(n> A) olar və |/(хп)-А|<е bərabərsizliyi
ödənər.

İndi tutaq Kİ,
V{x„}, xn -> xolxn * A>)> və f(x„) -> A 

n -> oo, göstərəK Kİ, Ve > 0 üçün elə 5 > 0 var 
kİ, x Ф x0, |x - x0| < 8 bərabərsizliyini ödəyən 
Vx üçün |/(x) - A| < E

ƏKSini fərz edəK. Tutaq Kİ, elə e0 > 0, 
var kİ, istənilən ö > 0 üçün x - x0| < ö, x Ф x0 
bərabərsizliyi ödənir, laKİn |/(x)| - A £ e0

Əgər, xüsusi halda 5, = X

< 5 olar. 8^ПХ cüt funKsiya oldu- 
x

ğundan bu bərabərsizlİK x < 0 olduqda da 
doğrudur.

Bu faKtdan istifadə edərəK aşağıdaKi 
misalı həll edəK:

. a a a sinalim cos— ■ cos—... cos— =------ , a * 0
«-*» 2 22 2" a

olduğunu isbat edəK.
Aydındır Ki, sina = 2cos - • sin —, 

2 2
. a . a asın — = 2sın— cos—...... 

2 4 1
sin——r = 2sin

2n_1 2"

a a
4 4

a a — • cos —. 
2"

Deməli,

nn ot-sına = 2 cos —
2

a• cos—... cos
22 2"

a a — sın---.
2"

, sinaBuradan ------------
2л sin — n 

2

sina
çı

a/2"
> la

OtKin x„ = n------ > 0, n —> oo. Onda
2"

a sın
2n
a sın 

___ 2n 
a/2n

1

" 2тш

*. ------->0.
— + 2ıtn
2

= 0 —> 0, n -> oo

Deməli, cos — funKSİyasının x=0 nöqtə-
ar

sində limiti yoxdur.
LaKİn xn -> 0 olduqda

( Л

12 7

8„ = —,... olarsa elə {xn} ardıcıllığı alarıq 
n

Kİ, lxn - x0|< —, laKİn
n

\f(Xn) - A| * £o(" * У)-
Bu isə o deməKdir Kİ, xn -> x0, laKİn 

/(xn) ardıcıllığı A-ya yığılmır. Ziddiyyət al
dıq. Teorem isbat olundu.

GöstərəK Kİ, lim SinX = 1
x->0 x

Şəkİİ 1-dən göründüyü Kimi 0< x < n/2 
olduqda ^лаов < ^веклов < &saoc » yəni

1 • l2 sinx < - • l2 • x < - • lz • tgx
2 2 2

Deməli sinx < x < tgx. Onda 0 < x < л/2 
,, , , sinx _ , sinxolduqda 1 >------> cosx və 0 < 1---------<

x X
< 1 - cosx alırıq. LaKİn Ve > 0 üçün elə 5 > 0 
var Kİ |x| < ö olduqda 1 - cosx] < e, onda

Deməli,

a a cosacos — cos—....... - ■ ■ - ----------- ,
2 2 2 nn . a2 sm 

2”

sina və

sina lim----------
. a2 sın 

2"
J, Ot ЧА- VA,hm cos—- cos—... cos— =

2 22 2"

■ 1 olduğundan nəticədə 
a

a a sina
a22'

İndi isə funKsiyanın limitinin tərifini 
ümumiləşdir ək.

1°. Əgər istənilən M > 0 ədədi üçün elə 
ö > 0 tapılarsa Kİ, |x - x0 < 8, x # x0 şərhini 
ödəyən bütün x-lər üçün /(x) > M olarsa de- 
yəcəyİK Kİ, lim /(x) = +oo

Məsələn f(x) = —, funKsiyası üçün 
x

limf(x) - oo, çünKİ, — > ЛГ bəbərabərsizliyi 

|x| < -/ • =8 olduqda ödənir.
VM

2°. İstənilən M>0 ədədi üçün elə 8 > 0 
varsa Kİ, |x - x0| < 8 olduqda /(x) < -M bə
rabərsizliyi ödənərsə onda deyilir Kİ, 

lim /(x) = -oo

f(x) = - — funKsiyası üçün

lim f( x) = -oo çünKİ----- < -M və yaX-.0 V x.

> M bərabərsizliyi
x

Ixl < -4= = 8, x * 0 olduqda ödənir.
Vm

3°. İstənilən M > 0 ədədi üçün elə К > 0 
varsa Kİ, Vx > К olduqda f(x)> M bərabər
sizliyi ödənərsə onda deyilir Kİ, 

lim f(x) - oo
a > 1 olduqda limax = +oo olduğunu gö- Х-ХЮ

sətərəK.
Tutaq Kİ, M >0 istənilən ədəddir, onda 

ax > M bərabərsizliy, К = logaM və x > К 
şərtini ödəyən bütün x-lər üçün doğrudur.

4°. İstənilən M > 0 ədədi üçün elə К > 0 
ədədi varsa Kİ,

/(x) < -M bərabərsizliyi x < -K şərtini 
ödəyən bütün x-lər üçün ödənərsə onda de
yilir kİ, lim f(x) = -oo. lim x3 = -ooX-W» * X—»—QO

Ve > 0 isə elə M > 0 ədədi varsa Kİ, 
x > M şərtini ödəyən bütün x-lər 
üçün |/(x) - A| < solarsa deyilir Kİ, 
lim f(x) = A

х->-ню v 7

7CMəsələn, lim arctgx = —. Doğurdan da«->+«> 2
. (n .... TC

e > 0 isə x > tg - e | = M olduqda 0 < — -
42 )

-arctgx < e bərabərsizliyi ödənir.
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Ve > 0 üçün elə M > 0 ədədi varsa Kİ, 
x<—M olduqda |f(x) - A| < e bərabər
sizliyi ödənərsə onda deyilir Kİ, 
lim f(x) = A.

Deməli verilən M > 0 ədədi üçün elə N 
natural ədədi var Kİ, n > N olduqda

„ n
------ > M
x + 1

Tutaq Kİ, x > N - 1, n = [x] onda, n> N
Məsələn, lim arctgx = - —x-r-* 2

( л к
Aydındır Kİ, x< -tg — + e olduqda

к 2 7

və n < x < n + 1 və

— > —-— > M olur. 
n n+1

-s < arctgx - — < e ödənir.
2

GöstərəK kİ, a > 1 olduqda lim ax - 0
X~+—OO

Deməli, lim — = +co
X->+oo д-

GöstərəK Kİ, a > 1, к > 0 
axlim — - +oox-«> xK

olduqda

Doğrudan da tutaq Kİ, e > 0 (e < 1), əgər
M = loga - = -loga£ götürsəK x < -M = 

E
= -loga£ olduqda ax < e olur.

Doğrudan da — =
a*

x 7
X

olduğundan

paq.
0< a< 1 olduqda limax və

X->oo
lim ax-i ta-

X—+-cc к 7
-x

0< a < 1 olsun, a = f—'ı ,
k«J

(1— > 1 onda
✓

ш2
lim ax -- lim —
X-++00 X-++oo| d

Eyni qayda ilə göstərməK olar Kİ,

= 0, lim ax - +oo .
X-»-co

lim — = limX-хю XK X-x»

aK

x
= oo

Bu isə o deməKdir kİ, lim -&*П = 0
л-м. n

Bu limitdən istifadə edərəK göstərəK
Ki, lim l-°^ = 0

x-w® x
e > 0, N > 0 ədədini elə seçəK Kİ, n > N 

, , , log nolduqda----— < e
n

Onda əwəİKİ qayda
n > N olduqda

n n
x > A + 1, n = [x], onda n > 
logan logax loga(n + J) 
n+1 x n

Deməli, lim = q
X-X X

ilə A-ilə seçəK

N, n < x < n + 1

l°SaX =Q 
x"

Doğurdan da, xK = y olarsa, x = ^[y
1 ,

log du ~1°2аУ
lim---- = lim —--------------= 0

X-W-oo у y
edəK Kİ, limax = 1, a>0 a>lx—>0

Buradan alınır kİ, lim
£->-+00

Onda

isbat

ı ı
1-E<a '4<a"*<l + £.

Onda |x|<—, yəni <x<
^0

— olan
"o

x-lər üçün 
ı 1

a "° < ax < a"0.
Deməli, 1-E<a*<l + E,

a' - 1 < e alarıq. Buradan da limax = Lıı x-«o
l'-e

və ya

. f ı \
indi isə göstərəK Kİ, lim\ 1 + —

x)
Biz bilirİK Kİ, e ədədinin tərifinə görə
L 1e = lim 1 ч—

n-xx> nк

n

Aydındır kİ,

/■ J y«

e - lim 1 + —
к nK 7

İndi limitin ardıcıllıq tərəfindən istifa-
д.

K~*X)

' 1 ' 
də edərəK, xK -+ oo üçün lim 1 + —

olduğunu göstərəK. Tutaq
x-++x e

lim log„x = oo (0 < o < 1), lim logx =x->0 x-xx
= oc(l< a < oo). 

cıxGöstərəK Kİ, a>l olduqda lim— = +oo . 
x

Aydındır Kİ, a > 1 olduqda, 
a = l + g, q > 0 və istənilən n e N üçün 

z x „ n( n -1) „
an=(l+ç) = l+n g + v 'q2+....+qn.

. „ n(n-l) 2 n2 2
Buradan a >--- —— q > —- ■ q .

~ , U ПOnda — > — q.
n 2

Deməli, lim — = +°o. Buradan alırıq Kİ,n-и» n
an an .. n + 1 anlim------ = Um----- lim-------= lim — = +oo

n-w n+1 n~”° n n_wo n n_M° n

isbat edəK Kİ, a > 1 olduqda 
Wm^=0.

Х-Я+Ю
Doğurdan da Vn > N üçün 

Vn - 1 = ç„ > 0.

olduqda
lim v a = 1 olduğunu göstərəKn—ХЮ

Onda (1 + ç)" = n, n > 1.

LaKİn 1 + nqn + n (n-1)
2

= n.

_ n(n-l) 2 2Deməli,--------- q. <
2 n

r. A 2 2 2Onda qn <------ < —•
n-1 n

Deməli, limqn = 0 yəni, limsln = 1
П->00 П-К0

Buradan almır Kİ, Ve > 0, n > N olduq
da Vn < ac.

Bu bərabərsizliyi a əsasına görə loqa-

rifmləsəK —— < e
n

<172>

Vo-l = ç„, a = (1 + q)n ,a =(1+ qnn)n =

n(n - 1)
= 1 + Л0Л +---- 2 L q„+-+qnn * nq„

Deməli, 0 < qn < —, onda lim q =0, yəni 
n "

lim^/a = 1.л-ко

„ л Kİ
{x„ j e R+ = (0, со), xK -> +oo hesab edəK kİ, 
xK > 1 [xj = nK qəbul edəK. Onda

к —> CO
Onda ------- < — < — bərabərsizliyin-

+ 1
dən alınır kİ,
7

1 +
к

\пк1
ПК + 1;

<
7 i Y' 
ı + —

< Xk >

LaKİn 1+
".

1
4

/ 1 y«+l
< 1 +

1 +
 к

Eyni qayda ilə 0<a<l isə — = b > 1 onda 
a

liml/a = limı - = lim-^= = 1
П-ХЮ n-КО y п-ню

1 1
n = lim —— = 1 П-НЮ 1

1
an

Onda Ve > 0 üçün elə n0 ədədi var kİ, 
(e < 1 halına baxaq)

Digər tərəfdən lim a

7

1
+ Ъ 

l+ ‘ ’
nK + 1

\",+l

1

1'
nM+l ( 1 '

1 + —
". f 1 "ı1 + —

s. ПК > x Л«/

—> ı» к -> oo,
LaKİn

1 + — _> 1, 1 +
+ 1
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nK J
-> e, 1 +

nK + 1J
-> ıK 001

/

r ı V
olduğundan, alırıq kİ, lim 1 + —

l XJ
alarıq. Burada {xK} ixtiyari xK +oo olan 
ardıcıllıq olduğunnan, o deməKdir kİ, 

( ıYlim 1 + —
l x)

- e.
Х-ХЮ

Tutaq Kİ,
Onda yK = -xK,

Deməli,

lim 1 + —

К-ИО
= e

Y
- e.

etdiyimizə

Burada

Qeyd edəK

x 1= e olduğundan — - a əvəzləmə- 
x

LaKin

1+± ( 1
1-------

-v*
-1

< XK) l yj < yK '

Deməli,
( 1' x“ ., L г1 + — —> e, yəni lım\ 1ч—
S X</ < xj

n.. 'ı L 

lim 1 + —
x »->

4 x)

si aparsaq alarıq Kİ, x -> ±oo 
а ч 0 və

1

olduqda
K-l < I „+--+fln-laoxK + a,x"~1+...+a„_1x + aK 

boxm + öjx'" '+...+ö_ jX + bm
GöstərəK Kİ, x -> +00 olduqda 

f(x) = sinx funKsiyasının limiti yoxdur. Do-
71ğurdan da x'n = — + 2nn, x”n = - — + 2rcn ardı- 

2 2
cıllıqları üçün x'n -> oo, x’ -> oo .

LaKİn sinx'n = 1, sinx”
f(xn^ ardıcıllıqların x' və x” -dəKİ qiymət-

2

= -1. Deməli

ləri müxtəlif ədədlərə yığıldığından limit 
yoxdur.

LİMİTLƏR HAQQINDA ƏSAS 
TEOREMLƏR

f &(x) funKsiyalarının x - x0
nöqtəsində limitləri varsa onda

funKsiyalarının da x0 nöqtəsində limitləri 
var və

b) Urn(f(x) - g(x)) = Um /(x) - «тф),

c) lim f(x) • g(x) = limf(x) -limg(x).

Bu teoremlər eyni qayda ilə isbat olu
nur və ardıcıllıqlar üçün doğru olduğundan 
burada doğrudur.

Qeyd edəK Kİ, xüsusi halqa g(x) = к 
olarsa lim к- f(x) = к lim- f(x)X->Xo 4 7 X->Xq x 7

Bəzi misallara baxaq:
p(x) = aoxK + aixK'1+...+an_ix + an 

q(x) = boxm + bxm~x +...+bm^x + bm
olduqda

hesablayaq.
1) hal. Tutaq Kİ, к > m. Onda

p(x) _ aoxK + аххк~1+....+акЛх + aK 
ç(x) boxm + \xm~l+...+ЪтЛх + b 

к к-l 1 a anxm + a,x m +...+a . - + -
_ ________  1 xm-1 xm

1 u 1 fe
&o + ■h..+^ц j j +

X xm xm

Onda
(1 + х)л-1

lim ------- ------ = nх-Ю x

İndi tutaq Kİ, a = —(m g N). Onda 
m

tfl+ x ı-------------- ifadəsində vl+x = ı/ qəbul etsəK, 
x

x = (1 + ı/)" - 1 LaKİn

Buradan görünür kİ, k > m olduqdaK
aoxm -> ±oo (a0-ın işarəsindən asılı olaraq), 
ona görə də

p(x)
lim —= ±oo .
x.... ^x)

2) к - m olduqda (xK-ya böldÜKdə) 
p(x) ао + И,Ч..>°: 

^(х) ь + ь — + + \u0 ~ U1 x... ı
X X

к °°>
*0

Eyni qayda ilə m < к olduqda

p(x) 
lim~—^=0. 
• - q(x)

(1 + x) - 1
lim - ------ ------- = a,x->° x

ədəddir olduğunu göstərəK. Doğurdanda 
a - n g N olduqda

a = — - rasional 
m

(1 + *У-1
x

f n(n -1)
1+ nx + x

2!k
X +...+X',П

7
X

n(n- 1'1
= n + —------- - x+...+х"

2

-1

olduğundan
lim Y1 + x = 1
x->0

LaKİn x -> 0 olduqda y -> 0 olar.

Onda

tfl+x-1 lim-------------
*-*o x

=um—L—=±.
*^° (1 + y)m -1 m

isə a = — halına baxaq. 
m

у = лУ1 + x - 1 götürəK. Onda

(1 + x)” -1 _ (1 + у)' -1 _
x "(1 + |()’-Г

(l + y)”-l y

У (ı + ı/)’-ı
Onda əwəİKİ halları nəzərə alsaq

(1+x)" -1
lim------ -------- =
X-.0 x

(1 + y) ~ 1 y n
= lim - -------------lim------- ------- = —

(/-.о y V-.0 (1 + y)n - 1 m

İndi

У

BərabərsizlİK istənilən a həqiqi ədədi 
üçün də isbat etməK olar.

Doğrudan da istənilən a ədədi üçün elə 
rn rasional ardıcıllıq tapmaq olar kİ, rn-> a.

Onda x“üstlü funKSİyanın Kəsilməzli- 
yindən
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x

(i+ х)г" -1 
lim  -------- 
x—*° x x~>o x

Onda

]/(x + aə(x + a2)...(x + a) - x =

Riyaziyyat ensiklopediyası - 2

LaKİn

(x + qə(x + q2)...(x + flK) “ x<
*j(x + qə.. (x + qə + x^(x + qə+...+xK+1

(x„
\ n0

- q)+...+(xn -a)

(1+ xf" -1 
lim —x->0 x =rn

olduğundan

n
<(n-nəç = e

2" 2 2n
_ . x.x,+...+x„Onda lim — —---------  = a.

"->«> n
Digər tərəfdən q, > 0 olarsa

, /-------- ina. + lna,+...+lna„ln^av..an =----!---------- -
n

q„ -> a, n -» oo olduqda у = Inx funKSİ- 
yasının Kəsilməzliyindən lnan ina. Onda 

ina. + lna„+...+ lna------------- =----------- —> ina.

!•” an

limx->0
(l + x)°-l
------------------= a.

x

к

lim xn - a olduqda

n 
Buradan

İn': </, ...a2...a

Qeyd edəK Kİ, KəsilməzlİK anlayışından 
istifadə edib bir çox limitləri asanlıqla he
sablamaq olar.

z V X I GöstərəK Kİ, lim 1 + — | 
nj

n
I

x, + x2+... хл
n

-> a, n -> oo və

lim^la^ ■ a2... an = a, q( > 0
n-*oo V

^a^a.
a lim —— = a isə

n-HO a n
lim^lan = lim^± =
П-НП v n-XX> Qл-хю
Doğrudan da

—> e =a,

q olduğunu göstərəK.

n->00

Doğrudan da
/ > n( . X

n
(. x>1+- = İ + -l n)

, x / 0

X
X. + x9+...+ x„
-1------ ---------- --a =

n
_ (Xj - a) + (x2 - q)+...+(x„ - q)

n

«3
«3

«2
an

a ,л-1

LaKİn — 0, olduğundan
n

funKsiyasının Kəsilməzliyindən
n

x1 + -
nj

X' x 
lim 1 + —n->OQ

Y = lim
n)

-ıX

= ex

tndi isə,
Zim|
X->+oo

= —(aj+....+qK)

olduğunu isbat edəK.
Məlumdur kİ, y,z e R üçün

və qüvvət

alırıq Kİ,

LaKİn xn -> q, Ve > 0 üçün elə n0 var kİ,
n £ n0 olduqda ıxn - q| < e / 2

Onda

- limnJa~ = Um —521 = q. n n ♦ n

(^(x + q,)(x + qj..(x + qə -x) =

ук-гк
və ya

= (z/-z)(/ 1 + yK-2z+...+zK x)

(xı - q)+..+(xno_1 - q) + (x„o - q)+..+(xn - q) 
n

(xt - q)+...+(xno_1 - q) (
n

+ (xBo-q)+...+(xn-q)
n

n-i (n Z nə o qədər böyüK götürəK Kİ,
|(x1-q)+...+(xno_1-q)| ə
------------------------------< £ / Z.

П
Digər tərəfdən

q2a.] — alt a2 — ,
Ul

götürsəK
limnla. -a2...an

Um = - olduğunu göstərəK. 
«-*» n e
a. = — olarsa 

nn
a„ + 1 _ (л + 1)1 n! 

(n+ip1^
1 1-------- > —
1V e

loga(l + a)
Um---------------= logae olduğunu göstərəK.a->0 a

Zoga(l + a) 1
------ - ------ = loga (1 + a) “Aydındır Kİ,

a
1

LaKİn (1 + a)“ -> e, a -> 0. Deməli,

У - z = — 
yKl + У'

Tutaq Kİ,
“-1 ■ 2z+...+zK 1 ’

у = ^(x + qə(x + q2)...(x + qK), z = x.

log (1 + a) 1
-------------- = loga (1 + a) ° -> loga e, a -> 0. 

a
Buradan xüsusi halda alırıq Kİ (q = e)

Zn(l + a) Znfl + a)
---------- > 1, a -> 0, yəni lim —------- - a----------------------------- a-»0 ц

GöstərəK Kİ, lim ------ - = ina
“-•° a

Doğrudan da a“-l=0 qəbul etsəK, 
= 1 + P, a -> 0 isə p -> 0. Ondaqa

a = loga (1 + p) olar və

= 1

q“-l ,. P 1lim--------= hm--------7-------T =--------= ina.
a f'‘° loga(1 + b) logae

a = — olarsa
n

P

Xüsusi halda

Zim0/ a - 1) = ina.

(l + af-l
lim-------------- = ц olduğunu göstərəK.
a +0 a
(1 + a)" -l=p 

olduqda 0 -> 0,
(1 + a)" = 1 + 0,

qZn(l + a ) = Zn(l + p),

qəbul etsəK a -> C»

, ,fa(ı + P) 
ln(l + a)

Onda
(1 + q)" -1 p

a Zn(l + p)
Zn(l + a)

LaKİn Um----------- ■■
a^° a

(1 + a)" -1
olduqdan Um---------------= u:a-»0 a

(1 + mxV - (1 + nxYцт\-------- 1—2------- _Л_
x->° x2

ln( 1 + a )
•ц—------

a

= 1, lim ——r- = 1 
i’ -o Zn(l + p)

n(n-l) , . „
l+nmx + m x'+...+lmx)

= lim---------------- -20-______x->° x2
'"('"’O 2 2

ı + nmx + n x
______________2_______  

x2

n X +.. .+(nx)m

= ^[(n-l)nı-(m l)nj = mn z ,
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lim
x->x

(2x-3)20 (3x + 2)30

(2x + l)50

. sinöxa) lım-------x->0 x
sinöx

,, sinöx= lım-------- ə =
x^° 5x

= lim
Х-Ию

(2x-3)’(3x + 2)3
ıo = 5 lım

x^° 5x
= 5

(2x + İ)”
з"|10

b)
, sinmx lım--------
*-o sinnx

sinmx • mx
mx

= lim
X—>ao

Xm - 1 lım--------x" _ ı
-1

= limx—>1
(x - l){xm 1 + xm 2
(x - l)(x

a ı

^22 -33 Y°
25 k z

m30
m ,, sinmx= — lım ------ xn x->o mx

= limx->o sinnx- ■ nx 
nx
1
sinnx nlımx->0

m

+•••+1) m
•"-1 + x"-2+...+l) ” n

. tgx-sinx c) lım-------------
x >° sin x

Mcosx )
sin2x

= limx—>0

= limx->0

nx
. ( 1 smxl

cosx
sinx

-1
>

1(lım — x + — | + 
n\ n)

( 2a}x + — 
n J

+... +
k

o'

tapaq yn a= X + — + 
n

2ax + — 
n

(n-1)
x +---------

n 2
(n - l)a

+...+ X +
n

-i 2sin2 -
2

= limx->0
4

(1 - cosx 
COSX )

1
sin2x

Limiti tapaq:

n . 1 Vx + 1 + Vx _
lım 2sın ... -----= ■ cos--------------- = 0

sjx+1 + slx 2
Limiti hesablayaq: lim-—cos^x 

r «O

<
8İnX1 - cos2x _ 2sin2x 

x2 x2
olduğundan

l-cos2xlım------ ----- = 2x->0 x2
Limiti hesablayaq:

sinx
X J

V
= 2

lim(secx - tgx)x~m/2

x2
Л2

Burada у = - - x əvəzləməsi 
2

x -> n/2, у -> 0

aparsaq

= nx + — (a + 2a+...+(n- l)a) -
nv 7

nx +

= lim 
x^° cosx • sin x

sinx / 2 Гf

nı, 1 ı. sin2x/2= 2 lim------- lım------- ;—
cosx x~>° sin x

! z x2

liml sins]x + 1 - sinsfx ),
X-n-co \ z

Onda
(n } f \

nsecx - tgx = see ~g~y -tg - - у
<2 j L2 J

cosy _ 1 - cosy _

- 2 limx ->0

1 a + (n - l)a
4- —------------------------

n 2
Onda lim — - lin
.. Vx - sla + Vx - a

(n-l)a
(yz - 1) = nx + -

2
f n - 1 /

a
x +------a = X + —

l 2" J k 2J

i tapaq (a > 0)

lim
1 **
2 ( 

limж .0

. X/2 /

sin2x )
< x )

' sinx/ 2V

2
I -x2

J
2sinx\ 

k * J

1
2

Aydındır kİ, x e (0,00) üçün 
sins] X + 1 - Sİnsfx =
n . Vx + l-Vx slx + 1 + Vx
2sın---------------- cos----------------

2 2

= cosecy - ctgy = —-
siny siny siny

2sin2 у 2 sin у 2
2sin у 2 cos у 2 cos у 2 

Deməli

л-w.

six - a4x --Ja 
lımx->a

= lim
1 ‘u Vx2 - a

lim(l - x}tg —i tapaqx-»ov 7 2
1

o . (x + 1) - x V7T1 + Vx
2(Vx+l + Ä) 2

1 Vx+ı + Л=---- — ■ cos---------------
2

= 2sin
2s/x + 1 + six

Vx - aslx + a

♦ lim . 1 = 
*-*• Vx + a

X sinnx lım\l - x) —-—
nx cos
2

1= lim sin ■ lim( 1 - x) •
x—>1 2 x~>1 v 7

six- a 1 1
lım , .— .—ч + >■ - ■ - ı— •

Vx + al six + sla) sl2a s!2a
, sinöx .. sinmxa) lim------- , b) lım---------,
x->0 x x“>0 sinnx

4 , tgx - sinx .c) lım —-----:----- 1 tapaq.
x ,0 sin'x

nx cos
2

1= lim(l - x) 
cos‘ - sin'

4 4
1X--------------------------------------------

( nx . nxY nx . nx ' I cos - sın I cos + sın

2 nx . 2 nx
= lim( 1 - x) x 

ı .1 7

doğrudur.
LaKİn . ---- -= ->

slx+l + six
Onda
lim sin — = 0.

six + 1 + s]x
LaKİn

1 0, x -> 00 .

lim[secx - tgx} - lim(coscey - ctgy} =

= Umi^=0
*'->0 cos у 2

İndi isə у = (/(х))Й” Kİmi funKsiyala- 

rın limitinin tapılmasına aid üsulları öyrə- 
пэк.

Tutaq ki у = (f(x}}* 1 funKsiyası təyin 

olunmuşdur, /(x) > 0.
Onda

»=
Tutaq Kİ, x -> x0 olduqda

sjx + 1 + Vx
cos---------------

2
olduğu üçün

S 1 limg(x) = b, limlnf(x) = ina7 x->*0 7
Onda

lim g(x)lnf(x) = binaЖ ‘Xo v 7 v 7
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Buradan isə üstlü funKsiyasının kəzİİ- 
məzliyindən

limy(x) = lim(f(x\}^ - eblna = ab.

Qeyd edəK kİ, z/(x) - (/(^)) ^ funxsi- 

yasının limitini limg(x}lnf(x}-m sonlu və 

sonsuz qiymətlərini bildİKdə də hesablamaq 
olar.

Əgər lim g(x)lnf(x) - к isə 

lim(f(x\\^ ' - lime1* ^'nf^ =0, 

lim g(x)lnf(x) - +oo isə lim ’ = oo

= ez olduğunu göstərəK.

İndi isə bəzi misallara baxaq
Zzzn(Znx) *-i tapaq.

z/(x) = (Znx)' *, Znı/(x) =

✓

( xn1 + —
n\

\ n

n

У

= e

Xn

1 , x Inlnx Inx= — ln(lnx) - --------------
x Inx x

LaKİn Inx - t göstürsəK x —> oo, t —> oo 
onda

lim — = 0, lim
«-w t

olduğundan

1 x1 - cos
n

X
n

Inx _ ə
X->co

lim lny(x) = 0.
Deməli limy(x)-e°-l 
lim xs,nx-i tapaq.x->0

y = xaınx-i loqorifmləyəK:
Iny - Inx ■ sinx

Onda
sinx ( , \-------(xlnx) 

x

= 2limп-*ю

n
( X

sin
2n

X

. 9 Xsm
= 2 lim------—П-XXJ X „ 

■ 2 
2n

■ X n■ sın— - 0 
2n

lim xlnx = 0x-»0

k

olduğundan
Xn

Onda

2n y

lim y(x) = 1
/ N

= lim 1 + —n ->ct>

n —> +oo.

lim Iny = lim-x>0 x->0
LaKİn

sinxlim----- = 1 və
*-»° x

olduğundan alırıq Kİ,
lim Iny - 0,x->0

Bəzi misalları isə məlum ifadələrə gə- 
tirməKİə də həll etməK olar.

x e R olduqda xn -> x, n -> *
n

k n >

f 1
2ein2

n J
Doğrudan da

п Iх" 1
olduğundan limfcosx)*^2* = er »0 v 7

z . xn1 +

ı
2

ts
9 I 

И

Onda

x.
TÖRƏMƏ VƏ İNTEQRAL

( x lim 1H—-
П-Х30

n

< n; = limn—xx)

x e R olduqda
z

I X Xlim\ cos — + Xsin — 
" n n^

olduğunu göstərəK
X Xcos — + Xsin — = 1 +
n n n

qəbul etsəK
' x x'

= n cos — + Xsin — - n =
к " n,

X X= n cos---- 1 + Xsin — I =
< " nJ

Xn
x

Xsin X 
n

X
■ x- x ■

n
. x sın

LaKİn lim — = 1,n->® x

x . n
Xlim cos—l- Ksin —П-УХ

k n n, 
lim(cosx) 1 
*~»0’ sinx

1 
(cOSx)

✓

1 - 2sin2 —l 2y

TÖRƏMƏ

“HərəKətin verilmiş anda sürəti” və 
“verilmiş nöqtədə əyri xəttə çəKİlmiş toxu
nan” Kimi ifadələrə dəqiq məna verməyə ça
lışan zaman nəticədə törəmə anlayışı 
yarandı. Çoxlu təbii-elmi məsələlərin baxıl
ması da belə anlayışlara gətirir. Məsələn, bu 
və ya digər qüvvələrin təsiri altında hansısa 
cisimin hərəKəti adətən bir birinin arasında 
cisimin Koordinatlarını, onların dəyişİKİİK 
sürətlərini və bu sürətlərin dəyişİKİİK sürət
lərini birləşdirən tənlİKİər sistemi ilə veri
lir.

Təsəvvür edəK Kİ, yol boyu maşın hərə- 
Kət edir, t vaxtına qədər Keçdiyi məsafəni 
S(t) ilə göstərəK. Tutaq Kİ, AZ - t zaman 
anından sonra Keçən hansısa vaxt müddəti
dir. Onda aydın olur Kİ AS = S(z + Az) - S(z) 
fərqi - maşının AZ vaxtında Keçdiyi məsafə
dir. Əgər AZ çox azdırsa, onda maşının sürə
ti bu vaxta görə elə də çox dəyişməyib. Və 
deməli, Z anında maşının hərəKət sürəti 
onun AZ zamanında orta sürətinə, yəni belə 
bir qiymətə:

AS S(z+Az)-S(z)
— =------------------- - yaxındır.
AZ AZ

AZ nə qədər az olsa, bu yaxınlaşma bir 
o qədər yaxşıdır və o zaman təbii olaraq Z 
anında v(t) sürətini AZ-nin 0-a yaxınlaşması 
şərti ilə &S/At nisbətinin limiti Kimi təyin 
etməK olar:

.. S(z+AZ)-S(r) 
v( Z) = lim ------- t---- 12 (*)

v 7 дг-и) Д/
BeləlİKİə, əgər bizə hər hansı cisimin Z 

zamanında getdiyi məsafəni göstərən S(Z) 
funKsiyası məlum olarsa, onda (*) düsturu
nun Köməyilə istənilən an onun hərəKət sü
rətini müəyyən edə bilərİK.

Nümunə Kimi biz yerdən müəyyən mə
safədə əldə tutulmuş, amma sonradan yerə 
buraxılımış daşın sərbəst düşməyinin sürə
tini tapaq. İtalyan alimi Qalileo Qaliley tərə
findən Kəşf olunmuş qanuna görə Z vaxtında 
daşın Keçdiyi S(Z) məsafəsi belə bir düstur 
ilə ifadə olunur:

Burada g - sabitdir (əgər Z vaxtını sa
niyələr ilə, S məsafəsini isə metr ilə öIçsək, 
onda g »9,8m/ san2). (*) düsturundan isti
fadə etməK üçün bizə AS = S(z + Az) - S(z) 
fərqini tapmaq lazımdır:

S(z + AZ) - S(z) = | g(z + Az) -±gt2 =

= ^gZ2 + gZAZ + |g(AZ)2-^gZ2 =

Deməli:
S(Z+Az)-S(z)

AZ
= gt + -g\t

Bərabərliyin sağ hissəsində birinci top
lanan AZ-dan asılı deyil, İKİncisinin limiti isə
AZ -+ 0 olduqda, 0-a bərabərdir. Və ona görə:

BeləlİKİə, biz cisimin sərbəst düşməsi
nin sürətini tapdıq və o zamanla düz mütə
nasibdir.

“FunKsiyanm qrafİKİnə çəKİlmiş toxu
nan” məqaləsində göstərildi Kİ, /(x) funKSİ- 
yasının qrafİKİnə x0 nöqtəsində çəKİlmiş 
toxunanın tənliyi T(x) = fe0(x - x0) + f(x0), 
şəKİindədir. k0 bucaq əmsalı belə düstur ilə 
tapılır:

(**) 
дх-»о Ax

(*) və (**) ifadələrini müqayisə edər- 
кэп, biz görürÜK Kİ, mənaca müxtəlif olan 
qiymətləri təyin etməK üçün eyni prosedur
dan istifadə edilir: verilmiş x0 nəqtəsində 
Az/ = /(x0 + Ax) - /(x0) funKsiyanm artımı
nın arqumentin Ax = (x0 + Ax) - x0 artımı
na nisbətlərin limitini tapırlar, amma belə 
bir şərtlə Kİ, arqumentin artımı 0-a yaxınla
şır. Aydındır Kİ, bu limit onun həndəsi və ya 
fizİKİ interpretasiyadan asılı olmayaraq ta
pıla bilər.

BeləlİKİə, hər hansı f funKsiyası üçün 
f(x0 + Ax) - f(x0)

lim —--------------- -—- qiyməti. (***)ДХ-+0 Ax
\n

1+^



Riyaziyyat ensiklopediyası - 2 Riyaziyyat ensiklopediyası - 2

x0 nöqtəsində f funKsiyasımn törəməsi 
adlandırılır və /'(x0) Kİmi göstərilir (“ef 
ştrix İks sıfır” oxunur). (**) və (***) ifadə
lərini müqayisə etməndən x0 nöqtəsində f 
törəmə funKsiyanın həndəsi mənası aydın 
olur. Bu funKsiyanın qrafininə çəKİlmiş to
xunan xəttin x0 nöqtəsində bucaq əmsalıdır. 
Törəmə nə qədər böyün qiymət alsa, veril
miş nöqtədə funKsiyanın qrafini o qədər də 
“dİK” olacaq (şəkİİ 1).

Əgər f funKsiyasımn x nöqtəsində törə
məsi varsa, yəni sonlu (***) limiti var, onda 
f funKsiyası x nöqtəsində differensiallanan- 
dır. Əgər funKsiya hansısa intervalm hər 
bir nöqtəsində differensiallanandırsa, onda 
deyirlər Kİ, funKsiya bu intervalda differen- 
siallanandır. Belə halda verilmiş interval- 
dan hər bir nöqtəyə f'(x) ədədini qarşılaş
dıran yeni f'(x) funKsiyasını təyin etməK 
olar. Onu təbii olaraq verilmiş intervalda f 
funKsiyanın törəməsi adlandırmaq olar.

Əgər f' funKsiyasımn hansısa x nöqtə
sində törəməsi varsa, onda bu törəməni f 
funKsiyasımn x nöqtəsində İKİnci tərtib tö
rəməsi adlandırırlar və f'(x), yən^ 
f\x) = (f'(x))' Kİmi göstərirlər. Aydındır Kİ, 
bu prosesi davam etməK olar və üçüncü, 
dördüncü tərtib və s. törəmələri müəyyən 
etməK olar.

Təkcə tərifdən istifadə edərəK, bir çox 
elementar funKSİyaların törəmələri (məsə
lən, x”, sin x, cos x və s.) birbaşa tapıla bi
lər. Xüsəsi halda:

DİFFERENSİAL NƏDİR?
~ 9, x (g(x) * 0)

£2(x)Törəmə anlayışına bir qədər başqa nəzər nöq
təsindən baxaq. Biz asandlıqla görə bilərİK Ki, əgər 
/'(xn) varsa, onda Ax 0-a yaxınlaşdıqda 

а(Дх)Л^

funKsiyasımn limiti 0-a bərabərdir. BeləlİKİə, 
f(x0 + Ax) = f(x0) + /'(хо)лх + а(Ах)Дх (*) 
Onda çox kİçİk Ax şərti ilə Ax arqumentli 

f(x0 + Ax) funKsiyası /(x0) + f(x0)Ax xətli funKsiya- 
dan təKcə a(Ax)Ax qədər fərqlənir. Axırıncı qiymət
isə Дх-dən də tez 0-a yaxınlaşır: 

а(Дх)Ах z 4
lim------------ = lim a(Ax) =0Ах->0 ДХ->0 v 7

Başqa sözlə desəx, x0 nöqtəsində differensial- 
lanan funxsiya arqumentin x0-a yaxın olan qiymətlə
rində xətli funxsiyaya Kifayət qədər yaxın ola bilər (ya 
da, deyirlər Ki, approxsim ediləndir).

(*) düsturunda z\x arqumentli f(x0)Ax xətti 
funKsiyası x0 nöqtəsində/funKsiyasımn differensialı 
adlandırılır və cf/(x0) və ya sadəcə df Kimi göstərilir. 
Bu işarələrin məntiqinə uyğun olaraq Ax xətli funxsi- 
yanı (bu funxsiya Ax arqumentin qiymətinə Ax-in 
özünü qarşılaşdırır) dx Kimi göstərirlər və sərbəst də
yişənin differensialı adlandırırlar. BeləlİKİə, 
df = /'(x0)dx. Buradan biz törəmə üçün İkİ differen
sialın nisbəti Kimi başqa ifadə tapırıq:

f(x) = — v 7 dx
Törəmənin belə bir yazılışı (Leybnisdən başla

yaraq) bəzən daha rahat olur. Xüsusin də, əgər biz 
f(x) = р(Л(х)) тйгэккэЬ funKsiyanın törəməsini alı
rıqsa, onda df = g'dh.

(xn)' = nxn'\
(sin x)' = COS X,
(cos x)' = - sinx

Törəmənin tapılma prosesini differen- 
siallama adlandırırlar. Bundan başqa İkİ 
f(x) və g(x) funKsiyasımn cəmini, hasilini və 
qismətini differensiallama qaydaları vardır: 

(/(x) + £(x))' = /'(x) + g’(x), 
(f(x)g(x))' = f(x)g(x) + f(x)g'(x),

7(x)
<g(x)

Onlar bizə bir neçə əsas funKsiyanın 
Kombinasiyasından təşKİl olunmuş çoxlu 
sayda funKSİyaların törəməsini tapmağa im- 
кап verir. Məsələn:

t

'sinx'j(tg x)' =
Vcosx

cosxcosx -(-sin x)sin X _ 
cos2 X

_ cos2 x -ı- sin2 X 1 
cos2 X cos2 X

МйгэккэЬ funKsiyanın differensialla
ma qaydaları Kifayət qədər asan differensi- 
allanan funKSİyaların sayını daha da artırır. 
У - g(t) və t - h(x) - hansısa funKsiyalar ol
maqla, əgər f funKsiyasını у = f(x) = 
= g(/ı(x)) şəKİində ifadə etməK olarsa, bu 
funKsiya тйгэккэЬ funKsiya adlanır. Həm
çinin deyirlər kİ, f funKsiyası h və g funxsi- 
yalarının superpozisiyasını (ya da Kompo
zisiyanı) təşKİl edir. МйгэккэЬ funKsiyanın 
törəməsini aşağıdaKi qayda ilə hesablayır
lar:

f(x)=g'(/t(x))Ä'(x) 
burada sağ tərəfdə birinci vuruq t = h(x) 
nöqtəsində g funKsiyasımn törəməsidir. Mə
sələn, tgx3 funKsiyasını t = h(x) = x3 və 
у = g(t) = tg t funKSİyaların superpozisiya- 
sı Kİmi göstərməK olar. Onda verilmiş qay
daya uyğun olaraq:

(igz’)'= - ^ a

COS X
Əgər qarşımızda əsas elementar funx- 

siyaların törəmələri cədvəli olsa, onda hər 
hansı funKsiyanın törəməsini tapmaq heç də 
çətin olmayacaq: təKcə yuxarıda göstərilmiş 
differensiallama qaydalarına səliqə ilə əməl 
etməK qalır.

EKSTREMAL MƏSƏLƏLƏR

MaKsimum və minimumlar haqqında 
məsələlər haqqında biz məKtəbdə öyrənirİK. 
Onlardan biri: Katetlərin uzunluqlarının ve
rilmiş cəmi ilə düzbucaqlı üçbucağın ən 

maKsimal sahəsini tapın. Bu maKSİmum 
haqqında məsələdir. Bir çox hallarda mini
mumu axtarırlar - nəinsə ən kİçİk qiyməti
ni. MaKsimum və minimum Kİmi İkİ anlayış 
eKstremum termini ilə birləşirlər (latın ex
tremum - “qıraqdaKİ”). MaKSİmumun və 
minimumun tapılmasına aid məsələləri exs- 
tremal məsələlər adlandırırlar. Elə “opti
mallaşdırma məsələləri” termininə də eyni 
məna verilir.

EKstremumun tapılmasına aid məsələ
ləri həll etməyə insanları müxtəlif səbəblər 
vadar edir. Verilmiş şərtlərə əsaslanaraq 
maKsimal nəticə almaq (gəlir, qüvvət, sürət) 
və ya minimal itKİlərə uğramaq (vaxt, mate
rial, enerji) - başa düşülən və təbii olan is- 
təKİərdir. Və ona görə optimallaşdırma mə
sələləri iqtisadiyyatda və texnİKada böyÜK 
əhəmiyyət daşıyırlar.

Başqa səbəb isə gözlənilməz görünə bi
lər: məlum olduğuna görə, təbiətin çoxlu qa
nunları eKstremal prinsiplərə əsaslanır. 
Məsələn, işiq şüası ən tez yol üzrə yayılır. 
Belə bir ifadə Pifaqora məxsusdur: “Ən gö
zəl cisim Kürədir, ən gözəl müstəvi fiqur isə 
dairədir”. Niyə məhz dairə və Kürə ən gözəl
ləridir? öz “Göy cisimlərinin dövr etməsi 
haqqında” adlı əbədi Kitabında NİKolay Ko- 
pernİK belə cavab verir: “Dünya KÜrəşəKİlli- 
dir, ona görə Kİ, bu forma ən maKsimal tu
tuma malİKdir. Və bu hər şeyi əhatə etməK 
üçün ən müvafiq formadır”. Başqa sözlə de- 
sək, dünyanın quruluşundan danışaraq, Ko- 
pernİK hesab edirdi kİ, onun “arxiteKturası” 
eKstremallıq və mÜKəmillİK prinsiplərinə 
tabedir.

MaKSİmumun və minimumun tapılma
sına aid məsələlər daim riyaziyyatçıları ma
raqlandırırdı. Onlara həmçinin qədim döv
rün üç böyÜK həndəsə alimlərinin - EvKİid, 
Appoloniy Perqli və Arximed - əsərlərində 
də rast gəlməK olar. EvKİidin “Başlanğıcın
da” belə bir məsələ var: ABC üçbucağının 
daxilinə biz maKsimal sahəsi olan CDEF pa- 
raleleloqramı çəKməliyİK (şəkİİ 1). Arximed 
isə Kürənin eyni sferİK səthə malİK olan 
bütün seqmentləri arasında maKsimal həc
mə malİK olan seqmenti tapdı (yarışar idi). 
Apolloniy isə nöqtədən ellipsə, hiperbolaya, 
parabolaya Kİmi ən qısa məsafələri axtarır
dı. Həndəsi məzmunlu çoxlu gözəl extre
mum məsələləri İntibah dövründə həll edil
mişdir.
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XVII əsrin 30-cu illərində eKstremal 
məsələlərin həllərinin ümumi üsullarının 
tapılmasına ehtiyac yarandı. İİk analitin 
üsul Pyer Ferma tərəfindən tapılmışdı. 
Güman Kİ, Kəşf 1629-ci ildə baş verib, amma 
müəllif bu üsulu bütövlÜKİə İİk dəfə 1636-ci 
ildə izah etdi. Fermanın üsulu aşağıdadır: 
əgər y - f(x) funKsiyası x nöqtəsində öz 
eKstremumunu alırsa, onda verilmiş nöqtə
də funKsiyanın törəməsi sıfra bərabər olma
lıdır, yəni belə bir bərabərlİK olmalıdır: 
f(x0) ~ ə- üsulun izlərinə hələ tohann 
Keplerin “Şərab çəlləKİərinin yeni stereo- 
metriyası” Kitabında (1615-ci il) rast gəl- 
тэк olar. Burada alim maKsimumun və 
minimumun tapılmasına aid çoxlu sayda 
maraqlı məsələlər həll edib. Kepler yazırdı: 
“maKsimumun yanında < funKsiyanın > də
yişilməsi hiss olunmur”. Keplerin fİKİrini 
və Fermanın nəticəsini həndəsi dildə belə 
ifadə etməK olar: eKstremum nöqtəsində 
funKsiyanın qrafİKİnə çəKİlmiş toxunan üfi- 
qi olmalıdır (əgər toxunan xətt üfiqi deyil
sə, onda dəyişİKİİKİər hiss olunandılar). 
Nyuton eyni fİKri başqa şəKİldə ifadə etdi: 
“Qiymət maKsimal və ya minimal olanda, o 
nə qabağa, nə də geriyə axmır” (şəkİİ 2).

öz üsulunu Ferma heKayənin əvvəlin
də göstərilən həndəsi məsələnin nümunəsin
də göstərmişdi. Əgər a ilə Katetlərin cəmini 
x ilə isə - onlardan birinin uzunluğunu gös
tərsəK, onda düzbucaqlı üçbucağın sahəsi 
x(a - x) ilə mütənasibdir. S'(x) = 0 tənliyi
nin yalnız x0 = a/2 kökü var. Elə bu, məsə
lənin həllidir: maKsimal sahəli düzbucaqlı 
üçbucaqda Katetlər bərabərdirlər. Maraqlı
dır Kİ, EvKİidin də məsələsi elə eyni üsul ilə 

formalaşır: əgər BC tərəfinin uzunluğunu a 
ilə göstərsəK, onda CDEF paraleleloqramm 
sahəsi S(x) = x(a - x). Deməli, maKsimal 
sahəli paraleleloqramda F nöqtəsi - BC tərə
finin ortasıdır.

Fermanın ideyası dəqiq mənanı təKcə 
bir neçə onillİK sonra əldə etdi. 1684-cü ildə 
riyazi analizin əsasları qoyulduğu Qotfrid 
Vilqelm Leybnisin “MaKsimal və minimal 
qiymətlərin tapılmasının yeni üsulu...” adlı 
Kitabı çap olundu. Artıq əsərin adı müasir 
riyaziyyatın əsasında eKtremumun tapılma
sının böyÜK rolunu göstərir. Leybnis tərə
findən Kitabda araşdırılan faKtların çoxu 
artıq Nyutona məlum idi, amma o bu möv
zuda 1736-ci ilə qədər heç nə çap etmirdi.

EKstremum nəzəriyyəsində növbəti ad
dım bu və ya digər cəhətdən ən yaxşı olan 
əyri xətlərin axtarılması idi. Belə tipli bi
rinci məsələni Nyuton həll etdi. Bu, hansısa 
“seyrəK” mühitdə minimal müqavimət hiss 
edən fırlanma səthi haqqında məsələdir (am
ma “Natural fəlsəfənin riyazi əsaslarında” 
(1687) Nyutonun verdiyi həlli XX əsrin or
talarına, eKstremum nəzəriyyəsində optimal 
tənlİK adlanan yeni istiqamət yaranana - 
onun yaradıcılarından biri rus riyaziyyatçı
sı Lev Semenoviç Pontraqin idi - qədər başa 
düşə bilmirdilər).

EKstremuma aid məsələləri necə həll 
etməK olar? Tutaq kİ, /"(x) funKsiyası hansı
sa x0 nöqtəsinin daxil olduğu (a,b) interva- 
lında təyin olunub. Əgər (a,b)-yə daxil olan 
və x0 nöqtəsini də daxilində saxlayan elə 
(a0,ö0) altintervalı varsa Kİ, bu intervaldan 
olan bütün x-lər üçün /(x) > /(x0) 
(/(x) < /(*(])) olsun, onda deyirlər Kİ, 

x0-f(x) funKSİyasının 1ока1 minimum (шак- 
simum) nöqtəsidir. Başqa sözlə desəK, f(x) 
funKsiyası (a0, b0) intervalı çərçivəsində x0 
nöqtəsində öz minimal (maKsimal) qiyməti
ni alır. 3-cü şəKİldə Xj nöqtəsi - 1ока1 mini
mum, x2 nöqtəsi isə - 1ока1 maKsimum 
nöqtəsidir. LoKal minimum və 1ока1 maKSİ- 
mum 1ока1 eKstremum termini ilə ümumi
ləşdirilir.

Yuxarıda ifadə olunmuş Ferma teore
mi məhz 1ока1 eKStremuma aiddir, çünKİ 
nöqtədə funKsiyanın törəməsi anlayışı veril
miş nöqtəni daxil edən kİçİk intervalda 
funKsiyanın davranışını təsvir edir. Qeyd 
edəK Kİ, Ferma teoremi eKstremumun yalnız 
zəruri şərtidir, yəni əgər hansısa nöqtədə 
törəmə sıfra bərabərdirsə, onda bu nöqtə 
mütləq şəKİldə 1ока1 eKstremum deyil. Doğ
rudan da, /(x) = x3 funKSİyasının törəməsi 
x=0 nöqtəsində sıfra bərabərdir. Amma bu 
nöqtə verilmiş funKsiyanın 1ока1 eKstre
mum nöqtəsi deyil.

Və beləlİKİə, Ferma teoreminə uyğun 
olaraq /(x) funKSİyasının 1ока1 eKstremum- 
ları /'(x) = 0 tənliyin KÖKİəri arasındadır. 
Bu tənliyin KÖKİərini bəzən f(x) funKsiyası- 
nın stasionar nöqtələri adlandırırlar. Tutaq 
Kİ, x0 - stasionar nöqtədir. LoKal eKstre
mum olduğu ya da olmadığını necə yoxla
maq oalr? 3-cü şəkİİə bir də baxaq. xx 
nöqtəsinə yaxın olan nöqtələrdən solda törə
mə müsbətdir, sağda isə mənfidir. Əgər sta
sionar nöqtə bu şərtləri təmin edirsə, onda o 
minimum və ya maKsimum nöqtəsi ola bilər. 
Adətən Kafi şərti belə ifadə edirlər: əgər x0 
stasionar nöqtədirsə və törəmə x0-dan ке- 
çərKən işarəsi “-’’-dən “+”-ə Keçirsə, onda 

x0 - 1ока1 minimum, əgər “+”-dən “-”-yə 
Keçirsə, onda x0 - 1ока1 maKsimum nöqtəsi
dir. Əgər törəmə işarəsini dəyişimirsə, onda 
x0 1ока1 eKstremum deyil.

Ədəd oxunda təyin olunmuş f(x) - 
= x3 - 3x funKsiyasını araşdıraq (şəkİİ 5). 
Onun /'(x) = 3x2 - 3 törəməsi sıfra təKcə -1 
və 1 nöqtələrində bərabər olur. Yoxlama za
manı, aydın olur Kİ, -1 nöqtəsindən Keçəndə 
törəmə işarəsini “+”-dən “-”-yə dəyişir, 
1-dən Keçəndə isə “-’’-dən “+”-ə dəyişir. De
məli, -1 nöqtəsində 1ока1 maKsimumdur, 1 
nöqtəsində isə 1ока1 minimumdur.

Əgər f(x) funKSİyasında stasionar nöq
tədə İKİnci tərtib törəməsi varsa, onda 1ока1 
eKstremumun Kafi şərtlərini daha da qısa 
ifadə etməK olar: əgər x0 - f(x) funKsiyası- 
nın stasionar nöqtəsidirsə və /'(x) > 0 onda 
x0 nöqtəsində - 1ока1 minimumdur, amma 
əgər /’(x) < 0, onda x0 nöqtəsində - 1ока1 
maKsimumdur. İndi elə araşdırdığımız nü
munədə /’(x) = 6x. Deməli, Г(-1) - -6< 0, 
/’(1) = 6 > 0, yəni biz əvvəİKİ nəticəni aldıq.

İndiyə Kimi söhbət 1ока1 eKstremumlar 
haqqında gedirdi. Bəs, məsələn, parçada ve
rilmiş funKsiyanın qlobal eKstremumunu və 
ya qlobal maKsimumunu necə tapmaq olar? 
Fərz edəK Kİ, funKsiya bu parçada Kəsilməz
dir. Onda maKsimal və minimal qiymətləri 
qəbul edən nöqtələr var. Əgər əlavə olaraq 
fərz etsəK Kİ, funKsiya parçanın daxilində 
də differensiallanandır, onda ən azı funKsi- 
yanın qlobal maKsimumunu tapmaq üçün 
proseduru asandlıqla təsvir etməK olar. 
Onun stasionar nöqtələrindən 1ока1 maKsi
mum olan nöqtələri seçirlər (əgər belələri
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varsa) və ondan sonra isə seçilmiş nöqtələr
də və parçanın uclarında funKsiyanın qiy
mətlərini hesablayırlar. Bütün alınan qiy
mətlər arasında ən maKsimalını seçirlər. Bu 
maKsimal qiymətə malİK olan nöqtədə funK
siya verilmiş parçada ən böyÜK qiymətini 
alır.

HeKayənin əvvəlində verdiyimiz məsə
ləni bir də həll edəK. Əgər düzbucaqlı üçbu
cağın Katetlərinin uzunluqlarının cəmini a 
ilə, x ilə isə - onlardan birinin uzunluğunu 
göstərsəK, onda düzbucaqlı dördbucağın sa
həsi S(x) = x(a - x)/2 olur, x dəyişəni 
O-dan a-ya Kİmi dəyişir və ona görə S(x)-i 
təKcə [0, a] parçasında araşdırırıq. Verilmiş 
funKsiya [0, a]-da Kəsilməzdir və (0, a)-da 
isə differensiallanandır. S'(x) = 0,5a - x 
tənliyin yalnız bir x0 = a/2 həlli var. 
S"(x0) = -1< 0 olduğuna görə x0 = a/2 nöq
təsi S(x) funKsiyanın (0, a) intervalında lo- 
ка1 maKSİmumudur. S(o) = 0, S( a/2) = 
= a2/8, S(a) = 0, olduğundan S(a/2) maKsi- 
maldır və ona görə [0, a] parçasının x0 = a/2 
nöqtəsində funKsiya ən böyÜK qiymət alır. 
Bu o deməKdir kİ, Katetlərin uzunluqları 
cəmi verilmiş düzbucaqlı üçbucaq bərabəry
anlı olduqda sahəsi ən böyÜK olur.

FUNKSİYANIN QRAFİKİNİ NECƏ 
QURMALI

Fərz edəK kİ, biz hansısa KonKret 
funKsiyanın qrafİKİni qurmaq istəyirİK. 
Əgər funKsiya artıq öyrənilibsə, deməli, 
onun həm qrafİKİni, həm də xüsusiyyətləri
nin ətraflı təsvirini Kitablarda tapmaq olar. 
Əgər belə deyilsə? O zaman qrafİKİərin qu
rulmasının standart üsullrından istifadə et- 
тэк qalır. Biz burada elə onlar haqqında 
danışacağıq.

Müasir zamanda çoxlu funKsiyaların 
qrafİKİərini yÜKSƏK dəqiqlİK ilə qurmağa 
imKan verən çox gözəl Kompyuter proqram
ları icad edilib. Amma hamının və həmişə 
yanında Kompyuter olmur. Bununla belə 
onsuz necə etməyi də bilməK pis olmazdı. Və 
ona görə esKİzlər və hesablamalar üçün bir 
necə vərəq Kağız, Karandaş və KaİKulyator 
götürəK. FunKsiyanın analitİK ifadəsini ya
zaq və araşdırmanı başlayaq. Onun “əsas” 
planını biz elə indicə göstərərİK. Nümunə

üçün biz eyni zamanda aşağıdaKİ funKSİya-
nın qrafİKİni quracağıq:

У = f(x) = x2 - x -2
2(x + 2)

1. FunKsiyanın təyin oblastını tapaq. 
Bəzən bu oblast bizə verilir, yəni x-in hansı 
qiymətlər qəbul etdiyi göstərilir. Belə biı 
şərtlər olmayanda təyin oblastı Kimi funKsi- 
yanın mənası olduğu bütün nöqtələr 
götürülür. Və ona görə funKsiyanın təyin 
olunmadığı nöqtələri ixtisar etməliyin. Belə 
prosesin texnoloqiyası aydındır: əgər veril
miş funKsiya İkİ funKsiyanın nisbətini təş
Kİl edirsə - məxrəc 0-a bərabər olmamalıdır; 
əgər ona cüt dərəcənin kökü daxildirsə — 
kök altında olan ifadə mənfi olmamalıdır və 
s. (*) funKsiyasınm məxrəcində (x + 2) vuru- 
ğu var. Deməli, x + 2 * 0, yəni x Ф -2 mütləq 
şərtdir.

EsKİzdə “qadağan olunmuş” yerləri se- 
çək. Əgər təcrid olunmuş oblast bir interval 
təşKİl edirsə, onda onun qıraqları boyu İkİ 
punKtirli şaquli düz xətt Keçirirlər; əgər bu 
ayrıca nöqtədirsə - onda verilmiş nöqtədən

çinin yalnız qrafİKİn yarısın - məsələn, 
mənfi olmayan x-lər üçün qurmaq lazım 
olur və sonra isə Koordinat başlanğıcına 
simmetriK olaraq onu əks etdirirlər. Bunun
la belə (*) funKsiyasi nə cütdür, nə də təK- 
dir, ən azı ona görə Kİ, onun təyin oblastı Oy 
oxuna nəzərən qeyri- simmetrİKdir.

ŞdKİl 2. ŞəkİI 3.

Əgər funKsiya dövridirsə, onda onun 
qrafİKİni təKcə bir dövrün çərçivəsində qu
rurlar (sərbəst seçilmiş x0-dan xQ+T-ə Kİmi), 
sonra isə onu T-nin misli qədər məsafələrə 
sağa və sola çəkuiək ilə “çoxaldırlar”. 
Amma (*) funKsiyasi dövri deyil.

3. FunKsiyanın qrafİKİnin Koordinat 
oxları ilə Kəsişmə nöqtələrini müəyyən 
edəK. Ox və Oy oxları ilə Kəsişməyən də qra- 
fİKİər var, amma (*) funKsiyasınm qrafİKİ- 
nə bu aid deyil.

(*) funKsiyasınm qrafİKİnin OY oxu ilə 
Kəsişdiyi nöqtənin absisi 0-a bərabərdir. 
Onda

ri -1 və 2-dir. BeləliKİə, qrafİK Ox oxu ilə 
(~l;0) və (2;0) nöqtələrində Kəsişir.

4. Kəsilmə nöqtələrinin (əgər onlar 
varsa) yaxın ətrafında funKsiyanın davranı
şını araşdıraq. Ola bilər Kİ, Kəsilmə nöqtəsi
nə yaxınlaşdıqça funKsiya hədsiz surətdə ya 
böyüyür, ya da azalır, və deməli, əyri xətt 
ya hədsiz yuxarıya, ya aşağıya istiqamətlə
nir. O, Kəsilmə nöqtələrindən Keçən şaquli 
düz xəttə daha da sıxlaşır, elə bil kİ, onunla 
qovuşmaq istəyir. Əyri xəttin yaxınlaşdığı 
belə düz xətlər asimptotlar adlandırılır. Və 
ona görə, Kəsilmə nöqtələrini taparKən və 
onların yaxın ətrafında funKsiyanın davra
nışını təhlil edərKən, biz eyni zamanda şa
quli asimptotları da axtarıb tapırıq.

(*) funKsiyasınm təyin olunmadığı ye
ganə nöqtəsi var - elə bu nöqtədə Kəsiləndir: 
bu x = -2-dir. Qeyd edəK kİ,

x2 -x-2
2(x + 2)

ifadəsinin surəti x = -2 olduqda, 4-ə bəra
bərdir. Və ona görə sağdan və soldan limit
lər məxrəcin işarəsi ilə təyin olunur. Mə
sələn, əgər x həmişə -2-dən kİçİk olmaqla 
-2-yə yaxınlaşırsa, onda məxrəc daima mən
fi olaraq 0-a yaxınlaşır. Deməli, əgər x 
-2-yə soldan yaxınlaşırsa, funKsiya -oo-a ya
xınlaşır, əgər -2-yə sağdan yaxınlaşırsa, 
onda +oo-a yaxınlaşır. Deməli, x = -2 düz 
xətti axtarılan əyri xətt üçün həm soldan, 
həm də sağdan şaquli asimptotdur (şəkİİ 4).

У = /(0) = O2 - 0 - 2 1
2 • (0 + 2) 2

şaquli punKtirli düz xətt çəKİrlər. PunKti- 
rin yerinə rəngli xəttlərdən də istifadə edir
lər. BeləliKİə, (*) funKsiyasınm qrafininin 
esKİzində “birinci qaranquş” əmələ gəlir - 
x = -2 punKtirli düz xətt (şəkİİ 1).

2. FunKsiyanın təK cütlüyünü və döv
riliyini müəyyən edəK. Belə bir məlumatlar 
bizə gələcəKdə lazım olacaq. Əgər funKsiya 
cütdürsə (şəkİİ 2), adətən təKcə qrafİKİn ya
rısının məsələn, təKcə mənfi olmayan x-lər 
üçün qurulması və araşdırılması ilə məh
dudlaşırlar - sonra isə onu simmetriK ola
raq Oy oxuna nəzərən əks etdirirlər. Əgər 
funKsiya təKdirsə (şəkİİ 3), burada da həm-

yəni, qrafİK ordinat oxu ilə (0; -1/2) nöqtə
sində Kəsişir.

Absis oxunun nöqtələri üçün y=0. Və 
ona görə Ox ilə Kəsişmə nöqtələrinin axtarı
şı təKcə y(x)=0 tənliyin həllinə gətirilir. 
Belə tənliyin müxtəlif sayda KÖKİəri ola bi
lər. (*) funKsiyasi üçün /(x) = 0 tənliyini
yazırıq:

2(x + 2)
Bu bərabərlİK təKcə x2 - x - 2 = 0 ol

duqda mümKÜndür. Axırıncı tənliyin kökİə-

J 4

Funksiyanın qrafikinin 
koordinat oxları ilə 
kəsişmə nöqtələri

ŞəkİI 4.

Əldə olan məlumatlara görə biz artıq 
təxmin edə bilərİK Kİ, x = -2 nöqtəsindən 
sağda əyri xətt “buludların üstündəKİ hün-
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dürlÜKİərdən” düşür, (-1, 0) nöqtəsində ab- 
sis oxu ilə Kəsişir, sonra isə (0, -1/2) 
nöqtəsində ordinat oxu ilə Kəsişir, amma ar
tıq x = 1 və x - 2 arasında o yenə də qalxır 
Ox ilə (2;0) nöqtəsində KƏSİşərəK artıq 
“uçuşdadır”. Sonrası nə olacaq - hələ məlum 
deyil, amma əyri xətt qəti surətdə absis oxu
na “ептэуэсэк”, o daima ondan yuxarıda 
olacaq, x = -2 nöqtəsindən solda və onunla 
yaxınlaşma zamanı əyri xətt aşağıya istiqa
mətlənir.

5. Törəməni tapaq. Onu sıfra bərabər- 
ləşdirərəK və alman tənliyi həll edərəK, biz 
funKSİyanın 1ока1 eKstremumlarının təxmi
ni yerini taparıq. Ehtimal edilən eKstre- 
mumların Koordinatlarını təyin etməK üçün 
bütün bu nöqtələrdə funKSİyanın qiymətlə
rini hesablayaq. Həmçinin İKİnci tərtib törə
mənin qiymətini hesablayaq - belə üsul ilə 
biz bu nöqtələrdə eKtremumların yerləşdiyi
ni dəqiqlİKİə aydınlaşdıraraq, orada maKsi- 
mum və ya minimum olduğunu müəyyən 
edərİK.

Bundan başqa törəmənin təyin olunma
dığı nöqtələri tapaq. Ьока1 eKstremumlar 
nöqtələri ilə birlİKdə onlar təyin oblastını 
hissələrə bölürlər. Belə bir hissələrin hərə
sində funKSİyanın özünü necə apardığını 
müəyyən edəK, “Nümunə” üçün onların da
xili nöqtələrini götürüb və onlar üçün törə
mələri hesablamaq mütləq deyil (baxmaya
raq Kİ, qadağan da deyil). Belə bir qaydadan 
istifadə etməK olar: 1ока1 maKSİmumdan so
lda funKSİya həmişə artır, sağda isə - azalır 
(minimum üçün əKSİnədir). Hər halda mo
noton hissələrdə funKSİyanın özünü necə 
apardığını minimal xərclər ilə müəyyən et- 
тэк lazımdır.

Törəmənin olmadığı, amma funKsiya- 
nın təyin olunub və Kəsilməz olduğu nöqtə
lərə xüsusi diqqət yetirməK lazımdır. Belə 
nöqtələrdə sınma ola bilər. Belə bir nöqtəni 
taparKən, onda sağda və solda törəmənin li
mitini müəyyən etməK lazımdır. Nəticədə 
qrafİKİn hansı əyilmələr ilə verilmiş nöqtəyə 
İkİ tərəfdən yaxınlaşdığı bəlli olacaq.

(*) funKsiyasının törəməsi:
x2 + 4x 

2(x + 2)2
Onu 0-a bərabərləşdirərəK, biz x2 + 

+4x = 0 İKİdərəcəli tənlİK alarıq, bu tənliyi 
həll edərəK İKİ kök alınacaq: x, = 0 və 

x2 - -4. Bu nöqtələrdə 1ока1 eKstremumlar 
mümKÜndürlər. İKİnci tərtib törəməni alaq:

f(-4) = -0,5 < 0 və f(0) = 0,5 > 0 oldu
ğuna görə nöqtələrdən birincisində 1ока1 
maKsimumdur, İKİncisində isə - minimum
dur. EKstremum nöqtələrində funKsiyaların 
qiymətlərini hesablayaq: /(-4) - -4,5 və 
/(O) = -0,5. Sonra isə esKİzdə bu nöqtələri 
quraq və nazİK üfiqi parçalar - toxunan xət
lərini çəkək. Absis oxu ilə Kəsişmə nöqtələ
rində əyri xəttin meyl bucağını göstərməK 
faydalı olardı, bunun üçün f'(-l) =-3/2, 
f'(2) = 3/8 oduğunu tapırıq.

Törəmənin təyin olunmadığı nöqtə təK- 
cə bir dənədir, bu x=-2 nöqtəsidir. Bu nöq
tənin ətrafində funKSİyanın davranışını biz 
artıq gözdən KeçirmişdİK. x-in -4, -2,0 qiy
mətləri funKSİyanın təyin oblastını dörd his
səyə bölürlər, hərəsinin daxilində o mono- 
tondur. LoKal eKstremumların nöqtələrinə 
əsaslanaraq, harada funKSİyanın artdığını 
və harada azaldığını müəyyən edəK (şəkİİ 5).

6. Əyilmə nöqtələrini müəyyən edəK. 
Əvvəlcə İKİnci tərtib törəməsi 0-a bərabər 
olanları tapaq. Hər bir nöqtəni taparaq, bu 
nöqtədə funKSİyanın qiymətini və törəmə
nin qiymətinə bərabər olan toxunanın bucaq 
əmsalını hesablayaq. Eskİzə bu nöqtələri 
qeyd edəK və toxunanların balaca hissələrini 

çəkək. Əgər istəK varsa, biz həmçinin üçün
cü törəməni tapıb, əyilmənin xüsusiyyətini 
müəyyən edə bilərİK (hansı qabarıqlığın 
hansı qabarıqlığı əvəz etdiyini), amma adə
tən artıq məlum olan məlumatlar ilə məh
dudlaşırlar: onların əsasında birmənalı ola
raq harada funKSİyanın yuxarıya qabarıq ol
duğunu və harada aşağıya qabarıq olduğunu 
müəyyən etməK olur.

(*) funKSİyası üçün bilirİK Kİ, /”(x) = 
= 4/(x + 2)3. Bir tərəfdən bu funKSİya heç 
bir nöqtədə 0-a bərabər ola bilməz, ona görə 
qrafİKİn əyilmə nöqtəsi yoxdur. Başqa tərəf
dən, dərhal görünür kİ, x < -2 olduqda 
f "(x) < 0 və x > -2 olduqda /'(x) > 0 olur, 
yəni x = -2 nöqtəsindən solda əyri xətt hər 
yerdə yuxarı qabarıq olacaq, sağda isə - aşa
ğıya.

7. İndi isə bizə x -> +00 və x —> -00 
olduqda funKSİyanın özünü necə aparmasını 
aydınlaşdırmaq qalır. Bu hallardan hər bi
rində aşağıdaKi variantlar ola bilər:

1) funKSİya hansısa müəyyən olunan 
qiymətə yaxınlaşır;

2) funKSİya hədsiz şəKİldə böyüyür və 
ya azalır, yəni ya +oo-a, ya da -00-a yaxınla
şır;

3) funKSİya heç nəyə yaxınlaşmır.
Əgər funKSİya x —> +00 (x —> -00) şərti 

ilə hansısa müəyyən olunmuş C qiymətinə 
yaxınlaşırsa, onda 0 Koordinat başlanğıcın
dan sağa uzaqlaşarKən y=C üfiqi düz xəttə 
daha da sıx yaxınlaşır, ona görə belə üfiqi 
düz xətt funKSİyanın asimptotu olacaq (şə- 
Kil 6). İKİnci hal daha maraqlıdır - funKSİya 
hədsiz şəKİldə ya böyüyür, ya da azalır. 
Onda o maili asimptota yaxınlaşa bilər. De
məli, mütləq qiymətinə görə Kifayət qədər 
böyÜK x-lərdə (müsbət ya da mənfi) o özünü 
praKtİKİ olaraq y = kx + b Kimi aparır, yəni 
f(x) x nisbəti (kx + b)/x = k + bx nisbətinə 
yaxınlaşır, x-in böyüməyi ilə axırıncı ifadə 
к-уа yaxınlaşır, deməli /(x)/x nisbəti də 
к-уа yaxınlaşmalıdır. Elə bu maili asimptot- 
ların axtarış qaydasını tapmağa котэк edir: 
x —> +00 olduqda f(x)/x ifadəsinin limitini 
tapmaq lazımdır. Əgər belə bir limit varsa 
və hansısa к ədədinə bərabərdirsə, onda 
maili asimptotu ola bilər və onun bucaq 
əmsalı к-dır.

Əgər к tapılıbsa, b-ni necə tapmaq 
olar? Əgər /(x) funKSİyası x-in böyüməsi ilə 
y = kx + b düz xəttinə yaxınlaşırsa, onda bu 
düz xətlə y = kx düz xətti arasında şaqul 
boyu məsafə b-yə yaxınlaşacaq. Və ona görə 
x + 00-a və ya x - 00-a yaxınlaşmaq şərti ilə 
f(x) - kx ifadəsinin limitini hesablamaq la
zımdır. Əgər belə bir limit yoxdurma, onda 
asimptot da yoxdur.

Asimptot tapılan Kimi onu esKİzdə gös
tərib və ona yanaşı olaraq əyri xəttin necə - 
yuxarıdan və ya aşağıdan istiqamətləndiyini 
müəyyənləşdirərəK bu əyri xəttin balaca 
hissələrini qrafİKİn sağ (və ya sol) hissəsin
də çəKməK lazımdır.

/(x) = — (-----funKsiyasının qrafİKİ

üçün asimptotları tapaq:

f(x) x2 - x - 2 
x 2(xz + 2x)

olduğundan, x -> +00 Kimi, x -> -00 olduqda 
limit vardır və k = 1/2 bərabərdir. İndi isə
b-ni tapaq:

/(x) - kx - x2 - x - 2 x
2(x + 2) 2

-3x-2
2(x + 2)

x

X
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ŞəkİI 7.

x -> ±qo olduqda surət -3-ə, məxrəc isə
2-yə və deməli, onların nisbəti b = (-3)/2 =
=-3/2-yə yaxınlaşır. BeləlİKİə, qrafİKİn 
həm sol, həm də sağ qolları üçün asimptot 
eyni düz xətdir:

x 3
У

Aydındır Kİ, 
asimptota aşağıda 
duqda isə yuxarıdi

2 
x -> 
n y£ 
m.

4
3 

\ 2 
’ 1

2
+oo olduqda əyri xətt 
ıxmlaşır, x —> +oo ol-

У

•$ -4 -J - — r .2 J 4 5

-3
-4
-5

x2 - x - 2
2(x + 2)

8. Əgər nəticədə alınmış məlumatlar 
bizə qrafİK çəkhiək üçün Kifayət deyilsə, 
onda x-in bir neçə əlavə qiymətini götürməK 
olar. Onlar üçün funKsiyanın qiymətini tap
maq və müvafiq nöqtələri toxunan xəttlərin 
parçaları ilə birlİKdə esKİzə əlavə etməK la
zımdır.

BeləlİKİə, funKsiyanın təhlili bitib. 
Göstərilmiş nöqtələrdən asimptot və toxu
nan xətləri nəzərə alaraq rahatcasına əyri 
xətt çəKİrİK (şəkİİ 7).

* A *

Qeyd etməK lazımdır Kİ, biz bütün 8 
mərhələni həmişə tam həcmdə istifadə etmi- 
rİK. Bəzən təhlil artıq Jl-ci bənddən sonra bi
tir. Məsələn, f(x) = Vx + V-x funKsiyasının 
qrafİKİni çəkək. Onun təyin oblastı x > 0 və 
-x > 0 bərabərsizliKİər ilə verilir: buradan 
eyni zamanda x > 0 və x < 0. Elə alınır Kİ, 
təyin oblastı təKcə bir nöqtədən ibarətdir: 
x=0. f(Ö) = 0 olduğuna görə, bu funKsiyanın 
qrafiKİ Koordinat başlanğıcıdır.

İNTEQRAL VƏ İBTİDAİ FUNKSİYA

Təsəvvür edəK Kİ, yol boyu maşın ge
dir. Spidometrin əqrəbi 100 кш/saat göstə
ricisində donub, Keçilən məsafənin hesabla
yıcısı isə... tutqun bir Kağız ilə yapışdırılıb. 
Hesablayıcının göstəriciləri haqqında nəsə 
deməK olarmı? Əlbəttə. Aydındır Kİ, hər an 
o bir saat əwəİKİndən düz 100 кт çox gös
tərir. Sürətin zamandan asıllığının qrafİKİ
ni çəkək (v(t) = v0 = const) (şəkİİ 1). Əgər 
S(i) - hansısa t0 vaxtından başlayaraq Keçən 
məsafədirsə, onda tn-dən tK-ya qədər vaxta 
gedilən məsafə S(tə - S(tn) = v0(tk - tn).

Diqqət edin Kİ, bu qiymət aşağıdan absis 
oxu, yuxarıdan u(tj = v0 funKsiyasının qra- 
fİKİ, soldan və sağdan isə - tn və tK şaquli 
xəttlər ilə hüdudlanmış düzbucaqlının sahə
sinə bərabərdir (şəkİİ 2).

Əgər sürət dəyişəndirsə, bəs o zaman 
nə etməli? t„-dən tK-ya Kimi vaxt intervalın- 
da hansısa At vaxt müddətini seçəK. Amma 
elə az müddət seçəK Kİ, bu vaxt müddətində 
maşının sürəti elə də çox dəyişə bilməsin. At 
zaman Kəsiyinin orta sürət verilmiş müddət 

zamanı hər hansı anındaKİ sürətdən elə də 
çox fərqlənmir. Və ona görə maşının At 
müddətinə Keçdiyi məsafə təxminən 
v(t)At-yə bərabərdir.

İndi isə, əgər tn-dən tK-ya Kimi müddəti 
bir neçə At müddətli hissələrə bölsəK, sonra 
isə onlar üçün tapılan AS = ı?(t)At məsafələ
rini toplasaq, onda yaxşı dəqiqlİK ilə 
S( tk) S'( t„ ) məsafəsini hesablamaq olar.
Bununla belə At müddəti nə qədər kİçİk olsa 
(yəni [tn, tj parçası nə qədər çox hissəyə bö
lünsə), o qədər də tapılan cəm 
S( t*) - S( tn )-nin həqiqi qiymətinə yaxın ola
caq. 3-cü şəKİldə ona ştrixlənmiş pilləli fi
qurun sahəsi uyğundur. At 0-a yaxınlaşar- 
кэп, fiqur funKsiyanın qrafİKİnin altındaKi 
əyrixətli trapesiyaya yaxınlaşır (sarı rəng 
ilə göstərilib), onun sahəsi isə - trapesiya-

mn sahəsinə yaxınlaşır. Bu qiymət v(t) 
funKsiyasının [tn, tj parçasında müəyyən in- 
teqralı adlandırılır və belə göstərilir:

j v(t)dt 
t„

inteqral tn-dən tK-ya Kimi ve te de te Kimi 
oxunur.

Müəyyən inteqralın hesablanmasına 
çoxlu məsələlər gətirilir. Onlardan bir neçə
sinə baxaq:

1. Tutaq Kİ, Koordinat müstəvisində 
/■(x) və g(x) funKSİyalarının qrafİKİəri ilə 
məhdudlaşmış qabarıq əyrixəttli fiqur veri
lib. Onun sahəsini tapmaq tələb olunur.

İkİ AA; və BB] şaquli xəttini çəkək (şə- 
kİİ 4). Aydındır kİ, axtarılan sahə İKİ əyri
xətli trapesiyanm (AVACBB1 və A^ADBB^)

sahələrinin fərqinə bərabərdir. A nöqtəsinin

S = j f(x)dx - j g(x)dx
X, Д,

2. NazİK qeyri-bircins çubuq götürəK 
və onun uclarından birini başlanğıc Kimi qə
bul edəK. Tutaq Kİ, çubuğun materialının 
xətli sıxlığı başlanğıcdan x məsafəsində 
p(x)-ə bərabərdir. Bizə çubuğun Kütləsini 
tapmaq lazımdır.

Çubuğu xəyalən qısa Ax hissələrinə bö- 
Iək. Hər hissənin Kütləsini müəyyən edəK (o 
təxminən p(x)Ax-ə bərabərdir) və bu Kütlələ
ri toplayaq. Biz sürətə görə məsafəni tapdı
ğımız məsələdəKİ Kimi həll edirİK. Elə de
yilmi? Və ona görə axtarılan qiymət də 
funKsiyanın qrafiKİ altında əyrixəttli trape- 
siyanın sahəsinə, yəni:

x)dx inteqralına bərabərdir.
■4

3. İş, bildiyimizə görə, qüvvənin yerdə
yişməyə hasilinə bərabərdir. Əgər qüvvə mə
safəyə görə dəyişirsə, onda bütöv yolu ba
laca As KəsİKİərinə bölməliyİK. Və bu kəsİk- 
lərin daxilində F qüvvəsi heç də dəyişmir. 
Onda hər bir belə KƏSİKdə iş FAs-ə bərabər
dir, ümumi iş isə - bütün “mİKroişlərin” 
cəminə bərabərdir:

»2J F(s)ds
*

İBTİDAİ FUNKSİYA

HərəKət edən maşın ilə məsələ bizə 
müəyyən inteqralların tapılmasında котэк 
edir. Həqiqətən, əgər S(t) - maşın ilə t vax
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tına Keçən yoldursa, onda onun v(t) sürəti - 
bu yolun törəməsidir:

"(') = s'(0

BeləlİKİə, əgər bizə v(t) funKsiyası mə- 
lumdursa, onda elə S(t) funKsiyasını seçmə- 
liyİK kİ, onun törəməsi v(t)-yə bərabər 
olsun. Məsələn, əgər v(t)=at (bərabər yeyin- 

ləşən hərəKət zamanı), onda S(t) = — + C 

şəKİində (burada C - sabitdir) hər hansı 
funKsiyanı götürə bilərİK, çünKİ:

»

S(t)-ni bilərəK, artıq inteqralı hesabla
maq çətin deyil.

/p(f)dt = S(t,)-S(«.) (*)

Xüsusi halda

Törəməsi verilmiş f(x) funKSİyasına 
bərabər olan F(x) funKsiyası onun ibtidai 
funKsiyası adlandırılır. Belə Kİ, F(t) = at2/2 
funKsiyası f(t)=at funKsiyası üçün ibtidai 
funKsiyadır. Sabitin törəməsi sıfra bərabər 
olduğundan funKsiyanın ibtidai funKsiyası 
sabit dəqiqliyi ilə müəyyən edilib, yəni F(x) 
funKsiyası f(x) funKsiyasımn ibtidai funKSİ- 
yasıdırsa, onda G(x) = F(x) + C də onun ib
tidai funKsiyasıdır. /(x) funKsiyasımn hər 
hansı F(x) ibtidai funKsiyası üçün Nyu- 
ton-Leybnis düsturu doğrudur:

F(&)-F(a) = j/(x)dx
a

Əslində, bu hərəKət edən maşın haqqın
da məsələnin gətirildiyi (*) düsturudur. 
Nyuton-Leybnis düsturu differensial və in
teqral hesabları arasında və deməli, toxu
nan və sahə haqqında məsələlər arasında da 
əlaqəni müəyyən edir.

Verilmiş funKsiyanın bütün ibtidai 
funKSİyaları ailəsi onun qeyri-müəyyən in- 
teqralı adlandırılır və belə göstərilir:

J f(x)dx
Əgər hər hansı funKsiyanın qeyri- 

müəyyən inteqralımn düsturunu yazmaq is
təsələr, onda mütləq şəKİldə +C əlavə edir

lər, yəni, bu, hansısa ibtidai funKsiya deyil, 
verilmiş funKsiyanın bütün ibtidai funxsi- 
yaları çoxluğudur. Məsələn:

f j öx2i ахах =---- + C
J 2

İNTEQRALI NECƏ TAPMALI

Fərz edəK Kİ, biz [0, a] parçasında z/=x2 
parabolasının qrafİKİ altında qalan əyrixətli 
trapesiyanın sahəsini hesablamaq istəyirİK. 
Burada a - hər hansı həqiqi ədəddir (şəkİİ 
5). Yuxarıda baxılan misallardan aydındır 
kİ, axtarılan sahə

j x2dx
0

inteqralına bərabərdir. Nyuton - Leybnis 
düsturuna görə həmin inteqral

F(a) - F(0) 

fərqidir, burada F(x) f(x)=x2 funKsiyasımn 
ibtidai funKsiyasıdır. Bəs bu ibtidai funKsi- 
yanı necə tapmalı?

Sadəcə sorğu Kitabına (və ya bizim mə- 
qalədəKİ qeyri-müəyyən inteqrallar cədvəli
nə) baxmaq olar. LaKİn biz başqa cür 
hərəKət edəcəyİK. Yada salaq Kİ, əgər F(x) 
f(x)-in ibtidai funKSİyasıdırsa, onda 
F\x) - /(x). Başqa sözlə, inteqrallama (yəni 
verilmiş halda qeyri-müəyyən inteqralın ta- 
pılmasıj-diferensiallamaya tərs olan məsələ
dir. Buna görə də biz törəmələr cədvəlinə 
müraciət edəcəK (“Törəmə” məqaləsinə bax), 
laKİn ondan adi qaydada istifadə etməyəcə- 
yİK. Tərsinə, törəməsi /?(x)=x2 funKSİyasına

BƏZİ FUNKSİYALARIN İNTEQRALLARI

Sabit: j adx = ax +C.
. ях2

Xətti funKsiya: j (ax + b)dx =—у + bx + C.

• X*'
Qüvvət funKsiyası: \ xadx =-----  +C,

J a +1
burada a * -1.

1/x funKsiyası: f-' dx = inx + C.
1 x

EKsponent: j exdx = ex +C.
Natural loqarifm: j İn xdx = xlnx - x + C.
TriqonometrİK funKSİyalar:
| sinxdx = -cosx + O, j cosxdx = sinx + C,

f- dx = tgx + C, f—dx = ctgx + C.
J cos x J sin X

“oxşayan” bir funKsiya tapaq. Orada olan
lardan sanKİ

(x0)' = ax11’1
düsturu uyğun gəlir. Onun sağ tərəfində 
x-in (a-l)-ci qüvvəti durur. Bizi İKİnci qüv
vət maraqlandırır, ona görə də a=3 qəbul 
edəcəyİK:

(x3)' = 3x2
İndi isə 3 əmsalından xilas olmaq üçün 

yada salaq kİ, sabit vuruğu törəmə işarəsi 
xaricinə çıxarmaq olar, yəni

(кх3)' = Зкх2
k=1/3 yazaraq alırıq

BeləlİKİə, f(x)=x2 funKsiyasımn ibtidai 
funKSİyalarından biri F(x)=x3/3-dür, bütün 
ibtidai funKSİyalar isə 

x3f x2dx = — + C olur.
J 3

Hesablamalarımızı арагагкэп biz in- 
teqrallamanın belə bir qaydasını aldıq:
J Sabit vuruğu inteqral işarəsi xaricinə 

çıxarmaq olar:
j Kf(x)dx = k| f(x)dx

Başqa qaydalar da var, məsələn:
V İkİ funKsiyanın cəminin inteqralı bu 

funKSİyaların inteqralları cəminə bə
rabərdir:

j (/(x) + g(x))dx = j f(x)dx + J g(x)dx

LaKİn öz məsələmizə qayıdaq. Biz F(x) 
funKsiyasımn x=0 və x=a nöqtələrində qiy
mətlərini hesablayıb, sonra da İKİncidən bi
rincini çıxmalıyıq:

3 3 3
BeləlİKİə, y=x2 parabolasının qrafİKİ 

altındam trapesiyanın [0, a] parçasındaKi 
sahəsi a3/3-ə bərabərdir.

“Parabolanın Kvadraturası” məsələsini 
b.e.ə. III əsrdə qədim yunan alimi Arximed 
həll edib (“Arximed” məqaləsinə bax). Biz
dən fərqli olaraq o, ümumi parabola halına

Şaxil 6.

baxıb və sübut edib Kİ, “düz xətt və parabola 
ilə məhdudlaşan ixtiyari seqment eyni otu
racağa və hündürlüyə malİK üçbucağın 
4/3-nə bərabərdir” (şəkİİ 6). Onun dövrü
nün riyaziyyatında inteqral və törəmə anla
yışları olmasa da, Arximed digər fiqurların 
da sahə və həcmlərini uğurla tapırdı. İnteq
ral hesabı bütün oxşar məsələlərin həllinin 
ümumi üsulunu verir.

QÜVVƏT SIRALARI

Əvvəllər biz 
a0+a1+...+an+..

ədədi sıralarına baxmışıq.
Bəs niyə toplananları funKSİyalar olan 

sıra
a0(x)+a!(x)+.. .+a„(x)+...

tərtib etməyəK? Belə sıralar funKSİonal sıra 
adlanır. a0(x), a!(x),...,an(x) funKSİyaları- 
mn təyin oblastından götürülən hər bir qeyd 
olunmuş x üçün funKSİonal sıra ədədi olaraq 
ya yığıla, ya da dağıla bilir. Müvafiq ədədi 
sıranın yığıldığı x-lər çoxluğu funKSİonal 
sıranın yığılma oblastı adlanır.

i 192 <
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FunKsional sıralar içərisində an(x)= 
=cnxn olan qüvvət sıralarını fərqləndirirlər, 
burada cn qeyd olunmuş ədədlərdir. Vuruğu 
x olan (W< 1) olan sonsuz azalan həndəsi 
silsilənin cəmi qüvvət sırasının ən sadə nü
munəsidir:

------ = 1+ x + x2 + х3+...+хл+... (*) 
1 - x

Qüvvət sırasının yığılma oblastı həmi
şə müəyyən (-/?, R) intervalıdır kİ, bu inter- 
valın da bir və ya hər İkİ ucu ona daxil ola 
bilər. Bəzən o, x=0 nöqtəsinə cırlaşır, bəzən 
isə bütün düz xətlə üst-üstə düşür. R ədədi 
qüvvət sırasının yığılma radiusu adlanır. 
Əgər yığılma intervalı bütün ədəd oxu ilə 
üst-üstə düşərsə, onda deyirlər kİ, yığılma 
radiusu sonsuzluğa bərabərdir.

c0+c1x+c2x2+. . .+C„x"+... 
qüvvət sırasının yığılma radiusunu tapmaq 
üçün aşağıdaKi düsturlardan istifadə etməK 
olar:

R =
n ™ \c„^ i

(əgər uyğun limitlər mövcuddursa).
Qüvvət sıraları riyaziyyatın müxtəlif 

sahələrində, xüsusi halda, funKsiyaların 
təqribi hesablamalarında mühüm rol oyna
yır. Hər hansı funKsiyanı

f(x) = '£cnxn
n=0

qüvvət sırası şəKİində təqdim etməK müm
KÜn olarsa ( “qüvvət sırasına ayırmaq” de
yirlər), onda /(x)-in təqribi hesablanması 
üçün sonlu sayda toplanandan

f(x) « c0 + c1x+...+cnxn
istifadə etməK olar. Başqa sözlə, bu halda 
funKsiyanı çoxhədli ilə əvəz edirlər və belə 
çoxhədlinin qiymətini hesablamaq artıq çə
tin deyil.

Bəs funKsiyanı hansı şərtlər daxilində 
qüvvət sırasına ayırmaq olar? Bu şərtlərin 
biri sıfır ətrafında bütün törəmələrin məh
dudluğudur. Yəni elə bir sabit M olmalıdır 
Kİ, sıfırın hər hansı ətrafındaKi bütün x-lər 

., 2, ... üçün 
/(n,(x)| < M

üçün və bütün n=

bərabərsizliyi ödənilsin. Onda f(x) funKSİya

sı aşağıdanı qüvvət sırasına ayrılır:
Äx) = „0)+®x + ®x’ +

+ H0)x3++/^0)x.+ 
3! n!

O, verilmiş funKsiyanın Teylor (və ya 
MaKİoren) sırası adlanır.

BeləliKİə, sıfırın ətrafında bütün törə
mələrin məhdudluğu şərti ödənilən zaman 
bu ətrafda funKsiyanın qiymətləri onun bü
tün törəmələrinin yeganə x=0 nöqtəsindəxi 
qiymətləri ilə müəyyən olunur (ətraf özü 
çox böyÜK ola, xüsusi halda bütün ədəd oxu 
ilə üst-üstə düşə bilər).

Bir sıra elementar funKsiyalar üçün 
Teylor sırasına ayrılışı asanca tapmaq olar. 
Məsələn, f(x)=ex funKsiyasına baxaq. Bu 
funKsiyanın ixtiyari törəməsi yenə ex oldu
ğundan, /^(O^e^l. Sıfırın ixtiyari ətra
fında törəmələrin məhdudluğu şərtini də 
asanca yoxlamaq olar. BeləliKİə, ex funKsi- 
yası üçün Teylor sırası

x , x x2 x3 x"e = 1 + — + — + — +...+ — +...
1! 2! 3! n!

şəKİindədir və o bütün x-lər üçün yığılır. 
Burada, x=l qoyub, alırıq

,.111 1e = l+ ı + - + - + — +-----+...
2 6 24 120

Bu sıranın altı birinci həddi e ədədinin 
birinci üç doğru rəqəmi ilə təqribi qiymətini 
verir.

+...,

sin x və cos x funKSİyalarının sıfırda 
törəmələrini təyin edərəK, onların Teylor sı
rasına ayrılışını alırıq:

x3 x5sinx = x----- +------...+(-1)л+1----------
3! 5! (2n-l)!

r2 x4 x2"
cosx-1- — +----- ...+(-1)" - +...

2! 4! (2n)!
x

Müxtəlif proseslərin təqribi riyazi mo
dellərinin qurulması zamanı tez-tez kİçİk 
x-lər üçün

ez » 1 + x, 
sinx » X,

. X2
cosx ® 1-----

2
yazırlar.

FunKsiyaların sonlu cəminin törəməsi 
və ya inteqralı toplananların törəmə və ya 
inteqrallarının cəmidir Kİ, bunu “sonsuz” 
cəmlər haqqında deməK olmaz. LaKİn bu ba
rədə qüvvət sıralarınKi “gətirib” - yığılma

y=ex funKsiyası- 
nın qüvvət sıra
larının Köməyi 
ilə yaxınlaşdırıl
ması
1- y=ex-,
2 -y = 1 + x +

Xя X* X*
4----- 4------ 4- —;

2 6 24
3- (/ = l + r +

X* X*
+ — + —:

2 6
r2

4- y = l+ x + —;
2

5 - у = 1 + x

oblastı daxilində onları hədbəhəd diferensi- 
allamaq və inteqrallamaq olar. Məsələn, (*) 
ifadəsini hədbəhəd diferensiallasaq, alınan 
sıranın cəmi verilmiş sıranın cəminin törə
məsinə bərabər olacaq:

— 1 - = 1 + 2x + Зх2+...+пхл~1+...
(1-x)2
İndisə (*) -da x-i -t ilə əvəz edəK:

— = l-t- t2-...-K-l)n f +...
1 + t

Bu sıranı O-dan x-ə dəK olan aralıqda 
(|x| < 1) inteqrallasaq, aşağıdaKi qüvvət sıra
sı alınar: „2 „3 „n+l

ln(l + x) = x - — + — -..-K-l)" - ---- +...
2 3 n+1

—= ı-t2 + г4-...-K-i)" **■+...
1+ f2
Sırası ilə də eyni əməliyyatı aparsaq, 

x3 x5 x2"'1arctgx = x------ 1---------...+(-1)"------- +...
3 5 2n +1

taparıq.
Təkcə e ədədini deyil, eləcə də n ədədini 

sıraların Köməyi ilə təqribi hesablamaq olar.
arctg x-in ayrılışında x=l yazıb alırıq:

1_
2n + 1- = arctgl = 1 - - + - -...-4-1)"

4 3 5
Bu sıra Leybnis sırası adlanır. O, çox 

yavaş yığılır və yaxşı yaxınlaşmalar üçün 
həddən artıq çox toplanan götürməK lazım 
gəlir.

in (1+x) və arctg x funKSİyalarının 
qüvvət sıralarına aldığımız ayrılışı bu funK- 
siyaların eyni zamanda Teylor sıralarıdır.

y=arctg x funKSİyasının sıralarının Köməyi ilə 
yaxınlaşdırılması.
1 ■ y=x; 2 -y = x- 3 ■ y = x- — + —:

3 3 5
x* x‘ x74 u = x - ■: 5 ■ y=arctgx
3 5 7

Daha ümumi şəkİİİİ qüvvət sıralarına 
da baxılır:
Cq + Cj(X — Xq) + c2(x — xQ )+...+cn(x — xo) +...
Onlar haqqında mərKəzi x0 nöqtəsində olan 
qüvvət sırası deyirlər, /(x) funKSİyasının
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mərxəzi x0 nöqtəsində olan sırası analoji şə
Kİldə təyin olunur:

f(x) = /(x0) + ^(x - x0) +

Komplens dəyişənli funKsiyalar üçün 
qüvvət sıraları xüsusi əhəmiyyət Kəsb edir.

y=etx funKsiyası üçün Teylor sırasını yaz
saq, sonra isə sinus və Kosinusun sıraların
dan istifadə etsəK, biz Eyler düsturuna 
gələrİK (“KompleKS ədədi qüvvətə yÜKSƏİt- 
тэк və ondan kök almaq" məqaləsinə bax). 
Belə Kİ, KompleKS dəyişənli /(z) funKSİyası- 
nın sıfır ətrafında Kəsilməz törəməsi varsa, 
onun bütün törəmələri var və o, qüvvət sıra
sına ayrılır.

TƏSADÜFİ HADİSƏLƏR

HƏR ŞEY ZƏR ATMAQDAN BAŞLADI

Təsadüf, təsadüfilİK - bunlarla biz 
hər gün rastlaşırıq: təsadüfi gö
rüş, təsadüfi sınma, təsadüfi ta

pıntı, təsadüfi səhv. Bu sıranı sonsuzluğa 
qədər davam etdirməK olar. Adama elə gəlir 
Kİ, bura riyaziyyatın yeri deyil - təsadüflər 
səltənətində nə qanun! LaKİn burada da elm 
maraqlı qanunlar aşKarlayıb - onlar insana 
təsadüfi hadisələrlə rastlaşdıqda özünü 
inamlı hiss etməyə imKan verir.

LaKİn təsadüfiliyin zərurətlərindən da
nışmazdan öncə belə bir suala cavab vermə
yə çalışaq: qumar oyunu nədir? ƏminİK kİ, 
ƏKSəriyyət bunu pulla oynanılan oyun hesab 
edir. LaKİn pulla tennis, hətta şahmat da oy
namaq olar. Tennisçilər və şahmatçılar tur- 
nirlərdəKİ qələbələrinə görə böyÜK qonorar
lar alırlar. Kart oyunları isə azartlı oyun
dur. Niyə? ÇünKİ onda əsas rolu təsadüf oy
nayır - rəqiblərin əlinə hansı Kartın düşə
cəyi məhz təsadüfdən asılıdır. Doğrudur, 
Kart oyununda oyunçunun bacarığı da çox 
şey deməKdir. LaKİn elə oyunlar var Kİ, 
oyunçudan heç nə tələb edilmir. Məsələn, 
“xəritə-rəqəm” oyunu: sİKKəni yuxarı atır
lar və onun hansı üzü üstə yerə düşməsin
dən asılı olaraq, bu və ya digər rəqib udmuş 
olur. Və yaxud təsadüfün haKİm Kəsildiyi 
digər oyuna - zər atmağa baxaq. Onun üzə
rində müfəssəl dayanaq: riyaziyyatçılar əla
həzrət Təsadüfü məhz ondan öyrənmişlər.

Bir çox stolüstü oyunların əvəzedilməz 
atributu olan zər, üzlərində rəqəmlər və ya 
nöqtələr Ьэкк olunmuş balaca Kubdur. Zər
ləri atan zaman onun yuxarı üzündə üzlərin 
sayına uyğun, 1-dən 6-yadəK hər hansı bir 
ədəd alınır.

Çoxlu zər oyunu var. Onların ən sadəsi 
belədir: İkİ nəfər zəri növbə ilə atır. Daha 
böyÜK ədəd atan udmuş olur. Uduş ya əvvəl
cədən təyin olunmuş məbləğə, ya da zərdə 
düşən xalların fərqinə bərabər ola bilər. Çox 
vaxt bir yox, İkİ, üç, hətta dörd zər də atır
lar. Təbiidir Kİ, hər bir oyunçu, zərində altı 
düşməsini arzulayır, ona görə də oyunların 
çoxu məhz altının peyda olmasına əsaslanıb.

Zər atılan zaman altının düşməsini iz- 
1эуэк. Fərz edəK Kİ, zər dübbədüzdür -

onun bütün üzləri tamamilə eynidir. Zəri on 
dəfə atsaq, ədədlər, məsələn, belə ardıcıllıq
larla düşə bilər: 1, 5, 2, 2, 3, 4, 1, 6, 3, 5 və 
ya 6, 5, 6, 3, 1, 1, 4, 2, 3, .6. Birinci halda 
altı bir dəfə, İKİnci halda isə üç dəfə düşüb. 
Ola da bilər Kİ, altı bir dəfə də düş- məsin və 
ya on dəfənin hamısında düşsün.

Bəs zəri on yox, on min dəfə atsaq 
necə? Onda hər bir üz təxminən eyni tezlİKİə 
düşəcəK. Bu nə deməKdir? Fərz edəK kİ, Nk 
- zəri N dəfə atdıqda к rəqəmli üzün düşmə
ləri sayıdır. Onda к üzünün düşmə tezliyi 
adlanan NK/N nisbəti zərin bütün üzləri 
üçün təxminən eyni olacaq.

N, + N2 + N3 + N, + N5 + N6 = N 
olduğundan bütün tezlİKİər 1/6-ya yaxın 
olacaq. 1/6 nisbətinin özü istər altı, istər 
beş, istər dörd və sairin düşməsi ehtimalı 
adlanır. SİKKəni atdıqda isə xəritə ya rəqə
min düşməsi ehtimalı 1/2 -yə bərabərdir. 
Bir az sonra biz hadisənin ehtimalının dəqiq 
tərifini verəcəyİK.

Məişətdə hadisə sözünü əhəmiyyətli 
hadisələrə, riyaziyyatda isə baxılan situasi
yanın bütün mümKÜn nəticələrinə tətbiq 
edirlər. Hadisələri böyÜK latın hərfləri ilə 
işarə edəcəyİK: məsələn, zər atarxən 6-nın 
düşməsini A ilə, 4-dən 6-ya qədər bir rəqə
min düşməsini B ilə, 1-dən 5-ə dəK bir rəqə
min düşməsini C ilə işarə edəK. İxtiyari X 
hadisəsinin ehtimalını P{X} ilə işarə edəK.

Qumar oyunlarında təsadüfi hadisələ
rin ehtimalını İİk dəfə XVII əsrdə fransız 
riyaziyyatçıları Blez PasKal və Pyer Ferma 
hesablayıblar. Onlar bərabər nəticələrin 
ümumi mümKÜn sayından hadisələrin şans
ları (fransızca chance - “uğur”, “hadisə”) 
sayını hesablayıblar.

A hadisəsində ifadə olunan hər hansı 
sınağın, təcrübənin və ya oyunun nəticəsini 
A hadisəsinin şansı adlandıraq. Məsələn, zər 
atarKən altı bərabər ehtimallı nəticə AlfA2> 
...pA6 mümKÜndür kİ, bunlar da 1,2,...,6 xa
lın düşməsidir. Fərz edəK Kİ, A hadisəsi cüt 
saylı xalların, yəni 2, 4 və ya 6-nın düşməsi
ni bildirir. Bu halda P{A}=3/6=l/2, yəni 
P{A} A hadisəsinin şansının bərabər ehti- 
mallı hadisələrin ümumi sayına nisbətinə 
bərabərdir. Belə tərif ehtimalın KİassİK təri
fi adlanır.

BeləlİKİə,
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əgər hər hansı şərtlər daxilində r eyni 
ehtimallı nəticə varsa və onların e-i 
A hadisəsinə gətirirsə, onda A hadisə
sinin P{A} ehtimalı s/r-ъ bərabərdir.

Sadə hallarda ehtimalın hesablanması 
çətinlİK törətmir. Məsələn, sİKKəni yuxarı 
atarKən biz bilirİK Ki, ya xəritə, ya da rəqəm 
düşəcəK. Fərz edəK Kİ, A hadisəsi xəritənin 
peyda olmasını bildirir. Oxşar hallarda bun
dan sonra A=[xəritənin düşməsi] yazacağıq. 
Aydındır kİ, P{A}=l/2.

36 Kartlı dəsti yaxşıca qarışdırıb 1 tə
sadüfi Kart çıxaraq. A hadisəsi = [qırmızı 
rəngli йгэк Kart çıxarılıb] və B = [tuz çıxa
rılıb] hadisələri 36 hadisədən müvafiq ola
raq 9 və 4 şansa malİKdirlər. Buna görə də

4 = 1
36 " 9

1
4’

P{B}

Bir sıra hallarda hadisələrin ehtimalını 
hesablamaq o qədər də asan deyil. Fərz edəK 
Kİ, BK hadisəsi İkİ zərin atılması zamanı on- 
lardaKi xalların cəminin к - ya bərabər ol
masıdır. Cəmi 11 belə hadisə var:
В2,Вг,...,В12, laKİn onların ehtimalları eyni 
deyil. Bərabər ehtimallı nəticələrə (i, j) 
ədədlər cütləri uyğun gəlir, burada i birinci 
zərdə, j İKİnci zərdə düşən xalların sayıdır. 
Belə nəticələr cəmi 36 - dır. BK hadisəsinin 
şansları i+j=K şərtini ödəyən şanslar olacaq. 
Onların hər birinin şansını aşağıdaKi cədvə
lin Köməyi ilə hesablamaq olar:

\ i
j\ 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

2 3 4 5 6 7 8

3 4 5 6 7 8 9

4 5 6 7 8 9 10

5 6 7 8 9 10 11

6 7 8 9 10 11 12

Cədvəldə hər sətir 1-ci zərdəKİ xalların 
i sayına, hər bir sütun isə 2-ci zərdəKİ xalla
rın j sayına uyğundur, i saylı sətrin j saylı 
sütunla Kəsişməsində isə i+j=K cəmi daya
nır. Bütün (i, /) nəticələrini bərabər ehtimal- 
lı hesab etməK olar - onlar 36 dənədir və BK 
hadisələrinin şansları sayı cədvəlin к ədədli 

xanalarının sayına bərabərdir. Buna görə 
də, ehtimalın KİassİK tərifinə əsasən, alırıq

P(B2I - P{B12| - i, 

p№)-p(b11( = A = _L, 

p(B4) = p(Bl0) = A = ]L, 

p(b5).p(b9(.A = 1,

P{Be) - P(B8) - A,

1
6

Bütün baxılan misallar qutu sxemi ad
lanan sxemin xüsusi hallarıdır. Fərz edəK 
Kİ, qutuda r KÜrə var. Onlar toxunmaqla de
yil, rənglərinə və işarələrinə görə fərqlənir
lər. Onları u^,u2,...fur -lə işarə edəK. Fərz 
edəK Kİ, Kürələri ağ, qalan r-s
şar isə qara rəngdədir. Qutudan təsadüfən 
i < s saylı uL KÜrə çıxartsaq, deyirlər: A=[ağ 
KÜrə çıxarılıb] hadisəsi baş verib. Bu halda r 
bərabər ehtimallı nəticələri möv
cuddur. Onlardan A hadisəsi s ul,u2,...,us 
şansına malİKdir. Ehtimalın KİassİK tərifinə 
əsasən, P{A} = s/r.

Sİkkə atmağı G və R hərfləriylə işarə 
etdiyimiz İkİ KÜrəli qutu sxemi ilə əvəz et- 
тэк olar. Sİkkə atılarKən xəritə üzünün 
düşməsi və qutudan O hərfli Kürənin çıxa
rılması eyni S ehtimalına malİKdir. Kart 
dəstindən 1 Kartı götürməyi (a, b) işarələr 
cütü ilə işarə edilmiş 36 KÜrəli qutu ilə əvəz 
etməK olar Kİ, burada a - mastları işarə edən 
Q, X, К, T hərfləri (Q - qaraürəK, X - xaç, 
K - Kərpic, T - qırmızıürəK), b isə Kartın də
yəridir: b = 6-altılıq, b = 7-yeddilİK, b = 11 - 
valet,..., b=14-tuz. A = [qırmızıürəK mast- 
lı Kart çıxarılıb] hadisəsinə qutudan A = 
={(T,6), (T,7),..., (T, 14)} alt çoxluğuna məx
sus Kürənin çıxarılması uyğun gəlir. B=[tuz 
çıxarılıb] hadisəsinə B = {(Q, 14), (X, 14), 
(K, 14), (T, 14)} alt çoxluğu uyğun gəlir. 
Ümumi halda qutu sxemində U = {ultu2, 
...,ur} Kürələr çoxluğu fərz olunur; hər hansı 
A c U alt çoxluğuna A alt çoxluğuna məx
sus ut Kürəsinin çıxmasından ibarət olan A

KAVALER DE MERENİN MƏSƏLƏSİ

Fransız əyanlarından olan Kavaler de Mere ehti
raslı qumarbaz idi. Zər oyununda pul uduşu adətən 
düşən ədədlərin Kombinasiyasından asılıdır. Belə 
Kombinasiyalardan biri - dörd dəfə zər atarKən heç 
olmazsa bir altıliğnın düşməsidir. De Mere bu Kom
binasiyanın şanslarının sayını hesablamağı bacar
mışdı.

Dörd dəfə zər atarKən nəticələrin ümumi sayı 
64 = 1296-dır. Heç olmazsa bir altılıq düşməsi şansı 
64 -54 =671 edir, belə kİ, 54 halda bir dəfə də altı 
düşmür. Deməli, dörd atılmada heç olmasa bir altılı
ğın düşməsi şansı 671/1296 =0,518 > 1/ 2 olacaq. 
Buna görə də dörd dəfə zər atanda bir altılıq belə 
düşməyəcəyinə yox, heç olmazsa bir dəfə altı düşə
cəyinə istinad etməK lazımdır.

Eyni zamanda ixi zər atarKən daha тйгэккэЬ 
Kombinasiyalar meydana gəlir. De Mere altı qoşa
nın heç olmazsa bir dəfə düşməsi ehtimalının-^-dən 

böyÜK olması üçün cüt zəri neçə dəfə atmaq lazım 
olduğunu təyin etməyə çalışdı. O bunun üçün 24 atı
lış lazım olduğunu hesabladı. Laxim təcrübə de Me- 
reni öz hesablamalarına şübhə ilə yanaşmağa 
vadar etdi. Onda Kavaler bu məsələ ilə riyaziyyatçı 
Blez Pasxala müraciət etdi və o, məsələnin düzgün 
həllini verdi. Alim təyin etdi Ki, cüt zəri 24 dəfə atar- 
кэп altı qoşa Уг- dən xiçix ehtimalla, 25 atılış zamanı 
isə 1/2 -dən böyÜK ehtimalla heç olmazsa bir dəfə 
peyda olur.

hadisəsi uyğun gəlir. A hadisəsinin ehtimalı

Ia! 
P{A} =

\u 
nisbətinə bərabərdir. Burada U\=r - qutuda- 
Ki Kürələrin ümumi sayı, |A| - A alt çoxlu- 
ğundaKi Kürələrin sayıdır. BeləlİKİə, qutu 
sxemində ixtiyari A g U çoxluğuna A = [A 
çoxluğundan şar çıxarmalı] hadisəsi uyğun 
gəlir. QutudaKi bütün Kürələr çoxluğuna 
uyğun gələn U hadisəsi gerçəK hadisə adla
nır. Onun ehtimalı vahidə bərabərdir, belə 
Kİ,

İMP)C/) = U = 1

0 boş çoxluğuna qeyri-mümKÜn hadisə 
uyğun gəlir, onun ehtimalı sıfıra bərabər
dir, belə kİ,

p(0).0=o

Əgər A c B, yəni A çoxluğu B çoxluğu
nun alt coxluğudursa, onda deyirlər: A ha-

Doğrudan da, əgər cüt zəri bir dəfə atsaq, qoşa altı 1/36 
ehtimalla düşəcəK və 1 -1/36 = 35/36 ehtimalla düşməyə- 
cək. n atılış zamanı altı qoşanın düşməməsi ehtimalı 35" -ə 
bərabər olacaq, nətiçələrin ümumi sayı isə 36" təşxil edə- 
CƏK.

An =_[heç olmazsa bir dəfə altı qoşa düşür], 
An = [altı qoşa bir dəfə də düşmür]

hadisələrini qeyd edəx.
Onda P{4„} = 35" / 36", P{AJ = 1 -35"/36", buradan alı

nır Kİ,
P{A,4} = 0,491 <1/2, P{426} « 0,505 >1/2

Fərz edəx xi, N - oyunların sayı, N(A„) - heç olmasa bir 
dəfə altı qoşa düşən oyunların sayıdır. Tezlixlərin statistix 
dayanıqlıq xassəsinə əsasən, böyÜK N - lərdə

N(A 1
«P{An}vəN(An)*P{A„}N 

N
Buna görə də A25 hadisəsinə pul qoyan oyunçu oyunla

rın təxminən 50,5 %- ini, A24 hadisəsinə pul qoyan isə təx
minən 49,1%-ini udur.

Kavaler de Merenin bu məsələsi PasKalı vadar etdi Ki, 
təsadüfi hadisələri öyrənsin. Blez Pasxalın və Pyer Ferma
nın yazışmalarında isə İİk dəfə ehtimal nəzəriyyəsinin anla
yışları xatırlanmağa başladı.

disəsi B hadisəsini doğurur. Bu o deməKdir 
Kİ, əgər A hadisəsi baş veribsə, onda B hadi
səsi də baş verib. Həmişə 0 c A c U oldu
ğundan 0 < |A| < |[/| olur və ixtiyari 
hadisənin ehtimalı

0 < P{A} < 1 
bərabərsizlİKİərini ödəyir.

A və B hadisələrinin AB hasili ancaq 
və ancaq hər İkİ hadisə baş verərKən baş ve
rən hadisədir. Məsələn, C =[qırmızıürəK tuz 
çıxarılıb] hadisəsi A=[qırmızıürəK mastlı 
Kart çıxarılıb] və B =[tuz çıxarılıb] hadisələ
rinin hasilidir.

A+B hadisələrinin A və B cəmi yalnız 
və yalnız ya A, ya B, ya da hər İKİsi eyni za
manda mövcud olarxən baş verən hadisədir.

Əgər AB = 0 - sə, A və B hadisələri 
uyuşmaz adlanır. Uyuşmaz hadisələr üçün

|A + B| = |A| + |b| ona görə də P{A+B} = 
=P{A} + P{B}.

A hadisəsi baş verməyəndə həmişə baş 
verən A hadisəsini A hadisəsinin əksİ deyi
lir. Asanca görməK olar Kİ, A və A hadisələri 
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uyuşmazdır və A+A=U buna görə də P{A}+ 
+P{A} =1.

Qutu sxemində A və B hadisələrinə A 
və B çoxluqları qarşı qoyulursa, onda hadi
sələrin AB hasilinə A və B çoxluqlarının Kə
sişməsi, hadisələrin A+B cəminə isə A və B 
çoxluqlarının birləşməsi uyğun gəlir.

Daha тйгэккэЬ hallarda A təsadüfi ha
disəsini bərabər ehtimallı nəticələrinin şan
slarının sonlu çoxluğu şəKİində təqdim et- 
тэк olmaz. Məsələn oğlan və ya qız doğul
ması bərabər ehtimallı təsadüfi hadisələr 
deyil. Məlumdur Kİ, doğulan uşaların 51%-i 
oğlan olur. Bu halda A = [oğlan doğulması] 
hadisəsinin ehtimalı olaraq P{A} = 0,51 qə
bul edilir.

Bir çox təsadüfi hadisələr tezlİKİərin 
statistİK dayanıqlılığı adlanan xassəyə ma- 
lİKdirlər. Fərz edəK Kİ, N sınaq Keçirilir. 
Onların hər birinin nəticəsində A təsadüfi 
hadisəsi baş verə də bilər, baş verməyə də: 
məsələn, zər atarnən altı düşəcəK, İKİ sİkkə 
atılarKən İkİ xəritə düşəcəK və s. A hadisəsi
nin baş verdiyi sınaqların sayını A(A) ilə 
işarə edəK. Sınaqların böyÜK N saylarında 
N(A)/N müəyyən P{A} ədədinin ətrafında 
rəqs edirsə, deyirlər Kİ, tezlİKİərin statistİK 
dayanıqlığı mövcuddur, P{A} ədədi isə A ha
disəsinin ehtimalı adlanır. Belə ehtimal rus 
alimi Andrey NİKOİayeviç Kolmoqorovun üç 
aKSİom şəKİində formula etdiyi xassələrə 
malİK olmalıdır.

1. Qeyri-mənfiliK aKSiomu. İstənilən 
P{A} ehtimalı mənfi olmayan ədəddir:

P{A} > 0

2. Normallaşma aKSiomu. GerçəK (yə
qin) U hadisəsinin ehtimalı vahidə bərabər
dir:

P{[7} =1

3. AdditivliK aKSiomu. İkİ uyuşmayan 
Avə B hadisələrinin cəmlərinin ehtimalı on
ların ehtimalları cəminə bərabərdir:

P{A+B} = P{A} + P{B}

Bu aKsiomlardan asanca ehtimalların 
aşağıdanı xassələrini çıxarmaq olar:

a) qeyri-mümKÜn (mümnün olmayan) 
0 hadisəsinin ehtimalı sıfıra bərabərdir: 

P(0}=O;

b) əgər A c B - dirsə, yəni A hadisəsi 
B hadisəsini doğurursa, onda

P{A} < P{B};

c) hər bir A hadisəsinin ehtimalı aşağı
danı bərabərsizlİKİəri ödəyir:

0 < P{A} < 1;

d) A hadisəsinin və A əks hadisəsinin 
ehtimalları aşağıdanı bərabərlinlə bağlıdır- 
1з.г*

P{Ä}=1- P{A};

e) əgər Ap A2, ..A,„ hadisələri cüt-cüt 
uyuşmazdırlarsa, yəni AIA/ = 0 onda
Р^+Аз+.-.+А,,} = P{Aj} + P{A2}... + P{A„}

Kolmoqorov göstərdi Kİ, ehtimal nəzə
riyyəsini adi riyazi nəzəriyyəyə uyğun ola
raq, məsələn, həndəsədəKİ Kİmi, ansiomlar 
əsasında innişaf etdirmən olar. Doğrudur, 
bu zaman additivlİK aKsiomunu sonsuz say
da toplanan halına genişləndirməK lazımdır:

P{Aj+A2+...} = P{AJ + P{A2} + ...
Ansiomlar sistemi sayəsində ehtimal 

nəzəriyyəsi qəti surətdə tam hüquqlu riyazi 
elm Kİmi formalaşdı. O, riyaziyyatın digər 
bölmələrinin nəticələrindən də istifadə edir 
və öz növbəsində onlara əhəmiyyətli təsir 
göstərir.

ASILI VƏ ASILI OLMAYAN 
HADİSƏLƏR

Sinifdə N şagird var. Müəllim çox ma
raqlı tamaşaya bilet gətirib, laKİn təəssüf 
ni, hamıya çatmır. Onda uşaqlar püşn atma
ğı qərara aldılar. M dənəsinin işarələndiyi 
N bÜKÜlmüş Kağızı papağın içinə qoydular. 
Növbə ilə püşk çəKdilər. İşarəli Kağızları çı
xaranlar bilet alırdılar. Sual olunur: püşkü 
birinci, İKİnci ... sonuncu çəKən şagirdlər 
eyni vəziyyətdədirlərmi?

İİk baxışdan elə bil Kİ, yox. Daha pisi, 
elə bir inam yaranır kİ, axırıncı iştiraKçı 
daha sərfəli olmayan vəziyyətdədir. Onun 
heç seçimi də yoxdur, birindən başqa bütün 
Kağızlar çəKİlib və ona yeganə Kağız qalıb. 
LaKİn bu halda bizi seçim imnanı deyil, 
uğurlu püşk çəKməyin növbəlilindən asılı 
olub-olmaması maraqlandırır. Belə məsələ
lərin həlli zamanı “şərti ehtimal” anlayışın
dan istifadə etmən münasibdir.

AVTOBUSU NƏ QƏDƏR GÖZLƏMƏLİYİK?

Siz hərəKət intervalı 45 dəqiqə olan bir avtobu
sun dayanacağına gəlmisiniz, laKİn cədvəli bilmirsi
niz. Siz avtobusu nə qədər gözləyəcəKSİniz? 
Aydındır Ki, bu, 45 dəqiqədən çox çəKməyəcəK.

Avtobusun 15 dəqiqədən gec gəlməyəcəyi ehti
malını tapaq. Bundan ötrü belə bir həndəsi sxem
dən istifadə edəK. Fərz edən kİ, T - avtobusun İkİ 
gəlişi arasındaKi zaman parçasıdır. Sizin dayanaca- 
ğa gəlişinizi hər hansı bir miqyasda (məsələn, 1mm 
1 dəqiqəyə uyğundur; şəkİİ 1) T uzunluqlu AS par
çasında C nöqtəsini işarə edəK. Əgər C nöqtəsi 
parçanın sol A ucundan t məsafədə yerləşirsə, on
da avtobusu gözləmə müddəti t olacaq.

Avtobusun dayanacağa gəlmə anı təsadüfidir. 
AB parçasını A, və S, nöqtələri ilə üç bərabər AA,, 
A,S, və B,B hissələrinə ayırsaq, təsadüfi C nöqtəsi
nin hər bir hissəyə düşməsini eyni ehtimallı hesab 
etməK olar, [t < 15dəq] hadisəsinin ehtimalı C nöq
təsinin AA parçasına düşmə ehtimalına bərabərdir. 
KlassiK tərifə görə buradan alırıq P{[f <> 15 
dəq]}=1/3.

Ümumiyyətlə, hesab etməK olar kİ, C nöqtəsinin 
əsas parçanın T uzunluqlu əsas parçanın hissəsini

- r. 15 dəq 15 dəq
' Г _ ı T

A C

ŞdKil 1.

t> A C At B'

ŞəkİI 2.

ŞƏRTİ EHTİMAL

Fərz edəK kİ, r bərabər ehtimallı nəti
cəyə malİK olan hər hansı sınaqlar nəticəsin
də A və B təsadüfi hadisələri baş verə bilər. 
Fərz edəK Kİ, s(A) A hadisəsinin; s(B) B ha
disəsinin; s(AB) AB hadisəsinin şansları sa
yılır. Onda, ehtimalın KİassİK tərifinə əsa
sən (“Hər şey zər atmaqdan başladı” məqalə
sinə bax),

Р{А}=^Я P{B}=^, P{AB}=8fAB) 
r r r

İndi isə ancaq B hadisəsinin baş verdiyi 
sınaqlara baxaq. Bu sınaqlarda cəmi s(B) bə
rabər ehtimallı nəticə var. Onlarda A hadi
səsi s(AB) şansa malİKdir, yəni hər İKİ A və 
B hadisəsi s(AB) nəticədə baş verir. B hadi
səsinin baş verməsi şərti ilə A hadisəsinin 
şərti ehtimalını s(AB)/s(B) nisbəti Kİmi tə
yin edəK. Onu p{a|b} ilə işarə edəK. tİKİn 
P{A} ehtimalını A hadisəsinin şərtsiz və ya 
tam ehtimalı adlandırmaq olar. BeləliKİə, 

təşKİl edən ixtiyari parçaya düşmə ehtimalı həmin parçanın 
uzunluğu ilə mütənasibdir. Buna görə dəavtobusu gözləmə 
müddətinin x-dən böyÜK olmayacağı ehtimalı x/T -yə bəra
bərdir Ki, bu da belə yazılır:

P{[avtobusun gəlmə vaxtı < x]} =- -

əgər 0 < x T
Ehtimalın həndəsənin KöməKİİyi ilə hesablanmasına di

gər misal. Fərz edəK Ki, meteorit R = 18 кт radiuslu dairə 
hesab oluna bilən iri şəhərə düşür. Meteoritin şəhərin mər- 
Kəzinə düşməsi ehtimalı nə qədərdir? (Şəhər mərKəzini 
г=3кт radiuslu dairə qəbul edəK).

Hesab edəcəyiK kİ, meteoritin şəhərin hər hansı hissəsi
nə düşməsi ehtimalı onun sahəsi ilə mütənasibdir. Buna 
görə də

= r- =-3-
тгЯ2 R2 182 36

Bu cür hesablanan ehtimallar həndəsi ehtimallar adlanır. 
Ümumi halda bu hesablama üsulu aşağıdaKİ Kimidir. Fərz 
edəK Ki, C təsadüfi nöqtəsi hər hansı G oblastına düşür. 
Axırıncı düz xətt parçası, müstəvi və ya fəza hissəsi ola bi
lər. Əsas odur Ki, onun sonlu ölçüsü m(G) >0 olsun, bura
da m(G) ya parçanın uzunluğu, ya müstəvi cismin sahəsi, 
ya da cismin fəzada həcmidir. Onda C təsadüfi nöqtəsinin 
G oblastında müntəzəm paylanması zamanı C-nin gcG 
oblastına düşməsi ehtimalı ölçülərin nisbətinə bərabərdir

m(G)
Həndəsi ehtimalın tapılmasına çoxlu maraqlı məsələləri 

göstərməK olar.

P{AIB| s<^ 
s(B)

Surət və məxrəci r-ə böləK. Onda alırıq

Л1В} s(AB)/r
1 s(B)/r

və ya
(*)

' ' P(B)
Bu bərabərliyi şərti ehtimalın tərifi he

sab etməK olar. Onun hər İkİ tərəfini P{B} - 
yə vuraraq

P{AB} = P(B)P(A|B) (**) 
alırıq.

(**) bərabərliyi ehtimalların vurulma
sı teoremi adlanır.

Yenə də sinifdə püşK məsələsinə qayı
daq. Papağı qutu, işarəli Kağızları ağ Kürə
lərlə, işarəsizləri isə qara Kürələrlə əvəz 
edərəK KİassİK “qutu” sxemi alırıq (“Hər şey 
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zər atmaqdan başladı” məqaləsinə bax). 
Bizi İkİ hadisə maraqlandıracaq:

A = [1-ci iştiraKçı ağ şar çıxaracaq], 
B = [2-ci iştiraKçı ağ şar çıxaracaq]. 
KlassİK tərifə görə, aşağıdanı ehtimal

lar asanca hesablanır
P{a} = —, P(BİA) = —P(B|A) =

1 j A _ 1 A-l N-l
Burada A, A hadisəsinə əks olan hadisə

dir (yəni A = [1-ci iştirançı qara Kürə çıxa
racaq]; P^B|A| B hadisəsinin A hadisəsinin 
baş verməsi şərti ilə şərti ehtimalıdır; 
p{b|a}-B hadisəsinin A hadisəsinin baş ver

məsi şərti ilə şərti ehtimalıdır. (**) ehtimal
ların hasili teoreminə əsasən 
p!äb] = — ■ M~1, P(AB) -^^-—-

1 J N N-l N N-l
B hadisəsini ini uyuşmayan hadisənin 

B=BA+BA cəmi şəKİində vermən mümnün 
olduğundan, additivlİK aKSİomuna əsasən, 

P{B} = P(BA) + P(BÄ) =
M(M -1)
N(N -1)

Deməli, püşnün birinci və İKİnci işti- 
raKçıları ağ şar çıxarmaq baxımından eyni 
şansa malİKdirlər. Qalan digər iştiraKÇiların 
uğur şansını aydınlaşdırmaq üçün daha mü- 
гэккэЬ hesablamalar aparmaq lazımdır.

Belə hesablamalar üçün tam ehtimalın 
düsturundan istifadə etməK münasibdir: 
P{B} =P(A1)P(B|A1) +P(A2)P(B|A2)+...+

+ P(AJP(B|AJ (***)
Burada Ap A2, ...» AK cüt-cüt uyuşma

yan hadisələrdir, yəni ixtiyari AlAj = 0 
üçün i * j; A1+A2+...+Ak cəmi yəqin hadisə
dir; B ixtiyari hadisədir. (***) düsturunu 
isbat etməK üçün B hadisəsini BAY+BA2+ 
+...+BAK cəmi şəKİində göstərmən, ehtimal
ların additivliyi xassəsindən

P{B} = P{BAj} + P{BA2} + ...+ P{BAJ 
və (**) ehtimalların vurulması düsturundan 

P{BA1}=P(A1)P(Bpl1)
istifadə etməK lazımdır.

İndi isə püşk məsələsində
C = [3-cü iştirançı ağ nürə çıxaracaq] 

hadisəsinə baxaq.
P{C} - ni hesablamaq üçün (***) düstu

runu tətbiq etməK olar, bu halda o belə şə- 
nildədir:

P{C} = P(AB) P(C|AB) + P(AB) P(C|AB) +

+ P(AB)P(CAB) +

+ P(AB)P(C|ÄB) (****)
Ehtimalları və şərti ehtimalları hesab

layaq

' ' N(N-l)

p{äb} = p{ab} = M1N ~M1
1 j ( ’ A(A-1)

pf ÄBX = (АГ-МХЛГ-М-1)
1 > N(N-l)

P{C|AB} =

p{c|äb} = p{cab} =

Bütün bu qiymətləri (****) düsturunda 
yerinə qoysaq, 

p{c} = m/a 
alırıq.

Analoyi olaraq isbat etməK olar kİ, 
püşnün ixtiyari iştiraKçısının uğur ehtimalı 
M/N - dir.

BeləlİKİə, püşK düzgün təşKİl olunubsa: 
bütün Kağızlar eynidirlərsə və ciddi-cəhdlə 
qarışdırılıblarsa, bütün püşK iştirançıları 
bərabər vəziyyətdədirlər. Doğrudur, püş- 
KÜn birinci və axırıncı iştirançısı özlərini 
fərqli hiss edirlər. Birinci anlayır ni, onun 
seçimi var, Kağızları əlləşdirməK, onları 
barmaqlarla çəK-çevir etməK və nəhayət 
uduşlu “görünən” nağızı çıxarmaq olar. So
nuncu iştiraKçı belə bir imnandan məhrum
dur: o, sadəcə qalmış Kağızı açır və nəticəni 
bilir. Daha pisi, əgər bütün işarəli Kağızlar 
ona qədər çıxarılarsa, püşK onun iştiraKin- 
dan əvvəl də qurtara bilər. Doğrudur, birin
ci iştiraKçı boş Kağız çıxarıbsa, sonuncu 
iştiraKçı xoşbəxt püşkə birincidən daha 
uzun müddət ümid bəsləyə bilər.

HADİSƏLƏRİN ASILI OLMAMASI

Ehtimal nəzəriyyəsində çox mühüm bir 
anlayış - hadisələrin asılı olmaması anlayışı 
var. Əgər Р{А|В} şərti ehtimalı P(A} şərtsiz 
ehtimalına bərabərdirsə, onda A hadisəsi B 

hadisəsindən asılı olmayan hadisə adlanır. 
Əgər P(a} = p{a|b}- dirsə, onda (*) və (**)
düsturlarının Köməyi ilə

p{ab} _ p{b}p{a|b} 
РИ ’ P{A}

alırıq.
Yəni B hadisəsi də A hadisəsindən asılı 

deyil. Buna görə də biz sadəcə A və B hadisə
lərinin asılı olmamasından danışa bilərİK. A 
və B asılı olmayan hadisələri üçün (**) düs
turunun nəticəsi olan ehtimalların hasili 
düsturu doğrudur

P{AB} = P{A} P{B}
Məsələn, fərz edəK kİ, İkİ oyunçu İKİ 

zər atır.
A =[l-ci zərdə altı düşür], 
B = [İKİnci zərdə altı düşür] 

hadisələri olsun.
Onda

AB = [altı qoşa düşəcəK].

SPORTLOTO

Ehtimalın KlassİK tərifi lotoreyalarda uduş ehti
malını təyin etməyə imKan verir. Bundan ötrü qutu 
sxeminin belə bir variantından istifadə etməK lazım
dır. Fərz edəK Ki, qutuda N Kürə var və bunlardan M 
Kürə ağ, qalan N-M Kürə isə qaradır. Qutudan təsa
düfi şəKİldə n Kürə seçilir. Seçilmiş Kürələr çoxluğu
nu n həcminin seçimi adlandıraq.

Am= [seçimdə m ağ və n - m qara Kürə var] 
hadisəsinə baxaq.

N, M, n, m ədədləri
0 <M <N, 0<n<N, 0 <; m <M, 0<m <n 
bərabərsizliKİərini ödəyir.
Am hadisəsinin ehtimalı belə hesablanır:

(*)

Yada salaq Kİ, 
к(к-1)...(к-/ + 1) к!

* ’ 12 .../ /!(<-/>!
Burada C'-x elementdən j Kombinezondur. 

(“Kombinezonlar” məqaləsinə bax).
(*) düsturu belə alınır. Bərabər ehtimallı nəticə

lərin ümumi sayı C„ n həcmli seçimlərin sayına bə
rabərdir. Am hadisəsinin şansları sayı Cm Kom
binezonlarının sayının (yəni qutudaKi M ağ Kürənin 
seçimdəKi m ağ Kürər üzrə Kombinezonların sayı
nın) C"N ™ Kombinezonların sayına (yəni qutudaxı 
N-M qara Kürənin seçimdəKi n - m qara Kürə üzrə 
Kombinezonların sayına) hasilinə bərabərdir. Am ha
disəsinin şansları sayının nəticələrin ümumi sayına 
nisbəti elə P(AJ ehtimalına bərabərdir.

Uzun müddət ən populyar lotoreyalardan biri

A və B hadisələri asılı olmadığından 

P{AB) - P(A) P(B} - j' j - jj
Əgər C = A;, AK....Am ixtiyari hadisələri

üçün burada j, к,..., m indeKsləri i - yə bəra
bər deyillər,

P{AjC} = PfAJ, i = 1,2,..., n 
şərti ödənilərsə, bir neçə Ap A2,..., An hadi
səsi asılı olmayan hadisə adlanır.

İxtiyari Ap A2,..., An asılı olmayan ha
disələri üçün aşağıdam düsturlar doğrudur: 

P{AAz} = PJaJpJaJ, əgər l<i<i<n-, 
p{AA/aJ = p{a}p{a}p{aJ, 

əgər 1 < i< j < к < n;

р{аХ\7аУ=р{а}р^
Bir misala baxaq. İ1k eleKtron hesabla

ma maşınları (EHM) o qədər də etibarlı ol
mayan eleKtron lampalarla işləyirdi. Fərz

“Sportloto” olmuşdur. Növbəti tirajda iştiraK etməK istəyən 
şəxs 49 nömrədən 6-nı qeyd etməli olduğu Kart alırdı. 
Oyunçu bu Kartın bir hissəsini qutyuya salır, digərini özün
də saxlayırdı. Tiraj zamanı içində 1-dən 49-a qədər nömrə
lənmiş 49 Kürə olan qutudan ixtiyari 6-sı çıxarılırdı. Bu 
nömrələr uduş nömrələri elan edilirdi. Oyunçunun qeyd et
diyi nömrələrin içində heç olmazsa üç uduş nömrəsi olur
dusa, o, pul müKafatı alırdı. Özü də müKafatın ölçüsü 
tapılmış nömrələrin sayının artmasıyla sürətlə artırdı.

Oyunçunun qeyd etdiyi m ədədin uduşlu olması ehti
malını pm- lə işarə edəK.

m =0,1 ,...6 üçün pm- i hesablamaqdan ötrü (*) düstu
rundan istifadə edəK. Hesab etsəK kİ, oyunçunun qeyd et
diyi Kürələr ağ, digərləri qaradır, onda

pm = P{4m}, burada N = 49, n = M = 6, m = 0, 1.......6.
BeləlİKİə,

p0 «0,43596, p, 0,41302,
^49 ^49

C2 C4
p, = «0,13238,

/~»3 z-*3
p, «0,01765,

C,

p4 =-77^ «0,00097,

C®pe =-f «0000000072
Cg 

«0000018,

Buradan alınır kİ, uduzma ehtimalı р0 + р1+рг = 
= 0.98136-dır, ən kİçİk uduş ehtimalı p3 »001765, ən bö- 
уйк uduş ehtimalı pe son dərəcə KiçiKdir.
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edəK Kİ, EHM-də bir-birindən asılı olmadan 
müəyyən T zaman Kəsiyində q = 0,0001 eh
timalla yana biləcən n = 10 000 eleKtron 
lampa var. Heç olmazsa bir lampa sıradan 
çıxırdısa, EHM yanlış nəticələr verirdi. 
EHM-in T zamanı ərzində sıradan çıxma eh
timalı nəyə bərabərdir?

Д = [bütün T zamanı ərzində i-ci lampa 
sazdır] hadisəsini təyin edəK.

Onda
C = {EHM bütün T müddəti ərzində 

sazdır} hadisəsini C=A1A2...An şəKİində 
göstərməK olar kİ, onun da ehtimalı

P{C} - P{A, }P{Aj... P{A,} = p' olar. 
Burada

p = Р{Д } = 1 - P{Äj = 1 - g = 0,9999 
EHM-in bu halda sıradan çıxma ehtimalı 

P{c} = 1 - P{C} = 1 -(1 - q)n =

= 1 -(1 -0,0001)10000 « 1 - e 1 « 0,632
İİk EHM-lərdə lampaların etibarlılığı

nın belə halında işləməK çox çətin idi. Çıx
daş lampaları daima dəyişməK lazım gəlirdi. 
Qat-qat stabil işləyən EHM-lər yarandı. On
larda yeni eleKtron elementlərdən - yarım- 
Keçirici tranzistor və inteqral mİKrosxem- 
lərdən istifadə edilirdi.

TƏSADÜFİ KƏMİYYƏTLƏR

Ehtimal nəzəriyyəsində tez-tez ədəd
lərlə xaranterizə olunan şəbəKədəKİ gərgin- 
İİk, ensperimentdə cihazların göstərişi və s. 
təsadüfi hadisələrə baxılır. Belə hadisələr 
təsadüfi Kəmiyyətlər adlanır. Bir halda Kİ, 
onlar ədədlərdir, deməli onları toplamaq, 
adi ədədlərə vurmaq və s. mümKÜndür. Elə
cə də digər hadisələri ədədlər Kİmi qələmə 
verməK olar. Məsələn, zərin bu və ya digər 
üzünün düşməsinə bu üzdəKİ ədəd üyğun- 
dur. SİKKəni atarnən xəritə düşməsini 1, rə
qəm düşməsini 0-la işarə etməK olar. Onda 
sİKKəni n dəfə atarnən belə təsadüfi Kəmiyy
ətin cəmi düşən xəritələrin sayına bərabər
dir.

Ümumiyyətlə, X təsadüfi Kəmiyyəti 
xp x2,..., xn qiymətləri ala bilirsə, onda 

Pi= P{X = x,} 
qiymətləri (burada i = 1, 2, n- dir) X tə
sadüfi Kəmiyyətinin ehtimallarının paylan
ması adlanır, özü də

P1+ p2+ — + Pn = 1

bərabərliyi ödənir.
Bir çox hallarda təsadüfi Kəmiyyətin 

“orta qiymətini” bilməK vacib olur. Ehtimal 
nəzəriyyəsində o, riyazi gözləmə adlanır və 
aşağıdaKi Kİmi təyin olunur.

Fərz edəK Kİ, X təsadüfi Kəmiyyəti P1, 
p2, ..., Pn ehtimalları ilə xp x2, ...» xn qiy
mətləri alır. Onda

M{x} = x}Pi + X2P2 +...+xnPn 
ədədi X təsadüfi Kəmiyyətinin riyazi gözlə
nilməsi adlanır.

Bu düstur düz xətt üzərində x1,x2,...,xn 
nöqtələrində yerləşmiş m2,...,rtın Kütlə
lərinin Kütlə mərKəzinin Koordinatı üçün 
olan düstura bənzəyir, ancaq Kütlə rolunu 
ehtimal oynayır (“Orta qiymətlər” məqaləsi
nə bax).

Təsadüfi Kəmiyyyətlərin cəminin riya
zi gözləməsi onların riyazi gözləmələrinin 
cəminə bərabərdir:
M{X1+X2+.,.+X„}=M{X1}+M{X2}+...+M{X„}.

Əgər c sabitdirsə (yəni, ancaq eyni bir 
qiymət alan təsadüfi Kəmiyyətdirsə), onda 

M{c} = c və M{cX} = cM{X}.
Riyazi gözləmə anlayışını qumar oyun

larının təhlilinə tətbiq etməK olar. Əgər hər 
bir oyunçu üçün uduşun riyazi gözləməsi 
sıfıra bərabərdirsə, pula və ya jetona görə 
oyun ziyansız adlanır. Əks halda oyun riya
zi gözləməsi müsbət olan oyunçu üçün sərfə
lidir.

Hamıya məlum olan sİkkə atma oyuna 
baxaq. Bir oyunçu xəritəyə, digəri rəqəmə 
pul qoyur. SİKKəni atırlar. Əgər xəritədü- 
şürsə, İKİnci oyunçu birinciyə, məsələn, bir 
manat verir, rəqəm düşürsə, birinci İKİnciyə 
bir manat verir. Xəritənin də, rəqəmin də 
düşmə ehtimalları 0,5 olduğundan ixtiyari 
oyunçunun udmasının riyazi gözləməsi sı
fırdır:

1 0,5 + (-1) 0,5 = 0
Deməli, oyun ziyansızdır.

RuletKa oynayan oyunçu xəttə, məsə
lən, 1 jeton qoyduqda 6/37 ehtimalla 5 jeton 
udur və 31/37 ehtimalla 1 jeton uduzur. 
Buna görə də onun uduşunun riyazi gözlə
məsi:

37 37 37
Oyun heç də ziyansız deyil və qoyulmuş 

hər jetondan 1/37 jeton udan qumarxanaya 
sərfəlidir.

r>1

XIX əsrdə Şimali AmerİKanın Uzaq 
Qərbində oynanılan “Səadətini axtar” oyunu 
daha mürəKKəbdir. Barmen darıxan müştə
risinə bir dollar verib 1, 2, 3, 4, 5, 6 ədədlə
rinin birini deməyi təKİif edir. “Sən indi üç 
zər atırsan, - deyə o, davam edirdi. - Əgər 
sənin dediyin ədəd zərlərin birində düşürsə 
öz dollarını götürürsən və mən sənə bir dol
lar da verirəm. Bu ədəd İKİ zərdə düşürsə, 
mən sənin dollarına İkİ dollar əlavə edirəm. 
Zərlərin hər üçündə düşsə isə, mən sənə üç 
dollar verirəm”.

Oyun ziyansızdırmı və əks halda Kimə 
sərfəlidir? Bir zər atarKən lazımi ədədin 
düşmə ehtimalı p = 1/6, düşməməsi ehtima
lı isə q = 5/6 dır. Hesablamalar göstərir 
(“Binomial paylanma” məqaləsinə bax) veri
lən ədədin heç vaxt düşməməsi ehtimalı

, 125
q - 216

Düz bir zərdə lazımi ədədin düşməsi 
ehtimalı

Həmin 
ehtimalı

Q 2 753pg =----
216

ədədin düz İkİ zərdə düşməsi

o 2 153p q = ——
216

üçqat uğur ehtimalı isə
p-.-L

216
Onda

M(X} =("!)•— +1 — +216 216 

+ 2--—- + 3-—— =—
216 216 216

Deməli, oyun müştəri üçün sərfəli de
yil-

Riyazi gözləmə təsadüfi Kəmiyyətin bi
rinci ədədi xaraKteristİKasıdırsa, təsadüfi 
Kəmiyyətin qiymətlərinin riyazi gözləməyə 

nəzərən səpələnməsi İKİnci xaraKteristİKası- 
dır. Səpələnməni necə qiymətləndirməli?

Fərz edəK kİ, m = M{X} X Kəmiyətinin 
riyazi gözləməsidir. Onda Y = X - m, X tə
sadüfi Kəmiyyətinin öz riyazi gözləməsin- 
dən olan meylidir. Ağla gələn İİk şey M{Y} 
riyazi gözləməsini hesablamaq və alınan nə
ticəni X təsadüfi Kəmiyyətinin qiymətləri
nin səpələnmə xaraKteristİKası Kimi qəbul 
etməKdir. LaKİn, hesablamalara əsasən, 
М{У]=М{Х - m}=M{X} - - m=0,
yəni təsadüfi Kəmiyyətin öz riyazi gözləmə- 
sindən meylinin riyazi gözləməsi sıfıra bə
rabərdir. FİKİrləşsəK, burada təəccüblü bir 
şeyin olmadığını görərin. Y təsadüfi Kəmiy
yəti həm müsbət, həm də mənfi qiymətlər 
alır Kİ, bunlar da son nəticədə bir-birlərini 
Kompensə edirlər.

Son üç əsr ərzində böyün həndəsə alimlərinin əməyi 
ilə riyaziyyat elmlərinin qalxdığı уйкзэк inKİşaf 
səviyyəsinə baxmayaraq ргакИка onların bir çox 
baxımdan natamamlığını aşKarlayır; o, elm üçün 
yeni suallar təKlif edir və beləliKlə tamamilə yeni 
üsullar axtarmağa çağırır. Əgər nəzəriyyə Köhnə 
üsulun yeni tətbiqlərindən və ya onun yeni 
inKişafından xeyli udursa, o həm də yeni üsulların 
Kəşfini əldə edir, bu halda elm praKtİKada öz sadiq 
rəhbərini tapır.

Pafnuti Lvoviç Çebışev

Bəs təsadüfi Kəmiyyətin meylinin 
Kvadratına Y2 = (X - m)2 baxsaq necə? Əv
vəla, bu Kəmiyyət həmişə mənfi deyil, İKİn-

204
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cisi isə o, meylin məhz işarədən asılı olma
yan, müsbət Kəmiyyətini səciyyələndirir. 
Onda M{(X - m)2} X təsadüfi Kəmiyyətinin 
öz riyazi gözləməsindən meylinin Kvadratı
nın riyazi gözləməsidir. O, təsadüfi X Kə
miyyətinin dispersiyası adlanır və D{X}-lə 
işarə edilir.

BeləlİKİə, əgər m X təsadüfi Kəmiyyəti
nin riyazi gözləməsidirsə, onda

D{X} = M{(X - m)2}
X təsadüfi Kəmiyyətinin dispersiyası- 

dır. Əgər X ehtimalların
Pi = P{X = i}, i = 1, 2, ..., n 

paylanmasına malİKdirsə, onda onun 
dispersiyası

D{X} = (Xj - m)2px + (x2 - m)2p2 +...+ 
+(xn - m)2p„.

Dispersiya həmişə mənfi deyil, yəni 
D{X} > 0

Özü də D{X} = 0 bərabərliyi yalnız və 
yalnız X sabit Kəmiyyət olduqda (yəni həmi
şə eyni qiymətə malİK olduqda) mümKÜn- 
dür.

Asılı olmayan təsadüfi Kəmiyyətlərin 
cəmlərinin dispersiyası onların dispersiya- 
ları cəminə bərabərdir:

D{Xx + X2 + ...+ Xn} = D{XJ + D{X2} + 
...+D{X}. Əgər c sabitdirsə, onda

D{cX} = c2D{X}
Qeyd edəK Kİ, dispersiya, təsvir etdiyi 

təsadüfi Kəmiyyətin Kvadratına uyğun öl
çüyə malİKdir. Ona görə də X təsadüfi Kə
miyyətinin KvadratİK sarpması adlanan 
digər xaraKteristiKadan

a = /D(X)
istifadə olunur. Onun ölçüsü X-in ölçüsü Ki
midir.

Riyazi gözləmə və dispersiya anlayışla
rını “şuler zər” - içərisinə qurğuşun KÜrə- 
cİk qoyulmuş zər haqqında heKayətlə 
nümayiş etdirəK. Qurğuşun KÜrəcİK zərin 
içində elə yerləşib Kİ, zərin bu və ya digər 
üzünün düşməsi ehtimalı bu üzdəKİ xalların 
sayı ilə mütənasibdir.

Zərin müxtəlif üzlərinin düşmə ehti
mallarını tapaq. Fərz edəK Kİ, к mütənasib- 
İİk əmsalıdır, onda bu ehtimallar к, 2к, Зк, 
4к, 5к və 6к olacaqlar. Onların cəmi vahidə 
bərabər olmalıdır, buna görə də /c (1 + 2 + 
+3 + 4 + 5 + 6) = 1, deməli, к = 1/21.

Düşən xalların riyazi gözləməsini he
sablayaq:

BÖYÜK ƏDƏDLƏR QANUNU

Riyazi gözləmə və dispersiya ehtimal nəzəriyə- 
sinin ən mühüm qanunlarından olan böyüK ədədlər 
qanunu ilə əlaqədardır. Həmin qanun aşağıdaKi Ki
midir. n - in böyüK qiymətlərində eyni m = M{X} riya
zi gözləməli paylanmaya malİK olan asılı olmayan 
təsadüfi X, X,..., X Kəmiyyətlərinin ədədi ortası 

X]+X2+...+Xn
n

sabit m - dən az fərqlənir. Daha dəqiq desəK, ixtiya
ri e > 0 və Kifayət qədər böyüK n üçün hadisənin eh
timalı

-^}<e (*)

1-ə yaxındır.
IIk dəfə böyüK ədədlər qanununu

P(X=1}=P,
P{X = 0} = 1 —p = q

paylanma qanunlu X təsadüfi Kəmiyyətləri üçün is
veçrəli riyaziyyatçı УакоЬ Bernulli müəyyənləşdir
mişdi.

XIX əsrdə rus riyaziyyatçısı Pafnuti Lvoviç Çebı- 
şev ümumi halda (*) ehtimalının qiyməti dəqiqləşdi
rilən böyüK ədədlər qanunu haqqında teoremi isbat 
etdi:

p{Jrn-4 <e} ^1-Ц Г)
1’ m

Burada a=y/D{X,} - X təsadüfi Kəmiyyətinin
KvadratİK sapmasıdır. (**) bərabərsizliyindən alınır 
Ki, 0 < о < 1 olduqda 1 - o- nı кесэп ehtimalla 

о X, + X 2+...+X _ o
m—7= <—’----- ----------- °- <m+-j=

■J nd n -J ndn
bərabərsizliyi ödənilir.

1 2 3 4 5
MX = 1 — + 2-— + 3 — + 4-— + 5 — + ' ' 21 21 21 21 21

+ 6—= —«4,3333
21 3

İndi isə düşən xalların sayının disper- 
siyanı hesablayaq:

Qeyd edəK Kİ, adi zər üçün M(X} = 3,5 
və D{X} = 2,9167. BeləlİKİə, “şuler zərində” 
adi zərə nisbətən düşən xalların orta sayı 
nəzərə çarpacaq qədər çox, səpələnmə isə 
azdır.

BİNOMİAL PAYLANMA

Siz balığın tilovla tutulmasını görmü
sünüzmü? Balıqçı - balaca balığa oxşayan 
qarmaqlı metallİK tələ yemini sahildən uza
ğa tullayır, sonra isə onun bağlandığı tilov 
ipini такагауа dolayırlar. Çox vaxt balıqcıq 
geriyə boş qayıdır, laKİn bəzən qarmaqda 
tələ yemini əsil balıq sayan vəhşi balıq - 
xanı balığı, sıf balığı və ya naqqa çırpınır.

1 balıq tutmaq üçün balıqçığı neçə dəfə 
atmaq lazımdır? Bu, ilin fəslindən, sutKa- 
nın çağından, havadan asılıdır. Balıqçı deyə 
bilər kİ, orta hesabla on dəfə tilov atmaq la
zımdır. Onda bir atılışa balıq tutmaq ehti
malı 0,1-ə, boş qarmaq çıxarmaq ehtimalı 
isə q = 0,9 - a bərabərdir. Bəs yüz atılış za
manı bir balıq belə tutmamaq ehtimalı nəyə 
bərabərdir? Yaxud 10 balıq tutma ehtimalı?

SİKKəni ataraq neçə dəfə xəritə düşəcə
yini hesablayan zaman eyni situasiya baş ve
rir. Aydındır Kİ, hər bir atılışda xəritənin 
düşmə ehtimalı p = 0,5, eləcə də rəqəmin 
düşmə ehtimalı q = 0,5 - dir. Bəs on atılışda 
xəritənin, məsələn, beş dəfə düşmə ehtimalı 
neçədir, Bəs səkkİz dəfə düşmə ehtimalı?

Bu prosedur onu təKİif etmiş və öyrən
miş isveçrəli alim YaKob Bernullinin şərəfi
nə Bernulli sxemi adlanır. Gəlin onunla 
yaxından tanış olaq.

Fərz edəK Kİ, n asılı olmayan sınaq hə
yata Keçirilir və onların hər birində uğur p, 
uğursuzluq q = 1 - p ehtimalına malİKdir. 
Onda ümumi sınaqların n sayındaKi uğurlu 
sayların miqdarı X, n + 1 qiymət: 0, 1, ..., n 
alacaq. Onun paylanması necə olacaq? Başqa 
sözlə, bizim к sınaqda uğur qazanmağımız 
və n - к sınaqda qazanmamağımızın P{X = 
к} ehtimalı nəyə bərabər olacaq?

İxtiyari к sınaq seçəK. Fərz edəK Kİ, 
bunlar ipig,..., iK nömrəli sınaqlardır. lx sı
nağının uğurla başa çatması ehtimalı p - 
dir, eləcə də i2 sınağının uğurla başa çatması 
ehtimalı p - dir və s. Digər tərəfdən, j sına
ğının uğursuz olacağı ehtimalı q - yə bəra
bərdir (burada j * i^, j j * iK). De
məli, həm q, həm i2, ...» həm də iKsı- naqla-

rının uğurla, digərlərinin uğursuz başa ça
tacağının ehtimalı pK qnK - dır, belə Kİ. asılı 
olmayan hadisələrin hasilinin ehtimalı onla
rın ehtimalları hasilinə bərabərdir.

Günəş altında mövcud olan və baş qaldıran hər şey - 
Keçmiş, indi və gələcəK - öz-özlüyündə obyentivdir və 
həmişə ali gerçəKliK dərəcəsinə malİKdir.... 
TəsadüfiliK əsasən bizim biliyimizdən asılıdır, belə kİ, 
biz hadisənin indi olmamasında heç bir ziddiyyət 
görmürÜK, bizə məlum olmayan ən yaxın səbəbə görə 
o ya zəruri olaraq baş verir, ya baş verə bilər.

УакоЬ Bernulli

LaKİn biz ümumi sınaqların sayından к 
uğurlu sınaqlar seçimninin yalnız bir vari
antına baxdıq. KombinatorİKanın öyrətdiyi 
Kimi belə variantların sayı C* -dir. Buna 
görə də hər hansı к sınağın uğurla, qalan
ların uğursuz nəticələnəcəyi ehtimalı 
C* pK qn K-ə bərabərdir.

BeləlİKİə, Bernulli sxemi üzrə n sına
ğın к uğurlu nəticəsi ehtimalını aşağıdaKi 
düsturla ifadə etməK olar:

P{X = tc} = PK(n) = C; pK q™ (*)
Bu düsturun sağ tərəfindəKİ ifadə bizə 

tanışdır (“Nyuton binomu” məqaləsinə bax). 
Doğrudan da, (p + q)n - i Nyuton binomu 
düsturu ilə ayıraq:

(p + q)n = p" + np^q + C2p"~2q2+...+
+ Cnp'q +...+g”

Bu ayrılışdaKi toplananlar Bernulli 
sxemindəKİ uyğun ehtimallardır. Buna görə 
də (*) paylanması binomial paylanma adla
nır.

İndi isə sİkkə və balıqlar haqqında sua
la cavab verməyə çalışaq. SİKKənin atılmsı 
halında n = 10, p = q = 0,5, к = 5 və ya 
8-dir. Müvafiq surətdə

2
+1 f 13 ıD(X} = — 1 - —214 3 J

I 4f
1 211

—^—(100 + 98 + 48 + 4 + 
21 9

+ 20+150)= = у « 22222

3
4------

21
6 , 

4~ ----
211.

1

3--I3 J 
'e-“Y

3,

2 f9 :+ 2- - 
2Ц
Y 5----

21
4-1®

3,
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/<(10) = — 0,55 0,55 » 0,246,5 5’5!
Pg(10) = — 0,5 8 0,52 « 0,044

8 8!2İ
Balıqçı misalında n = 100, p = 0,1, 

q = 0,9, к isə 0 və ya 10 - dur. Birinci halda 
Р0(1ОО) = O.9100 « 0,0000266

Əgər balıqçı bir balıq belə tutmazsa, 
deməli, tamamilə aydındır kİ, o, uğur ehtıi- 
malını (p = 0,1) düz qiymətləndirməyib.

к = 10 halında
Plo(100) = .од10 O,920 » 0,13187

10190!
alırıq.

Bernulli sxemi istər ardıcıl Keçirilən n 
sınağa, istərsə də eyni zamanda aparılan n 
sınağa aiddir. Belə Kİ, 1 sİKKənin 10 dəfə 
atılmasını 10 sİKKənin 1 dəfə atılması ilə 
əvəz etməK olar. Bundan bir həyati əhəmiy
yətli məsələnin həllində istifadə edəK.

Fərz edəK Kİ, siz təyyarə ilə N - şəhəri
nə uçmağı qərara almısınız və sizin seçimi
niz var: İKİmotorlu və ya dördmotorlu təy
yarə ilə uçmaq. Təyyarələrin motorları eyni
dir və hər biri uçuş zamanı p ehtimalı ilə sı
radan çıxa bilər. Tanış aviatorlardan öyrən- 
misiniz Kİ, İKİmotorlu təyyarə N şəhərinə 
bir motorla da uçub çata bilər, dörd motorlu 
isə - üç, hətta İkİ motorla da çata bilər, bir

BERNULLİ SXEMİNDƏ RİYAZİ 
GÖZLƏMƏ VƏ DİSPERSİYA

Fərz edəK Ki, X təsadüfi Kəmiyyəti Bernulli sxe
mi üzrə n sınaqda uğurların sayıdır. M(X} riyazi göz- 
ləməsini hesablayaq.

BiliriK Ki, uğur ehtimalı p, uğursuzluq ehtimalı 
g = 1 -p olduqda n sınaqda к uğur ehtimalı aşağı- 
daKi düsturla ifadə olunur: 

nl 
xl(n x)lp'q"^(л) =

cəmini hesablamaq lazımdır. Bu cəmə necə yaxın
laşmaq lazımdır?

Bunu etməx çətin deyil. Yada salaq Ki, bir neçə 
təsadüfi Kəmiyyətin cəminin riyazi gözləməsi onla
rın riyazi gözləmələrinin cəminə bərabərdir. De

motorla isə artıq yox. Hansı təyyarə daha 
etibarlıdır?

Uçuş zamanı motorun sıradan çıxması 
ehtimalını p, mühərrİKİn saz işləməsi ehti
malını q ilə işarə edəK. Onda İKİmotorlu təy
yarənin qəza ehtimalı P2(2) = p2, dördmotor- 
lununKU isə - P4(4) + P3(4) = p4 + 4p3g-dür. 
p və q - nün hansı qiymətlərində İKİmotorlu 
təyyarənin qəzaya uğraması ehtimalının 
dördmotorlunKundan az olmasını, yəni nə 
vaxt p' < p4+4p3q olacağını təyin edəK. 
Aydındır Kİ, 0 < p < 1. p2 - a bölüb və q — nü 
1—p ilə əvəz edib alırıq kİ, İKİmotorlu təyya
rədə qəzaya uğrama ehtimalı 3p2 -4p + 1< 0 
şərti ödəndİKdə az olacaq. Bu bərabərsizlİK 
1 / 3 < p < 1 olduqda doğrudur.

Həmin aviatorlar sizi xəbərdar ediblər 
Kİ, belə təyyarələrdə qurulmuş motorlar 
üçün p = 0,001-dir, yəni əlbəttə Kİ, 1/3-dən 
KİçİKdir. Buna görə də dördmotorlu təyya
rədə uçuş daha təhlÜKƏsizdir.

BULKADA NEÇƏ KİŞMİŞ VAR

Kalorili buİKaların xəmirinə Kişmiş 
əlavə edirlər. Bəs buİKaların hər hansı birin
də neçə Kişmiş olacağını təyin etməK olar
mı? Normaya görə hər buİKaya a Kişmiş, 
məsələn, a = 10, qoyurlar. LaKİn siz gündə 

məli, n sınaqda uğurlar sayının riyazi gözləməsini almaq 
üçün bir sınaqda uğurların sayının riyazi gözləməsini tap
maq və nəticəni n-ə vurmaq olar.

Bir sınaq üçün uğurların sayının riyazi gözləməsini 
asanca tapmaq olar:

m = 1p + Oq = p.
Deməli,

M{X} = nm = np.
Dispersiyaya KeçəK. Bir sınaqda uğur saylarının disper- 

siyası
d = p(1 - m)2 + q(Q m)2.

d = p(1 -p)2 + qp2 = pq2 + qp2 ■ -pq{p + q) = pq.
Burada biz İKİ dəfə p + q = 1 münasibətindən istifadə et- 

diK.
Bernulli sxemi üzrə sınaqlarda onların hər birinin nəti

cəsi yerdə qalanlarınKindan asılı deyil, buna görə də asılı ol
mayan təsadüfi Kəmiyyətlərin dispersiyaları cəmi düstu
rundan istifadə etməK olar. BeləlİKİə,

D{X} = nd = npq.

bir Ьи1ка alırsınızsa, onda təxminən hər 8 
buİKanın birində 10 Kişmiş olacaq. Niyə? Bu 
suala ehtimal nəzəriyyəsinin Köməyi ilə ca
vab verməK olar.

Fərz edəK Kİ, növbəti buİKa partiyası 
hazırlamaq üçün V Kq miqdarında xəmir 
yoğrulur. Əgər 1 buİKaya v Kq (məsələn, v = 
0.1 Kq) xəmir sərf olunursa, bir yoğurma
dan N = V/v buİKa yapmaq olar. Buna görə 
də xəmirə n = aN Kişmiş səpməx lazımdır. 
Qarışdırma zamanı hər bir Kişmiş eyni ehti
malla xəmirin 1 buİKanın hazırlanmasına 
gedən N hissəsindən ixtiyari birinə düşə bi
lər. Hər bir Kişmişin o birilərindən asılı ol
madan xəmirin bu və ya digər hissəsinə 
düşməsi fərziyyəsi də doğrudur. Onda bul- 
KadaKi Kişmişlərin sayı

P{X = m} = Pm(n) = V m
burada p = — = —, q = 1- p, n - aN

N V 
binomial paylanmasında (“Binomial paylan
ma” məqaləsinə bax) X təsadüfi Kəmiyyət
dir.

İkİ şeyin - riyaziyyatı öyrənməyin və riyaziyyatı 
öyrətməyin sayəsində həyat gözəldir.

P> 1(Ы
-x.
V

L T
Simeon Deni Puasson

Bir xəmir partiyasından bir neçə yüz 
buİKa alınırsa, xəmirə səpilən Kişmişlərin 

n = aN sayı bir neçə min edir, n -in 
böyÜK qiymətlərində Pm(n) ehtimalını (*) 
düsturu ilə hesablamaq çox çətindir.

n —> oo, np=a qeyd edib binomial pay
lanmanın limit halına baxıldıqda hesabla
malar əhəmiyyətli dərəcədə sadələşir. 
Fransız riyaziyyatçısı Simeon Puasson gös
tərib Kİ,

paylanması, burada m = 0, 1, 2,...- dir, limit 
halı olacaq. Bu höxm Puassonun limit teore
mi və pm(a) paylanmasının özü isə Puasson 
paylanması adını almışdır. Ümumi halda 
pm(a) Kəmiyyəti sınaqlar zamanı, müsbət nə
ticələrin orta sayı a - dırsa, asılı olmayan 
sınaqların böyÜK sayında m müsbət nəticə
nin ehtimalıdır.

BuİKada heç bir Kişmiş olmayacağı eh
timalını tapmaq üçün Puasson paylanmasın
dan istifadə edəK. 0=1, a°=l və a=10 ol
duğundan

p0(10) = e 10 »0,0000454
BeləlİKİə, buİKanın Kİşmişsiz qalacağı 

ehtimalı son dərəcədə KİçİKdir.
BuİKada düz 1 Kişmiş olması ehtimalı 

Pj(10)-u tapmaq üçün tapdığımız ədədi 10-a 
vurub 1-ə bölməliyİK, yəni sadəcə 10-a vur
malıyıq. BuİKaya düz 2 Kişmiş düşəcəyi eh
timalını aydınlaşdırmaq üçün, alınan ədədi 
bir daha 10-a vurub 2-yə bölməliyİK və s.

BuİKada 10 Kişmişin olacağı ehtimalı 
0,125-ə bərabərdir. Bu o deməKdir kİ, 10 
Kişmiş yalnız 12, 5% buİKaya düşür. Eləcə 
də hesablamaq olar Kİ, təqribən bütün bul- 
Kalarda (95, 7%) 5-dən 17-dəK Kişmiş ola
caq. 5 Kişmişdən az nadir hallarda (1%) 
olur, belə Kİ, gündə 1 buİKa alınsa, bu, 3-4 
ayda bir dəfə baş verə bilər.

Puasson qanununun işləməsi üçün çox
lu n sayda asılı olmayan sınaqlar mövcud 
olmalı və onların hər birində hər hansı A ha
disəsinin p ehtimalı o qədər kİçİk olmalıdır 
Kİ, A hadisələrinin orta sayı np böyÜK olma
sın. Verilmiş sınaqda A hadisəsinin peyda 
olması nəticə, n sınaqda A hadisələrinin 
ümumi sayı isə X nəticələrinin sayı adlanır. 
Belə halda hesab etməK olar Kİ, nəticələrin 
X sayı a np olan Puasson paylanmasına 
malixdir. Misal olaraq böyÜK şəhərdə gün 
ərzində baş verən yol-nəqliyyat hadisələri
nin sayını və ya yanğınların sayını göstər
məK olar.

Doğrudan da verilmiş avtomobilin gün 
ərzində qəzaya uğrayacağı və ya verilmiş bi
nada yanğın alovlanacağı ehtimalları çox Kİ
çİKdir. LaKİn maşınların və ya binaların n 
sayı böyÜKdür, böyÜK şəhərdə xoş olmayan 
hadisələrin X sayı Puasson qanununa tabe
dir. Bu, bir tərəfdən vaxtında кошэк gös
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tərməK üçün “təcili yardım” və ya yanğın 
maşınlarının sayını düzgün hesablamağa, 
digər tərəfdən ehtiyatda artıq maşın saxla
mamağa imKan verir. Aydındır xi, çoxmil
yonlu şəhərlərdə qurbansız xırda yol- 
nəqliyyat hadisələri və “təcili yardım” çağı
rışları üçün np hasili adətən, böyÜK olur. 
Belə halda Puasson qanunundan şəhərin ay
rı-ayrı rayonlarının yardım xidmətlərinin 
personalının və texnİKİ təchizatının sayının 
hesablanması zamanı istifadə etməK məqsə
dəuyğundur.

Bütün dünyanın sığorta şirKətləri də 
normal işləməK və gəlir əldə etməK üçün Pu
asson qanununa müraciət edirlər. Fərz edəx 
Kİ, məsələn, sığorta şirxəti tixilinin yanğın
dan sığortası üçün onun sığortalandığı məb
ləğin 1,5 %-ni götürür. Fərz edəK xi, şirxət 
bağ sahələrində n = 1000 təsərrüfat bloxu- 
nun hər birini 8 min manata sığortalayıb. 
Bu sığortaya görə cəmi 120 min manat yı
ğan şirKət il ərzində yanan hər tİKİliyə 8 
min manat ödəməlidir. Əgər təsərrüfat blo- 
кипип il ərzində yanma ehtimalı p - yə bə
rabərdirsə, onda böyÜK olmayan a = np-lər 
üçün il ərzində yanan sığorta olunmuş tə
sərrüfat bloKİarının X - sayı Puasson pay
lanmasına tabedir. X £ 15 olduqda şirxət 
iflasa uğrayar, belə xi, bu halda o, başqa 
xərclərdən əlavə, əmlaKi yananlara 120 min 
manat ödəməlidir. Hesablama göstərir xi, 

P{X > 15} = 0,083
P{X £ 15} =0,017
P{X > 15} = 0,006

/>=0,01 olduqda, 
p=0,008 olduqda, 
/>=0,007 olduqda

Bu ehtimallara görə şirKətə, yəqin xi, 
p=0,01 ehtimalla işləməK sərfəli deyil və 
/>=0,008 və p = 0, 007 xeyli əlverişlidir.

Sığorta, ya da axtuar riyaziyyatı adla
nan elm oxşar, laxin daha mürəxxəb hesab
lamalarla məşğul olur. Bütün dünyada bir 
neçə elmi axtuar jurnalı çıxır, sığorta ilə 
bağlı riyazi mövzular üzrə elmi xonfranslar 
xeçirilir.

STATİSTİKA HƏR ŞEYİ BİLİR

“Statistixa hər şeyi bilir” - İlya lif və 
Yevgeni Petrovun “On ixi stul” romanının 
ixinci hissəsi bu sözlərlə başlayır. “Respub- 
lixanm orta vətəndaşının il ərzində hansı

PUASSON PAYLANMASI CƏDVƏLLƏRİ

Ehtimal nəzəriyyəsinə dair bir çox Kitablarda 
Puasson paylanmaları cədvəlləri mövcuddur. Fərz 
edəK Kİ, X təsadüfi Kəmiyyəti а - nın müəyyən qiy
mətində Puasson paylanmasına malİKdir, onda

a = 10 olduqda belə bir cədvələ misal aşağıdaKi 
Kimidir:

P{X = т] = pm(a),
P{X < m} = p0(a) + p, (a)+.. ,+pm (a)

m P{X = m} P{X < m}

0 0,00004540 0,00004540
1 0,00045400 0,00049940
2 0,00227000 0,00276940
3 0,00756665 0,01033605
4 0,01891664 0,02925269
5 0,03783327 0,06708596
6 0,06305546 0,13014142
7 0,09007923 0,22022065
8 0,11259903 0,33281968
9 0,12511004 0,45792971
10 0,12511004 0,58303975
11 0,11373640 0,69677615
12 0,09478033 0,79155648
13 0,07290795 0,86446442
14 0,05207710 0,91654153

| 15 0,03471807 0,95125960
16 0,02169879 0,97295839
17 0,01276400 0,98572239
18 0,00709111 0,99281350
19 0,00373216 0,99654566
20 0,00186608 0,99841174

ŞəKİldə a = 10 olduqda P{X = m} = pm(a) ehti
mallarının diaqramı təsvir olunub.

qidadan nə qədər yediyi məlumdur... ölxədə 
nə qədər ovçu, balerina...dəzgah, bütün cin
slərdən olan itlər, velosiped, heyxəl, qız, 
mayax və tixiş maşını olduğu məlumdur. 
Statistix cədvəllərdən bizə nə qədər hərarət, 
ehtiras və fixir dolu həyat baxır!.. Statisti- 
xadan heç yerdə gizlənə bilməzsən...”

Məşhur romanın sətirləri, əlbəttə xi, 
statistixanın elmi tərifini vermir. Laxin bu 
yumoristix tərifdən bilirİK xi, statistixanın 
obyexti həyatın ən müxtəlif sahələri haqqın
da, statistix cədvəllərə yığılan statistix mə
lumatlardır.

Laxin bu cədvəllər nəyə lazımdır, onla
rı necə tərtib və emal etməli, onlardan hansı 
nəticələr hasil etməx olar? Elə bu suallara 
da statistixa (italyanca stato-“dövlət”, la
tınca status-“hal” sözlərindən) cavab verir.

Məlumdur xi, artıq qədim dövlətlərdə 
vergi ödəməyə qadir olan əhalinin uçotu 
aparılırdı. Təbiət elmləri inxişaf etdixcə və 
cəmiyyətin həyatı mürəxxəbləşdixcə ən 
müxtəlif məlumatların emalının və təhlili
nin elmi metodları tələb olunurdu. Xüsusi 
halda, XIX əsrdə, ingilis müəlliflərinin 
əsərlərində biometrixa adlanan bioloji sta
tistixa meydana gəldi. O, istər ayrıca fərd
lərin, istərsə də onların populyasiyalarınm 
ədədi xaraxteristixaları ilə bağlı məlumat
ları təhlil edir.

Demoqrafiyada əhalinin sayını, onun 
yaş, sosial, peşə tərxibini, ölxə daxilində 
əhalinin yerdəyişməsini və s. öyrənən de- 
moqrafİK statistixa böyüx rol oynayır. İqti
sadi statistixa məhsulun istehsalının 
artımı və ya azalmasının; əmtəəyə təxlifin 
və tələbatın, qiymətlərin dəyişməsinin proq
nozlaşdırılması metodlarını işləyib-hazırla
yır. Onlarla müxtəlif statistixa: məsələn, 
tibbi, maliyyə, sığorta və s. statistixa adı 
çəxməx olar.

Statistixanın bütün adı çəxilən növlə
rində statistix verilənlərin emalı metodları 
çoxlu ümumi xüsusiyyətlərə malixdir və eh
timal nəzəriyyəsini bilməyə əsaslanıb. XX 
əsrdə yeni elm - riyazi statistixa yarandı. 
Onun tətbiqinə dair bir neçə misala baxaq.

Orta məxtəb fizixa xursunda fizixi ha
disələrin ədədi xaraxteristixaları arasında 
əlaqəni təyin edən fizixa qanunları öyrəni
lir. Belə xi, Boyl - Mariot qanunu sabit t 
temperaturunda qazın p təzyiqinin tutduğu

V həcminə hasilinin sabit Kəmiyyət olduğu
nu bildirən

pV = const

Boyl-Mariot qanunu.
Təcrübi nöqtələr və pV = const hiperbolası.

XVII əsrdə ingilis Robert Boyl və fran
sız Edi Mariot bu qanunu təcrübə yolu ilə 
Kəşf etmişlər. Onlar bir ucu qaynaq edilmiş 
şüşə boruya civə tÖKÜr, havanın tutduğu 
həcmi ölçür və həcmin qiymətini civə sütu
nunun uzunluğu ilə ölçülən təzyiqin qiymə
tinə vururdular. Məlum oldu xi, ölçmə- 
lərdəxi səhvlər nəzərə alınmazsa (belə təcrü
bədə bunlar o qədər də xiçix olmur), bu hasil 
praxtixi olaraq sabitdir.

Fizixi nəzəriyyə inxişaf etdixcə Boyl - 
Mariot qanununu dəqiqləşdirməx zərurəti 
yarandı. 1873-cü ildə holland fizixi Diderix 
Van-der-Vaals sonralar onun adıyla adlanan 
düsturu təxlif etdi:

(p + “2)(V - b) = const

Burada a və ft müəyyən müsbət sabit
lərdir. Bu sabitləri tapmaq və onların təyini 
zamanı səhvləri minimuma endirməx üçün 
nəinxi təcrübələr üçün təxmilləşdirilmiş ci
hazlardan, eləcə də o zaman üçün inxişaf et
miş riyazi statistixa metodlarından istifadə 
etməx lazım gəlirdi.

Bizim dövrümüzdə səhvlərin emalının 
statistix nəzəriyyəsini xüsusi dəqiq ölçmə
lərdə tətbiq edirlər. Ən adi misal - hər hansı 
xəmiyyətin təyininin dəqiqliyinin bir neçə 
təxrar ölçmənin xöməyi ilə artırılmasıdır.
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ƏLİFBADA ƏN ZƏRURİ HƏRF

Rusdilli yazı mannasında O, E, И, A, H, T, C, P 
hərfləri Klaviaturanın mərKəzi hissəsində yerləşir. 
Mətn çapı zamanı onlardan daha tez-tez istifadə 
olunur. Ф, Э, Ш, Ц, Ю, Щ nadir hərfləri onun Kənar
larına yaxın yerləşir. Hərflərin belə yerləşməsində 
maKinaçı daha sürətlə çap edə bilər və onun əlləri 
az yorulur, belə ki, əllər əsasən Klaviaturanın mər- 
Kəzində yerləşir.

Hərflərin işlənmə tezliyinin hesablamalarının 
verilənləri, əgər mətnin tərtibi zamanı əvəzləmə şif
rindən istifadə edilmişdirsə, mətnin deşifrlənməsi 
zamanı əvəzsizdir.

AşağıdaKi şifrlənmiş mətni oxumağa çalışın:

T ЭИЧОРЛЧЬЬ тыьък T ОЬРЫЬОЗПЬЧНРУ 
НЫЗЕОРФЫВЦЗЗ ЗЧЕРДШБШСОЧК УРЭКОЗК 3 
ЫЬВШДШОВОИ ЪЭРФЗЙ ЫВБЛЬДРТ ЪВОЬЪ- 
ВОЗНЗ :ВДФЬАЫЙ, ОЬРЫЗЗ ПЗЧЬД, ОЬРЫЗЗ 
ТЬЫРЛОЭРЧОЬУ, ОРЫЗЗ ЧДРГЕРЧОЗ ВДФРЫ- 
ЗОЪРТ ЗТИПЗЧДЬЭЗУ 3 ОВН ЛВДЪЬ, УРЮОРЪ- 
Щ ЛДК ЧРТЫЬЪЬЭЭРФР НЫЗЕОРФЫВЦВ 
ЕЫЬГЛЬ ТЧЬФР ТВГЭВ ЙРЫРМВК ЪВОЬЪВОЗП- 
ЬНВК УРЛФРОРТНВ.

Gətirilən mətndə hər bir hərfə başqa hərf uy
ğundur. Bu da şifrin açarıdır. Açarı bilməKİə mətni 
asanca oxumaq olar. LaKİn dildə hərflərin və hərf

Fərz edəK kİ, n ölçmə zamanı xr, x2, .... 
xn qiymətləri alınıb, a - axtarılan Kəmiyyə
tin dəqiq, laKİn bizə məlum olmayan qiyməti 
olduqda x; - a, ölçmə səhvi adlandıraq. Əgər 
hər bir ölçmə səhvi mütləq qiymətcə x - a| 
müəyyən ö > 0 ədədini aşmırsa, onda 
x =(Xj + x2+...+xn)/ n ədədi ortası, bir qay
da olaraq, x - a| < 5 / Vn səhvinə malİK ola
caq Kİ, bu da ehtimal nəzəriyyəsinin Köməyi 
ilə müəyyənləşdirilir. BeləliKİə, n = 9 olduq
da ölçülən Kəmiyyətin axtarılan qiymətini 
birqat ölçmədən üç dəfə dəqiq bilməK olar.

Və yaxud demoqrafiyadan misal. Hələ 
XVIII əsrdə böyÜK statistİK materialda 
müəyyənləşdirilmişdi Kİ, yeni doğulanların 
içində oğlanların sayı qızlarınKindan çox
dur. XVIII əsrin sonunda fransız riyaziyy
atçısı Pyer Simon Laplas müşahidə etdi Kİ, 
Fransanın müxtəlif bölgələrində doğulan 
oğlanların nisbi sayı 22/43-ə bərabər olur, 
Parisdə isə, onu heyrətləndirən 25/49 qiy
məti alınır. Bu fərqlə maraqlanan Laplas 
onun ağlabatan izahını verdi: Parisdə yeni 
doğulanların ümumi sayına atılmışlar da 
daxil edilir və şəhər ətraflarındaKi əhali, 

birləşmələrinin müxtəlif işlənmə tezliyindən istifadə etməx- 
lə mətni açarsız da oxumaq olar. Sözlər arasında məsafə
nin və durğu işarələrinin saxlanılması işi xeyli asanlaşdırır. 
Açarsız oxuma deşifrləmə adlanır.

İİKİn mətndə sözlər arasında hər yerdə əlavə hərf, mə
sələn Z qoyulduqda məsələ qəlizləşir. Sonra bütün rus əlif
bası və Z latın hərfi müvafiq olaraq hər hansı bir açarla əvəz 
olunur: məsələn, A -nın yerinə Z, Z- in yerinə J və s. Sözlər 
arasında boşluq olmayan tamamilə şifrlənmiş mətn alınır. 
Onu da açarsız açmaq olar. Bundan ötrü şifrlənmiş mətnin 
hansı hərfinin sözarası olduğu təyin edilir. O, başqa hərflər
dən daha tez-tez rast gəlinməlidir. Sözarasını təyin edən
dən sonra məsələ sadələşir.

Aşağıda rus əlifbasının rastgəlmə tezliyi (% - lə) gətirilir:

A - 6,2 Л - 3,5 Ц - 0,4
Б - 1,4 М - 2,6 Ч - 0,4
B - 3,8 Н - 5,3 Ш - 0,6
Г - 1,3 Щ - 9,0 щ - 0,3
Д-2,5 П - 2,3 Ы - 1,6
E-7,2 Р - 4,0 Ъ,Ь - 1,4
Ж - 0,7 С - 4,5 Э - 0,3
3 - 1,6 Т- 5,3 Ю - 0,6
И - 6,2 У - 2,1 Я - 1,8
Й - 1,0 Ф - 0,2 Aralıq - 17,5
К - 2,8 X - 0,9

əsasən, qızları atırdı. Atılmışları Körpələrin 
ümumi sayında nəzərə almadıqda Laplas Pa
risdə də doğulan oğlanların nisbi sayı üçün 
22/43-ə yaxın qiymət aldı.

Bu əhvalat İkİ cəhətdən ibrətamizdir. 
Əvvəla, aydındır Kİ, yalnız emal edilən sta
tistİK verilənlər mümKİin qədər bərabər şə
raitdə alındıqda və yuxarıda danışılana 
bənzər hər hansı bir səbəblə təhrif edilmə- 
dixdə gerçəK nəticələr çıxarıla bilər.

İKİncisi, belə bir sual meydana gəlir: 
niyə oğlanların doğulmasının nisbi sayının 
böyÜK olmasına baxmayaraq statistİKa qa
dınların Kişilərdən çox olmasına şəhadət ve
rir? Müşahidə olunan hadisənin səbəbi Kimi, 
adətən, müharibələri və Kişilərin qadınlara 
nisbətən qeyri-sağlam həyat tərzi KeçirdİK- 
ləri göstərilir. LaKİn hər şey o qədər də sadə 
deyil. Həqiqətən həm müharibələr, həm də 
qeyri-sağlam həyat tərzi qadınların və Kişi
lərin sayındaKi fərqə təsir göstərir. LaKİn 
demoqrafİK cədvəllərə nəzər salsaq, artıq 
11-12 yaşlı oğlanlar arasında oğlanlar qız
lardan azdır. Görünür, bu fenomenin daha 
dərin (bioloji) KÖKİəri var.

İndi isə dil statistİKasına müraciət 

edəK. Məsələn, niyə yazı maKİnalarında O 
hərfli literlər daha tez sıradan çıxır? Cavab 
sadədir: O hərfi o qədər kİçİk olmayan hər 
bir rus mətnində o biri hərflərdən daha 
tez-tez rast gəlinir. Dildə müxtəlif rəqəmlə
rin tezliyinə maraq təsadüfi deyil. Mətbəə
lərdə mətnin əllə yığımı zamanı əl altda 
həmişə müxtəlif literlərin müəyyən ehtiyatı 
olurdu. Onların ehtiyatını əvvəllər çox təq
ribi təyin edirdilər. Daha tez-tez rast gəli
nən hərfləri seçirdilər - rus dilində bunlar 
A, E, И, O saitləri və В, К, Л, H, C, P, T samit
ləridir. Э, Ю, Щ, Ц, 4 nadir hərfləri üçün az 
sayda liter ehtiyatı tələb olunurdu. Mətndə 
qalan hərflər orta tezlİKİə peyda olurdu.

Teleqrafın banisi Semyuel Morze öz 
əlifbasını tərtib edən zaman ingilis dilində 
ən İşIək hərflər olan E və T-ni maKsimal qısa 
- bir nöqtə və bir tire ilə işarə etmişdi. O, 
nadir hərfləri birləşmələrlə (məsələn, X-i 
“ J-ni - -”) təsvir etmişdi.
Morze işarələri elə seçirdi kİ, teleqraf xəbər
ləri bacardıqca qısa olsun. Deyirlər Kİ, ixti
raçı ingilis dilində hərflərin rast gəlmə tez
liyini asanca təyin edib: ən yaxın mətbəə yə 
gedib yığım KassalarındaKi literlərin sayını 
öyrənib. Bu Kifayət qədər Kobud hesabat 
qeyri-dəqiqlİKİərə və teleqrafla xəbər 

göndərməyin maKsimal qənaətcil olmaması
na gətirib. Məsələn, tezliyinə görə ingilis 
əlifbasında 4-cü yer tutan O hərfi (7,94%) 
Morze əlifbasında üç tire “- - M hərfi isə 
(16-cı yer, 2,25%) İKİ tire “- -” ilə işarə olu
nur.

Hərflərin tezliyinin daha dəqiq statis- 
tİKası şifrləmə işində tələb olunurdu. Hələ 
Yuli Sezarın zamanından məlum olan sadə 
şifri - əvəzetmə şifrini açmaq üçün onu nə
zərə almaq lazım gəlirdi. Onda müəyyən qa
nunla (şifrin açarı ilə) bir sıra hərflərin ye
rinə başqaları işlədilirdi. Məsələn, A yerinə 
Y, B yerinə U və s. Əvəz şifrinin açarsız da 
asanca təyin olunduğunu anlayana qədər be
lə şifrdən əsrlər boyu istifadə etdilər. Məsə
lə burasındadır Kİ, şifrlənmiş mətndəKİ da
ha çox istifadə olunan hərflərə dildəKİ ən çox 
tezlİKİi hərflər uyğun gəlir. Belə uyğunluğu 
müəyyən edəndən sonra İKİ və ya üç hərf 
birləşməsindən, (məsələn CT, PRO) istifadə 
olunur və s. Şifri axıra qədər açmaq üçün şif
rin, necə deyərlər, oxunaqlığına müraciət 
edirlər, yəni mənalı mətn alınanadəK çatış
mayan hərfləri bərpa edirlər. Şifrin adi əvəz
ləmə ilə açılımasını öz əsərlərində Edqar Po 
və (“Qızıl Ьосэк”) və Artur Konan Doyl 
(“Rəqs edən adamcığazlar”) təsvir etmişlər.
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EHTİMAL NƏZƏRİYYƏSİ NƏDİR?

EHTİMAL NƏZƏRİYYƏSİNİN PRED- 
METİ TƏSADÜFİ SINAQ VƏ HADİSƏ 

ANLAYIŞI
Ehtimal nəzəriyyəsi müasir riyaziyya

tın ən intensiv inKİşaf edən və geniş tətbiq 
sahəsinə malİK olan qollarından biridir. 
Ehtimal nəzəriyyəsi bizi əhatə edən aləmdə 
baş verəm təsadüfi dəyişİKİİKİərin (hadisə 
və proseslərin) riyazi modelini qurur və 
tədqiq edir. İİk baxışda “ehtimal nəzəriy
yəsi” terminində bir qədər ziddiyyət ifadə 
olunur. Belə kİ, nəzəriyyə sözü elmlə uzla
şır (elm isə qanunauyğunluqları öyrənir). 
LaKİn ehtimal sözü isə müəyyən mənada 
qeyri-müəyyənlİKİə, təsadüfi və ya qeyri-el- 
mi fİKİrlə bağlı olur. Əslində bu belə deyil
dir. Yəni, ehtimal nəzəriyyəsi müəyyən bir 
elmi nəzəriyyə Kİmi özünün ciddi elmi mə
sələlərinə malİKdir. Ehtimal nəzəriyyəsinin 
iİKİn elmi məsələləri XVII əsrin ortalarında 
meydana çıxmışdır. Bu məsələlər o dövrün 
görKəmli alimlərinin - PasKalın (1623- 
1662), Fermanın (1601-1665) və Hüygensin 
(1629-1695) əsərlərində qeyd olunduğu 
Kİmi əyləncəli oyunlarla bağlı ortaya çıx
mışdır. LaKİn əyləncəli oyunlarla bağlı 
şansların hesablanması məsələlərinə əslində 
XV-XVI əsrlərdə yaşamış Kardano, Tartali 
Kİmi italyan alimlərinin əsərlərində rast 
gəlinir. Bizim dövrə qədər gəlib çıxmış bu 
görKəmli riyaziyyatçıların bir-birinə yaz
dığı məKtublarda qeyd olunub Kİ, əyləncəli 
oyunlarla yaranan riyazi məsələləri o döv
rün riyazi metodları ilə həll etməK qeyri- 
mümKÜndür. Bu fİKİr ehtimal nəzəriyyə
sinə aid İİk əsər hesab olunan və Hüygens 
tərəfindən 1654-cü ildə çap olunan “Əylən
cəli oyunlarda hesablama haqqında” adla
nan əsərdə qeyd olunmuşdur.

Ehtimal nəzəriyyəsinin bir elm Kİmi in- 
Kişafı Y.Bernullinin (1654-1705) 1713-cü 
ildə çap olunan «Fərziyyənin məharəti» 
(Ars Conjelandi) əsəri ilə başlayır. Bu əsər
də ehtimal nəzəriyyəsinin böyÜK ədədlər 
qanunu isbat olunmuşdur. 1730-cu ildə çap 
olunan Muavrin (1667-1754) “AnalitİK 
metodlar” adlı əsəri ehtimal nəzəriyyəsinin 
həqiqi riyazi elm Kİmi formalaşmasına bö
yÜK təKan vermişdir. Bernulli ehtimal nə
zəriyyəsində İİk olaraq hadisənin KİassİK 

ehtimalının tərifini vermiş və ehtimal ilə 
tezliyinin bir-birindən fərqli anlayışlar ob 
duğunu göstərmişdir.

O İİk olaraq ehtimal nəzəriyyəsinə ri
yazi gözləmə, asılı olmamazlıq və şərti eh
timal anlayışlarını gətirmişdir.

1812-ci ildə Laplasın (1749-18 27) 
“AnalitİK ehtimal nəzəriyyəsi” adlanan bö
yÜK əsəri çap olunmuşdur. Bu əsərdə Lap- 
lasm özünün aldığı nəticələr və ona qədər 
məlum elmi nəticələr şərh edilmişdir.

Ehtimal nəzəriyyəsinin inKİşafının 
müasir mərhələsi onun aKsiomatİK qurul
ması ilə başlayır.

Məlumdur Kİ, hər bir riyazi elm özü
nün iİKİn anlayışlar və aKsiomlar sisteminə 
malİKdir. Ehtimal nəzəriyyəsinin də axsio- 
matİKasının qurulması istiqamətində bir 
neçə cəhdlər olub. Bu istiqamətdə İİk işlər 
P.Mizes (1883-1953). C.H Bernşteyn 
(1880-1968) və E.Borelə (1871-1956) məx
susdur. Laxin onların təKİif etdiyi axsio- 
matİK sistem ziddiyyətli olmuşdur. Ehti
mal nəzəriyyəsinin düzgün və universal ак- 
siomatİKası 1933-cü ildə böyÜK rus riyaziy
yatçısı A.H. Kolmoqorovun “Ehtimal nəzə
riyyəsinin əsas anlayışları” Kİtablnda veri
lib. Onun axsiomlar sistemi çoxluqlar və 
funKsiyalar nəzəriyyəsinə əsaslanır və bü
tün dünya riyaziyyatçıları tərəfindən qəbul 
olunmuşdur.

Yuxarıda qeyd etdiyimiz Kİmi ehtimal 
nəzəriyyəsi bizi əhatə edən aləmdə baş ve
rən (Kütləvi şəKİldə) təsadüfi hadisələrin 
baş vermə ehtimalları arasında riyazi mü
nasibətlər qurur və bu münasibətlərin Kö
məyi ilə тйгэккэЬ hadisələrin ehtimalları 
daha sadə hadisələrin ehtimalları əsasında 
qiymətləndirilir.

Ehtimal nəzəriyyəsinin əsas anlayışla
rından biri təsadüfi sınaq (sadəcə olaraq sı
naq) anlayışıdır. Sınaq dedİKdə biz nəticə
ləri bu və ya digər təsadüfi hadisələrdən 
ibarət müəyyən experiment (təcrübə, mü
şahidə) başa düşürÜK.

Qeyd edəK Kİ, təbiətşünaslıqda İKİ növ 
sınaqları bir-birindən fərqləndirirlər:

1. determinİK sınaqlar (requlyar sınaq
lar). 2. qeyri-determinİK sınaqlar (requlyar 
olmayan sınaqlar).

DeterminİK sınaqlar elə sınaqlara deyi
lir kİ, bu sınaqların aparılması üçün lazım 
olan Komplexs şərtlər həyata KeçirildİKdə, 

nəticəni birqiymətli şəKİldə əvvəlcədən de- 
тэк olur. Məsələn, suyun qızdırılması екз- 
perimentində suyun 100°C-də qaynayacağını 
əvvəlcədən deməK olar. DeterminİK sınaqlar 
fizİKa və Kimyada istifadə olunurlar.

Qeyri-determinİK sınaqlarda isə sınağın 
aparılmasını təmin edən KompleKs şərtlər 
həyata KeçirildİKdə, nəticəni qabaqcadan 
deməK olmur. Belə sınaqlar təsadüfi sınaq
lar adlanır və ehtimal nəzəriyyəsində tətqiq 
olunurlar. Təsadüfi sınaqlara aid bir neçə 
misala baxaq.

Misal. Metal pulun atılması exsperi- 
mentinə baxaq. Fərz olunur Kİ. metal pul 
“düzgündür", yəni simmetriK və bircinsdir. 
Bu zaman aydındır Kİ, sınağın İKİ nəticəsi 
ola bilər: “p”-pul, “g”-gerb. Bu nəticələr
dən hansının düşəcəyini qabaqcadan söylə- 
тэк mumKÜn deyil. Belə sınaqların nəticə
ləri qeyri-requlyar xaraKter daşıyır (gah 
“pul”, gah “gerb”) və belə nəzərə çarpır Kİ, 
müəyyən qanunauyğunluq aşKar olunması 
mümKÜn deyil. LaKİn bu belə deyildir. 
Əgər metal pulun çoxlu sayda asılı olma
yan atılmalarını aparsaq, onda “düzgün” 
metal pulun atılmasının statistİK dayanaqlı 
olmasını müşahidə edərİK, yəni “gerb”-in 

düşmə sayının ümümi saya nisbəti ~ -ə ya

xın olacaqdır.
Misal. Bircins materialdan hazırlanmış 

simmetriK Kub şəkİİİİ zərin atılmasına ba
xaq. Zərin 6 üzü var və bu üzlər 1, 2, 3, 4, 
5, 6 xalları ilə nömrələnib. Zərin atılması 
zamanı bu xallardan biri düşür, hansı xa
lın düşəcəyini isə qabaqcadan deməK ol
mur.

Misal. İnsanın qrip xəstəliyinə tutul
masına bir sınaq Kİmi baxmaq olar. Burada 
3 nəticə ola bilər. 1. Tam sağalma. 2. Qis
mən sağalma. 3. ölüm. LaKİn epidemiya 
zamanı bu nəticələrin hansının baş verəcə
yinin əvvəlcədən deməx olmur.

BeləliKİə, ümumi şəKİldə fərz edəK Kİ. 
Q sınağı aparılır. Onun mümKÜn nəticəsini 
(y ilə işarə edəK. <y-ya elementar nəticə və 
ya elementar hadisə deyilir. Sınağın bütün 
mümKÜn elementar nəticələr çoxluğunu 
Q = |(w} ilə işarə edəK. Q -çoxluğu elemen
tar hadisələr fəzası adlanır. Məsələn, “düz
gün” metal pulun atılması zamanı İKİ 

mümKÜn nəticə ola bilər, yəni со - p və ya 
a> = g. Onda Q = {p,g} olur.

Sınağın riyazi modelinin qurulmasında 
onun Q elementar hadisələr fəzasının ele
mentlərinin təbiəti maraq Kəsb etmir. Yal
nız elementlərin sayı maraq Kəsb edir. Yu
xarıda verdiyimiz misallarda O sonlu çox
luqdur.

Zər daşının atılması zamanı 
Q = {1,2,3,4,5,6,} olur. Cüt üzün düşməsi hadi
səsinə baxaq. Cüt xallar {2,4,6} çoxluğunu 
təşKİl edir. Cüt üzün düşməsi hadisəsi zər 
daşının atılması zamanı baş verə də bilər, 
verməyə də bilər. Ona görə belə hadisəyə 
təsadüfi hadisə deyilir.

Biz təsadüfi hadisəyə elementar hadisə
lərin müəyyən bir alt çoxluğu Kİmi baxa 
bilərİK. Təsadüfi hadisələri A,B,C və s. ilə 
işarə edəK. BeləliKİə, təsadüfi hadisə dediK- 
də, biz sınaq zamanı baş verə bilən və ya 
baş verə bilməyən, yəni müşahidə oluna bi
lən hadisələri nəzərdə tuturuq. Ehtimal nə
zəriyyəsini müasir inKİşaf mərhələsində ha
disə anlayışı tərif verilməyən elementar ha
disə (sınağın nəticəsi) vasitəsilə təyin olu
nur. Belə Kİ, əgər sınağın nəticəsində 
со g A olarsa, onda deyilir Kİ, sınaq zamanı 
A hadisəsi baş vermişdir. Əks halda isə, 
yəni со e A olarsa, onda sınaq zamanı A ha
disəsi baş verməmişdir deyirlər. Burada A 
hadisəsi sınağın bütün mümKÜn nəticələr 
çoxluğunun П müəyyən alt çoxluğu ilə ey
niləşdirilir. Hadisə ehtimal nəzəriyyəsinin 
İKİnci mühüm anlayışıdır. BeləliKİə, hər 
bir hadisə Q elementar hadisələr fəzasının 
müəyyən alt çoxluğudur.

Təsadüfi hadisələr sinifində aşağıdaKİ 
İkİ hadisəni fərqləndirirlər:

1) yəqin hadisə; 2) тйткйп olmayan 
hadisə.

Sınaq zamanı mütləq baş verəcəK hadi
səyə yəqin hadisə deyilir və Q ilə işarə 
olunur. Sınaq zamanı heç vaxt baş vermə
yən hadisəyə isə mümKÜn olmayan hadisə 
deyilir və o0 (boş çoxluq) ilə işarə olunur.

Hadisələr üzərində çoxluqlar nəzəriy
yəsinin aşağıdam əməllərini aparmaq olar.

1. Hadisələrin birləşməsi (cəmi).
A və B hadisələrinin birləşməsi (cəmi) 

elə C - А и В (C — A + B) hadisəsinə deyilir 
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Kİ, bu hadisə, yalnız və yalniz, A və B ha
disələrindən heç olmasa biri baş verdİKdə 
baş verir. Çoxluqlar nəzəriyyəsi dilində 
belə ifadə etməK olar:

C = А и В (A + в) = {со: (<y e a) və ya (<y g B)}
2. Hadisələrin Kəsişməsi (hasili).
A və B hadisələrinin Kəsişməsi (hasili) 

elə C = A n B (C = AB) hadisəsinə deyilir 
kİ, bu hadisə, yalnız və yalnız, A və B ha
disələri eyni zamanda baş verdİKdə baş ve
rir. C = Ar> B(AB) = {co:(coe A) və (со g B)}

3. Hadisələrin fərqi.
A və B hadisələrinin fərqi elə 

C = A\B hadisəsinə deyilir Kİ, bu hadisə, 
yalnız və yalniz, A baş verdİKdə, B isə baş 
vermədİKdə baş verir. C = A \ B = {co: (co g A) 
və (со e B)}

4. Hadisələrin simmetrin fərqi .
A və B hadisələrinin simmetrİK fərqi 

elə C = АЛВ hadisəsinə deyilir kİ, bu ha
disə, yalnız və yalnız, A və B hadisələrin
dən biri baş verdİKdə baş verir. 
С = АЛВ = (А\В)и(В\А) = (АиВ)\(АВ)

5. Tamamlama.
A hadisəsi baş vermədİKdə baş verən 

hadisəyə A hadisəsinin tamamlanması deyi
lir və A =C1\ A Kİmi işarə olunur. Ä hadi
səsi A hadisəsinin əksİ və ya inKarı adlanır.

Əgər A və В hadisələri üçün AB-Ş 
olarsa, yəni onların Kəsişməsi boş çoxluğa 
bərabər olarsa, onda onlara uyuşmayan ha
disələr deyilir.

TEZLİK VƏ EHTİMAL ANLAYIŞLARI
Yuxarıda qeyd etdİK Kİ, ehtimal nəzə

riyyəsində tədqiq olunan sınaqlar qeyri- 
məhdud sayda təKrarlana bilər. Onların hər 
dəfə reallaşması üçün müəyyən KompleKS 
şərtlər ödənməlidir.

Tutaq Kİ, Q sınağı N dəfə aparılır və 
A hadisəsi N(A) dəfə baş verir. Onda 
N(A) Kəmiyyətinə A hadisəsinin tezliyi de
yilir. '1 *■ münasibətinə isə A hadisəsinin

N
nisbi tezliyi deyilir.

PraKtİKİ müşahidələr əsasında nisbi 
tezlİKİər üçün aşağıdaKi şəKİldə ifadə olu
nan dayanıqlıq xassəsi aşKar edilmişdir.

Fərz edəK Kİ, Q sınağı N} dəfə aparıl- 
dıqda, A hadisəsi Ny(A) ilə, sınaq N2 dəfə 
aparıldıqda, A hadisəsi N2(A) ilə və s., sı
naq Nk dəfə aparıldıqda, A hadisəsinin 
tezliyini Nk(A) ilə işarə edəK. Onda

N, N2 - N, ■’ 
münasibəti ödənilir. Bu (*) münasibətinə 
nisbi tezlİKİərin dayanıqlıq xassəsi və ya 
statistİK dayanıqlıq xassəsi deyilir. TezlİK- 
lərin dayanıqlığı real aləmdə baş verən 
Kütləvi təsadüfi hadisələrin obyeKtiv xassə
sidir. Bu xassənin olmaması onu göstərir 
Kİ, sınaqlar seriyasında qoyulan KompleKS 
şərtlər dəyişİKİiyə məruz qalmışdır.

Dayanıqlıq xassəsi göstərir kİ, sınaqlar 
seriyasını qeyri-məhdud (k -> +oo) davam 

etdirsəK, onda nisbəti müəyyən bir

P(A) ədədi ətrafında “rəqs edər”, yəni ona 
yaxın olur. Bu P(A) ədədinə A hadisəsinin 
başvermə ehtimalı deyilir.

(*) ifadəsi XVII əsrin ortalarında aşKar 
edilmişdir. Bu istiqamətdə müxtəlif sınaq
lar aparılmışdır. Məsələn, o dövrün böyÜK 
riyaziyyatçısı PasKal “düzgün” metal pulu 
24000 dəfə ataraq göstərib Kİ, onun “g” 

üzünün düşməsi üçün (*)-da ——- » — olur.
N 2 

Buradan çıxır kİ, “g” üzünün düşməsi ha

disəsinin ehtimalı P(g) = - olur.

(*) ifadəsi hadisənin baş vermə ehtima
lını empriK şərh etməyə imxan verir: sı
naqların sayı qeyri-məhdud olaraq artırıl
dıqda, baxılaan hadisə üçün alınmış nisbi 
tezlİKİər hadisənin ehtimalı ətrafında qrup
laşır (“rəqs edir”).

Nisbi tezlİKİərin statistİK dayanıqlıq 
xassəsundən çıxır kİ, hadisənin ehtimalı 
mənfi olmamalıdır, yəni P(A) £ 0. Asanlıqla 
bu xassədən çıxır kİ, yəqin hadisənin ehti
malı P(q) = 1 olmalıdır.

Qeyd edəK kİ, (*) təqribi bərabərliyin
dən hadisənin ehtimalı üçün 0^Р(л)<1 ol
duğu alınır.

DİSKRET EHTİMAL FƏZASI. 
KLASSİK EHTİMALI

Tutaq Kİ, müəyyən bir Q sınağı aparılır 
və onun nəticələr çoxluğu Q sonlu və ya 
hesabi çoxluqdur. Biz yuxarıda nəticələr 
çoxluğu sonlu olan sınaqlara misal göstər- 
dİK. İndi isə nəticələr çoxluğu hesabi olan 
sınağa aid misala baxaq.

Misal. Metal pulun birinci dəfə “g” üzü 
düşənə qədər atılmış sınağına baxaq. Bu sı
nağın nəticələr çoxluğu hesabi

&={g,Pg,PPg,PPg,-} çoxluğu olur.
Sonlu və ya hesabi çoxluqla ifadə olu

nan təsadüfi sınaqların riyazi modelini qu
raq. Əvvəlcə A ilə Q -nın bütün alt çoxluq
larının çoxluğunu işarə edəK:
A= {A: A c Q}, Baxılan halda A g A -ya ha
disə deyilir. Bu hadisənin baş verib-vermə- 
məsini sınağın nəticəsi zamanı maşahidə 
etməK mümKÜndür. Əsas məqsədimiz A 
hadisəsinin ehtimalını yəni, P(/l)-ni təyin 
etməKdən ibarətdir.

BeləlİKİə, biz nəticələr çoxluğu Q olan 
sınağın nəticəsində baş verən təsadüfi ha
disələr Küllüsünü - A-nı təyin etdİK. Sına
ğın riyazi modelini qurmaq üçün bizə P(A) 
ehtimalını təyin etməK lazımdır. Bu məq
sədlə, aşağıdaKi İKİ xassəyə malİK olan

ədədlər ardıcıllığına baxaq: 1)
>0, «^1, 2)£p„ =1

1) şərti mənfi olmamazlıq. 2) şərti isə 
normallaşma şərti adlanır.

Aydındır Kİ, Q çoxluğunun element
ləri ilə {/?„}.'] ardıcıllığının hədləri arasın
da qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq yarat
maq olar: con <-> pn (n> 1). Onda pn ədədinə 
со elementar hadisəsinin ehtimalı Kİmi n
baxa bilərİK: pn = P(con).

Qeyd edəK Kİ, 1), 2) şərtlərindən çıxır 
Kİ, 0<p„£l. Onda /IgA hadisəsinin baş 
vermə ehtimalını belə təyin edəK:

P(A)= £P(4) (I)
n.ü)„eA

(1) düsturuna disKret ehtimal düsturu 
deyilir. (1) düsturundan və 1), 2) şərtlərindən 
ehtimalın aşağıdaKi xassələrini almaq olar:

1. P(A)>Q,
2. P(Q) = 1, P(()=0. Q -yəqin hadisə, 0- 

тйткйп olmayan hadisədir.
3. р(л)=1-р(4
4. Əgər A hadisəsi B hadisəsini doğu

rursa, yəni A c D olarsa, onda 
P(B\A) = P(B)-P(A),

5. Əgər AB = 0 olarsa, onda P(A + B) = 
-P(A) + P(B) - sonlu additivlİK xassəsi.

6. P(AuB) = P(A) + P(B)-P(AB),
7. P(AAB) = P(A) + P(B)-2P(AB),
8. Əgər hesabi sayda A],A2,..AJI... hadisə

ləri ДгЦ=0 (i^j) şərtini ödəyərsə, yəni 
verilmiş hadisələr cüt-cüt Kəsişməzlərsə 
(uyuşmayandırlarsa), onda

9. pj Q.4 I < £ P(Д)-yarımadditivlİK 
\ 1*1 / (=1

xassəsi.
Bu xassələrin isbatı birbaşa (1) düztu- 

rundan alınır. Məsələn, dördüncü xassənin 
isbatına baxaq: A c B olduğundan
B -A + B\A yaza bilərİK. Burada A və 
B \ A hadisələri uyuşmayan hadisələr oldu
ğundan, sonlu additivİK xassəsindən istifa
də etsəK alarıq: P(B) = P(A) + P(B\ A) Belə- 
İİkİə, bu ifadədən çıxır Kİ,

P(B\A) = P(B)-P( A).
Beşinci xassəni isbat edəK.
A və B hadisələri uyuşmayan hadisə

lər olduğundan (1) düsturuna görə
P(A + B) = ^P(co) =

ü)eA + B 
= ^P(<y)+£P(<W) = P(4) + P(Ä).

ooe A a>eA
Altıncı xassəni isbat etməK üçün

AUB = A + (B\AB)
yazaq. Onda, P(A + B\ AB) = P(A) + P(B\ AB) 
yazdığımız ifadədən aydındır Kİ, 
P(A\J B) = P(A) +P(B\ AB). Burada İKİnci 
toplanana yuxarıda isbat etdiyimiz dördün
cü xassəni tətbiq etsəK altıncı xassəni al
mış olarıq.

DisKret ehtimal fəzasının bir mühüm 



Riyaziyyat ensiklopediyasi - 2 Riyaziyyat ensiklopediyasi - 2

xüsusi halına baxaq. Tutaq Kİ, sınağın nə
ticələr çoxluğu Q sonlu çoxluqdur. 
C1 = \ü)İ.ü)2...ci)n}, N <<x) və fərz edəK Kİ, 
Q çoxluğunu təşKİl edən elementar hadisə
lər eyniimKanlıdır, yəni P(a\) = P(öi2) = ...=
-P(ojN)-p münasaibəti ödənilir. Onda ay
dındır kİ, normalaşma şərtinə

= P^=l=>/? = — olur.
tr N
(1) düsturunu tətbiq etsəK, alarıq Kİ,

/=(л)=у±=14

Burada, \A]-A hadisəsini təşKİl 

görə

(2)

edən
elementar hadisələrin sayını göstərir. Ay
dın olur Kİ, İQİ = N.

I I

(2)-ni belə də yaza bilərİK.
= И (3)

(2) bərabərliyinə ehtimalın KİassİK düs
turu və ya KİassİK tərifi deyilir. (3) düstu
runu sözlə belə ifadə etməK olar. Ul-əlve
rişli hallar sayının Q -ümumi hallar sayına 
nisbətinə A hadisəsinin KİassİK ehtimalı 
deyilir. KİassİK ehtimalın tətbiq olunduğu 
ehtimal fəzalarının elementar hadisələri 
aparılan sınağın şərtlərinə nəzərən eyni im- 
Kanlı olurlar.

KİassİK ehtimalın hesablanmasında aşa- 
ğıdaKi İKİ sadə prinsipdən istifadə olunur.

1. Toplama prinsipi. Tutaq Kİ, A ob- 
уекй n,B obyeKti isə m üsulla se
çilə bilər. Onda Au B (A və ya B) 
obyeKti n + m üsulla seçilir. 

ədədlərlə nömrələnmişlər. Qutudan təsadüfi 
olaraq n sayda KÜrəcİK götürülür, a, ilə i-ci 
addımda götürülən Kürəciyin nömrəsini işarə 
edəK. Bu halda hər götürülmüş n sayda Kü
rəciyi (al,a2...,a„) Küllüsü Kİmi yazmaq olar. 
Bu Küllü statistİKada n həcmli seçim adla
nır. Uyğun ehtimal fəzasını təsvir etməK 
üçün nizamlı və nizamsız seçimləri bir-birin
dən fərqləndirməK lazımdır.

Nizamlı seçimlərdə eyni elementlərdən 
təşKİl olunmuş, laKİn elementlərin düzülüş
lərinə görə fərqlənən n həcmli seçimlər 
müxtəlif hesab olunurlar. Nizamsız seçim
lərdə isə belə n həcmli seçimlər eyniləşdiri
lir, yəni elementlərin düzülüşü nəzərə alın
mır.

Biz nizamlı n həcmli seçimləri 
(öp a2 nizamsız seçimləri isə
[a,,a2...a„] Kİmi işarə edəcəyİK.

Qutudan KÜrəcİKİər aşağıdaKi İKİ üsul
la götürülür.

1. TəKrarsız sxem. Bu sxemdə fərz 
olunur Kİ, n<N və götürülən Kürəciyin 
nömrəsi qeyd olunur və o, qutuya qaytarıl
mır. TəKrarsız sxemə uyğun elementar ha
disələr fəzasını belə yazmaq olar:

Q = {<u = (aI,a2...an),öl *alti*k. a, = 1,2,...V}
TəKrarsız sxem üzrə nizamlı seçimlərin 

sayını tapaq. Vurma prinsipinə görə Q 
çoxluğunun elementlərinin sayı

ДП
|Q| = V(V - 1)..(V - n +1) = — = AnN.

KİassİK ehtimal sxemində öiefi üçün

— götürülür.

Nizamsız təKrarsız sxemə uyğun elemen
tar hadisələr fəzasım belə ifadə etməK olar.

Q = * ak,i k,a{ = 1,V}.
TəKrarsız sxem üzrə nizamsız seçimlə

rin sayını tapaq. Aydındır Kİ, hər bir ni
zamsız [al,a2...,anj seçimdən elementlərin 
yerini dəyişməKİə n! sayda nizamlı seçim 
almar. Onda, |Q|-«!= A„ olur. Buradan 

V! 
n!(V-«)!

KİassİK ehtimal sxeminə görə, hər bir

nizamsız seçimin baş vermə ehtimalı

Misal. Fərz edəK Kİ, qutuda N sayda 
Kürə var. Onlardan M dənəsi ağ, yerdə qa
lan N-M dənəsi isə qara rənglidir. Qutu
dan təKrarsız sxem üzrə, təsadüfi olaraq n 
Kürə götürülür. Bu götürülmüş Kürələrdən 
m saydasının ağ, n-m saydasının qara ol
ması ehtimalını tapın.

Həlli. Aydındır kİ, vurma prinsipinə 
görə n həcmli nizamsız seçimlərin sayı 
|Q| = C"N olur, əlverişli halların sayı isə

.I s-tn-mH=cM-c,.w.
J m z-ı n=m

BeləlİKİə, Р(Л) = Й= " .
П Q

2. TəKrarlı sxem. Bu sxemdə qutudan 
Kürə götürülür, nömrəsi qeyd olunur və o 
yenidən qutuya qaytarılır. Aydındır Kİ, 
tƏKrarlı sxemdə hər bir atN sayda l...,V 
qiymətlərini ala bilər.

Bu sxem üzrə də nizamlı və nizamsız 
seçimləri bir-birindən fərqləndirməK lazım
dır. TəKrarlı sxemə uyğun elementar hadi
sələr fəzasını belə yazmaq olar. 
Q=|öz<y=(q,q,,...q,,),q =\2,...№=^

Vurma prinsipinə görə |Q| = V-V-... 
...-N = N". Onda, KİassİK sxemə görə, со e O 
üçün P(ö>) = V'" götürməK olar. Əgər ni
zamsız tƏKrarlı sxemə baxsaq, onda uyğun 
elementar hadisələr fəzası

Q = : öi = |a,, a2,...a„ |, at = 1,2,..., N,i = ],n\
olar.

Asanlıqla başa düşməK olar Kİ, nizam
sız seçimlərin sayı nizamlı seçimlərin sa
yından azdır.

GöstərməK olar kİ, nizamsız n həcmli 
tƏKrarlı seçimlərin sayı

3 ədədinə bölünən ədədlər 0,3,6,9 oldu
ğundan üzərində 3-ə bölünən ədədlər yazıl
mış şarların çıxması bütün halların təxmi-

4 2 ı

2. Vurma prinsipi. Tutaq kİ, A ob
yeKti n,B obyeKti isə m üsulla se
çilə bilər. Onda Л/Jcütü n-m üsulla 
seçilir.

PraKtİKİ məsələlərdə KİassİK ehtimalın 
hesablanmasında KombinatorİKadan və aşa- 
ğıdaKi qutu sxemindən geniş istifadə olu
nur.

Fərz edəK kİ, müəyyən bir qutuda N 
sayda KÜrəcİK var. Bu KÜrəcİKİər 1,2...V

nən — = — olar.
10 5

2 və 3-ə bölünməyən ədədlər 1,5,7 ol
duğundan. Onların payına hadisələrin 
—-ü düşər.
10

4-ə bölünən ədədlər 0,4,8 olduğundan
3 

onların payına hadisələrin — - ü düşər.

Baxılan misallar göstərir kİ, müəyyən 
təcrübələr aparılır və onların nəticələri 
müxtəlif olur. Məsələn, zər atıldıqda 6 
düşmə nəticəsi (1,2,3,4,5,6), şarların çıxa
rılmasında 10 nəticə (0,l,2,...,9) ədədləri 
yazılmış şarların çıxması. Bu nəticələrdən 
bəziləri əlverişlidir (məsələn zər atıldıqda 
bir və beş yazılmış üzlərin düşməsi, təK 
ədəd yazılmış şarın çıxması. 2 və 3-ə bö
lünməyən ədədlər yazılmış şarın çıxması və 
s.).

BeləlİKİə 1) hesab edirİK Kİ, çoxlu say
da təcrübə nəticəsində bütün nəticələr təx
minən bərabər sayda baş verir; 2) bu təcrü
bələrdən, təxminən nə qədəri əlverişlidir. 
Tutaq Kİ, bütün nəticələr л-dir, onlardan 

m -i əlverişlidir. Onda hər bir nəticə — say- 
n

da. Əlverişli nəticə isə —sayda hadisə za- 
n

manı baş verir. BeləlİKİə bütün əlverişli nə
ticələrin sayının ümumi nəticələrin sayına 
olan nisbəti həmin hadisənin baş vermə eh
timalıdır.

BeləlİKİə, istənilən hadisənin ehtimalı 
o ilə 1 arasında olan ədəddir (0 < w < n). 
Əgər əlverişli hadisənin olması mümKÜn 
deyilsə, yəni, gözlənilən nəticə yoxdursa, 
onun ehtimalı O-dır. Əgər bütün nəticələr 
əlverişlidirsə onda onun ehtimalı 1-dir.

KİassİK ehtimalın hesablanmasına aid 
bəzi misallara baxaq.

1. İkİ oyun zəri atılır. Hər bir nömrə
nin düşmə hadisəsi eyni dərəcədə mümKÜn- 
dürsə, hər İkİ zərdə eyni nömrənin düşmə 
ehtimalını tapın.

Həlli. Bütün mümKÜn nəticələrin sayı 
36-dır. ÇünKİ, birinci zərdə 1 düşəndə 
İKİnci zərdə 6 mümKÜn nəticə baş verər və 
(1,1), (1,2), (1,3),(1,4),(1,5), (1,6) veriant- 
larından biri baş verə bilər. BeləlİKİə, biz 
bütün mümKÜn nəticələri aşağıdaKi Kİmi 
cədvəldə göstərə bilərİK:
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(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

(6.1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,:6)

Bu hadisələrdən (1,1), (2,2), (3,3), 
(4.4), (5,5), (6,6) əlverişlidir. Ona görə zər
lərin hər İKİsində eyni ədədlər olan üzün 

düşmə ehtimalı — = — dır.
36 6

Misal. Bundan əvvəİKİ misalda hər İkİ 
zərin üzərində yazılan ədəd qeyd edilir, və 
onların cəmi hesablanır. Alınan cəmlərdən 
hansi daha çoz ehtimallıdır?

YuxarıdaKi cədvələ əsasən belə cədvələ 
baxaq:

2 3 4 5 6 7
3 4 5 6 7 8
4 5 6 7 8 9
5 6 7 8 9 10
6 7 8 9 10 11
7 8 9 10 11 12

Aydındır Kİ, alınan cəmlər 2 ilə 12 ara
sındadır və 36 mümKÜn nəticədən ən əlve
rişli cəm də 7 olmasıdır. Bu hadisənin əlve
rişli olması 6-dır. Ona görə də onun baş 

verməsi ehtimalı — = — - dir
36 6

Misal. YuxarıdaKi misalda cəmdə 9 
alınması ehtimalını tapın.

Cədvəldən göründüyü Kimi bu hadisə
nin əlverişli olması hadisəsinin sayı 4-dür. 
Deməli, onun baş verməsi ehtimalı

36 9
Oyun zərini atdıqda üzərində 1, 2, 3, 

4, 5, 6 qeyd edilmiş hamısının düşəcəyini 
əvvəlcədən dəqiq deməK olmur. Amma bu 
zərləri çoxlu sayda atdıqda, təcrübələr gös

tərir Kİ, onların hamısının düşməsinin sayı 
bərabər olur. Əgər л-qədər zər atılıbsa və 
n Kifayət qədər böyÜK ədəddirsə, onda 1, 
2, 3, 4, 5, 6 nömrələrinin hər biri təqribən,

— dəfə rastlaşır. Deməli, çox böyÜK n say- 
6
da atılışda zərin üzərindəKİ hər bir nömrə

nin çıxması sayı --ya bərabərdir, yəni bü-
6

tün atılmaların — hissəsinə bərabərdir.
6

İndi tutaq Kİ, oyun zəri atılır və zərin 
1 və 5 üzünün düşməsi oyunun udulması 
hesab olunar. BöyÜK n ədədi sayda zərin 
atılmasında uduşların sayının təxminən nə 
qədər olduğunu hesablayaq. Qeyd etdiyimiz 
Kimi zərin hər bir üzünün düşməsi bütün 

atılışların təxminən — -i qədər olduğundan, 
6

oyunun udulması təxminən bütün atılmala

rın — = - - i qədər olacaqdır, yəni udma 
ş Jı U

Birinci halda deyəcəyİK Kİ, zərin bir 

üzünün düşmə ehtimalı —, İKİnci halda isə
6 

uduşun olma ehtimalı isə ^-ə bərabərdir.

Başqa bir misala baxaq.
Torbada üzərlərində 0,1,2.3...,9 ədəd

ləri yazılmış 10 şar vardır. Torbadan bir 
şar götürülür, çıxan ədəd qeyd edilir və 
sonradan torbaya qaytarılır. Hər bir şar 
eyni tezlİKİə götürüldüyü məlumdursa on
da

a) təK ədəd yazılmış şarın çıxması,
b) cüt ədəd yazılmış şarın çıxması,
c) 4-ə bölünən ədədlərin çıxması,
d) 2 və 3-ə bölünməyən ədəd yazılmış 

şarın çıxması təxminən, götürülmə
lərin hansı hissəsini təşKİl edir?

Hər bir şar təcrübə nəticəsində bütün 

götürmələrin ——-ni təşKİl edir. Tək ədədlər 

1, 3, 5, 7, 9 beş ədəd olduğundan onların 

götürülməsi təxminən — = — hissə olar.
10 2

Eyni qayda ilə cüt ədədlər yazılmış şarların 
da çıxması halı təxminən ' hissə olar.

YuxarıdaKi misallarda hadisələrin sayı 
az olduğundan cədvəl tərtib etməsi əlverişli 
idi. Hadisələrin sayı çox olduqda isə bu 
praxtİKİ mümKÜn deyil.

Eyni zamanda 3 oyun zəri atılır. Aşa
ğıdam hadisələrin baş vermə ehtimalını ta
pın.

1) Hər üç zərdə beş nömrəsinin düş
məsi,

2) İKİ altı və bir beş düşməsi,
3) Yalnız bir beş düşməsi,
4) Heç bir üzdə beş düşmür,
5) Heç olmasa bir üzdə beş düşür,
6) Bütün üzlərdə müxtəlif ədədlərin 

düşməsi.
Həlli. Bütün mümKÜn olan nəticələri 

hesablayaq. Zərləri nömrələyəK. Birinci 
zərdə düşən nömrəni birinci, II-ci zərdə dü
şən nömrəni İKİnci, III-cü zərdə düşən 
nömrəni üçüncü yazsaq, onda təcrübənin 
nəticəsini üç hərflə işarə edə bilərİK. Məsə
lən, (4,2,6) yazılışı birinci zərdə 4, İKİncidə 
2, üçüncüdə isə 6 nömrələrinin düşməsi de
məKdir. Hər üç zərdə beş nömrənin düş
məsi (5,5,5) Kimi yazılır. Aydındır kİ, bi
rinci nömrədə duran ədəd 1,2,3,4,5,6 ədəd
lərindən hər biri ola bilər. Onlardan hər 
biri İKİncinin altı nömrəsi ilə düşə bildiyin
dən 6-6 = 36 Kombinasiya mümKÜndür. 
Bunlardan hər biri də III- nun altı nömrəsi 
ilə düşdüyündən bütün mümKÜn nömrələ
rin sayı 6x6x6=63=216 olar. Deməli, bütün 
mümKÜn nəticələrin sayı 216-dır.

1) . Əlverişli hadisə 1-dir: (5,5,5). De
məli hər üç zərdə beş nömrəsinin düşmə 
ehtimalı —-dır.

216
2) . Əlverişli hadisə (6,6,5), (6,5,6), 

(5,6,6). Deməli bu hadisənin baş vermə eh

timalı --dir.
216 72

3) . Əlverişli hadisəni hesablayaq. Bu
rada beş hər üç halda qalmış bir yerdə işti- 
гак edir və əlverişli hadisələr də, hər bir 
qrupda, 5 və 5-dən başqa bütün 1,2,3,4,6 
ədədlər iştiraK etdiyindən hər qrupda əlve
rişli hadisələrin sayı 52=25-dir.

Qrupların sayı 3 olduğundan bütün əl

verişli hadisələrin sayı 3-52 = 75-dir. Demə
li, bu hadisənin baş verməsi ehtimalı 

75 15
-dır.

216 72
4) . Hər üç yerdə beşdən başqa istənilən 

1,2,3,4,6 ədədi düşə bilər. Deməli, əlverişli 
hadisələrin sayı 5’ =125-dir. Hadisənin baş 
vermə ehtimalı isə '“-dir.

216
5) . Burada mümKÜn hadisələrin sayı 

6'-53 = 216-125 = 91-dir. ÇünKİ bütün nə
ticələrin sayı 63=216, heç bir üzdə beş düş- 
məməsi isə 53=125-dir. Onda heç olmasa 
bir üzdə 5 düşməməsinin sayı 91 olar. De-

91məli, axtarılan ehtimal -dır.
216

6) . Bütün üzlərdə müxtəlif ədədlərin
düşməsinin əlverişli nəticələrini hesabla
yaq. Aydındır kİ, birinci yerdə istənilən al
tı ədəddən biri ola bilər. Bu altı variantın 
hər birində İKİnci yerdə o ədəddən başqa is
tənilən 5 ədəd dura bilər. Deməli belə коп- 
binasiyalar 6x5=30-dur. Bunlarında hər bi
rində qalan 4 ədəd dura bilər. Deməli, əlve
rişli hadisələrin sayı 6x5x4=30x4=120-dir. 
Onda, bu hadisənin baş verməsi ehtimalı 
120 5
216 _ 9 '

HƏNDƏSİ EHTİMAL
Biz yuxarıda elə sınaqlara baxdıq Kİ, 

onların nəticələr çoxluğu sonlu və ya he- 
sabi (disKret) çoxluqla verilir. Ehtimal nə
zəriyyəsində elə sınaqlar da var kİ, onların 
nəticələr çoxluğu Kontinium güclü çoxluqla 
ifadə olunur.

Misal. R radiuslu dairə şəkİİİİ hədəfin 
vurulması hadisəsinin nəticələr çoxluğunu 
belə verməK olar.

Q = |(x,y):x2+y4/?2)u{D}
Burada D-hədəfin vurulmaması ha

lına uyğun nöqtədir.
Misal. Temperaturun ölçülməsi sına

ğına baxaq. Bu sınaq zamanı
П = [-7’,Г],7’>0 olar.
Belə sınaqların riyazi modelini qurmaq 

üçün disKret ehtimalı düsturundan istifadə 
etməK yararsızdır. Onların riyazi modelini 
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qurmaq üçün həndəsi ehtimal düsturundan 
istifadə olunur.

Fərz edəK Kİ, ölçü həqiqi oxda uzun
luq, müstəvidə sahə, fəzada isə həcmi olur. 
Onda B-nin anlayışının baş vermə ehtimalı
nı belə təyin edəK.

mes£l
Burada, mesB-B çoxluğunun ölçüsü

dür. (1) düsturu Q oblastından götürülən 
nöqtənin B oblastına düşmə ehtimalını tə
yin edir. (1) düsturu həndəsi ehtimal düs
turu adlanır.

BeləlİKİə, biz ehtimal fəzasını
alırıq. Bu ehtimal fəzası hissəciyin oblasta 
düşməsi məsələsinin riyazi modelini ifadə 
edir. Burda fərz olunur kİ, hissəciyin və
ziyyəti oblast üzrə müntəzəm paylanmış
dır, yəni hissəciyin B oblastına düşmə eh
timalı bu oblastın ölçüsü ilə düz mütəna
sibdir.

Misal. Uzunluğu / olan məftil təsadüfi 
nöqtədən İkİ hissəyə sındırılır. Kİçİk hissə
nin uzunluğunun məftilin uzunluğunun üç
də bir hissəsindən böyüK olmaması hadisə
sinin ehtimalını tapaq.

Həlli. Məftilin sınma nöqtəsindən onun 
qeyd olunmuş bir ucuna qədər olan məsa
fəni x ilə işarə edəK. Onda ehtimalı axtarı- 

l 2lan hadisə ancaq və ancaq x<- və ya x>- 

olduqda baş verir. Buna görə axtarılan eh- 
/ /
3 3 2timal (5) düsturuna görə —— =- olur.

Misal. Təpələri (0,0),(0,1),(1,0),(1,1) 
nöqtələrində olan vahid Kvadratın daxilin
də təsadüfi olaraq (£,7) nöqtəsi götürülür.
x2 + fy + 7 = 0 tənliyinin həqiqi kökü olması
ehtimalını tapaq: 

Həlli. Baxılan məsələ üçün
Q = {(х,у): 0 < x,y < 1} və mesÇl = 1.
Verilmiş tənliyin həqiqi kökü 

üçün tənliyin £2-4t;>0. Buradan 

olması

olur. Onda ehtimalı axtarılan hadisə ancaq 

və ancaq y<— olduqda, yəni (<,7) təsa-
4

düfi nöqtəsinin .çoxlu

ğuna daxil olduqda baş verir. Aydındır Kİ,
1

mes (b)= f— dx = — •
oJ 4 12

BeləlİKİə, axtarılan

P(B} = — olur.
12

EHTİMAL NƏZƏRİYYƏSİNİN 
AKSİOMATİK QURULUŞU. 

KOLMOQOROV AKSİOMALARI
Yuxarıda qeyd etdİK kİ, əgər elementar 

hadisələr fəzası Q sonlu və ya hesabi çox
luq olarsa, onda, onun ixtiyari alt çoxluğu
na hadisə Kimi baxa bilərİK. Bu hadisənin 
ehtimalını isə disKret ehtimal düsturu ilə 
tapa bilərİK. Əgər Q = (<y) Kontinium güclü 
çoxluq olduqda isə onun ixtiyari alt çoxlu
ğuna hadisə Kimi baxa bilmərİK.

Ümumi halda, tutaq Kİ, Q = (<y| müəy
yən əsas çoxluqdur. А={Л:ЛсО| Q-nin 
boş olmayan alt çoxluqlarının müəyyən si
nifini işarə edəK.

Tərif. Əgər
1) VA e A olduqda, A = СЦ A <= A olarsa.
2) sonlu sayda AI,A2,...,AtleA hadisələri 

üçün |J 4 e A ödənərsə, onda A -ya hadisə-
ı=l

lərin cəmi deyilir.
1-ci tərifin şərtindən alırıq Kİ, QgA, 

(кА, P]4 gA və A,BeA olduqda, 
1=1

A\B g A olur.
Bu münasibətlər göstərir kİ, hadisələ

rin cəbri sonlu sayda birləşmə, Kəsuşmə və 
tamamlama əməllərinə görə qapalı sinifdir.

Tərif. Tutaq Kİ, F hadisələr sinfi 
cəbrdir. Əgər hesabi sayda A[A2,...,An e 3 

hadisələri üçün [Jj, gF isə F sinfinə hadi
di 

sələrin cr -cəbri deyilir.
Aydındır Kİ, hadisələrin <7-cəbri həm 

də hadisələrin cəbridir.

2-ci  tərifdən çıxır Kİ, Q4 gF. Bu isə 
1=1 

göstərir Ki, hadisələrin cr -cəbri hesabi say
da birləşmə və tamamlama əməllərinə görə 
qapalı sinifdir.

Tərif. 3 cr-cəbr olduqda (Q,3) cütünə 
ölçülən fəza deyilir.

Tərif. Tutaq Kİ, (0,3) fəzasında 
P = P(a\(A Gf) funKSİyası verilib. Əgər

1) üçün Р(л)^0 (mənfi olma- 
mazlıq axsiomu).

2) F(o)= 1 (normallaşma aKsionu).
3) hesabi sayda, cüt-cüt Kəsişməyən

A„A2,...An G / hadisələri üçün

P £4 = £/^4)

(hesabi additivlİK aKsiomu) aKsiomları ödə
nərsə, onda, P(A) çoxluq funKsiyasına eh
timal ölçüsü deyilir və УЛ g hadisəsi 
üçün P(A) -ya A hadisəsinin baş vermə eh
timalı deyilir.

Tərif. (Q, 3,B) üçlüyünə ehtimal fəzası 
deyilir. Burada Q- elementar hadisələr fə
zası, F -hadisələrin cr -cəbri, P - ehtimal 
ölçüsüdür.

1),2),3) aKsiomalarından ehtimal ölçü
sünün mühüm xassələrini almaq olar (bax. 
§3. disKret ehtimal fəzası).

1),2),3)  aKsiomları Kolmoqorov ак- 
siomları adlanır. Bu aKsiomlar ehtimal nə
zəriyyəsinin aKsiomatİKasinin əsasını təşKİl 
edir, öyrəndiyimiz disKret ehtimal və hən
dəsi ehtimal Kolmoqorov aKSİomalarını 
ödəyirlər. Qeyd edəK Kİ, Kolmoqorovun ак- 
siomaları ziddiyyətsizdir, yəni onların eyni 
zamanda ödəyən çoxlu ehtimal fəzaları 
qurmaq olar. AKsiomlar sistemi ehtimal öl
çüsünün verilməsini birqiymətli təmin et
mir. Bu isə Kolmoqorov aKsiomlar sistemi
nin zəngin olmasını göstərir. Bu 0 deməK
dir Kİ, aKsiomlar sistemində ehtimal ölçü
sünü müxtəlif üsillarla verməK olar. Bu 
fİKri aşağıdaKi misalla şərh edəK.

Misal. SimmetrİK zər daşı atıldıqda, 
hər bir üzün düşmə ehtimalı

p, = P- = -C. = | (1)
o

Burada normallaşma şərti ödənilir, 
yəni

/>+P2+... + />=! (2)

İndi isə fərz edəK Kİ, zər daşı simmet- 
rİK deyil. Forması Kub şəKİllidir, laKİn qey- 
ri-bircins materialdan hazırlanmışdır. Bu 
halda (1) bərabərliyinin ödənməsini fərz et- 
тэк düzgün olmaz. Məsələn, ola bilər kİ, 

olsun. Bu halda

da (2) normallaşma şərti ödənilir. 1) və 
2) aKSİomların tezliKİərin statistİK daya
nıqlıq xassəsi ilə izah etməK olar. A hadisə
sinin nisbi tezliyinin mənfi olmamazlıq

xassəsindən çıxır, belə kİ, ~P(A).

Yəqin hadisə üçün ~ 1 normallaşma

aKsiomun qəbul edilməsini tələb edir. Tu
taq Kİ. İkİ uyuşmayan A və B hadisələri 

.. ... _ мя+B .МЛ) M5)verilmişdir. Onda --------=—+—-.
N N N

Bərabərliyindən çıxır Kİ,
Р(Л + Я) = Р(Л) + Р(5) (3)

bərabərliyi ödənməlidir. 3) bərabərliyinə 
ehtimal ölçüsünün sonlu additivlİK xassəsi 
deyilir. Bu xassənin KÖməKİiyi ilə hesabi 
additivlİK aKsiomu aşağıdaKi misalda izah 
etməK olar.

Vahid Kvadrat daxilinə təsadüfi hissə- 
cİk atılır. Bu hissəciyin əsas Kvadratın da
xilində yerləşən və onun tərəflərinə paralel 
olan Kvadrata düşmə ehtimalı bu kİçİk 
Kvadratın sahəsinə bərabərdir. Sonlu addi
tivlİK xassəsinə görə hissəciyin kİçİk Kvad
ratdan təşKİl olunan istənilən fiqura düşmə 
ehtimalını tapa bilərİK. LaKİn sonlu addi
tivlİK xassəsi hissəciyin daha тйгэккэЬ, 
məsələn əsas Kvadrat daxilində yerləşən 
dairəyə düşmə ehtimalını birbaşa tapmağa 
imKan vermir.

Dairənin sahəsini tapmaq üçün bizə he
sabi additivlİK aKsiomunu qəbul etməK la
zım gəlir, çünKİ dairənin sonlu sayda kİçİk 
Kvadratlarının cəmi Kimi göstərməK müm- 
KÜn deyil. Kvadratların sayını artıraraq, 
onların sonlu sayda birləşmələrindən ibarət 
fiqurlarla dairəyə yaxınlaşa bilərİK. Dairə
nin sahəsi hesabi-additivlİK aKsiomu vasi
təsilə tapılır.
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ŞƏRTİ EHTİMAL
Fərz edəK kİ, müəyyən bir sınaq N dəfə 

aparılır. Bu zaman A -hadisəsi N(A) dəfə, 
B hadisəsi N(B) dəfə, AB hadisəsi isə

P(B)

Misal. Misal 1-də B={2-ci çıxarılan şa
rın ağ olması} hadisəsinin ehtimalını tapaq. 
Ehtimalın nlassin tərifinə görə

N(AB) dəfə baş verir. Onda, əgər nisbi tez-
ÜKİərin dayanıqlıq xassəsi ödənilərsə aşağı
danı münasibəti yaza bilərin:
АЖр(Л),"Ш

N N * P(B).
N(AB) 

N
~ P( AB) (1)

Buradan alırıq
N(AB) _ N(AB)/N _ P(AB)
N(B) ~ N(B)/N * P(B) (2)

nisbətinə A hadisəsinin B ha-
2V(Ä)

disəsinin baş verməsi şərti daxilində şərti 
nisbi tezliyi və ya A hadisəsinin B - yə nə
zərən şərti nisbi tezliyi deyilir.

(2) münasibəti göstərir ni, şərtsiz nisbi 
tezlinlər üçün dayanıqlıq xassəsi ödəndin- 
də, şərti nisbi tezlinlər üçün də dayanıqlıq 
xassəsi ödənilir. (2) münasibəti aşağıdanı 
tərifi verməyə əsas verir.

Tərif. A hadisəsinin B hadisəsinin baş 
vermə şərti daxilində (qısaca, A hadisəsi
nin B-yə nəzərən) şərti ehtimalı belə tə
yin olunur.

alırıq. (3)-dən alırıq
P(AB) = P(B)P(A \ B)

(5) düsturu ehtimalların vurma teo
remi adlanır.

Misal. Qutuda M sayda ağ və N-M 
sayda qara şar var. Tənrarsız sxem üzrə 
ardıcıl olaraq ini şar seçilir. Bu şarların ağ 
olması ehtimalını tapaq. Bu ehtimalı (5) 
vurma teoreminə görə tapmaq olar. A ilə 
1-ci şarın ağ, 5-lə 2-ci şarın ağ olması ha
disəsini işarə edən. Aydındır

f\A)=—,AR\/0=—
N N(N-1)

Ehtimalların vurma teoremi 
ümumi şənildə belədir.

Teorem (Vurma teoremi).
Tutaq ni, A},A2,...An hadisələri

P(At...A^) > 0. Onda
Р(Л|„Ч) = Р(Л1)Р(Л2|Л|)х 
хР(^|л,л)...Р(л„|я,..л__,)

İndi isə şərti ehtimalın tətbiqinə aid 
aşağıdanı ini düstur ilə tanış olaq.

Tərif. Tutaq ni, Al,A2...A„e3 hadisə
ləri verilib və aşağıdanı şərtlər ödənilir: 
1) Al^Aj=</>,i^j, 2) 4+4+...+4=Q.

Onda, {.4,,Л2,...,Лл} nüllüsünə uyuşma

(5)

ni,

daha

üçün

(6)

V - M
N '

p(b\a) = л/ -1-, p(b\a) =
1 V-l 2V-1

olur. Tam ehtimal düsturu (7)-ə əsasən ala 
rıq.

P(B) = Р(Л)Р(я|Л)4- P(Ä)P(B\Ä) = — x

M -1 N-M _ M _ M
X N - 1 N N - 1 ” N ‘
BeləlİKİə P(A) = P(B) alırıq. Analoji

qayda ilə göstərə bilərİK Kİ, şarları təKrar- 
sız sxem üzrə qutudan çıxartdıqda ağ şarın 
istənilən addımda çıxma ehtimalı eyni 
olur.

Bu misal göstərir Kİ, düzgün təşKİl 
olunmuş bilet çəKmədə bütün iştiraKçıların 
şansı onların hansı növbədə olmasından 
asılı olmayaraq eynidir.

Teorem. (Bayes düsturu). Tutaq Kİ, 
Л,,Л2,...Лл e 3 hadisələri bölgü təşKİl edir.

P(A\B) = ^1, (P(5)>0) (3)
• ' в)

P(A\B) şərti ehtimal üçün bəzən Pn(Ä) 
işarəsindən istifadə olunur.

Əgər P(Ä) > 0 olarsa, onda B hadisəsi
nin A -ya nəzərən şərti ehtimalından da da
nışa bilərin.

P(B A) =
P(AB)
P(A)

(P(A) > 0) (4)

Əgər (3)-də B- hadisəsini qeyd etsən 
və (Q,3,P) ehtimal fəzası üçün Ae3 olar
sa, onda P(A/ B) şərti A hadisəsinin funn- 
siyası nimi yeni (Q, 3,P(-/5)) fəzası təyin 
edir. Bunu göstərmən üçün p(|Z?)-nin 
1),2),3) Kolmoqorov ansiomlarını ödəmə
sini yoxlamaq lazımdır. Bunu isə etmən çə
tin deyil, belə ni, (3)-ə əsasən

P(A\B) = ^^->0, P(Q|B) = 1 •

Əgər AjA/, hadisələri üçün

yan hadisələrin tam qrupu və ya Q fəzası
nın bölgüsü deyilir.

Teorem. (Tam ehtimal düsturu). Tu
taq ni, Q çoxluğunun Л,,Л2...ЛяеЗ böl
güsü verilib və Р(Л,) > 0,z = l,ü ş onda

P(B) = '^P(AI)P(B/AI). (7)
/=1

İsbatı. Bölgünün tərifinə görə
В — B( A | 4- Л 2... 4- + An) = BA | + BA 2 + ...BA n.
Sonlu additivlin xassəsinə və vurma 

teoreminə görə
P(B) = X Р(Л,.Р) = £ P(4)P(5 / Л,.) •

/=l 1=1
Tam ehtimal düsturu sadə formaya ma- 

lin olsa da, ehtimal nəzəriyyəsinin bir çox 
fundamental nəticələrinin aşnar olunma
sında mühüm rol oynayır.

Onda , ixtiyari
B e 3,P(B) > 0 hadisəsi üçün aşağıdaKi 

düstur doğrudur.

ı-l
İsbatı. Vurma düsturuna

P(A,B) = P(A,)P(E\A,) = P(B)P(A,\B)

P(A, Й) 111 P(B)

(8)

görə

Tam ehtimal düsturunu P(5)-yə tət
biq etsəK, (8) düsturunu almış olarıq.

Bayes düsturunu tətbiqi məsələlərdə 
aşağıdaKi Kimi şərh etməK olar. Aj,i = i,n
hadisələrinə hipotezlər və B hadisəsinə isə 
müəyyən eKsperimentin (təcrübənin) nəti
cəsi Kimi baxaq. Р(Л,) ehtimalları təcrübə
nin aparılmasına qədər hesablanmış apriori 
ehtimallar, P(AtB) şərti ehtimallar isə eKs
perimentin nəticəsi məlum olduqdan sonra 
hesablanmış apasterior ehtimallar adlandı
rılır. Bayes düsturu Р(Л,) apriori ehtimal
ların və Р(В|Л,.) şərti ehtimalların Köməyi

ilə P(4|ö) ehtimallarını hesablamağa im- 
кап verir.

Misal. Fərz edəK Kİ, verilmiş İKİ qutu
nun hər birində N sayda KÜrəcİK var. Bi
rinci qutuda M,, İKİnci qutuda isə M2 say
da ağ rəngli KÜrəcİK var. Təsadüfi olaraq 
bir qutu seçilir və ondan tƏKrarlı sxem üz
rə n dənə KÜrəcİK seçilir. Bu KÜrəcİKİərin 
hamısının ağ olması hadisəsini B ilə işarə 
edəK.

At ilə birinci qutunun, A2 ilə isə İKİnci 
qutunun götürülmə hadisələrini işarə edəK.
Onda, Р(Л,) = Р(Л2) = |о1иг. Asanlıqla alı-

rıqKİ, =

Bayes düsturu apasterior ehtimalları 
tapmağa imKan verir:

P(4/ö) =_____ W^At)---------- =
р(л,)Р(Р/л)+р(Л2)Р(р/л2)

, z . . \ n

, * = 1,2.

_ ------ --------= * = 1,2 •w; + л/;
Əgər M2 < M! olarsa, onda n -> oo olduq-

J---------> I •
/ V n

eKsperimentin B nəticəsinə 
apriori ehtimalları ilə

da P(.4,|Ä) —

1 4-

BeləlİKİə, 
görə Р(Л,) 
Р(Л, I B) apasteriori ehtimalları bir-birindən 
ciddi fərqlənirlər.

ASILI OLMAYAN HADİSƏLƏR

Bu bölmədə verəcəyimiz asılı olmazlıq 
anlayışı ehtimal nəzəriyyəsində əsas anla
yışlardan biri hesab olunur.

Təsadüfi hadisələrin asılı olmazlıq xas
səsi ehtimal nəzəriyyəsinin özünə məxsus
luğunu müəyyən edir. Məhz asılı olmazlıq 
anlayışı Ehtimal nəzəriyyəsini ölçülər nəzə
riyyəsindən fərqləndirir. Hadisələr arasın
da asılı olmazlıq emprİK olaraq, səbəbə 
görə asılı olmazlıq Kimi ifadə olunur. Mə
sələn, bir hadisənin baş verməsi digər hadi
sənin baş verməsindən asılı deyilsə (yəni,
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onlar arasında funKSİonal və səbəbi asılılıq 
yoxdursa), onda belə hadisələrə asılı olma
yan və ya səbəbə görə asılı olmayan hadisə
lər deyilir. Səbəbə görə asılı olmayan hadi
sələrin riyazi tərifini verməK üçün əvvəlcə 
fərz edəK Kİ, verilmiş A B e P hadisələri
nin hər hansı birinin ehtimalı, məsələn 
P(5) > 0 olur, onda P(A\B) = P(AB)/P(B) 
şərti ehtimalından danışmaq olar, əgər 
P(A\B) = P(A) olarsa, yəni şərti ehtimal 
şərtsiz ehtimala bərabər olsa, onda deyirlər 
Kİ, A hadisəsi B -dən asılı deyil. Əgər ey
ni zamanda Р(Л)>0 münasibəti də ödənər
sə, onda alarıq kİ,

P(B / A) = — АИ 1 = P(B) - (A ' = P(B).
P(A) P(A) ’

Yəni, B hadisəsi də A hadisəsindən 
asılı deyil. Buradan da çıxır kİ, hadisələrin 
asılı olmazlıq xassəsi simmetrİKdir. Yəni, 
əgər B hadisəsi A - dan asılı deyilsə, onda 
eyni zamanda hÖKm etməK olar Kİ, A hadi
səsi də 5-dən asılı deyil. Əgər A hadisəsi 
B -dən asılı deyilsə, yəni Р(А\В) = P(A} 
olarsa, onda alarıq kİ,

P(AB) = P(B)P(A \ B) = P(A)P(B).
Asanlıqla göstərməK olar Kİ, 

P(AB} = P(A)P(B) olduqda Р(А\В) = Р(А) 
olur.

Qeyd edəK Kİ, P(AB) = P(A)P(B) bəra
bərliyi P(A) - 0 olduqda da ödənir. Doğru
dan da P(A} = 0 olsa, onda AB ç A və 
P(AB)£P(A) = 0 olduğundan P(AB) = 0 
olur.

BeləlİKİə, İkİ hadisənin asılı olmaması 
üçün aşağıdaKi tərifi verməK olar.

Tərif. Əgər
P(AB) = P(A)P(B) (1)

olarsa, onda A və B hadisələrinə asılı olma
yan hadisələr deyilir. Əgər (1) bərabərliyi 
ödənmirsə, onda hadisələr asılıdır deyilir.

(1) ifadəsi İkİ hadisənin asılı olmama
sını ifadə edir. İKİdən daha çox sayda hadi
sələrin asılı olmamasının tərifini verəK.

Fərz edəK Kİ, At,A2,...Ane3 hadisələri 
verilib. Əgər bu hadisələrdən ixtiyari İKİsi 
asılı deyilsə, onda deyirlər Kİ, Al,A2,...An 
hadisələri cüt-cüt asılı deyil.

Tərif. Əgər istənilən \<l[<l2<...<lm<n 
indeKsləri üçün
P Q Alt I = fj P(Alt), <n- Bərabərliyi

ödənərsə, onda Ai,A2,...An hadisələrinə asılı 
olmayan və ya Küllüyyatca asılı olmayan 
hadisələr deyilir.

2-ci tərifdən görünür Kİ, asılı olmayan 
Al,...,An hadisələrin istənilən A, ...At altçox- 
luğu asılı olmayan hadisələrdən ibarət 
olur.

Əgər r=2 olarsa, biz cüt-cüt asılı olma- 
mazlığı alarıq. Bu isə o deməKdir kİ, hadi
sələrin KÜlliyyatca asılı olmazlılığmdan on
ların cüt-cüt asılı olmazlıq xassəsi çıxır. 
Bu faxtın tərsi isə ümumiyyətlə doğru de
yil. Bu, aşağıdaKi misaldan görünür.

Misal. {2,3,5,30} ədədlər çoxluğundan 
təsadüfi bir ədəd götürülür. AşağıdaKi tə
sadüfi hadisələrə baxaq:

A2 ={götürülmüş ədəd 2-yə bölünür},
A2 = {götürülmüş ədəd 3-э bölünür},
As = {götürülmüş ədəd 5-э bölünür} (gös

tərəK Kİ, cüt-cüt asılı deyil, laKİn KÜlliy
yatca asılıdırlar. Aydındır kİ, 
P(A2) = P(A3) = P(A5) = \.

GöstərəK Kİ, A2 və A3 hadisələri asılı 
deyil. Aydındır kİ, tərifə görə 
P(A2A3) = P(A2)P(A3) olmalıdır.

P(A2A3) = ± = ~±=P{A2)P(A3)

Eyni qayda ilə qalan hadisələrin də 
cüt-cüt asılı olmadığını göstərməK olar. Di
gər tərəfdən 1 =

münasibəti göstərir Kİ, bu üç hadisə KÜlliy
yatca asılıdır.

Teorem. 1) Əgər A və B hadisələri 
asılı deyilsə, onda B və A hadisələri də 
asılı deyil.

2) Əgər Л, və B, A2 və B hadisələri 
asılı deyilsə və АхА2=-ф olarsa, onda 
A} + A2 və B hadisələri asılı deyillər.

4-/= 1,2 və B hadisələrinin asılı olma-

mazlılığından və АхА2=ф olduğundan yaza Onda, 
bilərİK. ,

P(( J, + J2)ö) = P(AlB) + P{A2B) = Р(Л,)Р(5) + /’t-L H\B) = 
= P(B)P(A,) + P(A2)), yəni B və A{ + A2 hadi
sələri asılı deyillər.

DİSKRET TƏSADÜFİ KƏMİYYƏTLƏR

Fərz edəK Kİ, (Q^P) disKret ehtimal fə
zasıdır, yəni, Q={ty) sonlu və ya hesabi çox
luqdur. Bu halda to e Q elementar hadisə
sindən asılı olan istənilən ədədi
funKSİyasına təsadüfi Kəmiyyət deyəcəyİK. 
Təsadüfi Kəmiyyətə aid misallara baxaq.

Misal. Metal pulun İKİ dəfə atılması 
eKsperimentində “G” üzün düşməsi sayını 
£ = £(<y) işarə edəK, burada

üigQ = {GG,GP,PG,PP}. 
Bu təsadüfi Kəmiyyəti cədvəllə ifadə etsəK.

(У GG GP PG PP 1
4 2 1 1 0

Əgər təsadüfi Kəmiyyət sonlu sayda 
qiymətlər alarsa, onda belə təsadüfi Kəmiy
yətə sadə təsadüfi Kəmiyyət deyilir.

Sadə təsadüfi Kəmiyyət ailəsinin mü
hüm bir üzvü indİKator anlayışı ilə tanış 
olaq.

Tərif. A hadisəsinin indİKatoru belə tə
yin olunur: JAa>)=\'t0 1 • Bu o deməK-

dir Kİ, əgər sınaq zamanı A hadisəsi baş 
verirsə, onun indİKatoru 1, əks halda 0 
qiymətini alır.

Hadisənin indİKatorunun aşağıdaKi 
xassələrini qeyd edəK.

D Jn=l, ^0=ə’
2) A c B olarsa, JA < J
3)
4) АоВ-ф olarsa, J
5) J, = 1-J4.
Fərz edəx Kİ, £ = təsadüfi Kəmiy

yəti xlx2... qiymətləri alır və fərz edəK Kİ, 
x ^x., j. Onda Ak ={(o;Ç = xk} hadisələri 
bölgü əmələ gətirir, belə Kİ, £ Ak = Q olur.

B ’
J AB ~ J A ' J B »

A+B ~ J а+J B'

(D

(2)

J ı. indİKatorların Köməyi ilə 
ф = £(со}- ni aşağıdaKi Kimi yazaq:

’’f Л \İ4 N\ -
k

(1) bərabərliyinin sağ və sol tərəfi 
(уеЛ,- lər üçün Xj qiymətini alır. Təsa
düfi Kəmiyyətlərin əsas xaraKteristixala- 
rından biri onun ehtimal paylanmasıdır.

Tərif. < = £(#) təsadüfi Kəmiyyətinin 
ehtimal paylanması
p{$ eB) = P{a> : B) {B e /?(/?)) ehtimalına
deyilir. Aydındır Kİ,

P(^ s)= =

Təsadüfi Kəmiyyətin ehtimal paylanma
sına paylanma qanunu da deyilir. (2) pay
lanma qanunu verilmiş təsadüfi Kəmiyyətin 
aldığı x,.x2... qiymətlərilə və bu qiymətlərin 
alınma ehtimalları Pk = P(ç = xk ),k > 1 ilə 
təyin olunur.

Çox hallarda təsadüfi Kəmiyyətin pay
lanma qanunu (xk,Pk) (k Z 1) cütlərlə veri
lir. Burada xk təsadüfi Kəmiyyətin aldığı 
qiymət, Pk bu qiymətə uyğun ehtimaldır.

PraKtİKİ məsələlərdə paylanma qanunu 
aşağıdaKi cədvəldə verilir:

X, X, • •• x„, «H ....

A ... П-. p. ....

Yuxarı sıra təsadüfi Kəmiyyətin aldığı 
müxtəlif qiymətlərdən ibarətdir. Aşağı sı- 
radaxı ədədlər isə P*>O,£P*=1 şərtini 

k
ödəyən ehtimallardır. A hadisəsinin J A in- 
dİKatorunun paylanma qanunu cədvəldə 
belə verilir.

0 1J
l-P(A) P(A)

Qeyd edəK Kİ, hər bir təsadüfi Kəmiy
yətə bir paylanma qanunu uyğundur. Eyni 
bir paylanma qanununa isə müxtəlif təsa
düfi Kəmiyyətlər malİK ola bilərlər. Məsə
lən, əgər A və B hadisələri müxtəlifdirsə, 
onda P(A) = P(B} ola bilər və deməli müx-
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təlif JA və JB təsadüfi Kəmiyyətləri (indi- 
Katorları) eyni bir paylanma qanununa ma
lİK olurlar.

Ehtimal nəzəriyyəsində çox vaxt uyğun 
ehtimal fəzasını və % = £(&>) funKsiyasını 
vermədən (2) paylanma qanununa tabe olan 
təsadüfi Kəmiyyət haqqında danışırlar. Bu 
halda fərz olunur kİ, müəyyən bir (Q,3,p) 
ehtimal fəzası və bu fəzada təyin olunmuş 
Ç = £(co) təsadüfi Kəmiyyəti var kİ, onun 
paylanma qanunu (2)-lə və ya göstərilən 
cədvəldə verilir. Ehtimal fəzası tədqiq olu
nan məsələnin həll sxeminə görə seçilir. (2) 
paylanma qanununa uyğun sadə ehtimal fə
zasını verməK üçün elementar hadisələr fə
zasını Q = {x1,x2...} götürəK və (y = x,. ele
mentar hadisələrin ehtimallarını 
P(a>)= P(x.) = P.: qəbul edəK. Uyğun ^-^co) tə
sadüfi Kəmiyyəti isə 4r(x;)=x/ Kİmi təyin 
olunur.

RİYAZİ STATİSTİKA NƏDİR?
StatistİKa elə təsadüfi dəyişİKİİKİəri 

(hadisə və prosesləri) öyrənir kİ, onların 
birqiymətli (birmənalı) təsvirini və proqno
zunu qabaqcadan verməK mümKÜn olmur.

Məsələn, müəyyən zaman aralığında öl- 
Kədə doğulan və ölən insanların dəqiq sayını 
qabaqcadan söyləməK mümKÜn deyil, müəy
yən zaman aralığında ailənin gəlirini və xər
cini qəpİK dəqiqliyi ilə qabaqcadan deməK ol
maz. Bundan əlavə, yolda 10 qəpİK metal pu
lun tapılmasını, lotoreyada uduşun olmasını, 
xəstəlİKdən müəyyən qədər pulun xərclənmə
sini, səhv qərarın qəbul olunmasını, birjalar
da böhranın nəticələrini və s. qabaqcadan 
birmənalı söyləməK olmur.

İnsan həyatında, cəmiyyət və onun sivi
lizasiyasında təsadüfi faKtorların oynadığı 
rolu шкаг etməK və ya nəzərə almamaq 
mümKÜn deyil. Cəmiyyətin dayanaqlı və 
həyatın inKİşafını proqnozlu etməK üçün 
təsadüfi faKtorların rolunu və təsir imKan- 
larını azaltmaq lazımdır. Onların rolunu 
tamamilə aradan qaldırmaq mümKÜn deyil 
və bu cəhdlər həmişə uğursuz olmuşdur.

Həqiqi statistİK məlumatlara malİK ol
madan və onların statistİK metodlarla təh
lilini (analizini) aparmadan müasir planlaş

dırma, idarəetmə və proqnozlaşdırma məsə, 
lələrini həll etməK mümKÜn deyil.

Müasir dövrü təhlil etməK və gələcəyə 
baxmaq məsələsi həmişə aKtual olmuşdur. 
Bu işi görməK üçün müxtəlif üsullar tədbiq 
edilir. Bu məsələlərdə meydana çıxan təsa
düfi faKtorların təsvir edilməsi və öyrənil
məsi statistİKa elminin əsasını təşKİl edir. 
Müasir statistİKada riyaziyyat elminin an
layış və metodlarından geniş istifadə edilir. 
Bu o deməKdir Kİ, real situasiya (vəziyyət) 
stoxastİK (ehtimallı) sxemlərlə (modellərlə) 
əvəz olunur və ehtimal nəzəriyyəsinin me
todları ilə təhlil edilir. StatistİK müşahidə
lərin nəticələrinin analizini aparmaq üçün 
ciddi riyazi metodların tədbiqi müasir sta
tistİKada geniş yayılmışdır.

Qeyd edəK kİ, istənilən statistİK məlu
matlar həmişə tam və dəqiq olmur. Bu tam 
və dəqiq olmayan statistİK məlumatları 
analiz etməKİə tədqiq olunan obyeKt haq
qında əsaslı və düzgün nəticələri əldə et- 
тэк statistİKa elminin əsas məsələləridir.

РгакНка göstərir kİ, statistİKa bu tipli 
məsələləri uğurla həll edir.

Orta məKtəbin müəllimləri və yuxarı 
sinif şagirdləri üçün nəzərdə tutulmuş “Ri
yazi statistİKa nədir” metodİK vəsaitdə ri
yazi statistİKanın əsas anlayışları və məsə
lələri sadə şəKİldə şərh olunur. Əvvəlcə eh
timal nəzəriyyəsindən lazım olan zəruri an
layışlar vəsaitin 1-ci fəslində şərh olunur. 
II-ci fəslində riyazi statistİKanın əsas anla
yışları və məsələləri orta məKtəb səviyyə
sinə uyğun olaraq şərh edilir.

Hesab edirİK kİ, orta məKtəb üçün İİk 
dəfə yazılan bu vəsait riyazi statistİKanın 
əsas anlayışları, məsələləri və metodları 
haqqında təsəvvür yaradacaq. PraKtİKada 
meydana çıxan statistİK məsələlərin riyazi 
modelini qurmaq və tədqiq etməK bacarı
ğını şagirdlərə aşlamaq prosesində bu 
vəsait müsbət rol oynayacaqdır.

Kitab orta məKtəb şagirdləri, müəllim
lər və riyaziyyatı sevənlər üçün nəzərdə tu
tulur.

ELEMENTAR EHTİMAL NƏZƏRİYYƏSİ

Bu fəsildə biz riyazi statistİKanın anla
yış və məsələlərini verməK üçün ehtimal 
nəzəriyyəsinin əsas anlayışları ilə tanış ola
cağıq.

SONLU NƏTİCƏLİ TƏSADÜFİ 
SINAQLARIN EHTİMAL MODELİ

Sonlu sayda müxtəlif cox,...,coN mümKÜn 
nəticələrinə maliK müəyyən bir stoxastİK 
(təsadüfi) eKsperimentə baxaq. Bu nəticələ
rin real təbiəti bizi maraqlandırmır, əsas 
cəhət ondan ibarətdir kİ, onlarda say sonlu 
olur və N-ə bərabərdir.

cot...,coN nəticələrinə elementar hadisə
lər deyilir. Onların Küllüsü Q = {<ц.... con}-
çoxluğu elementar hadisələr fəzası adlanır.

StoxastİK eKsperimentlərin riyazi mo
delinin qurulmasında birinci addım elemen
tar hadisələr fəzasının verilməsindən ibarət 
olur.

Elementar hadisələr fəzasının struKtu- 
runun təsvirinə aid aşağıdaKİ misallara ba
xaq.

Misal. Metal pulun bir dəfə atılmasında 
uyğun Q elementar nəticələr fəzası İKİ - G 
- “gerb” və P - “pul” nəticələrindən ibarət 
olur: Q = {G,P}.

Misal. Metal pulun n dəfə atılmasına 
uyğun Q fəzası isə belə olur:

Q = {со: со = {<y,, бУ2..., con}, ra, = P və ya G}
Q-nin elementlərinin sayı |Q| - 2" olur.
Misal. Fərz edəK Kİ, əvvəlcə metal pul 

atılır. Əgər “G” üzü düşərsə, onda altı üzlü 
zər daşı (1,2,3,4,5,6 rəqəmlərlə nömrələn
miş) atılır, əgər “P” üzü düşsə, onda metal 
pul yenidən atılır. Bu eKsperimentə uyğun 
Q elementar hadisələr fəzası belə olur:

Q = {Gl, G2, G3, (74, (75, (76, PG, PP}
İndi isə təsadüfi hadisə (qısaca hadisə) 

anlayışını verəK.
Adətən, sınağın nəticəsində KonKret 

hansı elementar hadisənin (<y) baş verməsi 
ilə deyil, onun bu və ya digər elementar 
hadisələr (nəticələr) çoxluğuna daxil olması 
ilə maraqlanırlar.

Əgər A çıQ çoxluğu üçün eKsperimen- 
tin aparılma şərtləri daxilində onun со ele
mentar nəticəsinə görə “ со e A ” və ya 
“cogA” deməK mümKÜn olarsa, onda A 
çoxluğuna hadisə deyəcəyİK. Məsələn, tu
taq Kİ, metal pul üç dəfə atılır. Bu halda 
Q elementar hadisələr fəzası 8 dənə ele

mentar nəticədən ibarət olur:
Q = {GGG, GGP, GPP, PGP, PPG, GPG, PGG, ppp} 
Əgər bizim bütün üç dəfə atılmaların nəti
cəsini qeyd etməK (yazmaq, ölçməK) imKa- 
nımız olsa, onda:

A = {GGG,GGP,GPG,PGG} 
çoxluğu ən azı İkİ “G” üzünün düşməsi ha
disəsi olur. Əgər biz yalnız 1-ci atılmanın 
nəticəsin qeyd edə bilirİKSə, onda A çoxlu
ğuna hadisə Kİmi baxa bilmərİK, çünKİ 
KonKret со e Q nəticəsinin со e A ilə ya 
со i A olmasını nə təsdiq, nə də inKar edə 
bilmərİK.

BeləliKİə, təsadüfi hadisəyə elementar 
nəticələrin müəyyən bir çoxluğu Kİmi baxa 
bilərİK. Çoxluqlar üzərində aparılan birləş
mə (u), Kəsişmə (n) və tamamlama əməllə
rini hadisələr üzərində apara bilərİK.

İkİ A nə B çoxluqlarının birləşməsi elə 
c = A u B çoxluğuna deyilir Kİ, bu çoxlu
ğun hər bir elementi ya A -ya, ya da B- 
daxil olur, yəni

C = Aü B = {coeCT.coe A və ya coe B}
Ehtimal nəzəriyyəsi dilində C - A u B 

elə hadisədir Kİ, bu hadisə A nə B hadisələ
rindən heç olmasa birinin baş verilməsin
dən ibarət olur.

İkİ A və B çoxluqlarının Kəsişməsi elə 
C = AoBnə ya C = AB çoxluğuna deyilir 
Kİ, bu çoxluğun hər bir elementi həm A-ya 
və həm də B-yə daxil olur, yəni:

C = Ar>\B = {coeQ:coeA nə coeB}
Ehtimal nəzəriyyəsi dilində A n B çox

luğu A nə B hadisələrinin eyni zamanda 
baş verməsindən ibarət olan hadisədir.

Məsələn, A = {GG, GP, PG} 
və B = {PP, PG, GP} olarsa

AvB={GG,GP, PG, PP}
AoB = {PG,GP}

olur.
İKİ A və B çoğluqlarının fərqi elə 

C = A \ B çoxluğuna deyilir kİ, bu çoxluğun 
hər bir elementi A-ya daxil olur və B-yə 
daxil olmur, yəni C = A\B = {coeQ-.coe və 
6У g .

Ä = П\А fərqinə A çoxluğunun tamam- 
layıcısı deyilir.
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Ehtimal nəzəriyəsi dilində A çoxluğu 
A hadisəsinin baş verməməsi və ya inxar 
hadisəsidir.

Məsələn, {GG,GP,PG} heç olmasa bir 
dəfə “G” üzünün düşməsi hadisəsinin inKar 
hadisəsi A = {PP} olur, yəni hər dəfə “P” 
üzünün düşməsi hadisəsidir.

Aydındır Kİ. A və A çoxluqlarının or
taq elementi olmur və deməli A n A = ф . 
(^-boş çoxluqdur). Ehtimal nəzəriyyəsində 
ф çoxluğu mümKÜn olmayan hadisədir, Q 
çoxluğu isə zəruri və ya yəqin hadisədir.

AB = ф olduqda A u B birləşməsinə A 
və B çoxluqlarının cəmi deyilir və A + B 
Kimi yazılır.

Əgər A q Q altçoxluqlarının müəyyən 
bir Ao sisteminə baxsaq, onda u,n, və \ 
əməllərinin Köməyi ilə Ao sistemindən yeni 
bir çoxluqlar sistemini almaq olar Kİ, bu 
sistemin hər bir çoxluğu hadisə olur.

Bu hadisələr sisteminə yəqin (Q) və 
mümKÜn olmayan (ф) hadisələrini daxil et- 
sək, alınan A hadisələr sistemi cəbr əmələ 
gətirir, yəni

1) QeA
2) Əgər ЛеА və В e A olarsa, onda 

A u B,A r\B,A\B hadisələri A-ya daxil 
olur.

Hadisələr cəbrinə aid aşağıdaKi misal
lara baxaq:

1) {£2.^! sistemi yəqin (Q) və müm
KÜn olmayan (^) hadisədən ibarətdir. Bu 
sistem trivial cəbr (və ya ən kİçİk cəbr) ad
lanır.

2) {А,А,£2,ф}- sistemi A hadisəsinin do
ğurduğu cəbr adlanır.

3) {A : A çz Q} -Q-nın bütün altçoxluq- 
larının sistemidir (ф çoxluğu da daxil ol
maqla).

Bu sistem maKsimal cəbr adlanır.
BeləliKİə, biz hələlİK sonlu sayda nəti

cələri olan stoxastİK eKsperimentin ehtimal 
modelini qurmaq üçün İkİ addım atmışıq: 
Q elementar hadisələr fəzası təyin olunub 
və onun hadisə adlandırılan müəyyən alt- 
çoxluqlarının sistemi A- cəbri qurulub. İn
di isə üçüncü - axırıncı addıma KeçəK və 

hər bir a», • Q.i = I.jV, elementar hadisəsinin 
“çəKİcini”-ehtimalını- P(<y,) ədədini təyin 
edəK. Fərz edəcəyİK Kİ, aşağıdaKi sətirlər 
ödənilir.

1) Л®, )> 0 (mənfi olmamazlıq)
2) P(ü)\ ) + ... + P(coN )= 1 (normallaşma).
Aydındır Kİ, bu İkİ sətirdən çıxır Kİ, 

0<P(üi,)<1, İ = \N

İstənilən A e A hadisəsinin ehtimalını 
belə təyin edəK:

P(A)= £p(<4) (D
M>i*A

BeləliKİə, Q sonlu nəticələr çoxluğuna 
və A hadisələr cəbrinə malİK stoxastİK eKs
perimentin ehtimal modeli (Q,A,P) üçlüyü 
ilə verilir, burada Q = jryl.... л>л }.
A-Q-nin müəyyən altçoxluqlarının cəbri 
və P-{P(A):AeA} hadisələrin ehtimallar 
Küllüsidir.

(Q, A,P) üçlüyünə ehtimal fəzası da de
yilir.

(1) düsturundan ehtimalın aşağıdaKi 
xassələri çıxır:

P(^) = 0, P(Q)=1
P(AuB) = P(A) + P(B)-P(AnB).

Xüsusi halda əgər Ar^B = ^olarsa, on
da

P( A + B) = P(A) + P(Ä) 
və P(Ä) = 1-P(A).

KonKret müəyyən edilmiş stoxastİK 
eKsperimentlərin ehtimal modellərinin qu
rulması zamanı Q elementar hadisələr fə
zasını və hadisələrin A cəbrini qurmaq mü- 
гэккэЬ məsələ deyil. BeləKİ, elementar eh
timal nəzəriyyəsində öyrənilən stoxostİK 
eKsperimentlər (sınaqlar) çoxlu sayda (və 
ya ən çoxu hesabi sayda) elementar nəticə
lərə malİK olar. Bu halda A cəbri olaraq 
Q-nın bütün alt çoxluqlar çoxluğu götü
rülür. Ehtimal modelin qurulmasında çətin 
məsələ elementar hadisələrin P(tw,) ehti
mallarının verilməsi ilə bağlı ortaya çıxır. 
Bu ehtimalların verilmə qaydası ehtimal 
nəzəriyyəsinin məsələsi deyil. Bu, riyazi 
statistİKanın məsələsidir.

Ehtimal nəzəriyyəsində əsas məsələ bu 
verilən P(<w,) nəzəri ehtimalların Köməyi 
ilə A-ya daxil olan тигэккэЬ hadisələrin 
ehtimallarının tapılmasıdır.

Yuxarıda deyilən çətinlİKİə əlaqədar 
qeyd edəK Kİ, çoxlu sayda praKtİKİ hallar 
var Kİ, bu hallarda elementar nəticələr eyni 
imKanlı olurlar. Buna görə

Р(<ц) = ... = р(й^) = —, (1 < N < oo) olur.
N

Onda istənilən AeA hadisəsi üçün (1) 
düsturundan

Ир(Л)='—(2) 
w

alınır, burada |л|-Пэ A hadisəsini təşKİl 
edən elementar hadisələrin sayı işarə edil
mişdir. (2) düsturu KİassİK ehtimal düs
turu adlanır.

Aydındır Kİ, KİassİK ehtimalın hesab
lanması məsələsi |/l|-nın hesablanması mə
sələsinə gətirilir.

ŞƏRTİ EHTİMAL.
ASILI OLMAYAN HADİSƏLƏR

Hadisənin KİassİK ehtimalı aşağıdaKi 
suala cavab tapmağa imKan verir: Qutuda 
M sayda KÜrəcİK var, onlardan dənəsi 
ağ, M2 -dənəsi isə qara rəngə malİKdir. Qu
tudan təsadüfi götürülən Kürəciyin ağ ol
ması hadisəsinin (bu hadisəni A ilə işarə 
edəK) ehtimalını tapın.

MAydındır Kİ, Р(Л) =—L olur.
M

İndi isə belə suala baxaq: qutudan 1-ci 
götürülən Kürəciyin ağ olması (A hadisəsi) 
şərti daxilində 2-ci götürülən Kürəciyin ağ 
olması ( B hadisəsi) hadisəsinin ehtimalını 
tapın.

Burada fərz olunur Kİ, götürülən KÜrə- 
cİk qutuya qaytarılmır.

Aydındır kİ, bu məsələnin həllində aşa- 
ğıdaKi Kimi mülahizə aparmaq olar: əgər 1- 
ci götürülən KÜrəcİK ağdırsa, onda 2-ci gö
rülən KÜrəcİK M-l sayda KÜrəcİKİər içəri
sində seçilir və burada -1 sayda ağ KÜ

rəcİK qalır. Buna görə bizi maraqlandıran 
şərti ehtimalı ——1 bərabər hesab etməK 

M - 1
məqsədəuyğundur.

İndi şərti ehtimalın intuisiya ilə uzla
şan tərifini verəK.

Tutaq Kİ, sonlu (Q,A,P) ehtimal fəzası 
və A e A hadisəsi verilmişdir, P(A)>0.

Tərif. BeA hadisəsinin A hadisəsinə 
nəzərən (daha dəqiq desəK A hadisəsinin 
baş verməsi şərti daxilində) şərti ehtimalı 
(onu P(B\A) Kimi işarə edilir).

( 1 * nisbətinə dəyişər, yəni 
P(B)

P(B\A)=P{AB>> olur.
P(Ä)

Ehtimalın KİassİK tərifinə görə,
|л| |ля|

P(A)= P(AB) = - , olduğundan 
H Й

olur.

Şərti ehtimalın aşağıdaKi xassələrini 
qeyd edəK.

Р(Л|Я) = 1, P(4O = 0, P(Q|/1) = 1
əgər AçB olarsa, onda Р(Р|Л) = 1 olur.

Əgər Bt n B2 = ф olarsa onda
P(B} + 52|A) = P(B2\A) + Р(5,|Л) olar.

Bu xassələr şərti ehtimalın tərifindən 
birbaşa alınırlar.

Şərti ehtimalın tapılmasına aid aşağı- 
daKi misala baxaq.

Misal. İKİuşaqlı ailədə hər İKİ uşağın 
oğlan olmasının ehtimalını aşağıdaKi şərt
lər daxilində tapın:

1) BöyÜK uşaq oğlandır.
2) Uşaqlardan heç olmasa biri oğlan

dır.
Həlli: Elementar hadisələr fəzası

Q.= {OO,OQ,QO,QQ}
olur, burada OQ elementar hadisəsi böyÜK 
uşağın O oğlan, kİçİk uşağın isə qız olma
dığını göstərir və s.

Fərz edirİK Kİ, elementar hadisələr eyni 
ehtimallardır, yəni

P(GO) = P(OQ) = P(QO) = P(QQ) - |
4
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BöyÜK uşağın oğlan olması hadisəsini A 
ilə, kİçİk uşağın oğlan olması hadisəsini isə 
B ilə işarə edəK. Onda A u B hadisəsi heç 
olmasa uşaqlardan birinin oğlan olmasını, 
AnB hadisəsi isə hər İkİ uşağın oğlan ol
masını göstərir.

Məsələnin l)-ci bəndində axtarılan şərti 
ehtimal P(AB / A), 2)-ci bənddə isə axtarı
lan şərti ehtimal P(AB! A o Z?) olur.

Deməli P(AB\A) = ' (AB>) burada
1 P(A)

P{AB) = P(OO) = -
4

və 
p(^)=p(o<9)+p(oe)=i+i=l

4 4 2
olduğunu nəzərə alsaq

1
P(AB\A) = 4 = -

1 2
2 

alarıq.
Eyni qayda ilə

P(AB/A^B) = P(AB^
P(A u B) 

bərabərliyində

P(A u B) = P(OO) + P(OQ) + P(QO) = -
4 

olduğunu nəzərə alsaq
1

P(ABIAvB) = ± = -
3 3
4

alarıq.
İndi isə hadisələrin asılıolmazlıq xas

səsi ilə tanış olaq.
Əgər A hadisəsinin baş verməsi B hadi

səsinin baş vermə ehtimalına təsir etmirsə, 
onda təbii olaraq deyirlər kİ, B hadisəsi A 
hadisəsindən asılı deyil, yəni

Р(В\А) = Р(В), P(A)>0.
Şərti ehtimal şərtsiz ehtimal ilə üst-üs

tə düşür.
p/ Л D\

P(B / A) = olduğunu nəzərə alsaq,

alarıq Kİ, B hadisəsi A-dan asılı deyilsə

P(AB) = P(A)P(B) (3)
bərabərliyi ödənilir.

Əgər P(B) > 0 olarsa, onda 
P(A/B = P(A) bərabərliyi ödəndİKdə deyir
lər Kİ, A hadisəsi B hadisəsindən asılı de
yil-

Bu halda (3) bərabərliyinin doğru ol
duğu almır. (3) bərabərliyi A və B hadisələ
rinə görə simmetrİKdir, yəni A hadisəsi B 
hadisələrdə A-dan asılı olmur.

Qeyd edəK Kİ, (3) bərabərliyi P(A) = 0 
(P(S) = 0) olduqda da ödənilir.

Doğrudan da, əgər P(Ä) = Q olarsa, on
da AB^A olduğundan alırıq kİ, 
0 < P(AB) < P(A) = 0 olur.

Buradan P(AB) = 0 olur, yəni (3) bəra
bərliyi P(A) = 0(P(B) = 0) olduğu halda 0=0 
bərabərliyi Kİmi ödənilir.

BeləlİKİə aşağıdaKi tərifi verməK olar.
Tərif. Əgər P(AB) - P(A)P(B) olarsa, 

onda A və B hadisələrinə asılı olmayan və 
ya statistİK asılı olmayan hadisələr deyilir.

AşağıdaKi misala baxaq:
Misal. Tutaq Kİ, A hadisəsinin ehtimalı 

o və ya 1-ə bərabərdir. Onda istənilən B 
hadisəsi A-dan asılı deyil.

Doğrudan da əgər P(A) = 0 olarsa, onda 
yuxarıda verdiyimiz mühaKİməyə görə istə
nilən B hadisəsi üçün P(AB) = 0 = P(A)P(B) 
olur.

Əgər P(A)=1 olarsa, onda istənilən B 
hadisəsi üçün

\ = P(A)<P(AuB) =
= P(A) - P( AB) -1 + P(B) - P(AB) 

münasibətindən alırıq kİ, P(AB) = P(B) 
olur.

Onda P(AB) = P(A)P(B) bərabərliyi doğ
ru olur.

TASADÜFt KƏMİYYƏT VƏ ONUN 
XARAKTERİSTİKALARI

Tutaq Kİ, (Q,A,P) üçlüyü sonlu sayda 
elementar nəticəyə (|Q|<oo) malİK müəyyən 
stoxastİK eKsperimentin ehtimal modelini 
ifadə edən ehtimal fəzasıdır.

Yuxarıda qeyd olunduğu Kİmi bu fə

zada hadisənin ehtimalının hesablanmasın
da Q -nın elementlərinin təbiəti maraq Kəsb 
etmir. Əsas maraq qiymətləri elementar ha
disələrdən asılı olan müəyyən ədədi хагак- 
teristİKalar Kəsb edir. Məsələn, metal pulu 
n dəfə atdıqda gerb üzünün düşmə sayı ele
mentar hadisələrdən asılı olaraq o,l,2,....,n 
sayda qiymət alır. Gerb üzünün düşmə sa
yının əvvəlcədən hansı qiymət alacağını de- 
тэк mümKÜn olmur. Ümumiyyətlə, təsa
düfi eKsperimentin nəticələrindən asılı ola
raq müxtəlif qiymətlər olan Kəmiyyətlər tə
sadüfi Kəmiyyətlər adlanır.

Yuxarıda qeyd etdİK Kİ, fl elementar 
hadisələr fəzasının nöqtələri KonKret ob- 
yeKtlərlə təsvir oluna bilərlər, məsələn, 
Q -nin nöqtələri almalarla, moleKullarla, 
insanlarla və s. obyeKtlərlə təsvir oluna bi
lərlər. Bu obyeKtlər müxtəlif xassələrə ma
lİK olurlar. Bu xassələrin bir hissəsini ölç- 
тэк olar. Almanın çəkİsİ və həcmi var, 
onun şirəsinin Kimyəvi xassələrini təyin et- 
тэк olar. Hətta almanın dadını eKspert rə
yinə görə müxtəlif Kateqoriyalara aid et- 
тэк olar. MoleKulun Kütləsinin və sürəti
nin vasitəsi ilə onun impulsunun və Kİne- 
tİK enerjisinin fizİKİ düsturlarını yazmaq 
olar. Eyni ilə insan müxtəlif fizioloji xa- 
raKteristİKalara - yaşa, boya, çəKİyə və s. 
malİK olur.

Bundan başqa, insan inteleKti müxtəlif 
Kəmiyyət xaraKteristİKalarına malİK olur. 
Məsələn, təhsil müddəti, malİK olduğu ixti
sasların sayı, bildiyi xarici dillərin sayı və s.

İnsanın malİK olduğu qardaş və bacıla
rının sayı, onun İ11İK gəlirlərinin və ödə
diyi verginin miqdarı müxtəlif Kəmiyyət 
xaraKteristİKaları olurlar.

AşağıdaKi misallara baxaq.
Misal, fi fəzası n sayda insanlar çoxlu

ğudur, bunu Q = {(О',сог...,а)п } Kimi yazmaq 
olar.

Fərz edəK Kİ, bizə insanların yaşa görə 
paylanmasını öyrənməK lazımdır. a> “ele
mentinin” yaşım £(öi) ilə işarə edəK.

BeləlİKİə, hər bir a) nöqtəsinə £((y)-ə 
uyğun olur (£((y) illəri ifadə edir). Başqa 
sözlə desəK (У->£(гу) inİKası təyin oblastı 
Q olan funKsiya olur. Bu funKsiyanın qiy
mətləri tam ədədlər olurlar. LaKİn yaşı 
daha dəqiq ifadə etməK üçün onluq Kəsrdən 

və ya sözdən istifadə etməK olar. Məsələn 
“18 il 5 ay və lgün”. Aydındır Kİ, £((y) 
qiymətlər çoxluğunu tam ədədlər çoxluğu 
və ya müsbət həqiqi ədədlər çoxluğunun 
bir kİçİk hissəsi Kİmi götürməK olar. Bu 
halda £ = Ç(co) tamqiymətli və ya həqiqi 
qiymətli funKsiya adlanır.

Analoji olaraq insanın boyunu, çəKİsini 
və gəlirini aşağıdaKi funKsiyalarla verməK 
olar:

a> -> H(a>)
co —>W (ey)
(У -> F(<y)

Qeyd edəK kİ, V funKsiyası mənfi qiy
mətlər də ola bilər. Müəyyən tibbi tədqiqat
da boyun və çəKİnin xətti Kombinasiyası ilə 
verilən xaraKteristİKalardan istifadə olu
nur:

a> -> AH(a>) + /AV(a>)
burada 2 və həqiqi ədədlərdir.

Əgər «yolaraq müəyyən N(a>)sayda üz
vü olan ailənin “başçısı” götürsəK, onda 
əhalinin sayının qeydə alınması işində

K((y)(O^>
N(co)

fuKsiyasının qiymətlərini hesablamaq tələb 
olunur.

Bu funKsiya ailədə adambaşına düşən 
gəliri ifadə edir.

Q fəzasının £ = Ç(co), co e Q funKsiyası 
ilə bağlı alt çoxluqlarını əlverişli şəKİldə 
ifadə etməK üçün aşağıdaKi işarədən isti
fadə edəK. Məsələn, yaşları 20-dən az olma
yan və 40-dan çox olmayan (у e Q-larin 
çoxluğunu

{(y|20 < ^((У) < 40}
və ya da qısa olaraq {20 < £ < 40 } Kİmi 
işarə edəcəyİK.

Boyları 170 sm ilə 185 sm arasında 
olan və çəKİləri 90 Kq ilə 105 Kq arasında 
olan insanlar ((У-lar) çoxluğunu aşağıdaKi 
Kİmi yazmaq olar:
jty|175 < //((У) < 185 }П {<w|90 < IV(co) < 105 } = 

= {(y|175 < H(<o) < 185 : 90 < W(a) < 180 } = 
= {65<Я<185, 90 < W <180 }

Yuxarıda qeyd etdİK Kİ, £ = £((y) təsa
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düfi Kəmiyyəti Q elementar hadisələr fəza
sında təyin olunur və ədədi qiymətlər alır. 
Xüsusilə qeyd etməK lazımdır Kİ, £(öi) 
funKsiyasının təsadüfliyi onun со arqumen
tinin təsadüfi seçilməsi ilə bağlıdır, со ar
qumenti seçildİKdən sonra £(<y) funKsiyası- 
nın qiyməti dərhal tamamilə müəyyənləşir 
və təsadüflİK aradan götürülür.

Məsələn, со almasını yeşİKdən çıxart
dıqdan sonra onun çəkİsİ təyin olunur, 
buna görə də 1Г(л>) qiyməti məlim olur.

Qeyd edəK Kİ, müəyyən sayda təsadüfi 
Kəmiyyətlərə malİK olduqda onların üzərin
də müxtəlif əməllər aparmaqla yeni təsadü
fi Kəmiyyətlər almaq olar.

Əgər £, və £2 təsadüfi Kəmiyyətlərdir- 
sə, onda £,+£2> £,-£2, £,£2,|Ч£*0) və

+ Ь%г təsadüfi Kəmiyyət olurlar, burada 
a və b həqiqi ədədlərdir.

Situasiya burada riyazi analizdə olduğu 
Kimidir: əgər f və g funKsiyadırsa, onda 

f
feg, J~g, fg, —(g*0), af + bg funKSi- 

g
yadırlar. Yeganə fərq ondan ibarətdir Kİ, 
riyazi analizdə funKsiyaların arqumenti x 
həqiqi qiymətlər alır, təsadüfi Kəmiyyətlə
rin arqumenti со isə Q fəzasının nöqtəsi 
olur.

Analizdə sabit funKsiyanın xüsusi halı 
olduğu Kimi burada da təsadüfi Kəmiyyətin 
xüsusi halı olur. Məsələn, müəyyən sinif 
şagirdlərinin yaşlarının eyni olması tama
milə mümKÜndür. Onda misal 1-də verilən 
£(<y) təsadüfi Kəmiyyəti sabit olur, məsə
lən III-ci sinif üçün 9-a (ilə) bərabər olur.

Yuxarıda Q elementar hadisələr fəzası
nın altçoxluqlarının ehtimallarının veril
məsi ilə tanış olduq. Adətən bu altçoxluq- 
lar təsadüfi Kəmiyyətin Köməyi ilə təyin 
olunurlar.

Məsələn, {я < £ < 6 } = (<y|a < £(ü>) < b } 
çoxluğu £ təsadüfi Kəmiyyətin aldığı qiy
mətlərin \a,b\ parçasına düşməsi hadisəsini 
ifadə edir.

Aydındır Kİ, £1 - nın hər bir altçoxluğu 
təsadüfi hadisə olaraq müəyyən ehtimala 

malİKdir və deməli P(a <Ç<b) ehtimalı da 
məna Kəsb edir.

Bu deyilənləri bir qədər ümumiləşdi- 
гэк.

Tutaq Kİ, A c R = (-00,00) müəyyən alt
çoxluğu verilmişdir. Onda yaza bilərİK 

e A) = /’{ry|£((w) e л}
Aydındır Kİ, A çoxluğu olaraq [a,b] 

(a,b), [a, 6), (a, б], (- oo,Z>], (я,оо) inventarla
rını, belə intervalların birləşməsi, tam 
ədədlərin müəyyən \m,m + m + n} çox
luğu götürülə bilər. Mühüm xüsusi hal A 
çoxluğunun bir x nöqtəsindən ibarət olma
sıdır, yəni A = {x}. Bu halda A çoxıuğu 
atom adlanır.

x nöqtəsi ilə {x} çoxluğu arasında fərq 
nəzəri xaraKter daşıyır. İstənilən halda 
PG; = x) = P\Ç g {x}] ehtimalı məna Kəsb 
edir: bu £ təsadüfi Kəmiyyətinin x qiyməti 
alması hadisəsinin ehtimalıdır. Əgər £ Kə
miyyəti insanların yaşını göstərirsə, onda 
{£ = 18}, çoxluğu 18 yaşlıların çoxluğunu 
ifadə edir.

Biz yuxarıda qeyd etdiyimiz Kimi yal
nız Q elementar hadisələr fəzasının sonlu 
olduğu hala baxırıq.

Bu halda, £ = £(<y), co g Q təsadüfi Kə
miyyətinin aldığı qiymətlər çoxluğu da 
sonlu olur, Г ilə £-qiymətlər çoxluğunu 
işarə etsəK, onda yaza bilərİK:

= UteM
Bu birləşmədə müəyyən qiymətlər üst- 

üstə də düşə bilər, ÇünKİ со -> £(й?) funKsi- 
yası qarşılıqlı birqiymətli olmaya da bilər. 
Xüsusi halda, £ sabit təsadüfi Kəmiyyət 
olarsa, onda V. çoxluğu bir nöqtədən 
(ədəddən) ibarət olur.

işarə edəK.
Aydındır Kİ, əgər bütün Pn -lər məlum 

olarsa, onda £ təsadüfi ilə bağlı bütün ha
disələrin ehtimallarını tapmaq olar. BeləKİ, 
yuxarıda göstərilən ehtimalları aşağıdaKi 
Kimi ifadə etməK olar:

P(a£Ç<b) =
oSx. S*

VƏ

P(£gJ)= X P.
Xn€Ä

Göstərilən cəmlərdə xn g A qiymətləri
nin ehtimalları toplanılır. Aydındır Kİ, xü
susi halda İKinci ehtimalda A-[a,b] götür- 
sək birinci ehtimalı alarıq.

A çoxluğu olaraq Л = (-оо,х), 
xe(-oo,oo) sonsuz intervalı götürəK. Onda

P(£Sx)= Yp-
- «

bərabərliyini alarıq.
K(x)=P(£ <x), xg(-co,oo) funKsiyasma 

£ təsadüfi Kəmiyyətinin paylanma funKsi- 
yası deyilir.

Fr(x) paylanma funKSİyası />„və x„-lər 
vasitəsi ilə təyin olunur.

Asanlıqla başa düşməK olar Kİ, istəni
lən a < b ədədləri üçün

P(a < £ < б)= P(£ < 6)- P(£ <a) =
= F,(b)~ F,(a)

Bəzən P„ = P(£ = x„) ehtimalları £ təsa
düfi Kəmiyyətinin elementar ehtimalları 
adlanırlar.

Ümumi halda, /’„-lər üçün aşağıdaKi 
xassələr ödənilir:

1) pn - °, >1 üçün
2)

h
Baxılan £ təsadüfi Kəmiyyəti sonlu 

sayda qiymətlər aldığı üçün 2-ci xassədə 
cəmdə sonlu sayda toplanan iştiraK edir.

Əgər x„ qiymətləri müxtəlif olarsa, on
da {£ = x„} çoxluqları Kəsişmirlər və 

olur-
n

Ehtimalın additivlİK xassəsinə görə 
£/>{£ = x„}=P(Q)=1 olur.

M
Tərif. Q sonlu elementar hadisələr fə

zasında təyin olunan istənilən £ = £(<y), 
со g Q ədədi funKsiyaya təsadüfi Kəmiyyət 
deyilir.

AşağıdaKi misallara baxaq.
Misal. Metal pulun İkİ dəfə atılması 

eKsperimentində Q = {GG,PG,GP,PP} ele
mentar hadisələr fəzasında aşağıdaKi cəd
vəlin Köməyi ilə £ = £((y) təsadüfi Kəmiy
yəti təyin edəK.

со GG GP PG PP

№ 2 1 1 0

BeləlİKİə, £ = £((w) təsadüfi Kəmiyyəti 
öz mənasına görə gerblərin sayını ifadə 
edir.

Misal. Təsadüfi Kəmiyyətə daha sadə 
misal olaraq A g A hadisəsinin indİKato- 
runu göstərməK olar:

BeləlİKİə, təsadüfi experiment nəticə
sində A hadisəsi baş verdİKdə onun indİKa- 
toru 1-ə, baş vermədİKdə isə onun indİKa- 
toru 0-a bərabər olur.

Ümumi halda, təsadüfi Kəmiyyətə mi
sal olaraq, dolların Kursunu, əmtəənin qiy
mətini, firmanın gəlirini və itKİsini, nəq
liyyatın gözləmə müddətini və s. göstər
məK olar.

Qeyd edəK Kİ, baxdığımız halda Q ele
mentar hadisələr fəzası sonlu sayda ele
mentə malİK olduğundan {£(<уеЛ}) hadi
səsi о со elementar hadisələrdən ibarət olur 
Kİ, onlar üçün <Ş;(co) = xeA olur və bu hadi
sənin ehtimalı

P(f(co)eA)= £ /> = £P(£ = xJ (1)

1-ci  misalda (1) düsturunun Köməyi ilə 
alırıq:

P(£(<y)=2) = P(GG) = |
4

P(£(<y) = 1) = P(GP) + P(PG) = | + ^ = |

P(£(<y) = 0) = P(PP) = ^
4

Təsadüfi Kəmiyyətin mümKÜn qiymət
ləri ilə onların uyğun başvermə ehtimalları 
arasında verilən istənilən münasibət pay
lanma qanunu adlanır.
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Təsadüfi Kəmiyyətin paylanma qanu
nunu aşağıdaKi cədvəldə verməK daha əlve
rişlidir.

Burada x, ,x2...xn -lər təsadüfi Kəmiyyə
tin ala biləcəyi mümKÜn qiymətlər, 
/|=P(^ = x1),...,PB = P(^ = x„)-lər uyğun ehti

£ xt x2 ...

p Pİ P2 P4

mallardır və У/’ =1 olur.
*=1

2-ci  misalda A hadisənin indİKatorunun 
paylanma qanununu aşağıdaKi cədvəldə 
verməK olar:

b 0 1
P l-P(d) P(J)

Hər bir təsadüfi Kəmiyyətə bir paylan
ma qanunu uyğundur. Bir paylanma qanu
nuna isə müxtəlif təsadüfi Kəmiyyətlər ma
lİK ola bilər.

Məsələn əgər A və B hadisələri müxtə- 
lifdirsə və P(A) = P(B) olarsa, onda JA və 
JB müxtəlif təsadüfi Kəmiyyətləri (indİKa- 
torları) eyni bir paylanma qanununa malİK 
olurlar.

AşağıdaKi misallara baxaq.
1) (1,2...A) sonlu çoxluqda (A<D) mün

təzəm paylanma qanunu. Bu paylanmada £ 
təsadüfi Kəmiyyətinin m qiymətini alma 
ehtimalı

P(£ = m) = —, m = [,2,...,N olur.

2) Bernulli paylanması. Bu paylanmada 
təsadüfi Kəmiyyəti 1-i P = P(£ = \) ehtimalı 
ilə O-ı q = P(£ - 0) ehtimalı ilə alır:

P^ = k) = pkq' k, k = 0,\, p + q = \.
3) Binomiol paylanma. Bu paylanmada 

£ təsadüfi Kəmiyyəti n+1 sayda 0,l,2...,n 
qiymətini

P^ = k^Cknpkq"-k
ehtimalı ilə alır, к:=0,1,2...п,
p > 0,q > 0,p + q = 1

Qeyd edəK Kİ, bu misallarda V = 1
* 

normallaşma şərti ödənilir. Bu 1) və 2) mi
sallarında aydın görünür.

3-cü  misalda isə

£/>,=£p(W)=
A=0 k=0

= ХспРкял-к=(Р+чУ = 1л = \
k=0

olur.
Misal 2) və 3)-də verilən paylanmalar 

aşağıdaKi sınaqlar ardıcıllığında meydana 
çıxırlar. Tutaq kİ, müəyyən bir təsadüfi 
experiment (sınaq) n dəfə təKrar edilir, 
beləKİ hər bir təKrar sınağın nəticəsi digər 
təKrar aparılan sınaqların nəticəsindən 
asılı deyil. Belə təKrarlanma seriyası asılı 
olmayan sınaqlar ardıcıllığı adlanır. Asılı 
olmayan sınaqlar ardıcıllığının aşağıdaKi 
İkİ şərti ödəyən xüsusi halına baxaq:

1. Hər bir sınaqda İKİ титкйп nəticə
dən yalnız biri baş verir. Bu nəticə
lər şərti olaraq “müsbət” və “mənfi” 
nəticələr adlandırılır.

2. Hər bir sınaqda “müsbət” nəticəsinin 
baş vermə ehtimalı sınağın nömrə
sindən və digər sınaqların nəticələ
rindən asılı deyil.

Bu İkİ şərti ödəyən asılıolmayan sınaq
lar ardıcıllığına Bernulli sxemi və ya Ber
nulli sınaqlar ardıcıllığı deyilir.

N sayda Bernulli sınaqlar ardıcıllığında 
düz к sayda “müsbət” nəticənin baş vermə 
ehtimalı misal 3)-də verilən Binomial pay
lanma ilə ifadə olunur. Burada p-bir sınaq
da “müsbət” nəticənin başvermə ehtimalı
dır.

RİYAZİ GÖZLƏMƏ VƏ DİSPERSİYA

Tutaq Kİ, £ = £(<y) təsadüfi Kəmiyyəti 
sonlu Q elementar hadisələr fəzasında tə
yin olunmuşdur. Bu təsadüfi Kəmiyyətin 
riyazi gözləməsi

(D 
üieD

bərabərliyi ilə təyin olunan M£ ədədinə de
yilir.

Əgər £ təsadüfi Kəmiyyəti X],x2,...,xn 

qiymətlərini Pn=P{£ = xn) ehtimalları ilə 
alırsa, onda onun riyazi gözləməsi üçün (1) 
bərabərliyindən alırıq:

Л^ = Ух„Р„ (2)
n

£ təsadüfi Kəmiyyətin riyazi gözləmə- 
sinə bəzən £ təsadüfi Kəmiyyətin orta qiy
məti də deyilir.

(2) bərabərliyi göstərir Kİ, £ təsadüfi 
Kəmiyyətin riyazi göstərməsi onun 
Pn = P(£ = x„) ehtimal paylanması ilə təyin 
olunur.

Qeyd edəK kİ, £ təsadüfi Kəmiyyətdən 
asılı istənilən <p(£) funKsiyasımn riyazi 
gözləməsi М(<р(£)) = У^(й>))Р(и) düsturu 

ilə verilib.
Buradan (2) düsturunun Köməyi ilə ala

rıq

n
burada Pn və xn - lər (2) bərabərliyindən 
götürülür.

(3) düsturu göstərir Kİ, <p(x) təsadüfi 
Kəmiyyətin riyazi göstərməsini tapmaq 
üçün onun ehtimal paylanmasının tapılma
sına ehtiyac yoxdur. Bu riyazi gözləməni 
£-nin ehtimal paylanması vasitəsi ilə tap
maq olar. (3) düsturu hesablama işlərində 
çox əlverişlidir. Xüsusi halda (p(x) = xr 
olarsa, onda

n
riyazi gözləməsi £ təsadüfi Kəmiyyətinin r 
tərtibli momenti adlanır.

= ^Pjxj' riyazi gözləməsinə r
n

tərtibi mütləq moment deyilir.
Eyni qayda ilə M(£ - M£)r riyazi gözlə

məsi
И<-^у=2>я(хя-л^у

n
və M\£ - M£\ riyazi gözləməsini

n
təyin etməK olar.

M(£-M£)'-ə r tərtibli mərKəzi mo
ment, M\£-M£\-ə isə r tərtibli mütləq 
mərKəzi moment deyilir.

İkİ tərtibli mərKəzi momenta £ təsa
düfi Kəmiyyətin dispersiyası deyilir və 

D£ = M(£-M£)2
Kİmi işarə edilir.

^DÇ-ə £ təsadüfi Kəmiyyətin orta 
KvadratİK meyli və ya standart meyli deyi
lir.

Riyazi gözləmənin və dispersiyanın 
sadə xassələrini qeyd edəK.

Əvvəlcə M£ riyazi gözləməsinin (1) 
((2)) bərabərliyindən birbaşa çıxan xassələ
rini verəK.

1) A hadisəsinin JA indİKatorunm ri
yazi gözləməsi

MJ A = P(ä) olur.
Doğrudan da, tərifə görə
mja = р(<у)= ^р(^)=ф)

a>+A
2) AddisivlİK xassəsi: İkİ £ və р təsa

düfi Kəmiyyətlərin cəminin riyazi gözlə
məsi onların riyazi gözləmələri cəminə bə
rabərdir, yəni tərifə görə

m(£+r?)= £№)+

= ^7(й1)Р(би)= M£ + Mp

2-ci xassədən induKsiya vasitəsilə ri
yazi gözləmənin sonlu addisivlİK xassələ
rini almaq olar: n sayda ^,^2.... ç„ təsadüfi
Kəmiyyətləri üçün

Л/(^+...,+^)=Л/^ + ^2+...+ Л/^.

3) İstənilən C sabiti üçün M(C£] = CM£ 
və MC = C olur.

Bu xassə riyazi gözləmənin tərifindən 
alınır:

M{C£) = - C^£\(o}P[(!>} = CM£
ш<П «МЙ

və
MC = CP(a) ) = C^ P(^) = cp(q)

ojeQ ttjeQ

Axırıncı bərabərlİKdə P(q)=1 oldu
ğunu nəzərə alsaq MC = C MC = C oldu
ğunu alarıq.
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4) Əgər £ > Т] olarsa, onda Щ > Мт] 
olur.

Bu xassə riyazi gözləmənin monotonluq 
xassəsi adlanır.

5) Əgər / > 0 və MÇ - 0 olarsa, onda 
P(ç = 0) = l olur, daha dəqiq desəK istənilən 
a) e Q üçün Ç(co) = 0 olur.

4- cü xassənin isbatı: tərifə görə
cəmində bütün top- 

lananlar mənfi deyillər, çünKİ şərtə görə 
istənilən «eü üçün .

Onda М(%- т])> 0 olur.
2) və 3) xassələrinə görə buradan 

MÇ - Mr/ >0 və ya ME > Mr] alırıq.
5- ci xassəni isbat edəK. Tərifə və şərtə 

görə
Burada = 0 olur.

İstənilən <59 gQ üçün £(<a>0) olduğunu 
və P(<w)>0 olduğunu nəzərə alsaq, istəni
lən ©et) üçün ^((y)P(<y) = 0 olduğunu ala
rıq. Buradan isə P(<y)>0 sətrini ödəyən 
(y-lar üçün £(&>)= 0 olduğu çıxır, yəni 5-ci 
xassə ödənilir.

İndi isə dispersiyanın aşağıdaKİ xassə
lərini qeyd edəK

1) DÇ = MÇ2 -(MÇ)2
Doğrudan da

Dq = M($ - M%)2 = m($2 - 2ÇMç + (Ж)2 ) = 

= M£2 - 2Mç ■ ME + (Ж)2 - (MÇ)2

2) DE > 0 və DÇ = 0 olarsa, onda elə c 
sabiti var Kİ, P(£ = c)=l olur.

Bu xassə riyazi gözləmənin 5-ci xassə
sindən çıxır.

3) İstənilən c sabiti üçün
D(cE) = c2DE, D(E + c)=DE olur.

Bu xassə tərifdən və riyazi gözləmənin
3-cü  xassəsində birbaşa alınır.

TAMQİYMƏTLİ TƏSADÜFİ 
KƏMİYYƏTLƏR

VƏ ONLARIN XARAKTERİSTİKALARI

Biz bu paraqrafda mənfi olmayan tam 
qiymətlər alan £ təsadüfi Kəmiyyətlərlə ta
nış olacağıq. Əlverişli olmaq üçün E təsa
düfi Kəmiyyətin qiymətlər çoxluğunu 
No = {0,1,2,...} Kİmi göstərəcəyİK, beləKİ bu 
ədədlərdən hansını £ təsadüfi Kəmiyyət qə
bul etmirsə, onda onun ehtimalını sıfıra 
bərabər götürəcəyİK.

BeləliKİə, tam qiymətli E təsadüfi Kə
miyyətinin ehtimal paylanma qanununu, 
paylanma funusiyasını, riyazi gözləməsini 
aşağıdaKİ Kİmi yazı bilərİK

P, =P(< = 4 
р;Ы= Y.p.

0<>n<x
M^ = ^n-Pn

h=0
Bir neçə misala baxaq.
Misal. Tutaq kİ, L müəyyən natural 

ədədi verilmişdir. İstənilən w = l,£ üçün 

P„= — götürəK. Onda £P„=1 bərabərliyin

dən çıxır Kİ, istənilən к * n üçün Pk - 0 
olur, çünKİ

/. |
^P„ = L- — -\ olur.
1=1 L

ME riyazi gözləməni hesablayaq:
1Л I £(£ + 1) £ + 1Mc = — > n =----- ------- -------- .

L 2 2
burada ədədi silsilə cəminin düsturuna 
görə

n~\

Л L(L +1) ,> n =--------- olur.
. 2

Baxdığımız bu halda, deyirlər Kİ, E tə
sadüfi Kəmiyyəti {1,2,...L} çoxluğunda mün
təzəm paylanmışdır. Başqa sözlə desəK, L 
sayda mümKÜn {£ = 1},{£ = 2},...,{£ = £} hadi
sələri eyni imKanlıdır. Yəni onların ehti
malları eynidir:

Р„ = Р^ = п)=±-, n = \,L.

ME riyazi gözləməsi (və ya gözlənilən 
qiymət) 1,2,..., £ natural ədədlərin hesabı or
ta qiymətinə bərabər olur. Bu orta qiymə
tin mənasını başa düşməK üçün fərz edəK 
Kİ, siz içərisində 1 qəpİKdən 100 qəpiyə qə
dər metal pul olan qutudan təsadüfi olaraq 
bir metal pul çıxarırsınız. Onda sizin göz
lədiyiniz “mÜKafat” ME = 50,5 qəpİK olur.

Bu isə qutudaKi pulun miqdarının -inə 
100 

bərabərdir.
Misal. Fərz edəK Kİ, metal pul birinci 

dəfə gerb üzü (G) düşənə qədər atılır. £ ilə 
atılmalar sayını işarə edəK. Onda {£ = n} 
hadisəsi göstərir kİ, birinci “G” düşənə qə
dər n-1 sayda “P” (pul üzü) düşmüşdür. 
Asanlıqla başa düşməK olar kİ, əlverişli hal 
yalnız PP...PG olur və deməli,

w-1

P, = alırıq

[p({P))=P((G))=lj

ME riyazi gözləməsini tapaq. Tərifə 
görə

= =£ ", olur.
Я=1 »=l *•

cəmini tapaq.
n=ı 2
Sonsuz azalan həndəsi silsilə düstürüna 

görə
= h x n +... = jy. |x|<ı.

• “ X Я..0

Bu bərabərliyin hər tərəfindən x - ə 
görə törəmə alsaq (bu mümKÜndür)

------- — = 1 + 2x + 3x2 + ... + nx +... — 
(1-x)2

Bu bərabərlİKdə x = — götürsəK

4 = alarıq.
n-0 2

Bu cəmdə n + 1 = m əvəzləməsi aparsaq

4 = У-^т = 2У — 
n=l я=1

alarıq. Buradan

~ = 2 alırıq.
m=l

Deməli, ME - 2 olur. Bu orta qiymət 
intuisiya ilə düz gəlir (məntiqə uyğundur). 
BeləKİ, metal pul İkİ dəfə atıldıqda düşən 
“G” sayının riyazi gözləməsi vahidə bəra

bərdir (göstərin). Onda 1 = 2~ bərabərliyi 

göstərir kİ, ME - 2 orta qiyməti doğrudur, 
çünKİ metal pul bir dəfə atıldıqda “G” nəti

cəsinin baş vermə ehtimalı --ə bərabər- 
2 

dir.

RİYAZİ STATİSTİKA

BAŞ KÜLLÜYAT (HEYYƏT) VƏ 
SEÇİM ANLAYIŞLARI

Baş Küllüyat və seçim statistİKa nəzə
riyyəsinin iİKİn anlayışlarıdır.

Bunların ciddi tərifləri ehtimal nəzə
riyyəsindən gəlir.

Riyazi statistİKa müasir riyaziyyatın 
bir qolu olaraq ehtimal nəzəriyyəsinin anla
yış və metodlarına əsaslanaraq inKİşaf 
edir. Riyazi statistİKa nəzəri və praKrİKİ 
elmi nəticələr almaq üçün statistİK nəticə
lərin tabe olduğu qanunauyğunluqları sis
temləşdirir və tədqiq edir.

StatistİK nəticələr dedİKdə biz bu və ya 
digər əlamətlərə maliK olan obyeKtlərin 
sayı haqqında əldə olunan məlumatları nə
zərdə tuturuq.

Müəyyən Kəmiyyət və ya Keyfiyyət əla
mətinə görə birləşən obyeKtlər qrupuna 
statistİK Küllüyat deyilir. Bu Küllüyata da
xil olan elementə statistİK Küllüyatın həddi 
(üzvü), statistİK KÜllüyatı təşKİl edən həd
lərin sayına Küllüyatın həcmi deyilir.

Qeyd edəK kİ, riyazi statistİKanın ter
minləri ehtimal nəzəriyyəsinin terminlərin
dən fərqlənirlər.

Ehtimal nəzəriyyəsinin təsadüfi Kəmiy
yət anlayışına qarşı riyazi statistİKada baş 
Küllüyat (heyyət) anlayışını qoyurlar. Belə-
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İİkİə, baş Küllüyat anlayışı təsadüfi Kəmiy
yət anlayışı ilə eyniləşdirilir. Baş Külliyyat 
təyin oblastına (elementar hadisələr fəzası
na), qiymətlər çoxluğuna, funKsional asılı
lığa və paylanma qanuna malİK təsadüfi 
Kəmiyyətdir.

Ehtimal nəzəriyyəsində deyilir kİ, apa
rılan stoxastİK (təsadüfi) eKsperimentin nə
ticəsində £ təsadüfi Kəmiyyətinin qiyməti 
x həqiqi ədədinə bərabər olur. Bu faKt ri
yazi statistinada belə ifadə olunur: Baş 
KÜllüyatdan x həqiqi ədədi təsadüfi seçil
mişdir (götürülmüşdür).

BeləlİKİə, emprİK olaraq, baş Küllüyata 
belə tərif verməK olar: real şərtlər котр- 
leKsi yerinə yetirildİKdə (realizasiya olun
duqda) aparılan müşahidənin bütün müm- 
кйп olan nəticələr çoxluğuna baş Küllüyat 
deyilir.

Daha dəqiq desəK, baş Küllüyat dedİKdə 
müəyyən bir ehtimal fəzası və bu fəzada 
təyin olunan £ təsadqfi Kəmiyyəti başa dü- 
şürÜK. £ təsadüfi Kəmiyyətin paylanma
sına baş KÜllüyatm paylanması deyilir.

EKsperimentin elementar nəticəsi və bu 
nəticəyə uyğun £ təsadüfi Kəmiyyətin qiy
məti birlİKdə baş KÜllüyatın vahidini (həd
dini) təşKİl edir. Baş KÜllüyatın həcmi son- 
lu və ya sonsuz ola bilər. Məsələn, tutaq 
Kİ, X təsadüfi Kəmiyyəti üçün asılı olma
yan ölçmələr (təcrübələr) aparılır. Bu halda 
baş Küllüyat nəzəri olaraq sonsuz həcmə 
malİK olur. Əgər N sayda məlumatdan iba
rət partiyada qüsürlu məmulatların sayını 
təyin etməK üçün yoxlamalar aparılırsa, 
onda bu partiyaya N həcmli sonlu baş Kül
lüyat Kimi baxa bilərİK. Sosial-iqtisadi təd
qiqatlarda bir öİKənin, regionun və ya şə
hərin əhalisi sonlu baş Küllüyat Kimi qəbul 
olunur və bu halda ölçülən əlamət (para
metr) olaraq ayrıca götürülmüş insanın gə
liri, xərci və ya topladığı pulun miqdarı 
götürülə bilər. Əgər baxılan əlamət Keyfiy
yət xaraKterli olarsa (məsələn, cinsi, mil
ləti, sosial vəziyyəti, fəaliyyət növü) və 
sonlu variantlar çoxluğuna daxil olarsa, 
onda bu əlaməti ədədlərlə də Kodlaşdırmaq 
olar.

Tutaq Kİ, baş KÜllüyatın həcmi, yəni 
elementlərin sayı sonludur və N-ə bərabər
dir. Bu elementlərin hər birini müəyyən bir

ehtimal fəzanın a> elementar hadisəsi Kimi 

qəbul edəK və onun ehtimalını — götürəK. 

Onda a> elementi ilə baxılan əlamətin qiy
məti arasında uyğunluq £ = £(&>) təsadüfi 
Kəmiyyətlə ifadə oluna bilər. Bu təsadüfi 
Kəmiyyətə baş KÜllüyatda təyin olunan 
funKSİya Kimi baxmaq olar. Belə qurulan 
təsadüfi Kəmiyyətin ədədi xaraKteristİKa- 
ları tədqiq olunan baş KÜllüyatın mühüm 
xassələrini ifadə edirlər. Xüsusi halda bu 
təsadüfi Kəmiyyətin riyazi gözləməsi
baxılan əlamətin orta qiymətini, P(ç<x) 
ehtimalı isə əlaməti x-dən kİçİk qiymətlər 
alan obyeKtlərin sayının baş KÜllüyatın 
həcminə olan nisbətini və ya faizini ifadə 
edir. Məsələn sosial-iqtisadi tədqiqat işlə
rində əhalinin orta gəlirini və gəliri yaşa
yış minimumdan kİçİk olan əhalinin sayını 
tapmaq məsələləri öyrənilir.

Aydındır kİ, baş KÜllüyatın həcmi N 
Kifayət qədər böyÜK olduqda onu təşKİl 
edən obyeKtlərin hamısını yoxlamadan 
(müayinədən) KeçirməK praKtİKİ olaraq çə
tin olur və ya fizİKİ olaraq тйткйп olmur. 
Belə hallarda baş KÜllüyatdan məhdud say
da obyeKtlər təsadüfi olaraq götürülür və 
tədqiq olunur.

Tərif. Hər bir £ təsadüfi Kəmiyyəti 
Kimi paylanan n sayda asılı olmayan 
Xl,X2...Xn təsadüfi Kəmiyyətlər ardıcıllığı 
n həcmli seçilmiş Küllüyat və ya statistİK 
seçim adlanır.

Məsələn, E, təsadüfi Kəmiyyətin İİk n 
sayda ölçülməsinin nəticələrinə sonsuz baş 
heyyətdən götürülən n həcmli statistİK se
çim Kimi baxa bilərİK. ölçmə nəticəsində 
alınmış xx,x2...xn qiymətlərinə £ təsadüfi 
Kəmiyyətin müşahidələri (realizasiyaları) 
və ya aldığı qiymətləri deyilir.

StatistİK seçimin xassələrinə və хагак- 
teristİKalarına görə baş KÜllüyatın ədədi 
xaraKteristİKaları və paylanma qanunları 
haqqında məlumat əldə edilir. Bu məsələ 
statistİK seçim metodu ilə öyrənilir.

Baş KÜllüyatın həcmi sonlu olduqda bir 
çox statistİK məsələlərin şərhi aşağıdaKi 
qutu sxemi ilə verilir.

Tutaq Kİ, bir qutuda N sayda KÜrəcİK 
var və bunların üzərində müxtəlif

X},X2,..,XN ədədləri qeyd edilmişdir.
Qutudan təsadüfi olaraq n sayda KÜrə

cİK götürülür. Bu götürülən KÜrəcİKİərin 
üzərindəKİ ədədləri x1,x2,...,xn ilə işarə 
edəK.

Onda xK,x2,..xn ədədlər Küllüsü n həcmli 
statistİK seçim və ya sadəcə seçim adlanır.

Qutudan KÜrəcİKİər İKİ sxem - təKrarlı 
və təxrarsız sxem üzrə götürülür.

TəKrarlı sxem üzrə KÜrəcİK qutudan 
götürülür, onun nömrəsi qeyd olunur və o 
yenidən qutuya qaytarılır.

Təxrarsız sxemdə isə götürülən KÜrəcİK 
qutuya qaytarılmır.

Sonlu N həcmli Küllüyat üçün təKrarsız 
sxem üzrə götürülən n həcmli statistİK se
çimin elementləri x,-lər bir-birindən asılı
olur. TəKrarlı sxemdə isə x, -lər bir-birin
dən asılı olmur.

Əgər £ ilə götürülən KÜrəcİK üzərində 
qeyd olunan ədədi işarə etsəK, onda aydın
dır Kİ,

= Xt) = —,i = \N olar.
' N

Qeyd edəK Kİ, hər n həcmli seçimin 
təKrarsız sxem üzrə götürülmə ehtimalı
C^-ə, təKrarlı sxem üzrə isə 

rabərdir.
PraKtİKada əsasən təKrarsız seçimlər

dən istifadə olunur. Bu halda əgər baş küI- 
lüyatın N həcmi statistİK seçimin n həc
mindən Kifayət qədər çox olarsa (yüz və ya 
min dəfə), onda müşahidənin nəticələrini 
asılı olmayan nəticələr Kimi qəbul edə bilə
rİK.

Yuxarıda qeyd olunduğu Kimi, çox hal
larda qiymətləri müşahidələrin nəticəsin
dən asılı olaraq dəyişən Kəmiyyətlərin öl
çülməsi lazım gəlir. Belə Kəmiyyətlərə mi
sal olaraq, aKsiyaların qiyməti, dolların 
(manatın) Kursu, ölçmənin təsadüfi səhvini 
və s. göstərmən olar. Burada obyeKt əvə
zinə müxtəlif üsullarla əmələ gələn müəy
yən situasiyalı vəziyyətlər nəzərdə tutulur. 
Bu hallarda da müəyyən statistİK modellər 
tədbiq edilir və seçim aparılır

SEÇİMİN STATİSTİK 
PAYLANMASI

Tutaq kİ, £ təsadüfi Kəmiyyət üzərində 
asılı olmayan ölçmələr aparılmış və 
Xx,X2...,Xn n həcmli seçiminin x{,x2,...,xk 
realizasiyaları (£-nin müşahidə olunduğu 
qiymətləri) alınmışdır. Fərz edəK Kİ, x, 
realizasiyası (nəticəsi) n} dəfə, x2 realizasi- 
yası n2 dəfə,... XK realizasiyası isə nK dəfə

* 
müşahidə olunmuşdur. Onda seçi

bi

min həcmi olur, n, ədədi x, realizasiyasının 
ntezliyi, v., = — nisbəti isə x( realizasiyası- 
n

nın nisbi tezliyi adlanır. Aydındır kİ, 
k

vi - lər rasional ədədlərdir və У v( = 1 olur. 
ı=l

DisKret təsadüfi Kəmiyyətə uyğun baş 
KÜllüyatdan götürülmüş seçimin statistİK 
paylanma qanunu dedində seçimin element
lərinin (variantları) və onlara uyğun nisbi 
tezlİKİərinin v,) birlində verilməsi başa dü
şülür. StatistİK paylanma qanunu adətən 
aşağıdanı cədvəldə verilir.

------ə bə-
N"

*1 X2 xk

«| 
и =— n

П2 ^2= — n
....

n

n{ + n2 +... + nk = n

Burada zı-seçimin həcmini, nt - isə x, 
variantının müşahidə olunma sayını göstə
rir.

v, nisbi tezÜK uyğun hadisənin P, ehti
malının təqribi qiyməti Kimi götürülə bi
lər, yəni

nPi=P(^ = xi)»~ = vl yaza bilərİK.
n

BeləlİKİə, seçimin statistİK paylanma 
qanununu təqribi olaraq baş KÜllüyatın 
paylanma qanunu Kimi qəbul etmən olar.

Misal. Həcmi n=20 olan seçim belə ve
rilmişdir.
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xl 2 6 12
ni 3 10 7

Uyğun statistİK paylanma qanununu 
verəK. Bunun üçün nisbi tezlİKİəri tapaq

r== 015
1 n 20

10 7v2 = — = 0,50 : v = — = 0,35
2 20 3 20

v, + v2 + v3 = 0,15 + 0,50 + 0,35 = 1 ödənilir.

Onda statistİK paylanma qanunu belə 
olar:

xl 2 6 12

0,25 0,5 0,35

Xj variantlarının artma qaydaları ilə 
düzülüşünə seçimin variasiya sırası deyilir.

SEÇİMİN EMPRİK PAYLANMA 
FUNKSİYASI

Baş Küllüyatın paylanmasını təqribi 
qiymətləndirmən üçün seçimin emprin pay
lanmasından istifadə olunur.

Tutaq kİ, % baş nüllüyatından götürül
müş n həcimli seçimin statistİK paylanma 
qanunu məlimdir.

nx ilə baxılan n- həcmli seçimin x ədə
dindən kİçİk qiymət alan variantlarının 
(elementlərinin) sayını işarə edən. Aydın-

ndır ni, — nisbəti {£ < x} hadisəsinin nisbi 
n

tezliyi olur və x dəyişdİKdə bu nisbi tezlİK 
də dəyişir, yəni x-in funKsiyası olur. Bu 
funKsiyanm qiymətləri təcrübi (emprİK) 
yolla tapılır. Bu səbəbdən ona emprİK 
funKsiya deyilir.

Tərif, n həcmli statistİK seçimin emp

rİK paylanma funKsiyası F*(x) = —, x&R 
n 

bərabərliyi ilə təyin olunur.
Baş Küllüyatın, yəni £ təsadüfi Kəmiy

yətin paylanma funKsiyası nəzəri paylanma 
funKsiyası adlanır və F(x) = P(ç < x) bəra
bərliyi ilə təyin olunur.

Ehtimal nəzəriyyəsində mühüm rol oy
nayan böyÜK ədədlər qanununa görə seçi
min həcmi artdıqca {£ < x} hadisəsinin nisbi 
tezliyi bu hadisənin ehtimalına yaxın qiy
mətlər alır. Bu o deməKdir Kİ, F*(x) və 
F(x) funKSİyaları bir-birindən az fərqlənir
lər, yəni F(x) nəzəri paylanma funKsiyası- 
mn qiymətlərinin yerinə F*(x) emprİK pay
lanma funKsiyasının qiymətlərini təqribi 
olaraq götürməK olar.

Misal. AşağıdaKi statistİK seçimin emp
rİK paylanmasını qurun.

Variant
lar x,

2 6 10

TezlİK 12 18 30

Həlli. Seçimin həcmi « = 12 + 18 + 30 = 60 
olur. Ən kİçİk variant x, = 2 - dir, deməli 
x < 2 olduqda F* (x) = 0 ({£ < 2} hadisəsi
müşahidə olunmur.

Aydındır kİ, {£<6} hadisəsi, yəni £- 
nin x,=2 qiyməti 12 dəfə müşahidə olu
nur, deməli 2 < x < 6 olduqda

. 12 IF (x) = — = — = 0,2 olur.
60 5

{£<10} hadisəsi, yəni x,=2 və x2=6 
qiymətləri 12+18=30 dəfə müşahidə olu
nur, deməli 6<x<10 olduqda

30 1 Л < i
F . =— = — = 0,5 olur. 

(x) 60 2
Nəhayət, x3 =10 variantı ən böyÜKdür, 

deməli x>10 olduqda F*(x) = l olur.
BeləlİKİə, axtarılan emprİK paylanma 

funKsiyası
0, x < 2
0,2 2<x^6
0,2 6<x<10

olur.

I. x>10

‘HU.

Bu funKsiyanm qrafİK təsviri belədir: F 1,5 3,5 5,5 7,5

F 0,1 0,2 Ö,4 0,3

STATİSTİK SEÇİMİN POLİQONU VƏ 
HİSTOQRAMMASI

Seçimin statistİK paylanmasını əyani 
(qrafİKİ) təsvir etməK üçün poliqon və his- 
toqrammadan istifadə etməK əlverişli olur.

TezlİKİərin poliqonu dedİKdə
(х|,«|),(х2,я2)...(хм«4) nöqtələrini birləşdi
rən düz xətt parçalarının əmələ gətirdiyi 
əyri başa düşülür. Bu əyrini qurmaq üçün 
Koordinat sistemində absis oxu üzərində x, 
variantlarını, ordinat oxu üzərində isə n, 
tezlİKİərini qeyd edirİK, sonra (x;,«,) nöq
tələrini düz xətt parçaları ilə birləşdirərəK 
tezlİKİərin poluqonunu təsvir edən əyrini 
alırıq.

Eyni qayda ilə nisbi tüzlİKİərin poliqo
nunu qura bilərİK.

Bunun üçün absis oxunda x, variantla

rını, ordinat oxunda isə v, = — nisbi tez- 
n 

lİKİəri qeyd edirİK və (х,,и,) nöqtələrini 
düz xətt parçaları ilə birləşdirərəK nisbi 
tezlİKİərin poliqonunu təsvir edən əyrini 
alırıq.

Qeyd edəK Kİ, £ təsadüfi Kəmiyyəti 
(baş Küllüyat) sonlu və ya hesabi sayda ol
duqda seçimin təsviri poliqonlarla verilir.

Misal. Seçimin statistİK paylanma qa
nunu belə verilmişdir.

Uyğun poliqonu quraq:

həqiqi oxun müəyyən bir aralığını (hissə
sini) doldurursa, onda statistİK paylanmanı 
histoqrammalarla təsvir etməK əlverişlidir. 
Bu halda bütün müşahidə olunan qiymət
ləri özündə saxlayan intervalı uzunluğu h 
olan kİçİk intervallara bölürlər və hər bir 
interval üçün ona düşən variantların tez- 
lİKİər cəmi («,) tapılır.

TezlİKİər histoqramması oturacaqları 
uzunluğu h olan intervallardan təşKİl olun-

Иmuş və — hündürlüyə malİK düzbucaqlı- 
n

lardaıı təşKİl olunmuş pilləvari fiqura deyi

lir. nisbətinə tezliyin sıxlığı deyilir.
h

TezlİKİər histoqrammasını qurmaq 
üçün absis oxu üzərində h uzunluqlu inter-

valları qeyd etməK və onlar üzərində — 
h

məsafədən absis oxuna paralel düz xətt 
parçası (uzunluq h olan) çəkhiək lazımdır. 
BeləlİKİə, düzbucaqlılardan ibarət olan və
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histoqrammanı təsvir edən fiqur alırıq.

z-ci düzbucaqlının sahəsi A- —= «, -ə, 
h

yəni z-ci intervala düşən variantların tez- 
ÜKİər cəminə bərabər olur. Histoqramma- 
nın sahəsi isə bütün tezlİKİər cəminə, yəni 
seçimin həcminə (n = V z, )bərabər olur.

i

Misal. « = 1000 seçimin tezlİKİərinin 
paylanması cədvəldə belə verilmişdir.

h=uzunluq- 
lu interval- 

lar

Variantların 
tezlİKİər 
cəmi n.

Tezliyin sıx

lığı ~ 
h

5-10 4 0,8

10-15 6 1,2

15-20 16 3,2

20-25 36 7,2

25-30 24 4,8

30-35 10 2,0

35-40 4 0,8

Bu cədvəldə verilmiş tezlİKİərin paylan
masına uyğun histoqrammanı belə təsvir 
etməK olar:

Eyni qayda ilə nisbi tezlİKİərin histoq- 
rammasını qurmaq olar. BeləKİ, oturacaq
ları uzunluğu h olan intervallardan və

v
hündürlÜKİəri — (nisbi tezliyin sıxlığı) 

h
olan düzbucaqlılardan təşKİl olunmuş pillə- 

vari fiqur nisbi tezlİKİərin histoqramması 
olur. Bu histoqrammanı qurmaq üçün absis 
oxu üzərində uzunluqları h olan interval-

p/ 
lari qeyd edirİK və onların üzərindən — 

h 
məsafədən absis oxuna paralel düz xətt 
parçaları KeçirirİK. Alınmış düzbucaqlılar- 
dan ibarət fiqur nisbi tezlİKİərin histoq- 
rammasını təsvir edir. Bu fiqurda z-ci

v 
düzbucaqlının sahəsi h-— = vj -ə, yəni 

h
z-ci intervala düşən variantlarən nisbi tez
liyinə bərabər olur. Histoqranımamn özü
nün sahəsi isə bütün nisbi tezlİKİərin cəmi
nə, yəni vahidə bərabər olur.

BAŞ KÜLLÜYATIN VƏ 
SEÇİMİN ORTA QİYMƏTİ

Fərz edəK kİ, £ təsadüfü Kəmiyyəti və 
ya baş KÜllüyat disKretdir və onun həcmi 
N-dir: x},x2,...xN

Baş Küllüyatm orta qiyməti onun 
variantlarının (elementlərinin) ədədi orta
sına deyilir və xb Kimi işarə edilir.

Əgər xx,x2,...xn qiymətləri müxtəlifdir- 
sə, onda

_ x, + ...x nxb = —------ - olar.
N

xx,x2,...xk qiymətləri uyğun olaraq 
tezlİKİərinə malİKdirsə,

Əgər

(V, + N2 +... + Nk = N) onda

Xb
x, • N2+ x2N2 + ...xkNk olur.

Biz xb - yə baş orta qiymət deyilir.
İndi fərz edəK Kİ, baş KÜllüyatdan həc

mi n olan Xx,X2...,Xn seçimi götürülmüş
dür.

Seçimin orta qiyməti seçimin variantla
rının ədədi ortasına deyilir və Xs ilə işarə 
edirİK. Əgər n həcmli X2,X2,...Xn həcminin 
elementləri müxtəlifdirsə, onda

olur.

Əgər n həcmli seçimdə Xx,X2,...Xk ele
mentləri uyğun olaraq n ,n2,...nk tezliyinə
malİK olarsa, beləKİ «, + n2 +...+nk -n, onda

Xs-ə seçim orta qiymət deyilir.
Qeyd: Seçimin orta qiyməti onun копк- 

ret realizasiyaları üzrə hesablandıqda 
müəyyən bir ədədə bərabər olar. Əgər seçi
min həcmini eyni saxlamaqla digər seçim 
götürsəK və onun orta qiymətini hesabla
saq, aydındır Kİ, başqa bir ədəd alınacaq
dır, yəni seçimin orta qiyməti seçimin rea- 
lizasiyalarından asılı olaraq dəyişir və 
müxtəlif qiymətlər alir. BeləliKİə, seçimin 
orta qiymətinə biz təsadüfi Kəmiyyət Kimi 
baxa bilərİK və onun nəzəri və emprİK pay
lanmasından danışa bilərİK.

İndi riyazi statistİKanın əsas məsələləri
nin qısa şərhini Bernulli sxemi üçün verəK.

1. Bernulli sxemi üçün statistİK fər
ziyyələrin yoxlanması. Fərz edəK Kİ, n say
da Bernulli sınaqları aparılır və m sayda 
“müsbət” nəticə baş verir. Tutaq Kİ, “müs
bət” nəticənin baş vermə ehtimalı p məlum 
deyil və müəyyən praKtİKİ mülahizələrin 
Köməyi ilə p = pQ olduğu fərz olunur, bu
rada pn - müəyyən qeyd olunmuş qiymət

dir. — nisbi tezliyə görə biz p-p0 statis- 
n

tİK fərziyyəsinin doğru və ya yalan oldu
ğunu göstərməliyİK.

Ehtimal nəzəriyyəsindən məlumdur kİ, 

böyÜK n-lər üçün — nisbi birliyi p ehti- 
n

malına yaxın qiymətlər alır. Onda p = p0 

fərziyyəsini yoxlamaq üçün m
-----Pon

fərqinə

baxmaq lazımdır. Əgər bu fərq çox böyÜK 
olarsa, onda baxılan fərziyyə doğru deyil. 
Əgər baxılan fərqin qiyməti kİçİk olarsa, 
onda p - p0 fərziyyəsini qəbul etməK olar.

2. Naməlum parametrin statistİK qiy
mətləndirilməsi. Berulli sxemində bəzən 
tələb olunur Kİ, baş verən müsbət nəticələ
rin məlum m sayına görə naməlum p ehti
malını (parametrini) tapaq. Baxılan halda 

təbii olaraq p əvəzinə p = - statistİK qiy-
n

mətini götürməK olar. StatistİK qiymət 
müəyyən mənada qiymətləndirilən para
metrə yaxın olmalıdır.

3. Etibarlılıq intervalları. Bernulli sxe
mində çox hallarda naməlum parametrin də
qiq qiymətinin tapılması tələb olunmur. Elə 
p< p< p intervalının qurulması tələb olu
nur Kİ, naməlum parametrin həqiqi qiyməti 
vahidə yaxın ehtimalla bu intervalda yerləş
sin. Burada p = p(m), p = p(m) uc nöqtələri 
yalnız m-dən asılı olaraq qiymətlər alan tə
sadüfi Kəmiyyətlərdir.

(p,p) -aralığına p ehtimalı üçün etibar
lılıq intervalı deyilir.
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ÇOXLUQLAR VƏ ƏMƏLLƏR

ÇOXLUQLAR VƏ ONLARIN 
ELEMENTLƏRİ

- Seymur, pəncərədən bax, gör quşla
rın necə gözəl KolleKSİyası var! - uşaq öz 
məKtəbli qardaşının pencəyinin qolunu dar
tışdırdı.

- KolleKsiya yox, qatar. Şəkİİ KolleKSİ- 
yası, qiymətli daşlar KolleKSİyası olur. Quş
lar qatarla uçur, balıqlar Karvanla üzür.

- Bəs niyə fərqli adları var? Axı bunlar 
hamısı bir şeydir...

Uşaq haqlı idi. Həqiqətən, bu anlayış
larda ümumi bir şey var. Oxşar hallarda ri
yaziyyatda adətən çoxluq anlayışından 
istifadə olunur, baxılan çoxluqdaKi şeylərə 
isə çoxluğun ünsürləri (və ya elementləri) 
deyilir. Əgər a M çoxluğunun ünsürüdür- 
sə, onda a e M yazırlar; əgər b M çoxluğu
nun ünsürü deylsə, onda biM yazırlar. 
Məsələn, fərz edəK Kİ, F bütün ərəb rəqəm
ləri çoxluğudur. Onda

2gF,0gF,12«F,-5?B
Riyaziyyatda çoxluq deyəndə nəzərdə 

tuturlar kİ, verilmiş istənilən əşyanın baxı
lan çoxluğa aid olub-olmamasını ayırd et- 
тэк imKanı var. LaKİn “ayırd etməK imKanı 
var” deyəndə biz bunu etməyin asan olduğu
nu nəzərdə tutmuruq. Məsələn, 1, 2, 3 rə
qəmlərindən ibarət olan çoxluğu M-lə işarə 
edəK. л = 3,14159... ədədinin onluq yazılışın
da vergüldən sonra yüz mininci yerdə duran 
rəqəmi a ilə işarə edəK. Prinsipial olaraq 
(məsələn, Kompyuterin Köməyi ilə) a e M 
olub-olmadığını təyin etməK olar. LaKİn 
a e M, a e M hansının doğru olduğunu dər
hal söyləməK olmaz.

Bəzən adama elə gəlir kİ, verilmiş çox
luq dəqiq və aydın təyin olunub, laKİn əslin
də bu belə deyil. Məsələn, A çoxluğunu belə 
təyin edəK: o hər biri rus dilindəKİ iyirmi
dən çox olmayan sözün Köməyi ilə təyin olu
nan bütün təbii (natural) ədədlərdir. Çoxluq 
sonludur (belə Kİ, rus dilindəKİ sözlərin sayı 
sonludur). Fərz edəK Kİ, n1, n2, ...,nKA çox
luğunun bütün ünsürləridir, m = n, + n2 + 
...+ nK ədədini götürəK, yəni m iyirmidən 
artıq olmayan rus sözü ilə götürülə bilən 
bütün natural ədədlərin cəmidir. Onda m A 
çoxluğuna daxil olmalıdır, çünKİ iyirmidən 

artıq olmayan rus sözü ilə (yağlı şriftlə ay
rılmış sözlər) ifadə olunub. Deməli, m nt, 
n2,...,nK ədədlərinin biriylə üst-üstə düşür. 
LaKİn axı

m = nj + n2 + ...+ nK, yəni n;, n2, ...,nK 
ədədlərinin hər birindən böyÜKdür. Bura
dan alınır Kİ, A çoxluğu KorreKt təyin olun
mayıb.

Sonlu çoxluqlar daha sadədir. Deyimin 
mənası aydındır: bunlar sonlu sayda ünsür
dən ibarət olan çoxluqlardır. LaKİn riyaziy
yatda sonsuz çoxluqlara da, yəni sonsuz 
sayda ünsürdən ibarət olan çoxluqlara da 
baxılır. Bütün natural ədədlər çoxluğu, bü
tün rasional ədədlər çoxluğu, bütün həqiqi 
ədədlər çoxluğu, bütün çoxhədlilər çoxluğu, 
müstəvi üzərində bütün çevrələr çoxluğu 
və s. sonsuz çoxluqlardır.

Əgər çoxluq sonludursa və özü də az 
ünsürdən ibarətdirsə, onda onun bütün ün
sürlərini sayaraq təyin etməK münasibdir. 
Bundan ötrü fiqurlu mötərizələrdən istifadə 
olunur. Bu üsulla yuxarıda təyin olunmuş 
çoxluğu verəK:

F = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
Çoxluq, məsələn {0} çoxluğu Kİmi, bir 

ünsürdən də ibarət ola bilər. {0} çoxluğunu 
onun ünsürü 0 və ya {{0}} çoxluğu, yəni ye
ganə ünsürü 0 ünsüründən ibarət çoxluq ilə 
qarışdırmaq olmaz.

0 g {0},{0} g {{0}},{0} g {0} və 0 g {{0}}
Bəzən boş çoxluğa, yəni heç bir ünsürü 

olmayan çoxluğa baxmaq lazım gəlir. Onu 0 
rəmzi ilə işarə edirlər. Tərəfləri tam ədəd 
olan və perimetri əsli (sadə) ədədlə ifadə 
olunan T düzbucaqlar çoxluğu götürəK. 
T-nin mahiyyətini dərhal təyin etməK çətin
dir, laKİn bir qədər mühaKİmə yürüdüb 
onun boş çoxluq olduğu qənaətinə gəlməK 
olar, yəni T = 0. Qeyd edəK Kİ, 0 çoxluğu 0, 
{0} çoxluğu isə bir ünsürdən -

0 g{0} 
ünsüründən ibarətdir.

Bəzən bir çoxluq o birinin daxilində 
olur: məsələn{l, 2, 3} F çoxluğunun hissəsi
dir. Riyaziyyatçılar çoxluqlar haqqında da- 
nışarKən “hissə” sözünün yerinə “məxsusi 
alt çoxluq” deyimi işlədirlər.

Ümumiyyətlə, A çoxluğunun hər bir 
ünsürü, eyni zamanda B çoxluğunun ünsü- 

rüdürsə, onda A çoxluğu B çoxluğunun alt 
çoxluğu adlanır. Bu, A c B yazısıyla ifadə 
olunur. B çoxluğunun özü də özünün alt 
çoxluğudur: Bc В . B çoxluğunun hər bir 
digər A alt çoxluğu (yəni elə çoxluq Kİ, B-də 
A-da olmayan heç olmazsa bir ünsür olsun) 
isə B çoxluğunun məxsusi alt çoxluğu adla
nır. BeləlİKİə, əgər A B-nin alt çoxluğudur- 
sa, ya A və B üst-üstə düşür, ya da 
AB-nin məxsusi alt çoxluğudur. Bir neçə 
misal göstərəK:

F c F, {1,2,3} c F, F z {1,2,3}
Hesab olunur kİ, boş çoxluq ixtiyari 

çoxluğun alt çoxluğudur M: 0 c M
İndi isə fərz edəK kİ, A və B çoxluqları 

müxtəlif ünsürlərdən ibarətdir. Onları mü
qayisə etməK olarmı? Belə bir misala baxaq.

Bir sinfin şagirdləri bostan belləməyə 
gəliblər. Onların Kifayət qədər Kürəyə (belə) 
malİK olub-olmadıqlarını necə bilməli? Əl
bəttə, şagirdləri saymaq, sonra isə ayrıca 
KÜrəKİəri saymaq olar. LaKİn başqa cür də 
etməK olar: fərz edəK kİ, şagirdlər bir-bir 
yeşiyə yaxınlaşır və hərə bir кйгэк götürür. 
Əgər hamıya кйгэк çatıbsa və yeşİKdə кйгэк 
qalmayıbsa, saymağa ehtiyac yoxdur: şa
girdlərin və KÜrəKİərin sayı bərabərdir. Biz 
şagirdlər çoxluğu ilə KÜrəKİər çoxluğu ara
sında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq müəy- 
yənləşdirdİK, yəni birinci çoxluğun hər bir
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Bu Kİmiıı 
Kürəyidir?
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ünsürünə (şagirdə) İKİnci çoxluğun bir ün
sürünü (onun götürdüyü Kürəyi; şəkİİ 1) 
qarşı qoyduq. Kürənlər çox və ya az olardı
sa, qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq alınmaz
dı (şəkİİ 2,3). İkİ çoxluğun ünsürləri 
arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluğun 
olması onu göstərir Kİ, bu çoxluqlarda “eyni 
ilə çox” ünsür var.

Hissə tamdan KİçİKdir, məntiq elminin 
yaradıcısı, böyÜK yunan mütəfəKKİri Aris
totelin formula etdiyi prinsiplərdən birində 
belə deyilir. Başqa sözlə, A çoxluğunun bü
tün ünsürləri və B çoxluğunun ünsürlərinin 
bir hissəsi arasında qarşılıqlı birqiymətli 
uyğunluq təyin etməK mümKÜn olursa, on
da A danı elementlərin sayı B-dəKİndən az
dır. LaKİn Aristotel prinsipi sonlu çoxluq
lara baxıldıqda yaxşıdır. Sonsuz çoxluqlar 
bu baxımdan özlərini qeyri-adi aparırlar.

SONSUZ ÇOXLUQLAR

Sonsuz yerli bir teatrda yerlər natural 
ədədlərlə nömrələnmişdi: 1 saylı yer, 2 saylı 
yer,...,n saylı yer, ... Premyeraya bütün bi
letlər satılmışdı və teatra sonsuz çox tama
şaçı gəlmişdi. Birinci (yəni 1 saylı yerə 
biletin sahibi), İKİnci, ..., n-ci,...Yağış ya
ğırdı və bütün tamaşaçılar çətir götürmüş
dülər. Onlar çətirlərini qarderobda (özünə
xidmət qaydasında) uyğun qarmaqlara bi
rinci tamaşaçı 1 saylı qarmağa, İKİnci 2 say
lı qarmağa və s. asdılar. Tamaşadan sonra 
tələsin 2 saylı qarmaqdaKi çətiri, İKİnci 3 
saylı qarmaqdaKi çətiri, ..., n-ci tamaşaçı

Sı S2 S3 S4 S$

H H h" 
///// 
ШИ-
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Şəkİİ 1. 
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n+1 saylı qarmaqdaKi çətiri... götürdülər. 
Nəticədə bütün tamaşaçılar çətirlə getdilər, 
laKİn (bu sonsuz böyüK teatrın müdiriyyəti
nin təəccübü ilə) 1 saylı qarmaqda bir “ar
tıq” çətir qaldı.

BeləlİKİə, əgər biz tamaşaçıları up 
u2,..., çətirləri isə sp s2,... rəmzləri ilə işarə 
etsəK, onda şəraiti belə təsvir etməK olar. 
Hər bir tamaşaçı öz çətiri ilə gəlmişdi, yəni 
bütün tamaşaçıların U = {up u2,...},çoxluğu 
ilə bütün çətirlərin S = {sp s2,...} qarşılıqlı 
birqiymətli uyğunluq var. LaKİn tamaşadan 
sonra digər uyğunluq qərarlaşdı kİ, burada 
da bütün tamaşaçıların U = {ult u2,...} çox
luğu və bütün çətirlərin {s2, s3,...} alt çoxlu
ğu bir-birlərinə qarşılıqlı birqiymərtli uy
ğun gəlir. Belə çıxır kİ, bütün çətirlərin S 
çoxluğunun {s2, s3,...} hissəsi bütün S çoxlu
ğu “qədər” ünsürə malİKdir.

Baxılan misaldan çıxır Kİ, “hissə tam
dan KİçİKdir” prinsipi sonsuz çoxluqlar 
üçün doğru deyil. Ümumiyyətlə, ixtiyari so
nsuz M çoxluğunda onun elə məxsusi Mx alt 
çoxluğunu seçməK olar kİ, M və Mp yəni 
çoxluq və onun hissəsi arasında qarşılıqlı 
birqiymətli uyğunluq mövcuddur. Bu, son
suz çoxluqların sonlulardan səciyyəvi fərqi
dir.

Sonsuz çoxluqların spesifİKİiyini tam 
təsəvvür etməK üçün xatırladılan sonsuz 
böyüK teatrda digər tamaşalar zamanı baş 
verən hadisələri təsvir edəK.

Bir dəfə yenə hava yağmurlu idi və bü
tün tamaşaçılar teatra çətirlə gəlmişdilıər. 
Tamaşadan sonra birinci tamaşaçı rejissorla 
söhbət edərKən digərləri çıxıb getdilər.
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İKinci tamaşaçı 1 saylı çətiri, üçüncü tama
şaçı 2 saylı çətiri və s. götürdü (şəkİİ 2). Nə
ticədə birinci tamaşaçı çətirsiz qaldı!
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Başqa bir (yenə də yağmurlu) gün bi
rinci tamaşaçı tamaşadan sonra 2 saylı çəti
ri, İKinci 4 saylı çətiri, n-ci 2n saylı çətiri... 
götürdü. Nəticədə hamı çətirlə getdi, laKİn 
qarderobda sonsuz sayda çətir (laKİn təK 
saylı çətirlər) qaldı. Ertəsi gün hava günəşli 
idi və hamı çətirsiz gəlmişdi. LaKİn tamaşa 
gedərKən hava Korlandı və yağış fışqırdı. 
Müdiriyyət qarderobda dünəndən qalma so
nsuz sayda çətirin olduğunu deyərəK tama
şaçıları sanitləşdirdi.

HESABİ ÇOXLUQLAR

Sonsuz çoxluqlarla əlaqəli bir sıra anla
yışları təyin edəK. İkİ çoxluq arasında qarşı
lıqlı birqiymətli uyğunluq təyin etməK 
mümnündürsə, belə çoxluqlar eKvivalent 
çoxluqlar adlanır. LaKİn bu heç də o deməK 
deyil kİ, birinci çoxluğun ünsürlərinə İKİn- 
cininKİləri qarşı qoymaq çoxluqlar arasında 
qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq təyin etməyə 
imKan verəcəK. Çətirlər olayı buna bariz mi
saldır. LaKİn A və B çoxluqlarının ünsürləri 
arasında hər hansı qarşılıqlı birqiymətli uy
ğunluq təyin edilərsə, bu çoxluqlar exviva- 
lentdirlər.

N = {1,2, ...} natural ədədlər sırasına 
eKvivalent olan hər bir çoxluq hesabi çoxluq 
adlanır. Başqa sözlə, M çoxluğu o zaman he- 
sabidir kİ, onu

M = {ttij, m2, m3, ...} 
şəKİində göstərməK (M çoxluğunun bütün 
ünsürlərini natural ədədlərlə nömrələməK) 
mümKÜn olsun. Bu fİKri başqa cür ifadə 
edəx: M çoxluğu o zaman hesabidir Kİ, o, 
sonsuz sayda ünsürə malİKdir, özü də onları 
natural ədədlərlə nömrələnmiş şəKİldə: bi
rinci ünsür, İKinci ünsür, üçüncü ünsür ... 
düzməK olar.

Bir tərəfdən, heç bir sonlu çoxluq hesa
bi deyil. Digər tərəfdən, hesabi çoxluğun ix
tiyari sonsuz alt çoxluğu özü sayıla 
biləndir. Xüsusi halda, hansı sonsuz natu
ral ədədlər alt çoxluğunu götürsəK, o bütün 
natural ədədlər çoxluğuna eKvivalent ola
caq. LaKİn bu da hamısı deyil.

Natural ədədlər, sıfır və mənfi tam 
ədədlərdən ibarət olan bütün tam ədədlər 
çoxluğu hesabidir, belə Kİ, onun ünsürlərini 

0, 1, - 1, 2, - 2, 3, - 3, ... 
şəKİində göstərməK olur.

Koordinat müstəvisinin bütün tam 
saylı nöqtələrinin (hər İKİ Koordinatı tam 
ədəd olan nöqtələrin) çoxluğunun hesabi ol
ması müddəası İİk baxışda gözlənilməzdir. 
Şəkİİ 4-də spiralşəKİlli sınıq xətt boyunca 
hərəKət edərəK bu çoxluğun ünsürlərini 
necə yerləşdirməK lazım gəldiyi göstərilib. 
Bütün rasional ədədlər (p/q şəkİİİİ ədədlər, 
burada pvəq tam ədədlərdir, özü də q > 0 ) 
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çoxluğu da hesabidir. Doğrudur, bu, inanıl
maz görünür: tam ədədlər ədəd oxunda dis
Kret yerləşsə də, rasional ədədlər sıx 
yerləşir və ixtiyari parça nə qədər kİçİk olsa 
da, onda rasional nöqtələr olacaq. Rasional 
ədədləri aşağıdaKi Kimi ardıcıllıq şəKİində 

yerləşdirəK. Əvvəlcə surət və məxrəcinin 
modulları cəmi 1 olan ədədləri, yəni yeganə 
0/1 = 0 ədədini yazaq. Sonra həmin cəmi 2 
olan ədədləri götürəK: 0/2, 1/1, -1/1; onla
rın birincisi sıfırdır Kİ, o, artıq olub, o biri
ləri isə 1 və -1-dirlər. Sonra isə surətinin və 
məxrəcinin modulları cəmi 3 olan ədədlər 
gəlir: 2/1, -2/1, 1/2, -1/2, (əvvəllər götü
rülmüş 0/3 = 0 sayılmır). Aydındır Kİ, ixti
yari p/q rasional ədədi gec və ya tez belə bir 
ardıcıllıqla rastlaşacaq.

Başqa misallar. Rasional əmsallı bütün 
çoxhədlilər çoxluğu hesabidir. Müstəvi üzə
rində bütün rasional nöqtələrin (hər İKİ ко- 
ordinatı rasional olan nöqtələrin) çoxluğu 
da hesabidir. Eyni müddəa fəzadaKi nöqtə
lər üçün də doğrudur. Bütün cəbri ədədlərin 
- hər biri tam əmsallı hər hansı çoxhədlinin 
KÖKİəri olan ədədlərin, çoxluğu hesabidir.

QEYRİ-HESABİ ÇOXLUQLAR

Hər bir sonsuz çoxluq hesabidirmi? Bu 
suala mənfi cavabı sonsuz çoxluqlar nəzə
riyyəsinin banisi Georq Kantor verib. Kan
tor teoreminə əsasən bütün həqiqi ədədlərin 
R çoxluğu qeyri-hesabidir. Aşağıda bu teo
remin Kantor diaqonal prosesi adlanan nəfis 
isbatı gətirilir.

Əvvəlcə bütün həqiqi ədədlərə yox, yal
nız 0 -la 1 arasında yerləşənlərə baxaq. İs
bat edəK Kİ, verilmiş çoxluq qeyri-hesabidir. 
ƏKSini fərz etməK yolu ilə isbat edəcəyİK. 
Fərz edəK kİ, o, hesabidir və ona daxil olan 
ədədləri nömrələyəK:

Up ... (*)
Hər bir həqiqi ədədi sonsuz onluq Kəsr 

şəKİində yazmaq olar. Əgər onluq Kəsr son- 
ludursa, deməli müəyyən yerdən onluq yazı
lışın bütün rəqəmləri sıfırdır. (*) ədədini 
onluq Kəsrlər şəKİində, məsələn belə yazaq: 

a, =0,483751..., 
a2 = 0,4795 1 2..., 
a3 =0,038179..., 
a4 = 0,576309...

Göstərilən yazılışda diaqonal boyu da
yanan rəqəmlər xətlənib. İndi isə belə bir 
qaydanı əsas gətirib sonsuz b Kəsrini tərtib 
edəK: əgər diaqonal (yəni n-ci) yerdə an ədə
dində diaqonal (yəni n-ci) yerdə vergüldən 
sonra 7 rəqəmi durursa, b ədədində n-ci yer
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də 3 rəqəmini yazaq; qalan bütün hallarda b 
ədədində n-ci yerdə 7 rəqəmi duracaq. Belə 
Kİ, yuxarıdaKi yazılışda yalnız a2 ədədində 
diaqonal (xətlənmiş) rəqəm 7 - dir, a;, a3, a4 
ədədlərində isə diaqonal ədədlər 7 - dən fər
qlidir. Buna görə də b ədədində İKİnci rəqəm 
3, qalan (İİk dördündən) rəqəmlər 7 - dir: 

b = 0,7377...
BeləlİKİə, b ədədində birinci yerdə a, 

ədədinin birinci rəqəmindən fərqli rəqəm 
dayanır; b ədədində İKİnci yerdə a2 ədədinin 
İKİnci rəqəmindən fərqli rəqəm dayanır və s. 
Alınır Kİ, b at ilə üst-üstə düşmür - onların 
birinci rəqəmləri fərqlidir, b ədədi a2 ilə 
üst-üstə düşmür - onların İKİnci rəqəmləri 
fərqlidir. O, heç bir an ilə üst-üstə düşmür, 
çünKİ an və b ədədlərində n-ci yerdə fərqli 
rəqəmlər dayanır. BeləlİKİə, b ədədi (*) 
ədədləri arasında yoxdur. LaKİn bu, (*) 
ədədləri sırasında 0 və 1 arası bütün həqiqi 
ədədlərin olması fərziyyəsinə ziddir. Görü- 
гйк Kİ, çoxluğun hesabi olması haqqında 
fərziyyə ziddiyyətə gətirib-çıxarır. Deməli, 
bizim fərziyyəmiz yanlışdır: A çoxluğu qey- 
ri-hesabidir. Buna görə də R bütün həqiqi 
ədədlər çoxluğu da qeyri-hesabidir.

Bilavasitə Georq Kantorun teoremin
dən transendent - cəbri olmayan ədədlərin 
mövcudluğu çıxır. Doğrudan da, bütün 
ədədlər cəbri olsaydı, onda bütün həqiqi 
ədədlər çoxluğu hesabi olardı, bu isə doğru 
deyil.

ÇOXLUĞUN GÜCÜ

EKvivalent çoxluqlar haqqında deyirlər 
Kİ, onlar eyni gücə malİKdir. BeləlİKİə, güc 
yalnız sonlu çoxluqlar üçün məna Kəsb edən 
“ünsürlər sayı”, “elementlər sayı” anlayışı
nın ümumiləşdirilməsidir. Hesabi sonluğun 
gücü No (K, “əlif” hərfi qədim yəhudi əlifba
sının İİk hərfidir), bütün həqiqi ədədlərin 
çoxluğu isə c (latınca continuum - “Kəsil
məz” sözündən) işarə edilir. Bütün həqiqi 
ədədlər çoxluğu qeyri-hesabi olduğundan, 
c > Ko.

No gücü ən kİçİk sonsuz gücdür. Bu o 
deməKdir Kİ, ixtiyari sonsuz çoxluqdan he
sabi alt çoxluq seçməK olar. Doğrudan da, 
fərz edəK Kİ, M sonsuz çoxluqdur. Onun ix
tiyari ünsürünü götürüb a, adlandıraq. M 
çoxluğu sonsuz olduğundan, onda at - dən 
başqa digər ünsürlər də var. Fərz edəK Kİ, a2 

onlardan biridir. M çoxluğunda at və a2 - 
dən başqa ünsürlər də var - M sonsuzdur; 
onların ixtiyari birini a3 ilə işarə edəK və s. 
Son nəticədə biz M çoxluğuna daxil olan Mt 
= {dj, a2, a3, ...} hesabi çoxluğu alacağıq. De
məli, sonsuz M çoxluğu hesabi Mt çoxlu
ğundan az ünsürə malİK deyil.

İxtiyari düz xətt parçası, ixtiyari sınıq 
xətt, ixtiyari çevrə, ixtiyari qövs düz xətlə 
eyni, yəni c gücə malİKdir. Düz xəttə baxaq. 
Əgər onu mərKəzi O nöqtəsində olan yarım
çevrə şəKİində (şəkİİ 5) əysəK, onda belə ya
rımçevrəni O mərKəzindən yarımçevrənin

PQ diametrinə paralel düz xəttə proyeKsiya- 
lasaq, İİKİn parçanın və düz xəttin nöqtələri 
arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq tə
yin etmiş olarıq. Doğrudur, parçanın ucları 
(və ya PQ yarımçevrəsinin ucları) düz xəttin 
heç bir nöqtələrinə qarşı qoyulmayıb. Nəti
cədə parçada düz xətdən “İkİ nöqtə artıq 
olur”. LaKİn sonsuz çoxluğa sonlu sayda 
nöqtənin əlavə edilməsi onun gücünü dəyiş
mir.

İndi isə müstəvi fiqurlara baxaq. 
Adama elə gəlir Kİ, Kvadrat düz xətt parça
sından (məsələn, Kvadratın tərəfindən) daha 
çox nöqtəyə malİKdir. LaKİn bu, düz de
yil. MüstəvidəKİ rasional nöqtələr düz xətdə- 
Kİ rasional nöqtələrlə eyni sayda olduğuna 
oxşar olaraq (hər İkİ çoxluq hesabidir) müs
təvi üzərində düz xətt üzərində olan qədər 
nöqtə var. Başqa sözlə, müstəvinin (ya üçöl- 
çülü, ya dördölçülü, ya çoxölçülü, ya da hət
ta sonsuz ölçülü fəzada) bütün nöqtələri 
çoxluğunun gücü düz xəttin bütün nöqtələr 
çoxluğunun gücü ilə üst-üstə düşür.

Kvadratda onun tərəfində olan nöqtə
lərin “sayı” qədər nöqtə olması faKtının 
Kantor isbatını verəK. Koordinat müstəvi
sində təpələri (0; 0), (1; 0), (1; 1), (0; 1) olan 
Kvadrata baxaq (şəkİİ 6). Kvadratın hər bir 
M nöqtəsi İkİ Koordinata: (x, y) malİKdir,

özü də onların hər biri [0, 1] parçasına məx
sus olan həqiqi ədəddir, yəni 0 < x < 1 və 
0 < y <, 1. Deməli, x və y ədədləri sonsuz on
luq Kəsrlər şəKİində yazıla bilərlər:

x ~ 0, cı^d2d3"•, y 0, bjbgb'j,,'
(Qeyd edəK Kİ, həmişə tam hissəni sıfır 

hesab etməK olar: əgər x = 1 - dirsə, x = 0, 
9999...yazmaq olar), x və y ədədlərinin on
luq rəqəmlərini növbə ilə yazaraq “qarışdı
raq” və

z 0, d]bıdzb2d3b3... 
baxaq və onu Kvadratın götürülmüş M nöq
təsinə (Koordinatları x, y olan) uyğun qoyaq. 
Kvadratın bütün nöqtələri və [0, 1] parçası
nın nöqtələri arasında qarşılıqlı birqiymətli 
uyğunluq alınır. Deməli, Kvadrat və düz 
xətt parçası eyni gücə - Kontinium gücünə 
malİKdirlər.

LaKİn elə zənn edilməsin Kİ, c - sonsuz 
güclərin ən böyüyüdür. Kantor teoreminin 
yuxarıdaKi isbatını ümumiləşdirərəK bu qə
naətə gəlməK mümKÜndür Kİ, əgər M ixti
yari sonsuz çoxluqdursa, onda onun bütün 
alt çoxluqları çoxluğu M çoxluğunun gü
cündən böyÜK gücə malİKdir. M çoxluğunun 
bütün alt çoxluqlarının gücü 2m-lə işarə olu
nur, burada m M çoxluğunun gücüdür. Be- 
ləlİKİə, 2m>m. Xüsusi halda, ədəd oxunun 
bütün alt çoxluqları çoxluğu 2c>c gücünə 
malİKdir. Bu 2C gücü hiperKontinium adla
nır.

BƏRABƏR PARÇALAR “PARADOKSU"

Bərabər olmayan ixi AS və CD parçalarını götü
rən və onları bir-birlərinə paralel yerləşdirən. AC və 
BD düz xətləri bir O nöqtəsində nesişir. indi isə AB 
parçasının ixtiyari X nöqtəsi üçün ininci parçanı hər 
hansı Y nöqtəsində nəsən OX düz xətti neçirən. Y 
nöqtəsini AB - dəxi X nöqtəsinə qarşı qoyaq. Belə- 
linlə, AB və CD parçaları arasında qarşılıqlı birqiy
mətli uyğunluq müəyyənləşdirilib, yəni verilmiş 
parçalar eyni miqdarda nöqtəyə məlindirlər. Deməli, 
onların uzunluğu eynidir.

Bu “paradoxsun” həlli asandır. Həqiqətən, hər 
ixi parça “eyni miqdarda nöqtəyə malixdir”, deməli, 
onların gücləri eynidir. Laxin güc və uzunluq - fərqli 
anlayışlardır və çoxluqların güclərinin bərabər olma
sından onların uzunluqlarının bərabər olması çıxmır.

ÇOXLUQLAR ÜZƏRİNDƏ ƏMƏLLƏR

Çoxluqların qarşılıqlı münasibətinin 
əyani təsvirinin Eyler - Venn diaqramı ad
lanan çox münasib bir üsulu var. Onlarda 
çoxluqlar müstəvi fiqurlarla, əsasən dairə
lərlə təsvir olunur.

1, d şəKİində A və B çoxluqları dairə
lərlə təsvir olunub, özü də görünür Kİ, B 
çoxluğu A çoxluğunun daxilindədir, yəni 
В c: A, B isə A çoxluğunun məxsusi çoxlu
ğudur və onunla üst-üstə düşmür. 1, b şəK
İində göstərilən A və B çoxluqları üçün də 
В c A daxilolması doğrudur, laKİn bu za
man A və B çoxluqları üst-üstə düşür. Belə- 
İİkİə, В c A yazısı bildirir Kİ, ya В A çoxlu
ğunu məxsusi alt çoxluğudur, ya da A = B. 
1, c şəKİində heç biri digərinin alt çoxluğu 
olmayan İKİ çoxluq təsvir edilib.
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ŞdKİl 1.

Fərz edəK kİ, məsələn, F çoxluğu 10-u 
aşmayan bütün natural ədədlər çoxluğu, F} 
10-u aşmayan bütün təK ədədlər çoxluğu, F2 
10-u aşmayan bütün sadə ədədlər çoxluğu
dur. Başqa sözlə,

F = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, 
Л = {1, 3, 5, 7, 9}, 

F2 = {2, 3, 5, 7}
Şəkİİ 2 - dəKİ Eyler - Venn diaqramı bu 

çoxluqlar arasındaKi münasibətləri əyani şə
Kİldə əks etdirir. Fj və F2 çoxluqlarının hər 
biri F çoxluğunun alt çoxluğudur, yəni 
F1 c F, F2 a. F, özü də Ft və F2 F çoxluğu
nun məxsusi alt çoxluqlarıdır. F} və F2 çox
luqlarına gəlincə isə, onların heç biri 
digərinin alt çoxluğu deyil: F} və F2 çoxluq
larını bildirən hər bir fiqur o birinin hüdud
larını aşır.

ÇOXLUQLARIN KƏSİŞMƏSİ

Fərz edəK Kİ, A və B İKİ çoxluqdur. 
Həm A çoxluğuna, həm də B çoxluğuna da
xil olan birlİKdə götürülmüş ünsürlər A və 
B çoxluqlarının Kəsişməsi və ya A n B adla
nan bir çoxluq təşKİl edirlər (şəkİİ 3, a). 
Əgər A və B çoxluqları ümumi ünsürlərə 
malİK deyillərsə, yəni A n B = 0, onda A və 
B çoxluqları Kəsişməyən çoxluqlar adlanır 
(şəkİİ 3, b). Məsələn, Fj və F2 çoxluqları

ŞdKİl 3.

üçün (ŞƏKİİ 2) F, n F2 * 0 münasibəti doğ
rudur, yəni bu çoxluqların Kəsişməsi boş de
yil:

Fx oF2 = {3,5,7}
Çoxluqların Kəsişməsi haqqında тэк- 

təb həndəsə Kursundan çoxlu misal gətir- 
тэк olar. Xüsusi halda zolağı (İkİ paralel 
düz xətt arasındaKi müstəvi hissəsi) İkİ ya- 
rımmüstəvinin Kəsişməsi Kİmi (şəkİİ 4, a), 
ixtiyari paraleloqramı isə İkİ zolağın Kəsiş
məsi Kİmi (şəkİİ 4, b) təsəvvür etməK olar. 
Açıq bucaqdan kİçİk olan bucaq da İkİ yarı- 
mmüstəvinin, üçbucaq isə üç yarımmüstəvi- 
nin (şəkİİ 4, c) Kəsişməsidir. Ümumiyyətlə, 
ixtiyari qabarıq çoixbucaqlı yarımmüstəvi- 
lərin Kəsişməsidir.

в
r

ŞjKil 4.

Belə bir məsələyə baxaq. Müstəvidə bir 
düz xətt üzərində olmayan üç A, B və C nöq
tələri verilib. Bu üç nöqtədən Keçən çevrə 
qurmaq tələb olunur.

Məsələni həll etməK üçün tələbi İKİ his
səyə ayıraq: 1) axtarılan çevrə A və B nöqtə
lərindən Keçməlidir; 2) axtarılan çevrə A və 
C nöqtələrindən Keçməlidir. Həm 1, həm də 
2 şərtini ödəyən çevrə məsələnin həllidir.

Çevrə 1 şərtini ödəyirsə, onun O mər
Kəzi A və B nöqtələrindən radiusa bərabər 
olan eyni məsafədədir. Deməli, O, A və B 
nöqtələrinin ?A.B orta perpendİKulyarında 
yerləşir. Tərsi də doğrudur: əgər O nöqtəsi 
həmin orta perpendİKUİyarda yerləşirsə, on
da A nöqtəsindən Keçən O mərKəzli çevrə B 
nöqtəsindən də KeçəcəK. Başqa sözlə, ?a.b 1 
şərtini ödəyən bütün çevrə mərKəzləri çox
luğu, PAC 2 şərtini ödəyən bütün çevrə mər
Kəzləri çoxluğudur. LaKİn axtarılan çevrə 
hər İkİ şərti ödəməlidir. Deməli, onun mər
Kəzi PAB və PAJC çoxluqlarının hər İKİsinə 
məxsusdur, yəni O g Pab n PAjC. İKİ düz xət
tin Kəsişməsi PA B n PAC yalnız bir nöqtədən 
ibarət olduğundan, bu nöqtə də çevrənin 
mərxəzidir (şəkİİ 5). Pərgarın iynəsini ona 
qoyub A nöqtəsindən çevrə KeçirərəK biz mə
sələni həll etmiş oluruq, belə kİ, çevrə eləcə 
də B və C nöqtələrindən KeçəcəK.

Cəbrdən bir misal ğöstərəK. Fərz edəK
Kİ,

x2 - 2x - у - 4 = 0,
x2 + у2 = 16

sistemini qrafİK yolla həll etməK tələb olu
nur.

Başqa sözlə, hər İKİ tənliyi ödəyən x və 
у ədəd cütləri tapmaq tələb olunur.

Birinci tənliyi aşağıdaKi şəKİldə yaz
maq olar:

у = (x - l)2 - 5
Koordinat müstəvisinin bu tənliyi ödə

yən bütün nöqtələr çoxluğu təpəsi (yəni aşa
ğı nöqtəsi) (1; -5) Koordinatlarına malİK 
olan paraboladır. İKİnci tənlİK mərKəzi ко- 
ordinat başlanğıcında olan və radiusu 4-ə 
bərabər olan çevrədir. Hər İkİ tənliyi ödəyən 
x və у ədədləri cütü parabolanın və çevrənin 
Kəsişmə nöqtəsinin Koordinatlarından başqa 
bir şey deyil (şəkİİ 6). Belə nöqtələr cəmisi 
dörd dənədir. Deməli, baxılan sistemin dörd 
həlli var:

1) x « -L917, у «3,510;
2) x = 0, у = -4;
3) x « -2,319, у « -3,259;
4) x « 3,597, у « 1,748

ÇOXLUQLARIN BİRLƏŞMƏSİ

BirlİKdə götürülmüş A çoxluğunun bü
tün ünsürləri və B çoxluğunun bütün ün
sürləri A və B çoxluqlarının birləşməsi 
adlanan yeni çoxluq yaradırlar. Bu, A B 
Kİmi yazılır. Şəkİİ 7-də gətirilmiş Eyler - 
Venn diaqramı A və B çoxluqlarının qarşı
lıqlı münasibətini, onların Kəsişməsini və 
birləşməsini göstərir. A və B çoxluqlarının 
Kəsişməsi İKİqat ştrixlənmə ilə işarə edilib, 
bütün ştrixlənən (heç olmazsa birqat ştrix
lənmə ilə) fiqur isə onların birləşməsidir.

A v) B birləşməsini almaq üçün A çox
luğunun bütün ünsürlərini götürməK və on
lara A çoxluğunun B çoxluğuna daxil 
olmayan bütün ünsürlərini əlavə etməK la- 
zimdır. Ya da tərsinə: B çoxluğunun bütün 
ünsürlərini götürməK və onlara A çoxluğu
nun B-yə daxil olmayan ünsürlərini daxil 
etməK lazımdır. Buradan aydındır Kİ, A və 
B çoxluqlarının Kəsişməsi onların birləşmə
sində yerləşir:

A n B c A u B
A u B çoxluğunun ixtiyari ünsürü 

üçün üç imKan mövcuddur: o ya A-ya daxil 
olub B-yə daxil deyil (şəkİİ 7-dəKİ X nöqtə
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si); ya B-yə daxil olub A-ya daxil deyil 
(У nöqtəsi); ya da hər İkİ çoxluğa, yəni onla
rın Kəsişməsinə də daxildir (Z nöqtəsi).

Şübhəsiz Kİ, İkİ Kəsişməyən çoxluğun 
birləşməsi təsəvvürü (məsələn, İKİ ayrıca 
şeylər topalarının bir topada birləşməsi) İkİ 
ədədin cəmi haqqında anlayışdan əvvəl for
malaşmışdı. Əgər İkİ A və B çoxluqları Kə
sişmirlərsə (ümumi ünsürə malİK deyillər- 
sə), özü də onların biri a ünsürə, İKİncisi b 
ünsürə malİKdirsə, onda A u B çoxluğu a+b 
ünsürə malİKdir. “Bir topada qarışdırmaq” 
üçün A və B “topalarının” hansı ardıcıllıqla 
götürülməsinin fərqi olmadığından, onda 

А и В = Bu A
Deməli, ədədlərin cəmi toplananların 

yerlərindən asılı deyil:
a + b = b + a

Təbii Kİ, bu, toplamanın yerdəyişmə 
qanununun isbatı yox, izahıdır. Əcdadları
mızın az saylı şeylərdən ibarət olan topaları 
qarışdırarKən anladıqları toplamanın yerdə
yişmə qanunu (“toplananların yerini dəyi
şəndə cəm dəyişmir”) sonralar natural 
ədədlərin toplama qanunu Kimi ifadə edil
mişdi.

Çoxluqların birləşməsi haqqında misal
ları həndəsədə asanca tapmaq olar. Bildiyi
miz Kimi, açıq bucaqdan kİçİk bucağı İkİ 
yarımmüstəvinin Kəsişməsi Kimi təsvir et- 
тэк olar. Açıq bucaqdan böyÜK bucağı bu 
şəKİldə verməK тйткйп deyil. LaKİn o, İkİ 
yarımmüstəvinin Kəsişməsidir. (Şəkİİ 8).

Hər bir dördbucaqlını, özü də təKcə qa
barıq yox, həm də qabarıq olmayan çoxbu- 
caqlını diaqonal boyunca asanca İkİ üçbu
cağa ayırmaq mümKÜndür. Ümumiyyətlə, 
istənilən n bucaqlını diaqonallarla n-2 üç
bucağa ayırmaq olar. Qabarıq çoxbucaqlı ha- 

lmda bir təpədən çıxan bütün diaqonalları 
çəKməK Kifayətdir (şəkİİ 9, a). Qabarıq ol
mayanlar üçün heç də hər bir diaqonal yara-

mır, bu halda onu n-2 üçbucağa ayıran 
diaqonalları götürməK lazımdır (şəkİİ 9, b).

Ş»Kil 9.

İndi isə cəbrdən bir misala baxaq.
(x3 - 3x2 +4x - 12)(x2 - 5x + 6) = 0 

tənliyinin sol tərəfində İkİ çoxhədlinin 
/(x) = x3 - 3x2 + 4x - 12, 

g(x) = x2 - 5x + 6 
hasili dayanıb.

Aydındır kİ, birinci çoxhədlinin hər 
bir həlli (yəni onu x-in yerinə qoyduqda bu 
çoxhədlini sıfıra çevirən hər bir ədəd) tənli
yin də həlli olacaq, belə kİ, ixtiyari ədədi 
0-a vurduqda 0 alınır. Oxşar olaraq, g(x) 
çoxhədlisinin hər bir həlli də tənliyin həlli 
olacaq. Əgər x ədədi nə f(x) - in, nə də g(x) - 
in həlləri deyilsə, onda o, tənliyin də həlli 
olmayacaq, belə Kİ, 0 - dan fərqli İKİ ədədin 
hasili 0 deyil. Başqa sözlə, verilmiş tənliyin 
bütün həllər çoxluğu F o G birləşməsindən 
ibarətdir, burada F f(x) çoxhədlisinin, G 
g(x) çoxhədlisinin KÖKİəri çoxluqlarıdır.

DİGƏR ƏMƏLİYYATLAR

Adətən hər bir çoxluğa hər hansı bö- 
уйк çoxluğun hissəsi Kimi baxılır. Məsələn, 
üçbucaqlar, çevrələr, Kvadratlar müstəvi
nin; tam ədədlər isə həqiqi ədədlərin alt çox
luqlarıdır. Belə birləşdirici çoxluq universal 
çoxluq adlanır. Bundan sonra mətndə “çox
luq” sözü həmişə müəyyən universal U çox
luğunun alt çoxluğunu bildirəcəK. İndi isə 
daha bir əməliyyatı - tamamlama əməliyya
tını daxil edəK. Hər bir A çoxluğunun ta- 
mamlayıcısını, yəni U çoxluğunun A-ya 
daxil olmayan ünsürləri çoxluğunu cA ilə 
işarə edəK.

Məsələn, əgər A dairədirsə, cA bu dai
rəni Kəsib çıxarandan sonra müstəvidə qa
landır (şəkİİ 10). TənlİK və bərabərsiz- 
lİKİərin həllinə baxdıqda universal U çoxlu
ğu Kimi R bütün həqiqi ədədlər çoxluğunu 
götürməK məqsədəuyğundur. Bu halda, mə
sələn, M çoxluğu olaraq x2 + x - 6 > 0 bəra
bərsizliyinin həlləri çoxluğunu götürsəK, 
x2 + x - 6 < 0 əks bərabərsizliyinin həllər 
çoxluğunu cM tamamlayıcı çoxluğu Kİmi 
alırıq Kİ, bu da (-3, 2) intervalıdır. Yada sa
laq Kİ, intervalın uc nöqtələri intervala da
xil deyil - onlar M çoxluğuna daxildir. 
Aydındır Kİ, 0 boş çoxluğunun tamamlayı- 
cısı universal U çoxluğudur, U - nun ta- 
mamlayıcısı isə boş çoxluq olacaq.

İKİ ÇOXLUĞUN BİRLƏŞMƏSİNİN GÜCÜ

Д çoxluğunun gucunun |4| Kimi yazılması qəbul 
edilib. Əgər A və B sonlu çoxluqları ümumi ünsürlə
rə malİK deyillərsə, onda

AuB =| 4| +| B\
bərabərliyi doğrudur.

AuB Kəsişməsi boş olmayanda bu münasibət 
aşağıdaKi ilə əvəz olunur.

ÄuS|=| A+|B|-|4nB|
Başqa sözlə, əgər A çoxluğu a, B çoxluğu b, 

onların Kəsişməsi isə p ünsürdən ibarətdirsə, onda 
A nSçoxluğunun ünsürləri sayı a + b-p-yə bəra
bər olacaq. Həqiqətən, A çoxluğunun bütün ünsür
lərini, sonra B çoxluğunun bütün ünsürlərini 
sayaraq а + b alırıq. Bu zaman AjB Kəsişməsinə 
daxil olan p ünsürdən hər birini İKİ dəfə sayırıq, laxin 
A rıB çoxluğuna daxil olanların hər birini isə təxcə 
bir dəfə saymaq lazım gəlir.

Çoxluqların heç olmasa biri - A və ya B - son- 
suzdursa, düstur özgə cür olacaq. Fərz edəK kİ, A 
çoxluğu sonsuzdur və onun gücü B çoxluğunun gü
cündən az deyil, yəni |4| > |sf onda

Tamamlama əməliyyatının digər əmə
liyyatlarla əlaqəsi maraqlıdır. Belə Kİ, İKİ 
çoxluğun birləşənə qədərKİ tamamlayıcısı 
onların tamamlayıcılarının Kəsişməsidir. 
Bu, belə yazılır:

CA

ŞəKil 10.

c(A u B) = cA n cB
İkİ çoxluğun Kəsişməsinin tamamlayı- 

cısı isə onların tamamlayıcılarının birləşmə
sidir (şəKİllər 11, 12).

c(A n B) = cA > cB

Şənil 11.

I AuB =| Д|
bərabərliyi doğrudur, özü də bu A və B - nin ümumi ünsür
lərə malİK olub - olmamasından asılı deyil. Oxşar olaraq, 
əgər B sonsuzdursa və| B' > 4|, onda

Ümumi halda A və B çoxluqlarının heç olmasa biri son
suzdursa, onların birləşməsinin gücü И və S güclərinin ən 
böyüyünə bərabərdir;

| A uB = max( 4|, B\)
Xüsusi halda,hesabi və sonlu çoxluqların birləşməsi də 

hesabi çoxluqdur. Məsələn, fərz edəK kİ,
A = {a,,a2,a3,...}, B = {b„b2,b3}-äir.

Bu çoxluqların ünsürlərini “qarışdıraraq” onların birləş
məsini

AuB = {avbvaz,b2,a3,b3,at,as,...}
şəKİində yaza bilərİK.

Deməli, A ufl-nin ünsürlərini natural ədədlərlə nömrə- 
1этэк olar, yəni o, hesabidir.
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Daha bir əməliyyat - çoxluqların fərqi 
əməliyyatını daxil edəK. Fərz edəK kİ, İkİ A 
və B çoxluqları verilib. A çoxluğunun B çox
luğuna mənsub olmayan bütün ünsürlərin
dən təşKİl olan C çoxluğuna baxaq (şək. 13). 
C çoxluğuu A və B çoxluqlarının fərqi adla
nır və C=A\B ilə işarə edilir.

ŞəkİI 13.

c(Ar\B)

ŞəkİI 12.

Qeyd etməK vacibdir kİ, çoxluqların 
fərqini artıq məlum olan əməliyyatlardan 
asanca almaq olar. Həqiqətən, C çoxluğu A 
çoxluğunun elə ünsürlərindən ibarətdir kİ, 
onlar B çoxluğunun tamamlayıcısına daxil
dir. Deməli, C fərqi A və cB çoxluqlarının 
Kəsişməsidir, yəni

A \ B = A n cB
Birləşmə və Kəsişmə əməliyyatlarında 

hər İkİ çoxluq eynihüquqlu iştiraK edirsə 
(riyaziyyatçılar deyirlər kİ, belə əməliyyat
lar Kommutativdir), çoxluqların fərqi əmə
liyyatı artıq qeyri-Kommutativdir: A \ B ? 
*B\A, Burada heyrətamiz heç nə yoxdur - 
axı ədədlərin hesabi fərqi də qeyri-Kommu- 
tativdir. LaKİn çoxluqlar nəzəriyyəsində 
simmetriK fərq adlanan və Kommutativ olan 
daha bir fərq əməliyyatına baxılır. A və B 
çoxluqlarının simmetriK fərqi bu çoxluqla
rın yalnız birinə mənsub olan ünsürlər çox
luğuna deyilir. Bu fərq AAB Kİmi yazılır. 
Şəkİİ 14-dən alınır kİ,

AAB=(AuB)\(AnB) =
= (BuA)\(B nA) = BAA

Başqa sözlə, A və B çoxluqlarının sim
metriK fərqi bu çoxluqların birləşməsi və 
Kəsişməsi arasındaKi fərqdir.

İndi isə həllinə baxılan əməliyyatlar tə
ləb olunan məsələlərə baxaq.

NazirlİK liseylərin birinə orada xarici 
dillərin necə tədris olunduğunu yoxlamaq 
üçün müfəttiş göndərdi. Nazirliyin əməKda- 
şı hesabatda yazdı Kİ, liseydə 100 uşaq oxu
yur. Hər biri üç dildən: fransız, alman və 
ispan dillərindən azı birini öyrənir. Özü də 
hər üç dili 5; alman və ispan dillərini 10; 
fransız və ispan dillərini 8; alman və fransız 
dillərini 20; ispan dilini 30, alman dilini 23, 
fransız dilini 50 adam öyrənir. Hesabatı 
təqdim edən müfəttiş işdən qovulmuşdu. 
Niyə?

Həmişə olduğu Kİmi, işarələmələrdən 
başlayaq. Fransız dili öyrənən şagirdlərin 
çoxluğunu F, alman dili öyrənənlərinKİni A, 
ispan dili öyrənənKİlərini isə İ ilə işarə 
edəK. Hesabatda deyilirdi Kİ, hər yüz liseyçi 
azı bir xarici dil öyrənir. Bu müddəanın he
sabatın digər verilənlərinə uyğun olub-ol
mamasını yoxlayaq. Onları belə yazmaq 
olar: |F| = 50, |A| = 23, |İ| = 30, |FnA| = 20, 
|F n İ| = 8, |A n İ| = 10, |F n A n İ| = 5. Bütün 
liseyçilər çoxluğu F, A və İ çoxluqlarının 
birləşməsi olub onun gücü 100-ə bərabər ol
duğundan, ondaıoo = |f| +1 a| + |i| -(|f n a| + |f ni| +

+|A n İ|) + |F n A n
Müvafiq qiymətləri qoyaraq alırıq: 50 + 23+ 
+ 30 - 20 - 8 - 10 + 5 = 70. Ziddiyyət: 
100 * 70. Müfəttişin hesabatından neçə şag
irdin ancaq alman dilini öyrəndiyini tapma
ğa çalışaq. Şəkİİ 15-dən göründüyü Kİmi ve
rilmiş çoxluğun gücü belədir: |A|-|AnF|- 
-|A nl) + |A nt nF|. Sonuncu düstura müva
fiq qiymətləri yazıb 23 - 20 - 10 + 5 = -2 
alırıq. Yenə də cəfəngiyyat! Nəticə aydındır 
- yoxlama pis aparılıb, ya da heç aparılma
yıb. Ola bilsin kİ, müfəttiş ixtiyari rəqəmlər 
götürüb.

Daha bir nəzəri-çoxluq əməliyyatı - 
düz hasillə tanış olaq. Fərz edəK Kİ, A və B 
İkİ ixtiyari çoxluqlardır. xA çoxluğuna, у B 
çoxluğuna məxsus olduqda (x,y) nizamlan

mış cütünə baxaq. Oxşar belə cütlərin məc
musu da elə A və B çoxluqlarının düz hasili 
adlanaraq A x B işarə edilir.

Belə təmtəraqlı və qeyri-adi adına bax
mayaraq, bu əməliyyat bizə çoxdan bəllidir. 
Əlimizə dəmiryolu bileti alaq. Onda qatarın 
hara yollandığı, vaqon və yer, biletin qiymə
ti, eləcə də bir neçə artıq bizə lazım olmayan 
məlumatlar: biletin nömrəsi və s. göstərilib. 
Bəs burada düz hasillər haradadır? Budur 
onlar! Əvvəla, sərnişinin qatarda yerini tə
yin edən ədədlər cütü, - vaqonun nömrəsi və 
yerin nömrəsi. Əgər qatarda 22 vaqon, onla
rın hər birində 36 yer varsa, onda A çoxluğu
1, 2, ...,22 ədədlər çoxluğu, B çoxluğu isəl,
2, ..., 36 ədədlər çoxluğudur. İKİncisi, yola- 
düşmə vaxtı, məsələn, 13.48. A çoxluğu ro
lunda 0, 1, ..., 23, B çoxluğu rolunda isə 
0-dan 59 -dəK tam ədədlər çoxluğu çıxış 
edir. Daha nə? Hələ ay və il və ya biletin 
nömrəsi, məsələn. К 245654 var. Yenə də 
birinci ünsürün əlifbanın hərflər çoxluğu
na, İKİncinin isə 000001-dən 999999-a dəK 
tam ədədlər çoxluğuna mənsub olduğu cüt.

Çoxluqların düz hasilinə Kino biletlə
rində rast gəlməK olar. Orada sıra və yer, 
deməli, KİnoteatrdaKi sıralar çoxluğunun 
sıradaKi yerlər çoxluğuna düz hasili göstəri
lib. Və yaxud şahmat partiyasının yazılışı. 
Şahmat taxtasının hər bir daması hərf - rə
qəm cütü ilə qeyd olunub.

LaKİn düz hasil müstəvi üzərində Koor
dinat sistemi yaranandan sonra ən mühüm 
tətbiqini tapdı. Həqiqətən, müstəvinin hər 
bir nöqtəsinə (x,y) ədədlər cütü qarşı qoyu
lur. BeləliKİə, müstəvi İkİ düz xəttin RxR 
düz hasili Kİmi təqdim olunur. Məsələn, 
y = x2 - x + 2 funKsiyasınm qrafİKİ nədən 
ibarətdir? Bu, йхй alt çoxluğu və 

y-x~ + x- 2^0 bərabərsizliyinin həlləri 
çoxluğudur. (şəkİİ 16).

Düz xəttin və çevrənin düz hasilini gö- 
türsəK, nə alınır? Asanca anlamaq olur kİ, 
sonsuz silindr alınır (şəkİİ 17). Bəs İKİ çev
rənin düz hasilini götürsəK necə? Bu suala 
cavab verməK çətindir, amma fİKİrləşib tap
maq olar kİ, adi bublİKİn səthini xatırladan 
səth alınacaq. Riyaziyyatçılar bunu “tor” 
sözüylə adlandırır (şəkİİ 18).

MÜNASİBƏTLƏR

Hər bir insan daxilən azad doğulur. La
Kİn bunu onun gəldiyi və öz gəlişi ilə dəyiş
diyi cəmiyyət - bu ailə, millət, dövlət və ya 
bütün bəşəriyyət ola bilər - haqqında deməK 
olmaz. Onların hər biri öz üzvləri arasında 
münasibətlər sisteminə malİKdir Kİ, bunlar 
da üzvlərin cəmiyyətdə mövqeyini təyin 
edir. Buna görə də Kənizin oğlu, bir qayda 
olaraq, qul olurdu, şahın oğlu şah ola bilər
di. Riyazi olaraq тйгэккэЬ və çoxtərəfli 
münasibətlər sistemini təsvir etməK olarmı? 
Məlum olmuşdur Kİ, müəyyən dəqiqlİK dərə
cəsində bu, tamamilə mümKÜndür.

M = {at, a2, .... an} çoxluğuna və onun 
özünə düz hasili olan M x M bütün nizam
lanmış (а;,а;) cütlər çoxluğuna baxaq: aydın
dır Kİ, belə cütlərin sayı n2 - dır. Bu halda 
düz hasili qrafİK olaraq n x n ölçülü Kvad- 
ratdaKi bütün tam nöqtələrin hasili Kİmi 
təsvir etməK olar (şəkİİ 1 - də n = 4 - dür). 
ŞəKİldəKİ hər qara nöqtə iİKİn M çoxluğu
nun ünsürlərindən tərtib olunmuş hər hansı 
(az,a.) cütünə uyğun gəlir. Özü də ümumiy
yətlə M - dən bütün mümKÜn cütlər təsvir 
olunub. Deməli, M çoxluğunun ünsürləri 
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arasında ixtiyari cütlü qarşılıqlı münasibəti 
təsvir etməK olar.

ŞdKİl 1.

(a,aj (a.aj (a.aj

• • • •
(a, aj (a,aj (a.aj

a2 • • •
(a a,) (аг,а.) (а„а,) (at.a)

«1 • • • •
(a^aj Ci‘ı.aj (a^a)

«ı a2 «4

Məsələn, fərz edəK Kİ, a1 direıctor, a2 
və a3 onun İkİ müavini, a4 sıravi əməKdaş- 
dır. Belə hərəKət edən: əgər ay at - ya tabe- 
dirsə, onda müvafiq (a;, ay) cütünə uyğun 
nöqtəni qırmızı edəK (şəkİİ 2). Nəticədə 
M x M düz hasilinin müəyyən “qırmızı” alt 
çoxluğunu alacağıq Kİ, bu dörd adamın bü
tün qarşılıqlı tabeçilin sistemini tamamilə 
təsvir edir.

Verilmiş misala uyğun, ümumi tərif 
verməK olar: M x M düz hasilinin ixtiyari R 
alt çoxluğu M çoxluğunda cüt və ya binar 
münasibətlər adlanır. R M x M- in alt çox
luğu olduğundan, R də (a;,a7) nizamlanmış 
cütlərindən ibarətdir. Və əgər (а,,ау)еД, 
onda deyirlər - at ünsürü a] ünsürünə R mü- 
nasibətindədir (bizim misalda at a - dan 
“başdır”) və bunu bəzən belə yazırlar: at R 
a.]. Əgər(aj,aJ) £ R- dirsə, onda a Ra yazır
lar. Bizim ixtiyari Rc M x M alt çoxluq 
seçməyə ixtiyarımız olduğundan, binar mü
nasibətlərin Köməyi ilə M çoxluğunun bü

tün ünsürləri arasındaKi ixtiyari cüt qarşı
lıqlı münasibətlər sistemini təqdim etməx 
olar.

Şəkİİ 3 - də təqdim olunan R çoxluğu
nu, məsələn, belə oxumaq olar:

aj özündən, a2 - dən, a3- dən “başdır”; 
a2 özündən və a4 - dən “başdır”, 
a3 və a4 yalnız özlərindən “başdırlar”.

Orta əsrlərin məşhur prinsipi yada dü
şür: ’’Vassalımın vassalı mənim vassalım de
yil”. Bu prinsipdən çıxış edərəK təsəvvür 
etməK olar kİ, at Kral, a2 və a3 onun İkİ bəra
bər hüquqlu vassalı və a4 a2-nin vassalıdır. 
Onda “hər kəs özündən başdır” müddəası 
onu bildirir Kİ, hər kəs özü üzərində haKİm- 
dir. Axırıncı şərtin şəKİimizdə {(а(,а;)}, i=l, 
2, ... diaqonalının təsvir etməsi əlamətdar
dır. i R tam diaqonalını {(а^а,)} özündə 
saxlayan R binar münasibət refleKSİv adla
nır. Deməli, refleKSİv binar münasibətdə 
a R а-dır, yəni həmişə “a a-dan başdır”.

Qarşılıqlı münasibətlər sistemində 
“vassal” yox, tərs prinsip, məsələn, “dostu
mun dostu mənim dostumdur” prinsipi ödə
nirsə, onda müvafiq binar münasibət tran- 
zitiv adlanır. Onda əgər x R y və y R z-dir- 
sə, deməli, həm də x R z-dir. “Vassal” qay
dası özü isə binar münasibətlər terminlə
rində antitranzitivlİK adlanır: əgər xRy və 
y R z, onda mütləq x R z.

Misal Kimi hamı üçün yaxın olan mü
nasibətə: adamlar arasında tanışlıq münasi
bətinə baxaq.

Onun tranzitiv və ya antitranzitiv ol
ması mütləq deyil, laKİn o əlbəttə Kİ, refleK- 
sivdir: axı hamı özünü tanıyır. Tanışlıq 
münasibəti daha bir əlamətdar xassəyə ma- 
lİKdir: əgər a b ilə tanışdırsa, onda &-də a ilə 

tanışdır. R binar münasibətinin bu xassəsi 
simmetrİKİİK adlanır. R simmetrİK binar 
münasibəti baş diaqonalına nəzərən həmişə 
simmetrİKdir və tərsinə (şəkİİ 4). Antisim- 
metrİK həm də tərs xassəyə malİKdir: əgər 
a R b-dirsə, onda b R a.

ŞdKİl 4.

Əgər bu münasibət eyni zamanda ref
leKSİv, tranzitiv, simmetrİKdirsə, o, eKviva- 
lentlİK münasibəti adlanır. Belə münasibət 
üçün aşağıdaKi qaydalar doğrudur:

1) а а - ya eKvivalentdir;
2) əgər a b - yə və b c - yə eKvivalent- 

dirsə, onda а c - yə
eKvivalentdir;
3) a b - yə eKvivalentdirsə, b də a -ya 

eKvivalentdir.
EKvivalentlİK münasibəti M çoxluğu

nu öz aralarında eKvivalent olan ünsürlərin 
Kəsişməyən alt çoxluğuna - eKvivalentlİK 
siniflərinə bölür. EKvivalentlİK münasibəti
nə misal eyni m ədədinə bölünən zaman eyni 
qalığa malİK tam ədədlər cütləri çoxluğu
dur. Hər bir eKvivalentlİK sinfi dəqiqlİKİə 
bir ünsürdən ibarətdirsə, onda münasibət 
eynilİK və ya bərabərlİK münasibəti adlanır.

Binar münasibətin yaxşı məlum olan 
misalı - həqiqi dəyişənin funKsiyası - əslin
də ədəd oxunun özünə düz hasili olub qra- 
fİKİə təsvir edilir. Burada bircə 
məhdudiyyət tələb olunur: əgər x Ry və x R 
z -sə, onda y = z. Bunu sözlə ifadə etməyə 
çalışın.

BeləliKİə, əgər M bütün həqiqi ədədlər 
çoxluğudursa, onda R cz M x M münasibəti
nə çoxqiymətli funKsiya Kimi baxmaq olar. 
Məsələn, y = ±\X İKİqiymətlidir (şəkİİ 5), 
belə kİ, hər bir x>0 - ə y - in y = ±y[x bəra
bərliyini ödəyən İkİ qiyməti uyğundur.

Gətirilən misallardan və illüstrasiya
lardan alınır Kİ, binar münasibətin müxtəlif

verilmə üsulları var. Bu müddəa ixtiyari 
çoxluğa aiddir, axı R M x M - in alt çoxlu
ğudur. Sonlu M-lər üçün 7?-i sıfır və vahid
lərdən ibarət matris şəKİində verilməsi Kimi 
məxsusi üsul da mövcuddur. Üsul çox sadə
dir və nəticədə kİçİk matris nəhəng şəkİİ 
əvəz edir. Matrisi quran zaman belə bir qay
dadan istifadə edilir: vahid yalnız və yalnız 
o zaman qoyulur kİ, müvafiq yerdə R binar 
münasibətinin ünsürü dursun (şəkİİ 6).

'0101'
1010
1100

J000,

ŞdKİl 6. şəkiI 3 - dd başqa 
üsulla verilmiş münasibdtin 
matrisi.

MÜƏMMALI MÜNASİBƏTLƏR

Atamın oğlu qardaşım deyil - bu Kimdir?

İkİ ata və İkİ oğul üç portağalı bölüşdürdülər və 
hərəsinə bütöv portağal çatdı. Onlar bunu necə et
dilər?

Peterburqda bir spiritiK seansda PuşKinin ru
hunu narahat eləyərəK sual verdilər: "Sizin Anna 
Kernə münasibətiniz necədir? NəlbəKi cavab verdi:

Sənə and içirəm, ey mənim dostum, 
Sənsiz həyat yoxdur mənə dünyada, 
Həyatda bir qüssəm varımdır mənim, 
Dəqiqəsi ağırdır bu həyatımın.

<259
J*

<258
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İNİKASLAR

Müasir riyaziyyatın əsas anlayışların
dan biri funKsiya anlayışıdır. FunKsiyalara 
eynən hər yanda rast gəlinir. Məsələn, ton
qal üzərindən çəKİlmiş məftili ədəd oxunun 
bir hissəsi hesab etsəK, məftilin hər bir nöq- 
təsindəKİ temperaturu funKsiya olacaq. Ət- 
rafdaKi havanın temperaturu artıq bir yox, 
üç dəyişənin: İkİ coğrafi Koordinatın və də
niz səthindən hündürlüyün funnsiyasıdır. 
Zamanı da əlavə etsəK, dəyişənlərin sayı 
dörd olacaq.

Gətirilmiş misallarda ümumi cəhət 
odur Kİ, istər funKsiyanm arqumenti (və ya 
arqumentləri), istərsə də onun qiymətləri 
rolunda ədədlər çıxış edir. LaKİn funKsiya- 
nın arqumentləri və тйткйп qiymətləri 
Kimi ixtiyari təbiətli obyeKtlərə baxmaqda 
da bir problem yoxdur. BeləlİKİə, biz funK
siya anlayışının ümumiləşməsinə - inİKas 
anlayışına gəlib-çıxırıq. Sadə misal - plane
tin hər bir saKİninə altında doğulduğu Zodi- 
ак nişanını qarşı qoyan inİKas. Biz deyirİK 
Kİ, əgər hər bir x e A ünsürünə B çoxluğu
nun tamamilə müəyyən edilmiş bir ünsü
rünü qarşı qoyan qayda müəyyənləş - 
dirilibsə, onda A çoxluğunun B çoxluğuna, 
x ünsürünün obrazı adlanan və f(x) - lə işa
rə olunan inİKası verilib. A çoxluğunun B 
çoxluğuna inİKası A -> B yaxud A —-—> B 
yazısı ilə işarə edilir. Bu zaman A çoxluğu f 
inİKasının təyin oblastı adlanır. Qeyd edəK 
Kİ, B çoxluğunun eyni bir ünsürü A çoxlu
ğunun bir neçə ünsürünün surəti ola bilər. 
Belə Kİ, şəkİİ 1-də p & B ünsürü b və c ün
sürlərinin hər birinin surətidir, yəni f(b) = p 
və f(c) = p. Ola bilər Kİ, B çoxluğunun hər 
hansı bir ünsürü A çoxluğunun heç bir ün
sürünün surəti olmasın. Məsələn, şəkİİ 1 - 
də A-da surəti q e B ilə üst-üstə düşən ünsür 
yoxdur. LaKİn hər bir A -> B inİKası üçün 
mütləq belə bir şərt ödənməlidir: hər bir 
x e A - ya onun surəti Kimi B çoxluğunun 
yalnız bir ünsürü uyğundur. Şəkİİ 2-də gös
tərilən uyğunluq inİKas sayıla bilməz, belə 
Kİ, c e A ünsürünün B çoxluğunda inİKası 
yoxdur. Eləcə də, a & A ünsüründən B çox
luğunun bir yox, İkİ ünsürünə oxlar gedir.

FunKsiya olmayan inİKasların sadə mi
sallarına həndəsədə rast gəlmən olar. Riya
ziyyatın bu sahəsində mühüm rol oynayan 
bütün həndəsi çevirmələr inİKasın məğzidir. 

Məsələn, O nöqtəsinə nəzərən mərKƏZi sim
metriya inİKasdır: hər bir A nöqtəsinə elə

A

bir B nöqtəsi uyğun gəlir Kİ, AB parçasının 
ortası O olur. Şəkİİ 3-də O nöqtəsinə nəzə
rən mərKƏzi simmetriyada A nöqtəsinin su
rəti B nöqtəsi, C nöqtəsininKİ D nöqtəsi, D 
nöqtəsininKİ C nöqtəsidir.

A
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P müstəvisinin O mərKəzi ətrafında 
n/2 bucağı qədər r fırlanması da bu müstə
vinin müəyyən P P inİKasıdır. Bu inİKas 
O-dan fərqli A nöqtəsini elə bir B = r(A) nöq
təsinə Köçürür Kİ, A və B mərKəzi A olan 
çevrə üzərində yerləşirlər və müsbət istiqa
mətdə (yəni saat əqrəbinin əksİ isiqamətin- 
də) ölçülən /AOB bucağı n/2 olur (şəkİİ 4). 
Ümumiyyətlə, P müstəvisinin ixtiyari f çev
rilməsi (ox simmetriyası, paralel Köçürmə, 
fırlanma və s.) müəyyən P -> P inİKasıdır, 
başqa sözlə, “həndəsi funKSİyadır”. Axırın
cısının təyin oblastı ədədi funKsiyadan fərq
li olaraq hər hansı ədədlər çoxluğu deyil, 
nöqtələrdən ibarət və surətləri ədədlər de
yil, nöqtələr olan P çoxluğudur. Deməli, ix
tiyari a e P nöqtəsi üçün onun b = f(a) 
obrazı da P müstəvisinin nöqtəsidir.

İNİKASLARIN BƏZİ NÖVLƏRİ

Fərz edəK kİ, f : A -> B hər hansı ini- 
xasdır. b g B ünsürünü götürəK və A - da 
surəti b olan bütün ünsürlərdən ibarət olan 
alt çoxluğa baxaq. Bu alt çoxluq b ünsürü
nün xəyalı (proobrazı) adlanır və f\b) ilə 
işarə olunur. Belə kİ, şəkİİ 1-də göstərilən 
inİKas üçün p e B ünsürünün xəyalı 
f l(p)={b,c} İKİ ünsürdən ibarətdir, rvəs ün
sürlərinin hər birinin xəyalı yalnız bir ün
sürdür: f \г) = a; fl(s) = d. q g B gəlincə, 
onun xəyalında ünsür yoxdur: f l(q) = 0. 
İndi isə müstəvidə A dairəsinə və B düz xət
tinə baxaq və g:A —> B ilə dairənin bu düz 
xəttə ortoqonal proyeKsiyasını işarə edəK 
(şəkİİ 5). Verilmiş halda p və q nöqtələrinin 
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xəyalları hər biri yalnız bir ünsürdən ibarət
dir: g ’(p) = a, g \q) = b. Daha sonra, ixtiya
ri rG(p, g) nöqtəsinin xəyalı g’(r) düz xətt 
parçasıdır. Əgər s e В \ [p, g], onda g ](s) xə
yalı boş çoxluqdur. İnİKasların növlərini B 
çoxluğunun müxtəlif ünsürlərinin xəyalla
rının neçə obyeKtdən ibarət olmalarına görə 
fərqləndirirlər. Əgər B çoxluğunun hər bir 
ünsürünün xəyalına A çoxluğunun birdən 
artıq olmayan ünsürü daxildirsə (yəni nü
munə ya bir ünsürdən ibarətdir, ya boşdur), 
onda inİKas yerləşdirmə və ya inyeKtiv inİ
Kas adlanır. BeləlİKİə, əgər f:A —> B yerləş- 
dirmədirsə, onda hər bir ünsürü öz surəti ilə 
eyniləşdirərəK elə bil Kİ, A çoxluğunu alt 
çoxluq Kimi B çoxluğunda yerləşdirirİK (şə- 
Kİl 6). “Yerləşdirmə” termini buradan do
ğur. Əgər f: A -> B yerləşdirmədirsə, onda 
B çoxluğunda “artıq”, yəni A-daKi hər hansı 
ünsürlərin surətləri olmayan ünsürlər ola 
bilər. Başqa sözlə, f: A -» B yerləşdirməsi A 

çoxluğu və B çoxluğunun müəyyən alt çox
luğu arasında qarşılıqlı birqiymətli uyğun
luq yaradır.

Əgər ixtiyari b g B xəyalı üçün f\b) 
nümunəsi boş deyilsə, onda f:A -> B ya qo
yulma, süryentiv inİKas, ya da B çoxluğuna 
inİKas adlanır (şəkİİ 7). Başqa sözlə, əgər 
B-də “artıq” ünsürlər yoxdursa (B çoxluğu
nun hər bir ünsürü A-nın heç olmasa bir ün
sürünün surətidir), onda /:A->B qoyul
madır.

Fərz edəK kİ, f'. A -> B ixtiyari inİKas- 
dır. A çoxluğunun surətini, başqa sözlə, B 
çoxluğunun A-nın ünsürləri surətləri olan 
bütün ünsürləri çoxluğunu f(A) ilə işarə 
edəK. f(A) B çoxluğu ilə üst-üstə düşürsə, 
onda f qoyulmadır, əgər B-də “artıq” ünsür
lər varsa, yəni /(A) B çoxluğunun məxsusi 
alt çoxluğudursa, f-ə qoyulma deməK olmaz.

Nəhayət, həm yerləşdirilmə, həm də 
qoyulma olan inİKas qarşılıqlı birqiymətli və 
ya biyeıctiv adlanır. Belə inİKas f:A -> В, A 
və B çoxluqları arasında qarşılıqlı birqiy
mətli uyğunluq müəyyənləşdirir. Aydındır 
Kİ, A çoxluğunun B çoxluğuna qarşılıqlı bir
qiymətli inİKası ancaq o halda mövcuddur 
Kİ, bu çoxluqlar eyni gücə malİK olsun. Baş
qa cür də deməK olar: f’. A —> B ancaq və an
caq o zaman qarşılıqlı birqiymətlidir Kİ, 
f(x) = b tənliyi ixtiyari b g B üçün yeganə 
x g A həllinə malİKdir.

TƏRS İNİKAS

f'.A^ıB inİKası qarşılıqlı birqiymətli 
olan halda f~l:B —> A tərs inİKası mövcud
dur. Bu anlayışı müfəssəl izah edəK.

Əgər f:A->B qarşılıqlı birqiymətli 
inİKasdırsa, onda hər bir y g B ünsürü üçün 
onun xəyalı f l(y) A çoxluğunun düz bir x

260
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ünsürünü saxlayır. Deməli, /(x) = у şərtini 
ödəyən yalnız bir x e A ünsürü var. Şək. 8-də 
x ünsüründən у ünsürünə ox aparır, у ele
mentinə bu x = f Xy) ünsürünü qarşı qoya
raq B çoxluğunun A çoxluğuna müəyyən 
inİKasını alırıq. A çoxluğu ünsürlərindən B

çoxluğuna aparan bütün oxların istiqaməti
ni ƏKSinə çevirsəK, onun sxematİK təsvirini 
verməK rahat olar. Alınan B A inİKası 
f '-lə işarələnir və f inİKasına tərs inİKas ad
lanır. Başqa sözlə, tərs inİKası belə təyin et- 
тэк olar:

/ !(ı/)= x, əgər f(x) = у - dirsə.
Fərz edəK Kİ, A -> B qarşılıqlı birqiy

mətli inİKası
f(a) = q, f(b) = m, f(c) = p, f(d) = n, f(e) = r. 

münasibətləri ilə ifadə olunur. Onda f 1 tərs 
inİKası

f \q) = a, f~\m) = b,f l(p) = c, 
f~\n) = d,f ’(r) = e 

şəKİindədir.
f inİKası a e A ünsürünü q e. B ünsü

rünə “Köçürür”, f 1 inİKası isə elə bil onu 
əvvəİKİ yerinə “qaytarır”:

f(a) = q, f Xq) = a

İNİKASLARIN KOMPOZİSİYASI

Fərz edəK Kİ, üç А, В, C çoxluqları, elə
cə də müəyyən A -> B və B C inİKasları 
verilib. Onları “zəncir” şəKİində yazmaq 
olar:

A—L->B -*■ >C
Hər bir aeB ünsürünün B çoxluğuna 

mənsub olan b = f(a) obrazı var. öz növbə

sində, hər bir b e B ünsürü C çoxluğunda 
olan c = g(b) obrazına malİKdir (şəkİİ 9).

Aralıq B çoxluğundan sovuşaraq a ün
sürünə dərhal c ünsürünü qarşı qoyaq 
(şəkİİ 9-da qırıq ox). BeləlİKİə, A çoxluğu
nun C çoxluğuna müəyyən inİKasını alırıq 
(şəkİİ 9). O, f və g inİKaslarının Kompozisi
yası adlanır və g ° f ilə işarə edilir. Bu za
man birinci inİKas (/) həmişə sağda, İKİncisi 
- solda (g) yazılır. Belə yazılış forması

aşağıdaKi mülahizələrə görə tətbiq olunur. 
Kompozisiya nəticəsində ünsürünə qarşı qo
yulan c ünsürü c = g(b) şəKİinə malİKdir, bu
rada b a ünsürünün birinci inİKasdaKi 
surətidir: yə- ni b = f(a). BeləlİKİə,

c = g(b) = g(f(a))
g(f(a)) yazılışında İKinci g inİKası sol

dadır kİ, bu da Kompozisiyanın işarələnməsi 
zamanı nəzərə alınır: f - sağda, g - solda. 
BeləlİKİə, tərifə əsasən, ixtiyari a g A. üçün 

(g°f)(a) = g(f(a))
Məsələn, f P müstəvisinin O nüqtəsinə 

nəzərən mərKəzi simmetriyası, g isə həmin 
müstəvinin O' nöqtəsinə nəzərən mərKəzi 
simmetriyasıdırsa (şəkİİ 10, a), onda g° f 
f:P -> P və g: P -> P inİKaslarının Kompo
zisiyası OO' veKtorundan İKİ dəfə böyüK 
olan veKtor qədər paralel Köçürmədir (“Hən
dəsə və çevrilmə qrupları” məqaləsinə bax). 
Doğrudan da, g ° f inİKası A nöqtəsini C 
nöqtəsinə Köçürür. ABC üçbucağında OO' 
parçası orta xətdir, deməli, AC = 200'.

Daha bir misal, f olaraq P müstəvisinin 
K düz xəttinə nəzərən ox simmetriyasını, g 
olaraq həmin müstəvinin L düz xəttinə nə
zərən ox simmetriyasını götürəK, özü də K 
və L hər hansı O nöqtəsində Kəsişirlər. Bəra
bər bucaqların işarələndiyi şəkİİ 10, &-dən 

çıxır kİ, A g P nöqtəsi g ° f Kompozisiyası ilə 
elə bir C nöqtəsinə Köçürülür Kİ, ZAOC bu
cağı K və L arasındaKi a bucağından İkİ 
dəfə böyÜKdür, özü də A və C O nöqtəsindən 
bərabər məsafələrdədirlər. Başqa sözlə, g° f 
Kompozisiyası müstəvinin O nöqtəsi ətrafın
da 2a bucağı qədər dönməsindən ibarətdir. 
Gətirilmiş misallar göstərir Kİ, inİKasların 
Kompozisiyası həndəsi çevrilmələrin təhli
lində mühüm rol oynayır.

İndi fərz edəK kİ, f qarşılıqlı birqiy
mətli inİKasdır. AşağıdaKi inİKaslar “zənci
rinə” baxaq:

A—-—> B—-——> A
Əgər f(a) = b, - dirsə, onda tərs inİKa- 

sın tərifinə görə f 1(b) = a. Buna görə də 
(f 1 ° f)(a) = a. Və bu A çoxluğunun ixtiyari 
ünsürü üçün doğrudur.

Eyni ilə
B—---->A—f-^B

“zəncirində” B çoxluğunun ixtiyari b ün
sürü üçün (f o f ')(£) = b.

BeləlİKİə, f 1 ° f: A -> A inİKası A çox
luğunun hər bir ünsürünə bu ünsürün 
özünü qarşı qoyur, f ° f h В -> B inİKasmda 
B çoxluğunun ünsürləri üçün həmin hadisə 
baş verir. İbtidailİKİərinə baxmayaraq, belə 
inİKasları da nəzərdən KeçirməK lazım gəlir. 
Onlara eynilİK inİKasları deyilir.

QRUPLAR

Fərz edin Kİ, siz əsgərlərin nizami Ko
mandaların yerinə yetirilməsinə öyrədildiyi 
meydandasınız. Budur, çavuş əsgərə ко- 
manda verir: “Sola dön, sağa dön, sağa dön,
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geriyə dön, sağa dön, fərəqət, geriyə dön!”, 
o isə ciddi-cəhdlə əmrləri yerinə yetirir. Gə
lin fİKİrləşəK, burada riyaziyyat varmı?

Etiraz edə bilərsiniz: “Qaba əsgər təli
mində nə riyaziyyat!” - və siz haqlı olmaya
caqsınız. Bax, əsgər üzü çavuşa tərəf 
dayanıb, “sola dön, geriyə dön” Komandaları 
səslənir. Nəticədə o, yeganə “sağa dön” Ko
mandasından sonraKi vəziyyətdə olur. Ko
mandaları hərflərlə: S - “sola”, A - “sağa”, 
G - “geriyə”, F - “fərəqət” işarə etsəK və ar
dıcıl verilmiş Komandaları + işarəsi ilə bir- 
ləşdirsəK, onda bu müşahidə sadə düsturla 
yazılar. Komandaların “toplanması” cədvə
lini tərtib edəK.

Komanda F S G A

F F S G A

S S G A F

G G A F S

A A F S G

özünüz başladığımız yeddi Komanda
nın “cəmini” təyin edin. “Geriyə dön” Ko
mandası alınacaq. Hesablamaların gedişində 
bəzi Komandalar qarşılıqlı məhv olur. “Fərə
qət” Komandasının ixtiyari digərinə əlavə 
edilməsi isə sonuncunu dəyişmir: “fərəqət” 
Komandasında əsgər əvvəİKİ vəziyyətində 
qalır. Bu, adi toplamada sıfırın roluna bən
zəyir, deyilmi?

Və ümumiyyətlə, Komandaların toplan
ması ədədlərin toplanmasına yamanca bən
zəyir: İKİ ədədin cəmi yenə ədəd, İKİ 
Komandanın cəmi yenə Komandadır.

LaKİn ədədləri toplayarKən hər bir a 
ədədinə əks elə bir b ədədi var kİ, a + b = 0. 
Bəs bu, “nizami” sistemdə ödənirmi? Bəli! F 
üçün həmin Komanda F, A üçün S, S üçün 
A, G üçün yenə G-dir. Bildiyimiz Kimi, top
lananların yerinin dəyişməsi zamanı cəm də
yişmir. Asanca yoxlamaq olar kİ, bu xassə 
nizami sistemdə də ödənilir.

Siz ətrafınıza baxaraq bu və ya digər 
toplama növünün istifadə olunduğu çoxlu 
“Komandalar sistemi” taparsınız. Məsələn, 
otaqdaKi eleKtrİK açarında müxtəlif lampa
lara cavab verən İkİ düymə varsa, onlarla 
aşağıdaKi Komandalar bağlıdır: “sol düymə
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ni basmalı” (S), “sağ düyməni basmalı” (A), 
“eyni zamanda hər İkİ düyməni basmalı” (/), 
“olduğu Kİmi saxlamalı” (O). Aydındır kİ, 
göstərilən dörd Komandanın ixtiyari İKİsi- 
nin ardıcıl yerinə yetirilməsi onların hansı
sa birinin nəticəsinə gətirir. Belə Komanda
ların cəmi cədvəlini tərtib edəK.

Komanda 0 S A İ

0 0 S A 1

S S 0 İ A

A A i 0 s j

İ İ A S 0

Burada sıfır rolunu O - “olduğu Kİmi 
saxlamalı” Komandası oynayır. Bəİkə “düy
mə” sistemi “nizami” sistem Kimidir? Xeyr! 
Bu halda İkİ dəfə təKrarlanan hər bir ко- 
manda “olduğu Kimi saxlamalı” - gətirir, 
“nizamidə” isə bu belə deyil. LaKİn bu za
man “toplananların yerinin dəyişməsindən 
cəm dəyişmir” qaydası yenə ödənir.

“Komanda” toplanmasına daha bir mi
sal. Rəfdə üç müxtəlif Kitab durur: soldan 
birinci, sonra İKİnci və üçüncü. Birinci əmri 
yerinə yetirəK: “Birinci Kitabı yerində sax
lamalı, İKİnci və üçüncünün yerlərini dəyiş
məli”. Yerdəyişməni aşağıdaKi şəKİldə ya
zaq:

'123'
Ц32,

Burada yuxarı sətirdəKİ rəqəm Kitabın 
yerdəyişməyə qədər hansı yeri tutduğunu, 
altmdaKi rəqəm isə hansı yerə düşdüyünü 
göstərir. İKİnci əmr: “Birinci yerdə duran 
Kitabı İKİnci yerə, İKİnci yerdəKİni üçüncü 
yerə, üçüncü yerdəKİni birinci yerə qoyma
lı” isə belə yazılacaq:

'123' 
[2 31,

Bəs əvvəl birinci, sonra İKİnci əmr ye
rinə yetirilsə, nə almar? Birinci yerdə duran 
Kitaba əvvəl toxunmuruq, sonra İKİnci yer
də yerləşdirirİK, buna görə də 1-in altında 2 
duracaq. İKİnci yerdə duran Kitab əvvəl 
üçüncü yerə, oradan birinci yerə Keçir, yəni 
2-nin altında 1 duracaq. Üçüncü yerdəKİ Ki

tab əvvəl İKİnci yerə Keçir, sonra əvvəİKİ 
yerinə qayıdır. Belə bir yazılış alırıq:

'123'
<213,

Yenə də baxılan obyeKtləri “yığmaq” 
imKanı var. Doğrudur, yerdəyişmələr halın
da adətən onların cəmindən yox, hasilindən 
danışılır. Müvafiq olaraq ona hasili heç bir 
verilmiş yerdəyişməni dəyişməyən yerdəyiş
mə sıfır yox, vahid yerdəyişmə adlanır. Bu 
bütün Kitabların yerlərində qaldığı eynilİK 
yerdəyişməsidir:

'123' 
1123,

İxtiyari yerdəyişmədən sonra Kitabları 
ondan əvvəİKİ yerlərinə qaytarmaq olar, uy
ğun yerdəyişmə verilənə tərs yerdəyişmə ad
lanır. Onun yazılışını almaq üçün verilmiş 
yerdəyişmənin yazılışındaKi üst və alt və 
yuxarı sətirdəKİ nömrələr ardıcıllığı ilə sü
tunları yerləşdirməK lazımdır (yerdəyişmə
lərin “Vurma cədvəli” böyÜKİüyünə görə 
burada göstərilmir).

Aydındır kİ, nəinKİ üç, ümumiyyətlə 
ixtiyari sayda ünsürlərin, özü də təKcə Ki
tabların yox, yerdəyişməsinə baxmaq olar. 
Bunu İİk edənlərdən biri elm tarixində ən 
parlaq riyaziyyatçılardan olan XIX əsrdə 
yaşamış Evarist Qalua olmuşdur. O, çoxhəd
linin KÖKİərinin yerdəyişməsini öyrənmiş və 
onların xassələri əsasında sübut etmişdir kİ, 
4-dən böyÜK dərəcəli çoxhədlinin KÖKİərini 
ümumi halda onun əmsalları vasitəsi ilə ra- 
dİKalların Köməyi ilə ifadə etməK olmaz 
(“Yüksək dərəcəli tənlİKİər” məqaləsinə 
bax). Elə o da xüsusi halları baxdığımız və 
çoxlu daha “ciddi” və mühüm misallar olan 
anlayışı riyaziyyata daxil edib.

Fərz edəK Kİ, müəyyən çoxluqda bu 
çoxluğun ixtiyari İkİ a və b ünsürünə həmin 
çoxluğun c=(a'b) ünsürünü qarşı qoyan 
əməliyyat təyin edilib. Əgər aşağıdaKi şərt
lər ödənilirsə:

1) baxılan çoxluğun ixtiyari üç a, b, c 
ünsürü üçün

(a'b)'c = a\b’c);

2) çoxluğun ixtiyari a ünsürü üçün 
neytral adlanan və

a’e = e'a = a;
şərtini ödəyən e ünsürü var;

3) ixtiyari a ünsürü üçün a - nın tərsi 
adlanan və adətən a 1 -lə işarə edilən ünsür 
var, belə Kİ,

a 'a 1 = а г’а = e 
onda bu çoxluq * əməliyyatlı qrup adlanır.

Qrupa bizim ən tanış olduğumuz misal 
toplama əməliyyatlı bütün həqiqi ədədlər 
çoxluğudur. Bu qrupun birinci xassəsi asso- 
siativlİK, yəni toplamanın bizə məlum olan 
paylanma qanunudur. İKİnci xassədəKİ ney
tral ünsür sıfır ədədidir. (Ümumiyyətlə, ün
sürlər üzərində əməllər toplama adlanırsa - 
bunlar ədədlər, veKtorlar və digər riyazi ob- 
yeKtlər ola bilər, - onun neytral ünsürü sı
fır; ünsürlər üzərində əməl vurma və ya 
hasil adlanırsa, onda vahid adlanır: axı ixti
yari a ədədi üçün 1 • a - a 1 = a).Toplamada 
a-nın tərsi ona əks -a ədədidir. Sıfırdan 
fərqli bütün ədədlər çoxluğu da vurma əmə
liyyatı ilə birlİKdə qrupdur (bu halda а Ф 0 
ədədinin tərsi 1/a ədədidir).

Eyni əməliyyatlı digər ədədi qruplar da 
var. Məsələn, bütün tam və ya yalnız bütün 
cüt ədədlər toplamaya görə qrup təşKİl edir. 
Eyni əməliyyatla verilmiş qrupun ünsürləri
nin bir qismi alt qrup adlanır. Toplama əmə
liyyatı ilə ədədlər qrupunun ən kİçİk alt 
qrupu yalnız bir ünsürdən - sıfırdan ibarət
dir (hər üç şərtin ödəndiyini yoxlayın). Vur
ma əməliyyatlı alt qruplar, bütün müsbət 
ədədlər, sıfırdan fərqli rasional ədədlər, 1 
ədədi, eləcə də 1 və -1 ədədlər cütlərindən 
yaranır.

Ədədlərin toplanması və vurulması 
“toplananların yerdəyişməsindən cəm dəyiş
mir” qanununa tabedir, başqa sözlə, bu əmə
liyyatlar Kommutativdir. LaKİn bu xassə 
hər qrup üçün ödənilmir. “Nizami” və“düy- 
mə” qrupları üçün - hə, amma Kitabların 
yerdəyişməsi üçün - yox.

Həqiqətən gördÜK Kİ, 
ı'123' 
'<231, 

yerdəyişməsini

'123'
113 2, 

yerdəyişməsinin ardınca edərəK
'123'
<213, 

yerdəyişməsini alırıq.

Onların yerinə yetirilmə ardıcıllığını 
dəyişərəK

'123
\321, 

yerdəyişməsini alırıq.
Bütün ünsürləri üçün a ’b - b ‘a olan 

qruplar Kommutativ adlanır.
Dörd ünsürdən - tam ədədlərin 4 - ə 

bölünməsinin qalıqlarından, yəni 0, 1, 2, 3 
ədədlərindən ibarət olan çoxluğa baxaq. Qa
lıqları adi ədədlər Kİmi toplayaq, laKİn cəm 
üçü aşarsa, onu onun 4-ə qalığı ilə əvəz 
edəK. Bu əməliyyat “Qalıqlar hesabı və mü
qayisələr nəzəriyyəsi” məqaləsində baxılır; 
o, “4 moduluna görə cəmləmə” adlanır. Bu 
əməliyyatın cədvəlini tərtib edəK.

Qalıq 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 3 0

2 2 3 0 1

3 3 0 1 2

Yoxlamaq olar Kİ, burada qrupun hər 
üç xassəsi ödənilir. LaKİn bu cədvəli “niza
mi” qrupun cədvəli ilə müqayisə etməK daha 
sadədir. Hər İKİ qrup arasındaKi əlaqə dər
hal üzə çıxır. Əgər “nizami” qrupda F-i 0, 
S-i 1, G-ni 2 və A-nı 3 lə əvəz etsəK, onda 4 
moduluna görə qalıqların toplanması cədvə
li almar! Riyaziyyat üçün bu qruplar eyni
dir. Onları izomorf adlandırırlar. İzomor- 
fizm anlayışını daha ciddi formulə edəK.

Fərz edəK Kİ, İkİ qrup var: onların bi- 
rindəKİ əməliyyatı ‘, İKİncidəKİnKİni ° ilə 
işarə edəK. Qrupların ünsürləri arasında bir 
əməliyyatı digərinə Keçirən qarşılıqlı birqiy
mətli uyğunluq varsa, yəni birinci qrupun 
ixtiyari İkİ ünsürünün a'b “hasilinə” İKİnci 
qrupun a və b-yə uyğun olan a ° p və a ün
sürlərinin P-ya hasili qarşı qoyulursa, qrup
lar izomorf adlanır.

İzomorfizm anlayışı qrup nəzəriyyəsi
nin ən mühüm anlayışlarından biridir, belə 
Kİ, bir-birinə izomorf olan qruplar çoxlu
ğundan yalnız birini öyrənməK Kifayətdir, 
qalanları eyni xassələrə malİK olacaq.

İzomorf qruplar İİk baxışda heç də ox

264 *
V

<265
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şar olmaya bilərlər. Məsələn, toplama əmə- 
liyyatlı həqiqi ədədlər çoxluğunu və vurma 
əməliyyatlı müsbət həqiqi ədədlər çoxluğu
nu götürəK. Hər bir həqiqi x ədədinə (birinci 
qrup elementinə) müsbət у - 2х ədədini qar
şı qoymaqla qruplar arasında qarşılıqlı bir
qiymətli uyğunluq yaratmaq olar. Əgər x{ 
və x2 ədədlərinə yr və y2 ədədləri qarşı qo- 
yulublarsa, onda 2X'+*2 -2^ -2х2 eyniliyinə 
əsasən X]+x2 cəminə ıq • y2 hasili qarşı qoyu
lur, yəni toplama vurmaya Keçir.

Başqa bir misal. Yuxarıda xatırlatdığı
mız İkİ ədəddən (-1 və 1) ibarət vurma əmə- 
liyyatlı qrupu və bərabəryanlı üçbucağın 
simmetriya (və ya özünüyerləşdirmə) - üç
bucağın özünü özünə Köçürən hərəKətlər - 
qrupuna baxaq. (Yada salaq Kİ, müstəvinin 
nöqtələr arasında məsafələri dəyişməyən çe
virmələrinə hərəKət deyilir.) İKİnci qrupun 
əməliyyatı Kompozisiya - hərəKətlərin ardı
cıl yerinə yetirilməsidir onu ° - lə işarə edir
lər. Aydındır Kİ, bu qrup da yalnız İkİ 
ünsürdən ibarətdir - E eynilİK çevirməsi, 
yəni bütün nöqtələri öz yerində saxlayan çe
virmə və üçbucağın hündürlüyünə nəzərən 
S ox çevirməsi. Bu qrupların ünsürləri də, 
əməliyyatları da tamamilə müxtəlifdir, la
Kİn aydındır Kİ, bu qruplar izomorfdur: -1 
ədədinə S, 1 ədədinə E uyğun gəlir. 1 və E 
ünsürləri neytraldır, (-1) (-1) = 1 bərabərli
yinə isə S ° S = E uyğundur. Ümumiyyətlə, 
asanca əmin olmaq olar kİ, İkİ ünsürdən iba
rət bütün qruplar izomorfdur. Onların vur
ma cədvəli belədir.

Ünsür e a

e e a

a a e

GöstərməK olar kİ, üç ünsürdən ibarət 
olan bütün qruplar da izomorfdur. Onların 
İKİsi - 3 modulu üzrə qalıqların cəmlənməsi 
qrupu və bərabərtərəfli üçbucağın E - dən 
(0° dönmədən) və üçbucağın öz mərKəzi ət
rafında 120° və 240° dönmələrindən ibarət 
fırlanmalarıdır.. Hər İkİ halda neytral ün
sürləri (0 və ya E) e ilə, İkİ digər ünsürü a 
və b ilə işarə edərəK görürÜK Kİ,

a'a = b,b’b = a,a'b = a,a'b - b‘a = e 
bərabərlİKİəri doğrudur.

Dörd ünsürdən isə artıq İkİ qeyri-izo- 
morf qrup tərtib etməK olar - biz onlarla 
məqalənin əvvəlində tanış olduq. LaKİn dörd 
ünsürdən ibarət olan ixtiyari digər qrup 
mütləq bu İKİsindən birinə izomorf olacaq. 
Məsələn, düzbucaqlı üçbucağın onun orta 
xətlərinə nəzərən ox simetriyalarından, 
тэгкэг ətrafında 180° dönməsindən və E - 
dən ibarət olan simmetriya qrupları “düy
mə” qrupuna izomorfdur. Yeri gəlmişKən, 
“nizami” qrupu da həndəsi olaraq Kvadrat
ların fırlanması, yəni bir nöqtə ətrafında 
90° -nin mislləri olan bucaqlar qədər dön
mələri qrupu Kİmi təqdim etməK olar.

Deyilənlərlə əla
qədar belə bir sual do
ğur: qrupların təqdi
minin nə isə bir uni
versal üsulu yoxdur 
Kİ? Sonlu qruplar 
üçün belə bir üsul var. 
n ünsürdən ibarət olan 
ixtiyari qrup n ünsü
rün yerdəyişmələr qru
punun alt qrupuna 
izomorfdur; bu teore
mi XIX yüzillİKdə in
gilis riyaziyyatçisi Ar

tur Keli isbat edib.

Artur Keli

İndi isə simmetriyalar qrupunun daha 
bir növü ilə müstəvi üzərində periodİK sim
metrİK naxışlara baxaq.

Arı pətəyinə baxaq (şəkİİ 1). Şanının 
bir elementi olan altıbucaqlını qeyd edəK. 
Belə bir sual verəK: hansı hərəKətlərlə qeyd 
olunmuş altıbucaqlını başqa bir altıbucaqlı- 
ya KÖçürməK olar?

Bu altıbucaqlının O mərKəzini İKİ qon
şu altıbucaqlınm Oj və O2 mərKəzləri ilə 

birləşdirəK (şəkİİ 2). Bizim altıbucaqlımızı 
onlardan birincisinə və ya İKİncisinə KÖçür- 
məK üçün onu paralel olaraq a = OOt və ya 
b - OO2 veKtoruna KÖçürməK Kifayətdir. İn
di qeyd etməK çətin deyil Kİ, birinci 
altıbucaqlını ixtiyari altıbucaqlıya KÖçür
məK üçün na + mb veKtoru üzərinə paralel 
Köçürmə aparmaq Kifayətdir, burada n və m 
müvafiq tam ədədlərdir. Şəkİİ 3-də çəhrayı 
rəngli iİKİn altıbucaqlıdan əlavə yaşıl və 
mavi altıbucaqlılar da qeyd olunub. Yaşıl al- 
tıbucaqlı üçün n = 2, m = 3, mavi üçünsə 
n = 3, m = 2.

n və m tam ədədlər olduqda na + mb 
veKtorları üzərinə paralel Köçürmələr çox
luğu Kommutativ qrup əmələ gətirir. Xüsu
si halda, onun neytral ünsürü olan eynilİK 
çevirməsini 0 = 0 • ä + 0 ■ b veKtoru üzərinə 
Köçürmə Kİmi təqdim etməK olar.

Diqqət yetirəK Kİ, bu qrupun bütün ün
sürləri İKİ - ä və b -yə və onlara tərs olan 
Köçürmədən alınır. Belə halda deyirlər kİ, 
qrup bu ünsürlərdən doğub və onlar bu qru
pu əmələ gətirənlər adlanır. Bizim “nizami” 
qrupumuzda bir əmələ gətirəni, məsələn, S-i 
(sola dön) ayırmaq olar: G = S + S, A = S + S 
+ S və F = S +S + S + S. S yerinə A götür
məK olar, laKİn F olmaz. “Düymə” qrupunda 
əmələ gətirən İKİdir: S və A.

LaKİn “şana” qayıdaq. İxtiyari altıbu- 
caqlını qonşusuna təKcə paralel Köçürmə ilə 
yox, həm də, məsələn, onların ümumi tərəfi
nə nəzərən simmetriya ilə, ya onların ümu
mi təpəsinin ətrafında 120° dönmə ilə, ya da 
onların hər İKİsi ilə həmsərhəd olan altıbu- 
caqlının mərKəzi ətrafında 60° dönmə ilə

KÖçürməK olar. Adları çəKİlən çevirmələr 
bütün sonsuz altıbucaqlı mozaİKanı da 
özünə Köçürür, yəni onun simmetriyalar 
qrupuna daxil olur. Bu qrupun mühüm xas
sələrini qeyd edəK: 1) o, müstəvi hərəKətlə- 
rindən ibarətdir; 2) onda Kolleniar olmayan 
veKtorlara (ü və b) İkİ Köçürmə var; 3) ona 
daxil olan bütün Köçürmələrin veKtorları 
arasında ən kİçİk uzunluqlu sıfır olmayan 
veKtor var (məsələn, ä və ya b). Bu xassələrə 
malİK qruplar KristallaqrafİK qruplar adla
nır, belə Kİ, KristallİK struKturların sim
metriyasının tədqiqi zamanı meydana çıxır. 
Müstəvi və fəzada KristalloqrafİK qrupların 
tam təsvirini rus Kristalloqrafı Yevqraf Ste- 
panoviç Fyodrov verib (“Riyaziyyat və Kris- 
talloqrafiya” məqaləsinə bax). Xüsusi hal
da, o göstərib Kİ, düz 17 müxtəlif müstəvi 
KristalloqrafİK qrup var. Bütün bu qrupları 
holland rəssamı M. Eşerin litoqrafiyaların
da və qravürlərində tapmaq olar Kİ, bunlar
da da o, quşlardan, süvarilərdən, balıqlar
dan есагкаг ornamentlər yaradıb.

Verilmiş fiquru saxlayan, yəni onu 
özünə Köçürən çevirmələr (hərəKətlər) qru
pu fiqurun simmetriya qrupu adlanır. Ümu
miyyətlə, nəyisə saxlayan bütün çevirmələr 
çoxluğunun bu “nəyin” nə olmasından asılı 
olmadan həmişə qrup olacağını asanca anla
maq olar. Bu qrupa müstəvinin bütün hərə
Kətlər qrupu - onlar nöqtələr arasındaKi
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bütün məsafələri saxlayır, oxşarlıq çevirmə
ləri qrupu - onlar məsafələrin nisbətlərini 
saxlayır, afin çevirmələri adlanan və bütün 
düz xətləri saxlayan və s. çevirmələr daxil
dir. Qruplar həndəsədə aparıcı rol oynayır. 
Hətta EvKİid həndəsəsinə hərəKət qrupları
nın ünsürlərinin təsiri altında dəyişməyən 
fiqurların xassələrini öyrənən nəzəriyyə kİ- 
mi baxmaq olar. Həmin baxışla digər çevir
mə qruplarının uyğun gəldiyi qeyri-evKİid 
həndəsələrə də baxmaq olar. Həndəsəyə 
alman riyaziyyatçısı FelİKS Kleynin (1849- 
1925) təKİif etdiyi bu baxış haqqında

“Həndəsə və çevirmə qrupları” məqaləsində 
danışılır.

FelİKS Kleyn qrup anlayışını həndəsə
nin bünövrəsinə qoyub. LaKİn bu anlayış ri
yaziyyatın analiz və KombinatorİKa, eləcə də 
cəbr Kimi sahələrinə də dərindən nüfuz 
edib. Onun əsasında topologiya yaranıb. 
Qruplar riyaziyyatın Kodlaşdırma nəzəriyy
əsi və Kristalloqrafiya Kimi əlavələrində də 
işçi alətə çevrilib. Müasir nəzəri fizİKanın 
bir sıra bölmələri, məsələn, elementar zərrə- 
cİKİər nəzəriyyəsi, qrup nəzəriyyəsi olma
dan sadəcə mövcud olmazdı.

RİYAZİ MÜHAKİMƏLƏR
RİYAZİYYATDA İSBATLAR

Riyaziyyat Kitabını başqa fənnlərin 
Kitablarından nə fərqləndirir? 
Düsturların bolluğu? LaKİn onlar 

fizİKa, astronomiya və KÖrpüinşaatı Kitabla
rında da var. Riyaziyyatı digər bilİK sahələ
rindən fərqləndirən ən əvvəl isbatların 
mövcudluğudur.

Bütün riyaziyyatı bir əsərdə təqdim et
məyə İİk cəhdi b.e.ə. III əsrdə qədim yunan 
alimi EvKİid etmişdir. Nəticədə onun məş
hur “Başlanğıclar”ı yarandı (EvKİidin “Baş
lanğıclar”! məqaləsinə bax). İKİnci cəhd 
yalnız XIX əsrdə Fransada baş verdi Kİ, bu 
zaman NİKola BurbaKİ adlı birisi “Riyaziyy
atın ünsürləri” adlı çoxcildli traKtatınm 
nəşrinə başladı. Əslində BurbaKİ adlı riya
ziyyatçı mövcud deyildi. Bu, alimlər qrupu
nun KolleKtiv təxəllüsü idi. BurbaKİ öz 
əsərini belə bir Kəlamla açır: “Yunanların 
dövründən “riyaziyyat” deməK “isbat” de- 
məKdir”. BeləlİKİə, “riyaziyyat” və “isbat” 
sözləri sanKİ sinonimlərdir.

İsbatlara (sübutlara) insan fəaliyyəti
nin digər sahələrində də, məsələn hüquqşü
naslıqda rast gəlinir. LaKİn riyazi sübutlar 
məhKəmədə eşidilənlərdən daha inandırıcı
dır. Riyazi isbatlar mübahisəsizlİK etalonu 
Kimi qəbul edilr.

Riyaziyyatda isbat nədir? İsbat bizi o 
qədər inandıran mühaKİmədir Kİ, biz həmin 
mühaKİmədən istifadə edərəK başqalarını 
inandırmağa hazırıq.

Bəzi oxucular deyərlər: lütfən, isbat 
mühüm riyazi anlayışdır, amma tərifi yox
dur. İkİ etiraz gətirəK. Əvvəla, hətta riya
ziyyatda belə hər şeyi təyin etməK 
qeyri-realdır. Bir sıra anlayışlar digərləri, 
bu digərləri üçüncülər, üçüncülər dördün
cülər vasitəsi ilə izah olunur. İKİncisi, isbat 
“həqiqi ədəd” və ya “çoxbucaqlı” anlayışları 
Kimi riyazi anlayış deyil. Riyaziyyata nəzə
rən o, daxili deyil, xaricidir və psixologiya
ya, qismən də linqvistİKaya aiddir. LaKİn 
onsuz riyaziyyatı təsəvvür etməK olmaz.

İsbatların, yəni inandırıcı mühaKİmə- 
lərin təsnifatını təKİif etməK olarmı? 
Güman Kİ, yox. Həm də kİ, isbat, bir qayda 
olaraq, bir neçə, bəzən çoxlu mərhələdən 
ibarət olur və onların hər birində öz inandır

ma üsulu tətbiq olunur. Amma hər halda bir 
neçə əsas, tez-tez təKrarlanan əsas isbatlar 
sxemini ayırmaq olur.

İSBATLARA MİSALLAR

Misal 1. 420 - dən kİçİk olan tam mən
fi olmayan ədədlər içində

(x + 1997)(x - 3)(x - 216)(x - 548) = 0 
tənliyinin 3 və 216 - dan başqa həllərinin 
olmadığını isbat etməK tələb olunur. Bir-bi
rinin ardınca 0, 1, 2, 4, 5, 6, 7, ..., 213, 214, 
215, 217, 218, 219, ..., 417, 418, 419 ədəd
lərini tənliyə qoyaraq onların heç birinin 
onun sol tərəfini sıfıra çevirmədiyinə əmin 
oluruq. Bu, seçmə üsulu ilə isbatdır.

Başqa cür də etməK olar. Xatırlayaq Kİ, 
hasil sıfırdırsa, mütləq vuruqlardan heç ol
mazsa biri sıfırdır. Buna görə də tənliyimi
zin KÖKİəri 1997, 3, 216 və 548 - dir, bu 
dörd ədəddən yalnız 3 və 216 eyni zamanda 
mənfi deyil və 420 - dən KİçİKdir, deməli, 
ancaq onlar məsələnin şərtini ödəyir.

İKİnci isbat, əlbəttə, qısadır. LaKİn 
məntiqi baxımdan birinci isbat da mütləq 
inandırıcı və qüsursuzdur. O, uzun olsa da, 
sadədir: hasilin yuxarıda xatırladılan xassə
sindən istifadə etməK lazım deyil, bir də kİ, 
onu bəziləri unuda da bilər.

Misal 2. Üçrəqəmli ədədlər içində 7, 11 
və 13 - ə bölünən ədədin olmadığını isbat et- 
тэк tələb olunur. Yalnız bölmə ilə tanış 
olan aşağı sinif şagirdi 900 üçrəqəmli ədə
din hər birini yerinə qoyub yoxlamaqla bu 
məsələni həll edə bilər. LaKİn yuxarı sinif 
şagirdi bilir kİ, 7, 11 və 13 ədədləri mahiy
yətcə sadə ədədlərdir və onların hər birinə 
bölünən ədəd onların hasilinə də, yəni 
1001-ə bölünür. Bu isə üçrəqəmli ədəd üçün 
тйткйп deyil.

Misal 3. İsbat etməK lazımdır Kİ, 
x4 + y* = z2 tənliyinin 100-ü aşmayan tam 
müsbət ədədlər içində həlli yoxdur.

İsbat üçün 1 < x < 100, 1 < y < 100 
şərtini ödəyən bütün on min (x,z/) cütlərini 
seçməK, tənlİKdə yerinə qoyub nəticədə 
əmin olmaq olar Kİ, onun sol tərəfinin cəmi 
tam Kvadrat deyil. Başqa cür də edib tənli
yin həlledilməz olduğunu sübut etməyə
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TƏRİF

Hər şeyə malİKdir bu anlayışlar, 
Onların mənası tamam doludur. 
FİKirsə lal olur bəzilərinin 
Doğura bildiyi təfəüratdan. 
Elələri var kİ anlayışların, 
Onların mənası dərKedilməzdir, 
Onlara qovuşmaq fixir mənası, 
Bu fİKir Kəşf olub uzaq zamandan.

Platon necəsə deyib: “insan IəIəksİz ixiayaqlı 
heyvandır”. Diogen...tüKİəri yolunmuş xoruzu gəti- 
гэк: “Platonun adamı budur” sözləri ilə buna cavab 
verib. Platon vəziyyətdən çıxış yolu axtarıb: “insan 
geniş dırnıqlı IəIəksİz heyvandır”.

İkİ böyÜK Kişi nə haqda mübahisə edirdi və müd- 
rİKİiKİərinə baxmayaraq nədə yanılırdılar? Tərif niyə 
belə mühümdür? İİk baxışdan aşxar görünənin iza
hına qüvvə niyə sərf edilsin?

Bu barədə M. V. Lomonosov çox tutumlu söylə
yib: “Lap əvvəldən əsas anlayışlarda səhvlərdən 
qaçmaq lazımdır, yoxsa biz bütün fiziKİ elm üzrə 
azıb qalaraq mütləq uzaq Kənara meyl etmiş olarıq”.

çalışmaq olar. İKİnci üsul çətin, birinci - 
cansıxıcıdır, buna görə də Kimsə hesablama
ları Kompyuterdə aparacaq. LaKİn yuxarı 
sərhəddi qat-qat artırsaq, Kompyuter də Kö
məyə çatmayacaq. Ən güclü müasir Kom
pyuterlərin belə öhdəsindən gələ bilməyən 
bir seçmə misalı gətirəK.

Misal 4. 1742-ci ildə riyaziyyatçı Xris
tian Qoldbax belə bir fərziyyə irəli sürdü:
6-dan  kİçİk olmayan ixtiyari natural n ədədi 
üç sadə ədədin cəmidir. Holdbax fərziyyəsi
ni böyÜK olmayan n-lər üşün seçmə üsulu ilə 
yoxlamaq çətin deyil: məsələn,

96 = 2 + 47 + 47.
Eləcə də çox böyÜK n-lər üçün də fər

ziyyə doörudur. 1937 - ci ildə sovet riyaziy
yatçısı İ van Matveyeviç Vinoqradovun 
sübut etdiyi Kİmi, Qoldbax fərziyyəsi müəy
yən bir nəhəng n0-dan böyÜK olan n-lər üçün 
doğrudur. Vinoqradovun və onun ardıcılla
rının aldlıqları nəticələrə əsasən n0 33-nı 
aşmır. 6-dan 33 -ya qədər bütün ədədləri 
yoxlamaq Kifayətdir kİ, fərziyyə ya isbat, ya 
da təKzib edilsin. LaKİn belə geniş yoxlama
ya hələ heç bir hesablama texnİKası da qadir 
deyil. Belə seçmənin ümumiyyətlə həyata 
Keçirilə bilməyəcəyini fərz etməK üçün əsas
lar var. Ümid edəK Kİ, n0-m başqa, daha kİ- 
çİk qiymətini tapmaq mümKÜn olacaq.

Riyaziyyatda tərif KİassİK məntiqin prinsipləri əsasında 
quryulur. Məntiqi tərif müəyyən anlayışın ən mühüm xassə
lərini açmaq məqsədi ilə onun sözlə (obrazlı) təsviridir.

Eyni bir anlayışın müxtəlif tərifləri ola bilər: sadə ədədin 
bölünənləri yalnız özündən və vahiddən ibarət olan (ədəd 
özü vahiddən fərqli olmalıdır) mənfi olmayan tam ədəd Kimi 
təyin etməK olar. Eləcə də onu eyni toplananların cəmi Kimi 
təqdim oluna bilməyən ədəd Kİmi təyin etməK olar.

Riyaziyyatda “söz təsviri", əlbəttə, düsturların tətbiqini 
də mümxün edir. Belə Kİ, biz yazdıqda Ki, tərifə görə 
y(x) = №, bununla parabola veririK, yəni təyin ediriK.

Çətin təyin olunan, ya da heç təyin olunmayan anlayış
lara da rast gəlinir. Onda tərif Kimi ən mühüm, əvəzsiz (atri- 
butiv) xassələrdən istifadə olunur. EvKİid yazırdı: “Nöqtə 
hissələrə maliK olmayandır; xətt enə maliK olmayandır”.

Buna görə də hər hansı anlayışa əhatəli cavab verməK 
üçün onun ən mühüm xassələrini ayırmağı bacarmaq la
zımdır. Çoxlu anlayış, məntiqi və riyazi KonstruKsiyalar sıra
sında prinsipial yeni anlayışı görməK və təyin etməx də çox 
mühümdür.

İSBATIN İNANDIRICILIĞI

GörKəmli fransız riyaziyyatçısı Anri 
Риапкаге 1908-ci ildə yazırdı: “Biz əlli il 
əvvəl yazılmış Kitabı oxuyuruqsa, orda tap
dığımız mühaKİmələrin ƏKSəriyyətinin mən
tiqi ciddilİKdən məhrum olduğunu tapırıq”.

İllüstrasiya üçün Eylerin “Sonsuzların 
analizinə giriş” Kitabından indİKİ ölçülərə 
görə qəribə gələn fİKİrlərə baxaq:

KOLMOQOROVUN BİOQRAFİYASINDAN

GörKəmli rus riyaziyyatçısı Andrey NİKolayeviç 
Kolmoqorovun bioqrafiyasında maraqlı bir epizod 
var. Kolmoqorov on yeddi yaş yarımlıq İKən XV əsr 
Novqorod torpağının tarixini öyrənməyi qət edir. 
Gənc tarixçi tədqiqatını qurtararxən onun heç on 
doqquz yaşı yox idi və o öz işi haqqında universitet 
seminarının məşğələlərində məruzə etdi. Tarixçi 
V. A. Yanin xatırlayırdı: “İş onlara seminarda məruzə 
edilən zaman professor S. V. Baxruşin nəticələri 
təqdir edib qeyd etdi Ki, gənc tədqiqatçının əsərləri 
qətiliyə iddia edə bilməz, belə Kİ, “tarix elmində hər 
nəticə bir neçə sübutla əsaslandırılmalıdır”.

Sonralar bu haqda danışarxən Andrey NİKola
yeviç əlavə edirdi: “Və mən son nəticə üçün bir isba
tın Kifayət etdiyi elmə getməyi qərara aldım”. Tarix 
dahi tədqiqatçını itirdi - riyaziyyat onu əbədi əldə et
di. Kolmoqorovun tarix üzrə əlyazmaları uzun müd
dət itmiş sayılırdı, laKİn sonralar, artıq müəllifin 
vəfatından sonra tapıldılar və dərc edildilər. Onun 
“XV əsr Novqorod müİKədarlığı” əsəri mütəxəssislə
rin yüKSƏK qiymətini almışdır. 

ex =(1 + x/i)‘, burada i “sonsuz böyÜK ədədi” 
bildirir...2ätt/i qövsü sonsuz kİçİk olduğun
dan, onda

2k л 2k2 2 cos— n=l-----— n ...
i i

x2/i2 həddi qorxusuz atıla bilər, çünKİ 
hətta i-yə vurulanda belə o, sonsuz kİçİk 
olaraq qalır”.

Bizim günlərdə hətta tələbə imtahan
da belə cavab versəydi, o, qeyri-кай alardı. 
LaKİn Kitabın müəllifi dahi riyaziyyatçıdır 
və sitat gətirilən fraqmentlər onun məşhur 
düsturlarından olan sinusun sonsuz hasilə 
ayrılması düsturunun isbatının bir hissəsi
dir. Bu, indi də riyazi analizin mirvarilərin
dən biridir.

BeləliKİə, nəyin isbat olması, nəyin ol
mamasının anlamı zamanla dəyişir. Dəlilin 
inandırıcılığını tarix şərtləndirir. Məsələn, 
orta əsr məhKəmələrində günahKar olub-ol
mamağın sübutu bizim nəzər nöqtəmizə 
görə çox özünəməxsus idi: insan əlində Kö
zərmiş dəmiri tuta bilsəydi, günahsız sayı
lırdı, sarınıb suya atılmış qadın batmasaydı, 
cadügər elan olunurdu. Riyazi isbatın inan
dırıcılığı hüquqi sübutlarla eyni psixoloji 
əsaslara malİKdir və buna görə də tarixi şə
raitdən asılıdır.

TEOREM, TƏRİF, AKSİOM, LEMMA

Teorem ( yunanca “teoreo” - “baxıram”, “araş
dırıram”, eləcə də “teorema” - “təqdimat”, “tamaşa” 
sözlərindən) həqiqiliyi isbatın Köməyi ilə müəyyən 
edilən riyazi təxlifdir. Bu ad ona görə bərqərar olub 
Ki, qədimlərdə teoremləri tez-tez publixa önündə, 
meydanlarda isbat edirdilər. Bəzən isbat hətta əlbə
yaxa çarpışmaya gətirən qızğın mübahisə xaraxteri 
daşıyırdı.

Hər bir isbat əvvəllər qəbul olunmuş digər Kə
lamlar, son nəticədə təriflər və axsiomlar üzərində 
qurulur. Tərif riyazi obyeKtin onu digər obyextlər 
arasından ayıran əsas xassələrinin göstərildiyi təx- 
lifdir. Axsiom (yunanca “aKsioma” - “hörmət”, “nü
fuz” sözündən) əvvəldən seçilmiş deyimdir. Müəy
yən aKsiomların həqiqiliyi isbatsız fərz edilir. Qeyd 
edəK Kİ, hətta sübut olunmuş teoremlər belə mütləq 
həqiqət Kimi qəbul edilə bilməz, çünKİ onların isbatı 
qəbul olunmuş axsiomlara əsaslanır.

Konxret teoremin isbatının axsiom və təriflər
dən başlaması vacib deyil, o, əvvəllər isbat edilmiş 
təxliflərə - teorem və lemmalara da əsaslana bilər. 
Bir və ya bir neçə teoremin isbatı üçün istifadə edi
lən xöməKçi təxlif lemma (yunanca “lemma” - “rüş
vət”, “gəlir” sözündən) adlanır.

ŞəkİI 1.

Orta əsr Hindistanında, məsələn, hən
dəsi hÖKmləri belə isbat edirdilər: Altında 
bircə “Bax!” sözü olan cizgi təKİif edirdilər. 
Şəkİİ 1-də dairənin sahəsi düsturunun hind 
isbatı gətirilib: bu dairə, hündürlüyü onun 
radiusuna, oturacağı isə dairənin yarımçev
rəsinin uzunluğuna bərabər olan düzbucaq- 
lının sahəsinə bərabərdir. Qədim Misir 
mətnlərində ən sadə sahələrin hesablanma
sına, alİKVot Kəsrlərlə əməllərə rast gəlinir 
(“Qədim Misir” məqaləsinə bax). Hesabatlar 
hər hansı əsas olmadan gətirilir. Görünür, o 
zaman belə əsaslanmaya psixoloji zərurət 
mövcud deyildi - həll üsulları nüfuzlu şəxs
dən, məsələn Kahindən gəlirdi və yazılırdı. 
Daha heç nə tələb olunmurdu. (İndi biz tibbi

Hər bir teoremi, Konxret formuləetmədə onlar aşxar 
şəxildə ayrılmaya bilsələr də, İkİ hissəyə bölməx olar: şərt 
və nəticə.

Məsələn, yaxşı məlum olan Viyet teoremini adətən 
belə formula edirlər:

Kvadrat tənliyin KÖKİərinin cəmi x-in əks işarə ilə götü
rülmüş əmsalının x2-ın əmsalına nisbətinə bərabərdir; 
KÖKİərin hasili sərbəst həddin x2-ın əmsalına nisbətinə 
bərabərdir.

Teoremin şərti ondadır xi, tənliyin KÖKİərinin mövcudlu
ğu fərz olunur. Belə fərziyyə asanca diqqətdən yayınır və 
bu da bu və ya digər məsələnin həlli zamanı səhvə gətirə 
bilər. Buna görə də teoremləri tez-tez şərti cümlələr şəKİin
də: “əgər...onda...” - formalaşdırırlar. Bu cümlənin 
“əgər”dən sonra gələn hissəsi teoremin şərti, “onda”dan 
sonra gələn o biri hissəsi onun nəticəsidir. Hər bir teoremi, 
məsələn, Viyet teoremini belə formula etməx olar:

Əgər ax2 +bx + c = OKvadrat tənliyinin KÖKİərix1 vəx2 
dirsə, onda

b cx, +x2 = x, x, =-.
a a

münasibətləri doğrudur.
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reseptlərə eyni cür yanaşmırıqmı?) Müasir 
anlamda İİK isbatları qədim yunan mütəfəK- 
Kİrləri Fales və Pifaqora aid edirlər. Hesab

SOFİZMLƏR

Qədim Yunanıstanda disKusiyalar aparılması 
sənəti tez-tez yanlış müddəaların hiyləgər “isbatları
na” gətirirdi. Belə “isbatlar” sofizmlər adlanırdı, belə 
Kİ, sofistlər - Qədim Elladada fəlsəfə və bəlağətli 
nitq müəllimləri onlardan tez-tez istifadə edirdilər. 
Müxtəlif sofizmlərin təhlili son nəticədə məntiqin in- 
Kişafına gətirdi. Xüsusi halda, qədim yunan filosofu 
Aristotelin Kitablarından biri elə “Sofist təKzibetmə- 
lər haqqında” adlanır. Sofizmə bir neçə misal göstə
rəK:

“Yarımlar bərabərdirsə, tamlar da bərabərdir. 
Yarıdolu stƏKan yarıboş stəKana bərabərdir, demə
li, boş stəKan dolu stəKana bərabərdir”.

“Bu sənin Küçüyündür? - Hə, o mənim itimin oğ
ludur. - Deməli, o sənindir və o, oğuldur, yəni o sə
nin oğlundur.”

“Bütün itirmədİKİərinə malİKSən. Sən buynuzla
rını itirməmisən. Deməli, buynuzların var”.

Bir çox sofizmlər anlayışların mənasının dəyiş
dirilməsinə əsaslanıb. Məsələn, axırıncı sofizmdə 
əvvəl verilmiş adama məxsus şeylərə, sonra isə 
ümumiyyətlə şeylərə baxılır. Bu mövzuda maraqlı 
lətifə də var:

Müəllim:
- Cənab tələbə, ümid edirəm Ki, sənin Köçürəcə

yini görməyəcəyəm.
Tələbə:
- Mən də buna ümid edirəm.
Həndəsəni tez-tez səhv cizgilərdə düzgün mü- 

haKİmə yürütməK sənəti adlandırırlar. Bu tərifin 
mövcud olmağa haqqı var, çünKİ mütləq dəqiq cizgi
lər olmur. Belə Ki, müstəvidə nöqtə və düz xətti təs
vir etməK mümKün deyil, onların yerinə balaca dairə 
və kİçİk enli zolaq çəKİrlər. Bununla belə, həndəsi 
sofizmlər tez;tez məhz düzgün qurulmamış cizgilə
rə əsaslanır. İkİ belə mühaKimə gətirəK.

Misal 1. ixtiyari ABC üçbucağına baxaq. B bu
cağının tənbölənini və AC parçasına orta perpendİ
Kulyar KeçirəK. Onların Kəsişmə nöqtəsini M-iə işarə 
edəK (şəkİİ 1,a). MD AMC üçbucağında həm hün
dürlüK, həm də median olduğundan bu üçbucaq bə
rabəryanlıdır və AM = MC. İndi isə M nöqtəsindən 
AB və BC tərəflərinə müvafiq olaraq ME və MF per- 
pendİKulyarları endirəK. Tənbölənin xassəsinə görə 
ME = MF, deməli, AME və CMF düzbucaqlı üçbu
caqları bərabərdir: onların hipotenuzları (AM və 
MC), Katetləri (MEvəMF) bərabərdir. Buradan alınır 
Kİ, onların İKİnci Katetləri AE və CF də bərabərdir. 
Tənbölənin həmin xassəsinə görə, MEB və MFB 
düzbucaqlı üçbucaqları bərabərdir, deməli, onların 
İKİnci Katetləri BE və BF bərabərdir. Buradan alınır 
Ki, AB = BC, çünKİ AB = AE +• EB,BC = BF + FC. 

olunur kİ, məhz e.ə. V7/ - VI əsrlərdə Qə
dim Yunanıstanda yeni adət: riyazi faKtı 
onun əsaslandırılması ilə müşayiət etmə

Belə bir paradoKs meydana gəldi Ki, bütün üçbucaqlar 
bərabəryanlıdır. Daha betəri, üçbucağın oturacağı Kimi 
АС-ni yox, AB-ni götürsəK, həmin üsulla alırıq kİ, BC = AC. 
Deməli, bütün üçbucaqlar bərabərtərəflidir!

Cizgidə səhv olmasaydı, bu sofizm də olmazdı. Otura
cağa çəKİlmiş orta perpendİKulyar və oturacağın qarşısında 
duran bucağın tənböləni üçbucağın daxilində Kəsişə bil
məzlər. Onların Kəsişmə nöqtəsi ABC üçbucağının ətrafına 
çəKİlmiş çevrə üzərindədir və AC qövsünü yarı bölür kİ, 
buna da asanca əmin olmaq olar (şəkİİ 1 ,ö). Eyni qurmaları 
düzgün cizgidə etsəK, yenə görərİK kİ, AM = MC, ME = MF, 
buna görə də AE = CF. Daha sonra, BE = BF, laKİn 
AB = BE + AE və BC = BF - FC.

Misal 2. Şəkİİ 2 - də damalı Kağızda düzbucaqlılar təsvir 
olunub. Onlardan biri 5x 13 dama ölçülərdə olub cəmisi 65 
damadan, digəri işə 8x 8 damalı Kvadrat olub cəmi 64 da
madan ibarətdir. İndi isə fiKİr verin Ki, hər İkİ düzbucaqlı 
cüt-cüt bərabər hissələrlə Kəsilib. Deməli, onların sahələri 
bərabərdir, yəni 65 = 64.

Səhv ondadır kİ, A, B, C və D nöqtələri bir düz xətt üzə
rində yerləşmir (şəkİİ 2, а): B nöqtəsi AD düz xəttindən bir 
az yuxarıda, C nöqtəsi bir az aşağıda yerləşir, buna görə də 
ABCD paraleloqramdır, o, şəkİİ 2, ö-dəKİ Kvadratın Kəsildiyi 
hissələrlə örtülmür. Paraleloqramın sahəsi düz bir damanın 
sahəsinə bərabərdir.

Gətirilən misallar göstərir kİ, qeyri - dəqiq şəkİİ səhv 
nəticəyə gətirə bilər və “şəKİldə göründüyü Kimi” dəlili sübut

adəti meydana gəldi. Aydındır kİ, verilmiş 
faKtı nəinKİ xəbər verməK, həm də onun hə
qiqiliyini isbat etməK, yəni dinləyicini inan
dırmaq tələbatı meydana gəldi.

Qədim yunan isbatları, deməK olar kİ, 
qüsursuz idilər. XVII əsrdən riyaziyyata 
dəyişən Kəmiyyətlər və limitə Keçid anlayışı 
gələndə işlərin durumu dəyişməyə başladı. 
Üç yüz ildən artıq müddət Keçsə də, dəyişən 
və limit haqqmdaKi təsəvvürlər Kifayət qə
dər aydın görünmür, buna görə də ciddi tə
sir bağışlamır (Eylerin Kitabından sitatı 
yada salaq). LaKİn o da əlamətdardır kİ, bu 
cür qeyri-ciddi isbatlar riyaziyyatın cəbbə
xanasına möhKəm daxil olan ciddi nəticələrə 
gətirib. XIX əsrin 20-ci illərində fransız ri
yaziyyatçısı Ogüsten Koşinin (1789 - 1857) 
işləri meydana gəldi. Onun işlərində limit 
və ona söyKənən anlayışlar İİk dəfə müasir 
məntiqi forma aldı. Koşinin təşəbbüsü son- 
ralar bir çox riyaziyyatçılar, İİk öncə, XIX 
əsrin İKİnci yarısında alman riyaziyyatçısı 
Karl Veyerştrass tərəfindən inKİşaf etdiril
di. LaKİn ciddiliyin zəruri səviyyəsi haqqın
da təsəvvürlər riyaziyyata uzun müddət 
ərzində daxil olurdu.

ƏKSİNİ FƏRZ ETMƏK ÜSULU 
İLƏ İSBAT

ƏKsini fərz etmə üsulu ilə isbat aşağı- 
daKindan ibarətdir. İsbatı tələb olunan A 
hÖKmünün əksİ olan B hÖKmünün doğrulu
ğunu fərz edirlər. Sonra isə bu B-yə istinad 
edərəK ziddiyyətə gəlirlər və onda, qərara 
gəlirlər Kİ, B doğru deyilsə, onda A doğru
dur.

Misal 1. Fərz edəK Kİ, üçbucaq və onun 
bərabər olmayan İKİ tərəfi verilib. A hÖK- 
münü isbat etməK tələb olunur: böyÜK buca
ğın qarşısında böyÜK tərəf durur.

Əks B fərziyyəsi edəK: bizim üçbucaq
da böyÜK bucağın qarşısında duran tərəf Kİ- 
çİk bucağın qarşısında duran tərəfdən 
böyÜK deyil. B fərziyyəsi ixtiyari üçbucaqda 
bərabər tərəflərin qarşısında bərabər bucaq
ların durduğu, tərəflər bərabər olmayanda 
isə böyÜK tərəfin qarşısında böyÜK bucağın 
durması haqqında əvvəllər isbat olunmuş te
oremlə ziddiyyət təşKİl edir. Deməli, B hÖK- 
mü doğru deyil və A hÖKmü doğrudur.

ƏKsini fərz etməK üsulu daha çox ve

rilmiş xassəli obyeKtin mövcud olmadığını 
isbat etməK üçün istifadə olunur. Həqiqə
tən, bu obyeKtin mövcudluğunu isbat etməK 
tələb olunursa, onu sadəcə irəli sürməK olar. 
Bəs onun olmadığını necə isbat etməK olar? 
Onu sonlu sayda ünsür arasında axtarmaq 
lazım olarsa, heç olmazsa seçmə üsuluna əl 
atmaq olar. Bəs ünsürlərin sayı sonsuz olsa 
necə? ƏKsini fərz etməKİə “mövcud olmama
nın sübut edilməsinə ” üç misal göstərəK.

Misal 2. Kvadratın diaqonalının və tə
rəfinin ortaq ölçüyə malİK olmamasını isbat 
etməK tələb olunur.

Xatırladaq Kİ, a b - də tam ədəd dəfə 
yerləşirsə, a düz xətt parçası b parçasının 
ölçüsü adlanır. Onda İKİ parçanın ümumi öl
çüsü onların hər biri üçün ölçü olan parça
dır. İkİ parçanın ümumi ölçüsü mövcuddur
sa, parçalar ölçülə bilən, əks halda ölçülə 
bilməyən adlanır.

İsbat üçün seçmə üsulu burada tətbiq 
edilə bilməz: bütün parçaları seçməK və özü 
də onların hər birinin Kvadratın tərəfinin və 
diaqonalının ümumi ölçüsü olmadığına 
əmin olmaq olmaz. Verilmiş faKtın bütün 
məlum isbatları ƏKsini fərz etmə üsulu ilə 
aparılır. Biz onların birini gətirəK.

Fərz edəK Kİ, a parçası Q Kvadratının 
tərəfinin və diaqonalının ümumi ölçüsüdür. 
Elə bir başqa, kİçİk Q' Kvadratı quraq Kİ, 
Kvadratın tərəfinin və diaqonalının ixtiyari 
ümumi ölçüsü Q Q' - in diaqonalının və tə
rəfinin ümumi ortaq ölçüsü olsun. İİKİn 
Kvadratın BC dioqonalında Kvadratın tərə
finə bərabər olan BD parçası ayıraq (şək. 1). 
D-dən AC ilə E nöqtəsində KəsişənədəK
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TƏSDİQ VƏ İNKAR

Sizin hər biriniz, şübhəsiz, doğru və yalan müd
dəalara rast gəlmisiniz. Müddəanı (höKmü) isbat et- 
тэк və təkzib etməK üçün hansı mühaKimələri 
aparmaq lazım olduğunu müqayisə etməK maraqlı
dır.

Sadə misaldan başlayaq. Fərz edəK ki, siz belə 
bir sözü eşitmisiniz: “(x +1)‘ ifadəsi müsbətdir.” O, 
doğrudur, ya yox? Yoxlayaq, x = 1 yazıb 
(1 + 1)2 =(2Y = 4 >0 alırıq, x = 2,x = 3 və s. yazaq. 
Hər dəfə müsbət ədəd alınacaq. Gətirilən mühakimə
ni isbat saymaq olarmı? Əlbəttə, yox. Hökmü isbat 
etmək üçün x-in bütün mümkün qiymətlərini ifadəyə 
yazmaq lazımdır. Onlarsa sonsuz çoxdur.

Həmin sözü təkzib etmək üçün nə etmək lazım
dır? Fərz edək ki, x = -1. Alırıq ki, (-1 + 1)2 = O2 = 0. 0 
ədədi müsbət deyil, bununla da isbat olunur ki, “ 
(x +1)2 ifadəsi müsbətdir” ifadəsi doğru deyil. İfadəni 
təkzib etmək üçün onun doğru olmadığı bir misalı gə
tirmək kifayətdir. Məşhur “Sökmək tikmək deyil” deyi
mi yada düşür.

Bu amildən tez-tez istifadə edilir. Fərz edək ki, 
“Bu cilddə eyni miqdarda söz çap olunmuş heç olma
sa iki səhifə var” müddəasını isbat etmək tələb olu
nur. Əlbəttə ki, arzulayan şəxs cildin hər səhifəsində 
neçə söz olduğunu sayıb ifadənin doğru olub-olmadı
ğını təyin edə bilər. Laxin başqa cür də etməx olar. 
“Bu cilddə ixtiyari iki səhifədəki sözlər müxtəlifdir” ifa
dəsini təkzib etməyə çalışaq. Məlumdur ki, belə for
matlı səhifəyə 600-dən çox söz yerləşmir. Bəs bu 
cilddə neçə səhifə var? Gətirilən müqayisə göstərir 
ki, şərtləri ödəyən iki səhifə mütləq mövcuddur. 
Hokm sübut olunub, bizimsə məhz hansı səhifələrdə 
sözlərin eyni olduğundan xəbərimiz belə yoxdur.

ВС-yə perpendİKulyar qaldıraq. CED üçbu
cağı bərabəryanlıdır: ECD bucağı 45°-yə bə
rabər olduğundan, digər iti bucaq da 45°-yə 
bərabərdir; deməli, EECD - ZCED; bura
dan CD = ED alırıq. Buna görə də CED üç
bucağını EDCF Kvadratına qədər tamam
lamaq olar kİ, onu da Q' əvəzi götürəcəyİK.

Q' Kvadratı Q Kvadratından KİçİKdir: 
BC < AB + AC = 2BD, BC -AB < AC oldu
ğundan, alırıq Kİ, CD< AC, yəni Q' Kvadra
tının tərəfi Q Kvadratının tərəfindən KİçİK
dir. özü də, Q Kvadratının tərəfinin və dia
qonalının ümumi ölçüsü nə olursa-olsun, o, 
həm də Q' Kvadratının tərəfinin və diaqona
lının ümumi ölçüsüdür. Doğrudan da, BEA 
və EBD düzbucaqlı üçbucaqları İkİ tərəfləri
nə görə bərabərdir, deməli, AE = ED. Əgər 
CD = ED- dirsə, onda AE = CD. İndi fərz 
edəK Kİ, Q Kvadratının tərəfinin və diaqona
lının müəyyən ümumi ölçüsü onun tərəfində 
p dəfə, diaqonalında isə q dəfə yerləşir. On
da o, CD parçasında və ona bərabər AE par

çasında düz q - p dəfə yerləşəcəK. Deməli, 
ЕС parçasında o, p - (q -p) dəfə yerləşəcəK. 
BeləlİKİə, bu ölçü Q' Kvadratının CD tərə
fində və ЕС diaqonalında tam ədəd dəfə yer
ləşir, yəni onların ümumi ölçüsüdür.

Q' ilə də eyni qaydada davranaraq elə 
bir Q" Kvadratı alacağıq kİ, Q'-in diaqonalı
nın və tərəfinin ümumi ölçüsü Q"-in diaqo
nalının və tərəfinin ümumi ölçüsü ola
caq. Oxşar şəKİldə Q" Kvadratı üçün Qm 
Kvadratı quraq və s. Get-gedə azalan 
Q,Q.Q",Q Kvadratlar ardıcıllığı peyda 
olacaq, özü də Q Kvadratının diaqonalının 
və tərəfinin ümumi ölçüsü eyni zamanda 
Q', Q", Q ” və s. Kvadratlarının diaqonal və 
tərəflərinin ümumi ölçüsü olacaq.

İndi isə fərz edəK kİ, a parçası, yəni Q 
Kvadratının diaqonalının və tərəfinin ümu
mi ölçüsü Q Kvadratının tərəfində n dəfə, Q' 
Kvadratının tərəfində n' dəfə Q" Kvadratının 
tərifində n" dəfə və s. yerləşir. Bir halda kİ, 
bu Kvadratlar Kiçilir, onda n > n' > 
> n" > nm,.... Nəticədə azalan natural ədədlə
rin sonsuz ardıcıllığı alınır kİ, bu da, əlbət
tə, mümKÜn deyil. Deməli, Q Kvadratının 
tərəfinin və diaqonalının ümumi ölçüyə ma
lİK olması haqqında müddəa doğru deyil.

Burada istifadə olunmuş, baş qaldıran 
ziddiyyətin azalan natural ədədlərdən ibarət 
sonsuz ardıcıllığın peyda olmasından ibarət 
olan ƏKsini fərz etmə yolu ilə isbat variantı 
sonsuz (və ya sərhədsiz) endirmə üsulu adla
nır.

Misal 3. “Riyaziyyatda isbatlar” məqa
ləsində deyilirdi Kİ, x4 + z/4 = z2 tənliyinin 
tam ədədlər içərisində həlli yoxdur. Adətən 
bu faKtı ƏKsini fərz etmə üsulu ilə isbat 
edirlər: fərz edirlər Kİ, tənliyin həlli olan üç 
a, b, c tam ədədləri var, yəni a4 + b4 = c4, 
bundan sonra sərhədsiz endirmə variantı 
üsulunu tətbiq edirlər: tənliyin həlli olan 
daha üç a',b',c' tam ədədlər tapırlar, özü də 
|c'| < |c|. Sonra tənliyin həlli olan daha üç 
u", b", c" tam ədədlər götürürlər, özü də 
c"| < |c'|. Nəticədə natural ədədlərin azalan 
c| > |c'| > |c'| > |c"'| >... və s. ardıcıllığı alınır 
Kİ, bu da mümKÜn deyil. Deməli, fərziyyə
miz doğru deyil və x4 + i/4 = z2 tənliyinin 
tam ədədlər içində həlli yoxdur.

Misal 4. İsbat edəK Kİ, bütün İkİİİk ar
dıcıllıqlar çoxluğu hesabi deyil (Ədədi

ZƏRURİ VƏ KAFİ ŞƏRT

Riyazi mətnlərdə tez-tez “zəruri” və “kafi” sözləri
nə rast gəlmək olur. Bu sözlərin gündəlik mənası, əl
bəttə, hər kəsə aydındır, lakin riyaziyyatçılar onlara 
daha dəqiq məzmun verirlər.

Hər hansı hökm üçün zəruri şərt ixtiyari elə bir 
müddəadır ki, onsuz verilmiş hökm doğru deyil. Kafi 
şərt elə bir müddəadır ki, ondan verilən hökm alınır. 
Kafi şərt zəruri olmaya bilər, eləcə də zəruri şərt kafi 
olmaya bilər.

Zəruri, lakin kafi olmayan şərtə misal gətirək. 
Dördbucaqlının düzbucaqlı olması üçün onun diaqo
nallarının bərabər olması zəruridir, lakin kafi deyil. 
Doğrudan da, bərabəryanlı trapesiyanın da diaqo
nalları bərabərdir. Şərtin kafi olub, zəruri olmaması
na bir misal göstərək. Dördbucaqlının paraleloqram 
olması üçün tərəflərinin bərabər olması kafi şərtdir, 
lakin zəruri deyil. Doğrudan da bütün tərəfləri bəra
bər olan dördbucaqlı romdur, paraleloqram isə romb 
olmaya da bilər. Bəzən bir yox, bir neçə kafi (və ya 
zəruri) şərtlər göstərilir. Məsələn, dördbucaqlının pa
raleloqram olması üçün aşağıdakı şərtlərin birinin 
ödənməsi kafidir:

1) dördbucaqlının iki qarşı tərəfi bərabər və para
leldir;

ardıcıllığın hər bir həddi sıfıra və ya vahidə 
bərabərdirsə, ədədi ardıcıllıq İkİİİk adlanır. 
Hesabi və qeyri-hesabi çoxluqlar haqqında 
“Sonsuz çoxluqlar” məqaləsinə bax.).

Fərz edəK Kİ, bütün İkİİİk ardıcıllıqla
rın M çoxluğu hesabidir. M çoxluğunu sa
yaq və onun n-ci ünsürünü an ilə işarə edəK. 
Bu ünsür İkİİİk ardıcıllığı
dır. BeləlİKİə, апЛ n-ci ardıcıllığın к-cı ünsü
rüdür.

İndi nx-dən 1-ci həddi, a2-dən 2-ci həd
di, a3-dən 3-cü həddi və s. fərqlənən b ardı
cıllığına baxaq. Aydındır Kİ, b nə ax, nə a2, 
nə a3 və s. ilə, yəni an ardıcıllıqlarının heç 
biri ilə üst-üstə düşmür, b ardıcıllığı 
рр02,Рз,... olduqda Pm =l-am>m ardıcıllığı
dır. Deməli, M çoxluğunun bütün ardıcıllıq
larını saymağımız haqqında fərziyyə doğru 
deyil. Deməli, M çoxluğu qeyri- hesabidir.

a1? a2, a3... ardıcıllıqlarının hər birinə 
sətir ayırsaq, sətirləri də alt-alta yerləşdir- 
sək, am/n hədlərinin diaqonallar boyu yerləş
diyi şəkİİ alınacaq. Buna görə də sübut 
üsulu özü diaqonal üsul adlanır. Ondan эк- 
sini fərz etmə isbatlarında tez-tez istifadə 
edilir. Diaqonal üsulunu XIX əsrdə çoxluq
lar nəzəriyyəsinin əsasını işləyən alman ri
yaziyyatçısı Georq Kantor icad etmişdir.

2) diaqonalların kəsişmə nöqtəsi onları yarı bölür;
3) dördbucaqlı simmetriya mərkəzinə malikdir.
Eyni zamanda həm zəruri, həm kafi olan şərtlər xüsusi 

ilə vacibdir. Verilmiş hökmün çıxdığı ixtiyari müddəa zəruri 
və kafi şərtdir. Birinci müddəa isə özü ikincidən çıxır.

Məsələn, natural ədədlərin yaxşı məlum olan bölün
mə əlamətləri zəruri və kafi şərtlərdir. Belə ki, ədədin 3-ə 
bölünməsi üçün onun rəqəmləri cəminin 3-ə bölünməsi 
zəruri və kafidir. Həndəsədə də oxşar hökmlər az deyil: 
qabarıq dördbucaqlının daxilinə çevrə çəkmək üçün onun 
qarşı tərəflərinin cəminin bərabər olması zəruri və kafidir.

“Zəruri və kafidir” ifadəsini formulələrdə tez-tez “yalnız 
və yalnız o halda ki, onda” və s. sözlərlə əvəz edirlər. Mə
sələn, aşağıdakılar kimi demək mümkündür:

1) Cisim yalnız və yalnız o zaman kürədir ki, onun 
müstəvi ilə ixtiyari kəsiyi dairə olsun;

2) Tərəfləri a, b, c olan üçbucaq yalnız və yalnız o za
man düzbucaqlıdır ki, a2 + b =c2 şərti ödənsin.

Zəruri və kafi şərti ifadə edən teoremi meyar adlandı
rırlar. Məsələn, ədədi silsilənin meyarı belədir: ədədi ardı
cıllıq onda və yalnız onda ədədi silsilədir ki, onun ikinci 
həddən başlayaraq hər bir həddi əvvəlinci və sonrakı həd
lərin ədədi ortası olsun.

MÖVCUDLUQ (VARLIQ) İSBATLARI

Riyaziyyatda mövcudluq isbatları ad
lanan anlayış böyÜK əhəmiyyətə malİKdir. 
Verilmiş xassəli obyeKtin mövcudluğunun 
isbatının ən adi yolu onu göstərməK və təbii 
Kİ, onun lazımi xassələrə malİK olduğuna 
əmin olmaqdır. Məsələn, tənliyin həllə ma
lİK olduğunu isbat etməK üçün onun hər 
hansı həllini göstərməK Kifayətdir. Belə növ 
mövcudluq isbatları birbaşa və ya KonstruK- 
tiv adlanır. Məsələn, xüsusi halda, parçala
rın ölçüsüzlüyünün mövcudluğunun isbatı 
birbaşa isbatdır: axı diaqonal və tərəf cütü 
birbaşa göstərilib (“ƏKsini fərz etmə yolu ilə 
isbat” məqaləsinə bax).

LaKİn göstərilən obyeKtin mövcudluğu 
faKtının əsaslandırılmasının obyeKtin özünə 
birbaşa göstərişsiz baş verdiyi dolayı isbat
lar da var. Bir neçə misala baxaq.

Misal 1. Şahmat partiyasında qaralar 
ağların 15-ci gedişindən sonra təslim oldu
lar. İsbat etməK tələb olunur Kİ, heç olmazsa 
bir qara fiqur öz xanasını bir dəfə də tərK 
etməyib (piyadaları da fiqurlara aid edirİK).

Şahmat gedişi qalaqurma deyilsə 1 fi
qur, qalaqurma halında İKİ fiqur tərpənir. 
Qaralar 14 gediş ediblər və qaydalara görə 
onların yalnız biri qalaqurma ola bilər. De
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məli, gediş etmiş qara fiqurların maxsimal 
sayı 15-dir. Cəmisi isə 16 qara fiqur var. De
məli, onların azı biri heç bir gediş etməyib.

Misal 2. Təyyarədə 380 sərnişin uçur. 
İsbat edəK kİ, onların azı İKİsi ilin eyni gü
nündə doğulub.

İldə 365, ya 366 gün, təyyarədə isə 380 
sərnişin var - deməli, onların ad günləri 
yalnız müxtəlif günlərə təsadüf edə bilməz. 
Ümumiyyətlə, sərnişinlər 366-dan çoxdur- 
sa, onda heç olmazsa İkİ sərnişinin ad gün
ləri üst-üstə düşür. 366 sərnişin olsa isə, 
istisna deyil Kİ, onların hamısı ilin müxtəlif 
günlərində doğulublar, laKİn bu da azehti- 
mallıdır. (Ehtimal nəzəriyyəsinə görə, sayı 
22 adamdan çox olan təsadüfi seçilmiş qrup
da onların bəzilərinin ad günlərinin üst-üstə 
düşməsi hamısının ad günlərinin ilin müx
təlif günlərinə düşməsindən daha ehtimallı- 
dır.)

Gətirilmiş isbatdaKi məntiqi fənd hə
min üsulun müəllifi alman Peter Qustav Di- 
rixlenin (1805-1859) şərəfinə Dirixle prin
sipi adlanır. Dirixle prinsipinin ümumi for
mulu belədir:

J ÜmumiliKdə n + 1-dən az olmayan əş
yanın olduğu n yeşin varsa, onda müt
ləq elə yeşin var Kİ, onda azı 2 əşya 
var.

Misal 3. Sübut etməK tələb olunur Kİ, 
azı bir irrasional ədəd - İkİ natural ədədin 
m/n nisbəti şəKİində göstərilə bilməyən hə
qiqi ədəd mövcuddur (“İrrasional ədədlər” 
məqaləsinə bax). Belə ədəd 72 - dir. Doğru
dan da, Pifaqor teoreminə əsasən, 72 tərəfi 
1 olan Kvadratın diaqonalıdır. Əgər o, m və 
n natural ədədlərinin nisbəti ilə ifadə olun
saydı, onda uzunluğu 1/n olan parça vahid 
Kvadratın tərəfində n dəfə, diaqonalında isə 
m dəfə yerləşərdi və deməli, onların ümumi 
ölçüsü olardı Kİ, bu da тйткйп deyil (“Эк- 
sini fərz etməKİə isbat” məqaləsinə bax).

Dolayı isbat da təKİif etməK olar. Bü
tün rasional ədədlər çoxluğu hesabi, bütün 
həqiqi ədədlər çoxluğu qeyri-hesabi oldu
ğundan, (“Sonsuz çoxluqlar” məqaləsinə 
bax), rasional olmayan, yəni irrasional hə
qiqi ədədlər mövcud olmalıdır.

Misal 4. Elə hallar olur kİ, dolayı yolla 
isbatlar birbaşa isbatdan xeyli sadə olur.

Məsələn, isbat edəK kİ, transendent ədədlər 
mövcuddur. Xatırladaq kİ, həqiqi ədəd tam 
əmsallı çoxhədlinin KÖKİəri olduqda o, cəbri 
ədəd, əks halda transendent ədəd adlanır 
(“Transendent ədədlər” məqaləsinə bax). 
Transendent ədədlərin mövcudluğunun bir
başa isbatı belə ədədlərin nümunələrinin 
təqdimindən ibarətdir. Sən demə, məşhur 
sabitlər e (natural loqarifmin əsası) və n 
(çevrənin uzunluğunun onun diametrinə 
nisbəti) məhz transendent ədədlərdir. Kifa
yət qədər тйгэккэЬ isbatdan qaçmaqdan öt
rü bütün həqiqi ədədlər çoxluğunu və bütün 
cəbri ədədlər çoxluğunu müqayisə edəK. Bil
diyimiz Kimi, onların birincisi qeyri-hesabi- 
dir. İKİncisinin hesabiliyi oradan çıxır Kİ, 
hər bir cəbri ədədi “adlandırmaq” - ona ad 
verməK olar. Ad Kimi ən asanı İkİ hissədən - 
1) müvafiq çoxhədlinin yazılışından və 2) ba
xılan ədədin bu çoxhədlinin KÖKİəri içində 
sıra nömrəsindən (KÖKİər artma qaydasında 
götürülür) ibarət ifadə götürməKdir. Belə 
adları saymaq artıq çətin deyil. Əgər bütün 
həqiqi ədədlər çoxluğu qeyri-hesabi, bütün 
cəbri ədədlər çoxluğu hesabidirsə, cəbri ol
mayan, yəni transendent ədədlər var.

BƏZİ TEOREMLƏRİN İSBATI

PİFAQOR TEOREMİ

Dillər əzbəri olan Pifaqor teoremi!
Nəyə görə bu teorem riyaziyyatda daha 

mühüm və qiymətli teoremləri Kölgədə qoy
muşdur!

Nə hesabın, nə cəbrin - heç bir teoremi 
onunla “yarışa” bilmir. Burada görünür bir 
sirr vardır! Nəyə görə hətta həndəsəni bil
məyən insanlar arasında belə bu teoremi 
əzbər bilənlər var. MəKtəbli dostlarının 
adını unutmuş yaşlılar belə Pifaqor teore
mini unutmamışdır! Nəyə görə?!

Bu polemİKanı oxucuların öz düşüncələ
rinə buraxıb başqa bir sual verəK; bu qədər 
məşhur və məlum teorem haqqında yenidən 
danışmağa dəyərmi?

Deyilənə görə bu teorem Pifaqordan qa
baq Falesə, Falesdən əvvəl 6 müdrİKƏ (Fales 
yeddinci-sonuncu müdrİK sayılmışdır) məlum 

idi. MüdrİKİərdən əvvəl isə Babil və Misir ка- 
hinlərinə məlum idi. Qədim misirlilər Katet- 
ləri 3 və 4, hipotenuzu 5 vahid olan üçbuca
ğın Köməyi ilə düz bucağı qururdular. Uzun
luğu 12 vahid olan Kəndirdə 3 və 4 vahiddən 
sonra nişan qoyulurdu və sonra həmin кэп- 
diri ağız-ağıza gətirib düzbucaqlı üçbucağı 
alırdılar.

Çin və hind alimlərinin söylədİKİərinə 
görə Pifaqor teoremi eramızdan əvvəl II mi- 
nillİKdə məlum idi. Bəs onda nəyə görə bu 
teorem tarixə Pifaqor teoremi adı ilə yazıl
mışdır?

Rəvayətə görə Pifaqor bu teoremi isbat 
etməyənə Kimi evlənməyəcəyinə söz verir və 
əgər bu teoremi isbat edərsə Allahlara yüz 
öküz qurban (heKtomba) Kəsəcəyini bildirir. 
Bu rəvayəti Diogen söyləmişdir. Onun nə də
rəcə doğru olduğu müəmmalıdır. Ancaq əsas 
faKt budur kİ, düzbucaqlı üçbucaq haqqında 
olan bu teorem onun adı ilə məşhurdur.

Pifaqor teoreminin İkİ formada deyilişi 
vardır:

KlassİK variant: Dübzucaqlı üçbucağın 
Katetləri üzərində 
qurulmuş Kvadrat
ların sahələri cəmi, 
onun hipotenuzu 
üzərində qurulmuş 
Kvadratın sahəsinə 
bərabərdir, (şək. 1).

Müasir variant:
Düzbucaqlı üçbuca
ğın Katetlərinin 
Kvadratları cəmi, 
onun hipotenuzu
nun Kvadratına bə
rabərdir.

Pifaqor teoremi
nin məşhurluğu-po- 
pulyarlığı ona gəti

rib çıxarıb Kİ, zamanının hər bir riyaziyyat
çısı onunla məşğul olmuş, ən azı onun yeni 
bir isbatını tapmağa çalışmışlar. Buna görə 
Pifaqor teoremi isbatlarının sayına görə bi
rinci yerdədir. Milli fəxrimiz N. Tusi (1201- 
1274) “Təhriri eqlidis” əsərinin I nəşrində 
onun 36, II nəşrində isə 12 isbatını verir. Pi
faqor teoreminin isbatlarını toplamağa çalı
şan B. Litsmanın fİKrincə onun isbatları 
sayı 1000-dən çoxdur. Onları həm toplamaq, 
həm araşdırmaq çox müşKÜl bir işdir. Belə 
araşdırmalar bizim məqsədimizdən Kənardır,

laKİn gənc həvəs- 
Karlardan Kiminsə 
bu yaradıcılıqla 
məşğul olması çox 
gözəl olardı.

İndi isə Pifaqor 
teoreminin bir neçə 
isbatım verəK:

İsbat: Tərəfi
a+b olan Kvadrat 
quraq və onun tə- 
rəfində şəKİldəKİ
Kimi düzbucaqlı üçbucağı ayıraq (şəkİİ 2). 
Kvadratın və düzbucaqlı üçbucağın sahəsi 
düsturuna görə:

(a + b)2 =4-—ab + c2.

Buradan:
cT + b2 = c2 alarıq.

Ən qısa isbatlardan biridir.

STÜART TEOREMİ

Şotland riyaziyyatçısı M.Stüart 
(1717-1765) tərəfindən söylənilən aşağı- 
daKi teorem üçbucaqda metrİK münasibəti 
ifadə edən ən ümumi teoremlərdən biridir. 
Ehtimal edilir Kİ, bu teorem Arximedə mə
lum imiş.

Teorem: ABC verilmiş üçbucaq, M 
nöqtəsi BC-nin daxili nöqtəsi olarsa, onda

AM2
AB2 ■ MC + AC2 ■ BM

BC
-BM MC

Kİçİk hərflə yazsaq
2 _c2 -n + b2 - m

a
mn.
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İsbatı: Kosinuslar teoreminin tətbiqi 
ilə isbatı həyata KeçirəK (şəkİİ 3).

ABMA-dan; AB2=c2=l2+m2-2lm-cos(p
AAMC-dən; AC2=b2=l2+n2- 
-2ln-cos(180c-(p)=l2+n2+2ln-cos(p

birinci bərabərlİKdən cos<d=-+rr^ .
2lm

İKİnci bərabərlİKdən cos® = h———
2nl

Bu bərabərlİKİərdən +m—— = -—-——.
2lm 2nl

Buradan (/2 + m2 -c2\n = m(b2-l2-n2) alırıq.

,2 ,2 c2n + b2m c ■ cn + b ■ bm
la - ı -------------------mn -- ----------------------- mn

a a
c ■ bm + b • cn c-b(m + n)
----------------------mn =-------------------- mn

a
cb ■ a 1

- ----------- mn - bc - mn
a

l2 = bc-mn; burada m+n=a, Г-=а-с-рд;

a

burada p+q=b.

Yadda saxlama qaydası: “tərəflərin 
hasili çıxılsın hissələrin hasili”.

Bu düsturu bir az irəli aparaq:

Çevirmələr aparaq:

m _ n m + n a
c b b + c b + c

rabər məsafədə duran nöqtələrin həndəsi 
yeri bu bucağın tənbölənidir (şəkİİ 5).

Şəkil 5.

/2 • n + l2 ■ m = mb2 + nc2 - mn2 - nm2

Г ■ a = nc1 + mb2 - mna
,2 nc2 + mb2l =-----------------mn

a
Teorem isbat olundu.

İsbatı yadda saxlama metodu: coscp- 
nin hər İkİ ifadəsi yazılır.

Qeyd edəK kİ, bəzi Kitablarda üçbuca
ğın təpəsi ilə qarşıdaKi tərəfin daxili nöqtə
sini birləşdirən parçanı Çevan adlandırırlar 
(İtalyan riyaziyyatçısı M.Çevanın şərəfinə). 
Tənbölən və median hər İKİsi çeviandır.

Nəticə 1. М-orta nöqtə olsun. AM-me- 
diandır.

Buradan; acm =------ və
Z> + c

abn =------
b + c

ab
b+c b+c

-bc • 1 —
a2

(6 + C)2J (b + c)2

2. Tənbölən üzərindəKİ hər bir nöqtə
dən tərəflərə qədər məsafələr bərabərdir.

3. Bucağın tərəflərinə toxunan çevrənin 
mərKəzi tənbölənin üzərindədir.Bucağın tə
rəflərinə toxunan çevrələrin mərKəzlərinin 
həndəsi yeri bu bucağın tənbölənidir.

4. Üçbucağın tənbölənlərinin Kəsişmə 
nöqtəsi onun daxilinə çəKİlmiş mərKƏzidir 
(şəkİİ 6).

5. Bəzi düsturlar:
AM=AN=p-a; BN=BL=p-b və 

CM=CL=p-c.

Teorem. AL tənböləni BC tərəfini AB və 
AC tərəfləri ilə mütənasib parçalara bölür.

Yəni; — = — yaxud - = —(şəkİİ 7).
m n b n

Sinuslar teoreminə görə;
c _ m və h _

si!v si/ sin(18(F-^ sh/ 
2 2

c m m nBuradan alarıq: — = — və ya — = — .
b n c b

Yaddasaxlama qaydası: tənbölənin bir 
tərəfində olanlar mütənasibdir.

İndi la uzunluğunun tapılması ilə məş
ğul olaq.

Yuxarıda almışdıq Kİ;
acm =-------- və

b + c

n

AM = l = m. BM-MC = —a
° 2

Buradan da məlum 
=|v2(c2+ft2)-fl2 

düsturunu alırıq.
Nəticə 2. AM-tənbölən olsun la=l.

Onda — = — =>cn = bm olar.
m n

x((Z> + c)2 - a2)= bl -(b + c + а)(Ь + c-a) = 
(b + c)

A^'*p{p~p}‘^'bcp{p~°}
Burada a+b+c=2p və Ь+с-а=2(р-а).

Buradan da tənbölənin məşhur düsturu almır.
2

4 =----- ^bcp(p-a) Analoji olaraq lh və
b + c

abn =----- .
b + c

Kosinuslar teoremini tətbiq edəK və çe
virmələr aparaq:

, b2+c2-a2 . . . b2+c2-a2cos A =--------------- => 1 + cos A — 1 +

l-nin də düsturlarını yazmaq olar.

lb=——yjacp(p-h) 
a+c

2 ----------------
4 = ------yjahp(p-c)

b + c

İndi isə əsas teoremi, yəni la tənböləninin 
uzunluğunun tapılması düsturunu verəK.

Tənbölənin uzunluğunun onun tərəfləri 
vasitəsi ilə ifadə olunması çox-çox qədimdən 
məlumdur. Bu teoremin onlarla isbatı mə
lumdur. Əvvəlcə məlum teoremi isbat edəK:

2bc 2bc
„ 2 A (b + c)2-a2 (b + c—atb+c + a)
2 cos2 - = ------------ = - ------- -7---------- - =2 2bc 2bc

= WPL^cq+ A . cos- = .
2bc 2 bc 2 V bc

Bu çevirməni oxucuya bir neçə dəfə et
məyi məsləhət bilirİK.

„ o c 1 , Л I ,, AS, + S2 = 5 => -cÇ sın у + - bla sın — =

= —cb sın A—l Ab + c)sın — =
2 2 2

= — 6c2sin —cos —l.(b + c) = 2bc cos — =
2 2 2 2

= 2bc^-^-—— = 2^1 p(p - a)bc

ŞTEYNER-LEMUS TEOREMİ VƏ YA BİR 
DAHA TƏNBÖLƏN HAQQINDA

Tənbölənin özü və xassələri haqqında 
məKtəbdə Kifayət qədər məlumat verilir. 
Bununla belə tənbölənlə yenidən görüşməyi 
məsləhət görürÜK.

1. Tənbölənə həndəsi yer Kİmi baxmağı 
tövsiyyə edirİK. Bucağın tərəflərindən bə-

Şəkil 7.

Buradan 4 =------Jbcp(p - d) .
b + c

Son ifadəni yadda saxlamaq üçün bəzən 
belə də yazırlar.

, -Jbc ı—------r həndəsi orta r~.:-----г
4 = t ->IP(P~a)b + c 4 ədədi orta

2
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Bununla tənbölənin uzunluğu haqqında 
teoremin isbatı başa çatdı.

İndi isə üçbucaqların bərabəryanlılığı- 
nın bir əlaməti haqqında: İkİ tənböləni bə
rabər olan üçbucaq bərabəryanlıdır.

Bu teoremi C.Lemus 1840-cı ildə 
Y.Şteynerə göndərir və ondan onun həndəsi 
isbatını xahiş edir. Şteyner çox uzun və 
ağır həndəsi isbat tapır. Ona görə teorem 
Şteyner-Lemus teoremi adlanır. Şteynerdən 
sonra bu teoremin onlarla isbatı tapılmışdı. 
Gənc oxucular üçün bu teoremin isbatını 
tənbölənin uzunluq düsturlarına görə hə
yata KeçirəK. Yəni cəbri isbatını verən;

la=lb olarsa, a=b olduğunu isbat edəK:

İsbatı:

z 2 _ 7 2 . 4bcp(p - q) 4acp(p - b)
(b + c)2 (a + c)2

b(p-a) _ a(p-b) 
(b + c)2 (a+c)2 

=> (a + c)2(bp - ba) =

= (b + c)2 (pa-ab),
((a + c)2b-(b + c)2a)p + ab[(b + c)2 -(a + c)2) = 0, 
((«' b - b2a) + c2(b - a)}p + ab(b -a)(b + a + 2c) = 0, 

(b - a)(c2 - ab)p + (b — a)ab(b + a + 2c) - 0, 
(b - a)[(c2 - ab)p + ab(b + a + 2c)j= 0.

İKİnci mötərizə daxilində olan ifadə 
müsbətdir (bunu sərbəst araşdırın). De
məli, b-a=Q.

Buradan; b=a alınır.Yəni, ini tənböləni 
bərabər olan üçbucaq bərabəryanlıdır. İsbat
da əsas ideya la və Zb-nin düsturları üzərində 
çevirmələr aparmaqdı. Oxucularda eynilİK 
çevirmələrinə marağın güclü olduğunu gü
man edirİK və
ümid edirİK kİ, bu 
isbatı bir neçə dəfə 
həyata Keçirib on
dan zövq alacaqlar.

İndi teoremin 
həndəsi isbatını 
verən.

II isbat. Эк- 
sini fərz etmə 
üsulu ilə isbat (şə- 

Şəkil 8.
kİİ 8):

Bu üsulun gö-

zəlliyi onun sadəliyində və qısalığındadır. 
АВС-ixtiyari bir üçbucaq, AA, və CCronun 
A və C bucaqlarının tənbölənləri həm də
AA.^CCj olsun.

İsbat edəK kİ, AA = AC -dir. Yaxud 
BA=BC.

Tutaq Kİ: AA^CC, ancaq AA * Z.C. 
MüəyyənlİK üçün /A> Z.C götürəK. Onda 
/Д AC < AC,CA => Z1 < Z2.

AC, A C və AA,CA üçbucaqlarının ini bə
rabər tərəfi var: C,C=AA1 və AC=CA2. 
ZA<ZC olduğundan

СД < AC,.
Cj nöqtəsindən C1M//AA1 və C,M=AA, 

quraq. Onda ACI M Al -paraleloqram olar. 
A,M=AC1.

C nöqtəsi ilə M-i birləşdirəK. Alman 
MCCİ üçbucağı bərabəryanlıdır: C1M=C1C. 
CM oturacaqdır. Ona görə AC,MC= AC,CM. 
Buradan; Zl + Z4 = Z2 + Z3 alarıq. Z1 < Z2 
olduğundan Z4 > Z3 alınar. Hər bir üçbu
caqda böyÜK bucaq qarşısında böyÜK tərəf 
durduğundan Z4>Z3 bərabərsizliyindən 
CA, > A,M alarıq (AC^AY-dən).

Deməli; CA, > A,M = AC, => CA, > AC, .
Bu isə yuxarıda qeyd etdiyimiz 

CA, < AC, -şərtinə ziddir. Əgər ÄA > ZC ol
saydı, analoji mühaKİməni davam etdirib 
yenə ziddiyyət alardıq. Deməli nə Z.A > Z.C 
və nə də, Z?1<ZC ola bilməz. Yeganə 
AA - AC halı qalır. Buradan da, AB=AC 
alırıq. Teorem isbat olundu.

EYLER TEOREMİ 
(ÜÇ NÖQTƏ HAQQINDA)

XVIII əsrin və həmçinin bütün zaman
ların ən görKəmli riyaziyyatçılarından biri 
olan Leonard Eyler (1707-1783) riyaziyya
tın, mexanİKanın, astronomiyanın və s. in- 
Kİşafmda çox Kəşflər etmişdir. Eylerin za
manında “Elementar həndəsə” inKİşafını 
sanKİ başa vurmuşdu. Heç Kim elementar 
həndəsədə heç nə axtarmırdı. LaKİn Eyler 
üçbucağın, çevrənin və dördbucaqlının elə 
incə xassələrini aşKar və isbat etmişdir Kİ, 

onun bu nailiyyətlərinə heyran olmamaq 
olmur. Belə sadə Kəşflərdən biri hazırda 
Eyler düz xətti adı ilə məşhur olan aşağı- 
daKi teoremdir.

Teorem: İxtiyari üçbucaqda xaricə çə
Kİlmiş çevrənin mərKəzi, medianların Kə
sişmə nöqtəsi və hündürlÜKİərin Kəsişmə 
nöqtəsi bir düz xətt üzərindədir.

Qeyd: Bu üç nöqtənin bir düz xətt üzə
rində olmasını Eylerə qədər yəqin həndəsə- 
şünasların çoxu müşahidə etmişdir. LaKİn 
bu sadə faKtın isbatı görünür ciddi əngəl
lər yaratmışdır.

İsbatı: O-xaricə çəKİlmiş çevrənin mər
Kəzi (şəkİİ 9).

M-medianların Kəsişmə nöqtəsi və H- 
hündürlÜKİərin Kəsişmə nöqtəsi olsun.

Addım 1: M nöqtəsinə nəzərən ABC-yə 
simmetrİK Al BİCİ üçbucağını quraq.

Bu simmetriyada; A—>A1; B—>B,, C—^Cr, 
H—>H, olsun.

Onda; MA,=MA, MB,=MB, MC,=MC 
və MH,=MH olar.

Addım 2: M-nəzərən əmsalı — olan ho- 
2

motetiyaya baxaq. Bu homotezida Al BİCİ- 
in obrazı A2B2C2 olsun. Onda

MA,= ~- MA, = -MA olar. Deməli A2 nöqtəsi 
2 2

A-dan çəKİlən medianın oturacağıdır. Uy
ğun olaraq B2 və C2 nöqtələri də B və C tə
pələrindən çəKİlən medianların oturacaqları 
olacaqdır. Yəni A2B2C2 üçbucağı ABC üç
bucağının orta üçbucağıdır.

Addım 3: Al BİCİ-üçbucağının hün- 
dürlÜKİərinin Kəsişmə nöqtəsi Ht-in obrazı 

O nöqtəsinin üzərinə düşür. ÇünKİ, orta 
üçbucağın hündürlÜKİərinin Kəsişmə nöq
təsi, əsas üçbucağın xaricinə çəKİlmiş çev
rənin mərKəzidir. Doğrudan da C2-dən 
A2B2-yə çəKİlmiş hündürlÜK AB-nin orta
sından qaldırılmış perpendİKulyardır.

Aldıq Kİ, mərKəzi M və əmsalı k=—ho-
2 

motetiyada H,-^O olur.

MO=-MHr=-MH
2 2

MO= — MH ifadəsindən alırıq Kİ, O, M 
2

və H-bir düz xətt üzərindədir. Bu düz xətt 
Eylerin şərəfinə Eyler düz xətti adlanır.

M nöqtəsi OH parçasını 1:2 nisbətində 
bölür.

Oxucuya bu teoremi düzbucaqlı üçbu
caqda ayrıca araşdırmağı məsləhət görürÜK.

EYLER TEOREMİ
(İKİ MƏRKƏZ ARASINDAKI MƏSAFƏ)

L. Eylerə qədər mərKƏzlər arasmdaKi 
məsafə həndəsəşünasların hamısını maraq
landırmaya bilməzdi. Görünür mətncə bu - 
sadə məsələ Eylerə qədər həll oluna bilmə
diyinə görə Eyler bu məsələnin həlli ilə 
məşğul olmuş və d2 = R2-2Rr düstürunu 
tapmışdır.

Teorem: Üçbucağın xaricinə və daxi
linə çəKİlmiş çevrələrin radiusları R və r 
onların mərKƏzləri arasındanı məsafə d 
olarsa, onda d2 = R2 -2Rr .

İsbatı: ABC üçbucağını hələlin itibu- 
caqlı götürəK.

O-xaricə və Ordaxilə çəKİlmiş çevrənin 
mərKəzi, OOj-mərKəzləri birləşdirən parça 
olsun (şəkİİ 16).

O,D1 AB çəkək. BO, tənbölənini çev
rəni E nöqtəsində nəsənə Kimi uzadaq. 
Daha sonra E nöqtəsindən EM-diametrini 
çəkək. Bununla, hazırlıq işlərini başa çat
dırdıq.

İndi isbata kəçək; AMAE- 90°.

/_DBO = ZABE = ZAME = — AE
1 2

280
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AB DO, ~ AMA E,

= -^DO,-ME = BO, • AEBO, ME
DO, = r və ME = 2R olduğundan

BO,-AE-r-2R = 2Rr

BO, ■ AE = 2Rr.
/O,AE -yə baxaq;

/OME=/QA C+/CAE=— +—.
2 2

Digər tərəfdən

POl-O}K=(POO1O)-(OlO+OK)=(Rd)-(d+R)= 
=R1 2-d2.

1 ° 1/CAE=-■ EC=-/B.
2 2

/АО,E = 180°- /AO,B = 
= 180°- (ZAO,D + /DO,B) =

—+ 90°-—1 = —+ —
2 2 J 2 2

Aldıq kİ, /АО,E = /O,AE. Yəni AEOX- 
bərabəryanlı üçbucaqdır. AE=O,E. Buradan 
da, alırıq BOxAlE=BO1-O,E- bu, heyrətamiz 
nəticədir!

Vətərlərin xassəsinə görə;

ВОХ-О,Е=РОГ-ОХК.

BO1-O1E=BOi-AE=2Rr

olduğundan PO,-O,K= BO1-O1E=2Rr alarıq.

Son İkİ bərabərliyi tutuşdurub R2- 
d2=2Rr, buradan isə d2= R2-2Rr alınır. Bu
nunla teorem isbat olundu. Siz bu isbatı 
ciddi təhlil etsəniz “Həndəsi görmənin” nə
lər yaratdığının şahidi olacaqsınız və tədri
cən sizdə də isbat üçün çox vacib Keyfiyyət 
- “Həndəsi görmə” yaranacaqdır.

Bərabərtərəfli üçbucaqda; d=Q oldu
ğundan R=2r, yaxud r=^-B alınır.

Düzbucaqlı üçbucaqda; d2= — c(3c2a- 
4

2b), bərabəryanlı düzbucaqlı üçbucaqda; 

d2 =-—j—-c2 olduğunu müstəqil isbat edin.

EYLER TEOREMİ 
(DÖRDBUCAQLILAR HAQQINDA)

Teorem. ABCD qabarıq dördbucaqlısı- 
mn tərəfləri AB=a, BC=b, CD=c və DA=d', 
diaqonalları AC=d, və BD=d2;

Diaqonalların orta nöqtələri N və M 
olarsa, onda (şəkİİ 11)

Qısa: a2+b2+c2+d2=d,2+d22+4x2.

İsbatı: Baza məlumat Kimi medianın 
düsturunu götürəK. Tərəfləri a, b və c üç
bucaqda

ma=^2(b2+c2)-a2 ^4m2 =2b2+2c2-a2 

olduğu məlumdur.
AMC üçbucağının MN medianı üçün 

düsturu yazaq
4Ш'2 = 2AM2 +2MC2 -AC2 (1)

ABAD-dən: 4ЛЛ/2 = 2AB2 + 2AD2 - BD2 (2)

ABCD-dən: 4CM2 = 2BC2 + 2CD2 - BD2 (3)

(2) və (3) bərabərlİKİərini tərəf-tərəfə 
toplayıb sonra 2-yə böləK;
4AM2=4CM2 =

(4) 
= 2AB2 + BC2 + 2CD2 - 2DA2 - 2BD2

(4) bərabərliyini (l)-də nəzərə alaq:

4MN2 = AB2 + BC2 + CD2 + DA2 - BD2 - A C2

və ya AB2+BC2+CD2+DA2=AC2+BD2+4MN2 
yaxud; a2+b2+c2+d2=d2+d22+4:X2. Burada 
MN=x. İsbat etdİK Kİ, qabarıq dördbucaqlı- 
mn tərəflərinin Kvadratları cəmi onun dia
qonallarının Kvadratları cəmi ilə diaqonal
larının orta nöqtələri arasındaKi məsafənin 
dörd mislinin cəminə bərabərdir. Teorem 
isbat olundu.

Paraleloqramın diaqonalları orta nöqtə
lərində Kəsişdiyindən x=0 olur və ona görə

d;2+cÇ2=a2+&2+c2+d2=2(a2+62).

Yəni paraleloqramın diaqonallarının 
Kvadratları cəmi, onun tərəflərinin Kvad
ratları cəminə bərabərdir. Bu teorem düz- 
bucaqlıda; d2=a2+b2, rombda d2+d2=4a2 və 
Kvadratda d2=2a2 şəKİini alır.

KƏPƏNƏK TEOREMİ

Əslində vətərlər haqqında olan bu teo
remə şəKİin Kəpənəyin qanadlarına oxşama
sına görə belə romantİK ad verilmişdir. Ki
tabların çoxunda bir isbat məsələsi Kimi ge

dir. LaKİn bu teoremin də çoxlu isbatları 
mövcuddur. Biz onun sizə İkİ isbatını təq
dim edirİK. Əvvəl teoremin özünü qeyd edəK: 

Teorem: Çevrənin AB vətərinin orta
sından (C nöqtəsi) MN və KL vətərləri Ke
çirilmişdir. KN və ML ilə AB-nin Kəsişmə 
nöqtələri E və F olarsa, onda CE=CF olar. 
Yəni, C nöqtəsi EF parçasının da orta nöq
təsidir (şəkİİ 12).

İsbat: TriqonometrİK isbat:

/ECN = /MCF = a, 
/ECK = /LCF = (3, 
/NKL = /NML = у

işarə edəK. EC=x və AC=a olsun.
Bir nöqtədə Kəsişən vətərlərin xassə

sinə görə;

NE-EK=AE-EB=(a-x )(a+x )=a2-x2

NE-EK= a2x2 (1)

АВС-üçbucağına sinuslar teoremini 
tətbiq edəK;

/ENC = 18(F - (a + /? + /)=> sin /ENC = sin(a + /? + /)

EC NE xsina ...------------= =s NE =----------------- (2) 
sın/ENC sina-------- sin(a+ /? + /)

İndi KEC üçbucağına sinuslar teore
mini tətbiq edəK;
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EK _ x 
sin/? sin/ EK = XSİn P 

sin/ (3)

(2) və (3) bərabərlİKİərini tərəf-tərəfə 
vuraq

NEEK = x2 sin «sin P 
sin(« + /? + /)sin/

Buradan
2 x2 sin a sin B 2x +---------------- —--- = a

sin(« + P + y)sin /

(4)

alarıq.
CF=y qəbul edib; LF-FM=a2-y2 yazıb, 

sonra LFC və MCF-üçbucaqlarına yuxarı- 
daxı Kİmi sinuslar teoremini, müvafiq əmə
liyyatları apardıqdan sonra,

sin «sin p 
sin(« + /? + y)siny

alarıq.
(4) və (5) tutuşdurduqdan sonra, x=y 

alınır. Yəni CE=CF. Başqa sözlə, C nöqtəsi 
EF parçasının orta nöqtəsidir. CE=CF ol
masından AE=FB almır.

II İsbat: (Oxşarlığa görə isbat)
E və F nöqtələrindən MN və KL vətər

lərinə perpendİKUİyar çəkək (şəkİİ 13):

(6)

EE^x^ EE2=x2; FFrw, FF2=y2. 
CE=x və CF=y işarə edəK. Bu şəKİldə çoxlu 
sayda oxşar üçbucaqlar cütü var. Birinci 
isbatda göstərmişdİK Kİ, NE ■ EK = a2 - x1 və 
LF■ FM = a2 -y2.

Üçbucaqların oxşarlığından tərəflərin 
nisbətlərini yazaq:

Д KEE , oo A MFF , =>

Д NEE ,oo Д LFF ,, =>

Tərəf-tərəfə vuraq;

NE KE x, -x2 
LF-MF Xı -У2

ЬЕСЕ, ~ \FCF2 => - = A,
У Уг

NECE2 ~ EFCF,
У У,

Son İkİ bərabərliyi tərəf-tərəfə vuraq:

X2 X,X,

у2 У [У 2 (7)

(6) və (7) bərabərlİKİərindən:

KE ■ NE _ x.x, 
MF ■ LF y,y2

x*Alırıq kİ, —
У

x2— alınır.
y:

KE ■ NE
MF LF

Tənasübün xassəsini tətbiq edəK:

x2 a2 - x2 _ a2 - x2 + x2 _ =
У2 a2 — y2 a2 - y2 + y2 a2

Buradan, x=y alınır.
Yəni, CE=CF. Bununla bu gözəl teore

min isbatı başa çatır.

CEVA TEOREMİ

İtalyan riyaziyyatçısı və mühəndisi C. 
Ceva (1648-1734). 1678-ci ildə bu maraqlı 
teoremi Kəşf etmişdir. Bu teorem Ргоуек- 
tiv həndəsənin əsas teoremlərindən biridir. 
Əvvəlcə hər bir məKtəblinin bildiyi aşağı
dam teoremi verəK.

Teorem 1: BD parçası AC tərəfini han
sı nisbətdə bölürsə, onun sahəsini həmin 
nisbətdə bölür. Yəni, S1:S2=x:y (şəkİİ 14).

Müstəqil isbat etməK daha yaxşıdır!
Teorem 2: BD parçasında O nöqtəsi 

götürülmüşdür.

İsbatı: Teorem 1-ə görə

AD _ $АРВ _ ^AOD _ ABD BA0D _ SAOB ojar 
DE S DBC SDOC SDBC — SDOC S BOC

Yəni, $ u>- = — . Üçbucağın təpəsi
'Sвое DC y

ilə qarşıdaKi tərəfin daxili nöqtəsini birləş
dirən parçaya Çevian deyilir.

Teorem 3 (Ceva teoremi): AA,, BB, və 
CCj çevianları O nöqtəsində Kəsişərsə, onda

AC, BA, _ CB, 
Cp A,C ~ B,A

İsbatı: Teorem 2-yə görə

AQ 
cp

$
■’AOC .
V
° BOC

$AOB .

° А ОС B\A SAOB

Bu bərabərlİKİəri tərəf-tərəfə vuraq:

■4C| BA} CB, _ SAOC ‘Jjqb ° вое _ | 
CXB A,C BtA SBOC SAOC SAOB 
a . j . AC. BAt CB} _ .Aldıq ki, —!-• 1----- - = 1. Bununla

C,B A,C B,A
Ceva teoreminin isbatı başa çatdı. Diqqət 
edin, necə gözəl və effeKtli bir isbatdır!

Tərs teorem: A,, B, və C, nöqtələri mü
vafiq olaraq ABC üçbucağının BC, AC və
AB tərəfləri üzərində və • —- • = 1

Cp A,C B,A 
olarsa, onda AAt, BB1 və ССг parçaları bir 
nöqtədə Kəsişir (şəkİİ 16).

Şəkil 16.

İsbatı: AAj və BBj-in Kəsişmə nöqtəsi O 
olsun.

СО-nun AB ilə Kəsişmə nöqtəsi C ‘ ol
sun.

Onda düz teoremə görə

AC' BA, CBt
C'B A,C B'A

olar.

Şərtə görə AC, BA' CB,
C'B A'C B'A

Bu İkİ bərabərimdən
АС AC\
C'B ~ cp

olar. Bu isə o, deməKdir Kİ, C’ və C üst-üs
tə düşür. Yəni CC' parçası AA, və BBrin 
Kəsişmə nöqtəsi O-dan Keçir. Bununla teo
rem isbat olundu. Cevra teoremini tətbiq 
edərəK üçbucağın medianlarının, tənbölən
lərinin və hündürlÜKİərinin bir nöqtədə Kə
sişdiyini isbat edin.

Şəkil 13.
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QAUS TEOREMİ

Bu teoremdə üç nöqtənin bir düz xətt 
üzərində olması (Kollinearlıq) haqqındadır. 
Bu teoremi bəzi tədqiqatçılar Nyutonun 
adma yazırlar. Teoremin müxtəlif yazılış
ları vardır. Onun sadə variantı aşağıdaKi 
Kimidir.

Teorem: Tərəfləri paralel olmayan 
dördbucaqlının dioqonallarmın orta nöqtə
ləri və qarşı tərəflərin Kəsişmə nöqtələrini 
birləşdirən parçanın orta nöqtəsi bir düz 
xətt üzərindədir.

İsbatı: ABCD tərəfləri paralel olmayan 
dördbucaqlı olsun. AB ilə CD Kəsişmə nöq
təsi E, AD ilə BC-nin Kəsişmə nöqtəsi F ol
sun. AC-nin ortası isə Mx olsun. AB-nin or
tası Ви AF-in ortası Cx və BF-in ortası A, 
olsun. Aydındır Kİ, BİCİ orta xətti (ABF 
üçbucağına görə) Mj-dən, CXN orta xətti 
isə At nöqtəsindən (AFE üçbucağına görə) 
KeçəcəKdir (şəkİİ 17).

Fales teoreminə görə (BD şüası paralel 
Bİ Al və AF düz xətlərini Kəsir)

A,M2 FD» 2 — _______ /1 \

M2Bt DA' '

Yenə Fales teoreminə görə (AC şüası 
paralel BİCİ və BF düz xətlərini Kəsir)

B,M, BC
A/,C, CF 1 ’

Bir daha Fales teoreminə görə (FB şüa
sı paralel CXN və AE düz xətlərini Kəsir)

CN _ AE 
Щ ~ EB (3)

İndi (1), (2) və (3) bərabərlİKİərini tə
rəf-tərəfə vuraq:

A^M2 B}M, QN AE BC FD
M2B, Щ ~~Eb‘cF~DÄ

£ n s' FP) 
Menelay teoreminə görə -—-— ---- — = I

EB CF DA 
ÇünKİ, ABF üçbucağının tərəflərini 

DCE düz xətti Kəsir (Menelay düz xətti).

axm2 b,m} cln

M2B MXCX ~NA,

Bu isə o deməKdir kİ, Al BİCİ üçbu
cağı üçün M1M2N -Menelay düz xəttidir. 
Başqa sözlə M2, M2 və N-bir düz xətt üzə
rindədir. Heyrətamiz nəticədir. Bununla 
nadir həndəsi incilərdən olan Qaus teoremi
nin isbatı başa çatdı.

RİYAZİ İNDUKSİYA ÜSULU

İnduKsiya üsulu ən ümumi anlamda 
xüsusi formuldan universal formula Keçid
dən ibarətdir. Müəyyən müddəanın bütün 
natural ədədlər üçün doğruluğunu sübut et- 
тэк istəyəndə riyazi İnduKsiya üsulu tətbiq 
olunur.

Misal 1. İsbat edəK kİ, həmişə
n(n + 1)

"~2 (*)
Bunun üçün əvvəlcə İkİ faKtı müəyyən 

edəK. Əvvəla, n = 1 üçün (*) müddəası doğ
rudur. Doğrudan da,

х_1-(1+1)
2

İKİncisi, fərz edəK Kİ, (*) ifadəsi n = k 
üçün doğrudur və onun n = k + 1 üçün də 
doğru olduğunu isbat edəK:

1 + 2 + 3+... + (& +1) =(1 + 2 + 3+...+ /?) +

2 2
Deməli, (*) müddəası bütün n-lər üçün 

doğrudur: n = 1 üçün (birinci faKt), İKİnci 

faKta görə isə n - 2 üçün, buradan yenə hə
min faKta görə n = 3 üçün və s.

Misal 2. Həmin üsulla bütün n-lər 
üçün aşağıdaKi bərabərlİKİərin həqiqiliyinə 
asanca əmin olmaq olar:

12 , 02 , 92 , , _2 n(n+ l)(2zı+ 1)
± -r X4 то Г... Г il — --------------------------------------------  >

6
13 + 23 + 33...+ n3 =(1 + 2 + 3 +...+ n)2

BeləliKİə, şərh edilmiş muhaKİmə üsu
lu İkİ faKtm müəyyən edilməsini tələb edir:

1) verilmiş müddəa 1 üçün doğrudur;
2) bizi maraqlandıran müddəa hər han

sı k ədədi üçün doğrudursa, ondan sonra gə
lən k + 1 ədədi üçün də doğrudur. Hər İKİ 
faKt müəyyənləşdiriləndən sonra 1-dən 
2-yə, 2-dən 3-ə və s. KeçərəK əmin oluruq Kİ, 
baxılan müddəa bütün natural ədədlər üçün 
doğrudur.

Birinci faKt İnduKsiya bazisi, İKİnci - 
İnduKsiya Keçidi və ya İnduKsiya addımı ad
lanır. İnduKsiya Keçidi özündə İnduKsiya 
mühaKİməsini (və ya fərziyyəsini) (müddəa 
n - /?-da doğrudur) və nəticəsini (müddəa 
n = k + 1-də doğrudur) ehtiva edir. Başqa 
sözlə, İnduKsiya addımı muhaKİmədən nəti
cəyə Keçiddən, yəni mühaKİmə doğru olduq
da nəticənin doğru olması qənaətindən 
ibarətdir. Başqa sözlə, madam kİ, həm ba
zis, həm Keçid doğrudur, deməli baxılan 
müddəa bütün natural ədədlər üçün doğru
dur nəticəsini almağa imKan verən məntiqi 
fənd riyazi İnduKsiya prinsipi adlanır. Riya
zi İnduKsiya üsulu elə ona da əsaslanıb.

Bu üsul o halda uğurla tətbiq oluna bi
lər Kİ, natural qiymətlər alan parametrdən 
asılı müəyyən A hÖKmü mövcuddur və A-nın 
parametrin ixtiyari qiymətində doğru oldu
ğunu sübut etməK tələb olunur. Misal 1-də 
A hÖKmü aşağıdaKi şəKİldə idi:

ч r. r. n(n + l)1 + 2 + 3+ ... + n —----- -----
2

n parametri özü induKsiyanın paramet
ri adlanır. Deyirlər Kİ, verilmiş parametr 
üzrə İnduKsiya baş verir.

Parametrin 1-ə bərabər olan qiymətin
də A müddəasını A(l), parametrin 2-yə bəra
bər olan qiymətində A(2) və s. işarə etməK 
qəbul olunub. Misal 1-də A(10) müddəası 
belədir:

1 + 2 + 3 +... + 10 = 10(—+

A(l), A(2), A(3)...hÖKmləri xüsusi for
mul, “ixtiyari n üçün A(n) doğrudur” hÖK
mü isə universal formul adlanır. Başqa cür 
ifadə etsəK, induKsiyanın bazisi A(l) xüsusi 
formulundan; “n-in ixtiyari qiymətində 
A(l) xüsusi formulunun həqiqiliyindən 
A(n + 1) xüsusi formulunun həqiqiliyi çıxır” 
müddəası İnduKsiya addımından başqa bir 
şey deyil.

Biz həm bazisi, həm addımı isbat etmi- 
şİksə, onda universal formulun həqiqiliyi 
aşağıdanı standart mühaKİməyə əsaslanır: 
“A(l) hÖKmü həqiqidir, çünKİ İnduKsiya ba
zisidir. Ona İnduKsiya Keçidi tətbiq edərəK 
alırıq kİ, A(2) hÖKmü həqiqidir. Ona İnduK
siya Keçidi tətbiq edərəK alırıq kİ, A(3) hÖK
mü həqiqidir. Ona İnduKsiya Keçidi tətbiq 
edərəK alırıq Kİ, A(4) hÖKmü həqiqidir. Bu 
üsulla biz n-in ixtiyari qiymətini sınaqdan 
Keçirə və əmin ola bilərİK Kİ, A(n) həqiqidir. 
Deməli, ixtiyari n üçün A(n) doğrudur”.

BeləliKİə, riyazi İnduKsiya metodunun 
prinsipi, mahiyyətcə, hər bir KonKret situa
siyada standart mühaKİmədən istifadə et
məməyə icazə verməKdir, yəni o, universal 
formulun həqiqiliyi haqqında dərhal, İnduK
siya bazisinin və İnduKsiya Keçidinin həqi
qiliyi müəyyən olunan Kimi nəticə çıxarma
ğa imKan verir.

Misal 3. Riyazi İnduKsiya prinsipinin 
Köməyi ilə

(1 + a)" > 1 + na 
bərabərsizliyini isbat edəK, burada a + 0, 
a > -1.

İnduKsiya bazisi yerinə yetirilib, çünKİ 
n=l olduqda bərabərsizliyin sağ və sol tərəf
ləri eynidir. İnduKsiya addımını formula et
məyə verilmiş müddəanın n = k üçün doğru 
olması fərziyyəsindən başlayaq; onda İnduK
siya mühaKİməsi (1 + a)*+1 £ (1 + /?a)(l + a), 
olacaq. Həmin bərabərsizliyi mənfi olmayan 
1 + a ədədinə vuraraq alırıq

(l + a)*+1 > (1 + /?a)(l + a)
Axırıncı bərabərsizliyi aşağıdaKi hala 

salaq:
(l + a)*+1 > l + (/? + l)a + /?a2

Eyni zamanda
1 + (k + l)a + ka2 > 1 + (k + 1) a 

buradan alırıq Kİ,

2



Riyaziyyat ensiklopediyası - 2 Riyaziyyat ensiklopediyası - 2

İXTİRAÇI PARADOKSU

1 3 ... (2n-1) 1
2-4 ...-2n

bərabərsizliyini riyazi induKsiya üsulu ilə isbat etmə
yə çalışaq.

İnduKsiya bazisi asanca yoxlanılır:
1 < 1 = J
2 1 71

İnduKsiya fərziyyəsinə əsasən,

1-3 ... (2fr-1)(2fc + 1)
2-4 2/c (2k + 2)

_ 1 3 ... (2fc-1) 2A- + 1 1 2A- + 1
2-4-...-2A- 2A- + 2 < V2 2k + 2

mə bizə isbat etməK qalır kİ,
1 2Ar_ı 1 <__ 1
k 2k + 2 yik + 1

Bərabərsizliyin hər İkİ tərəfini Kvadrata yüKsəldə- 
гэк və məxrəclərdən azad edərəK

(к + 1)(2k +1)z < k(2k + 2)2 (**)
EKVİvalent bərabərsizliyinə, sonra isə mötərizə

ləri açaraq
4k2 + 8k2 +5k + 1 <4k3 + Qk2 + 4/c 

bərabərsizliyinə gəliriK.
Stop! Bu bərabərsizliK doğru deyil! Deməli, (**) 

və (*) bərabərsizlİKİəri də doğru deyil. İİKin bərabər
sizliyin də doğru olmadığını hesab etməK olarmı?

Yox, olmaz. Bizim uğursuzluğumuz yalnız onu 
göstərir Kİ, KonKret isbat üsulu - İnduKsiya - yaramır.

(l + a)t+1 > l + (Ä + l)a
Bu da elə induKsiya addımının nəticə

sidir. Biz həm bazisin, həm addımın həqiqi
liyini isbat etdİK. Riyazi induKsiya üsulu ilə 
isbat başa çatdı.

Bəzən bütün natural ədədlər üçün de
yil, müəyyən ədəddən başlanılan müddəaları 
isbat etməK lazım gəlir.

Misal 4. İsbat edəK Kİ, qabarıq тг-bu- 
caqlımn bucaqları cəmi л(п-2) - yə bəra
bərdir, burada л - açıq bucaqdır. Aydındır 
Kİ, gətirilən hÖKm yalnız n > 3 olduqda doğ
rudur.

Riyazi induKsiya üsulunu tətbiq etməK 
üçün formulu bir qədər dəyişəx: qabarıq 
(n+2) bucaqlının bucaqları cəmi nn-ə bəra
bərdir. Belə müddəanın artıq bütün n-lər 
üçün mənası var. Bazis üçbucağın bucaqları 
haqqında teoremin Köməyi ilə isbat olunur. 
İndi “tərəflərinin sayı (k + 2) olan çoxbucaq- 
lının bucaqları cəmi лк-уа bərabərdir” mü- 
haKİməsindən “tərəflərinin sayı (k + 1) + 2 
olan çoxbucaqlının bucaqları cəmi n(k + l)-ə

indi
1-3 ... (2n-1) c 1

2-4-...-2Л j

bərabərsizliyini isbat etməyə çalışaq.
(***) bərabərsizliyi bizim iİKin bərabərsizliyimizdən 

güclüdür və elə görünür Ki, onu eyni üsulla - induKsiya ilə 
isbat etməK ümidsiz işdir. Hər halda sınayaq.

İnduKsiya bazisi yenə də asandır:
1 < L 1
2 <2 7Г+1

İnduKsiya fərziyyəsinə qörə alırıq ki,
1 3 .. (2fc + 1)

2-4-... 2k (2k + 2)~
_1-3 ...J2k-^) 2k + '\ 1 2k +1

2-4-...-2A- 2k + 2< VFTf 2k + 2

Və biz isbat etməliyiK Kİ,
1 _ 2A- + 1 < 1

-J1T+ 1 2k + 2 " Vk +2
Yenə də bərabərsizliyin hər İkİ tərəfini Kvadrata уйк- 

səldəK, məxrəclərdən azad olaraq və mötərizələri açaraq 
4k3 + 12/r2 + 9k + 2 S 4k3 + 12/r2 + 12/r + 4 

exvivalent bərabərsizliyinə gəliriK.
Möcüzə! Bu bərabərsizliK doğrudur! Deməli biz (***) 

bərabərsizliyini (İnduKsiya üsulu ilə) isbat etdiK və oradan 
da ləngimədən iİKin bərabərsizliyimizi çıxarırıq.

Bu necə alındı? Məsələ bundadır kİ, İKİnci halda bizə 
daha güclü nəticəni isbat etməK lazım gəlsə də, biz daha 
güclü İnduKsiya fərziyyəsindən istifadə edə bildiK. Belə 
vəziyyət ixtiraçı paradoxsu adlanır.

bərabərdir” induKsiya Keçidi nəticəsini 
çıxaraq. Tərəflərinin sayı (k + 1) + 2 olan 
çoxbucaqlının hər hansı bir təpəsinə ən ya
xın İkİ təpəsini götürəK və onları İkİ hissə
yə: üçbucağa və (k + 2) bucaqlıya bölən 
diaqonalla birləşdirəK. Verilmiş çoxbucaqlı- 
nın bucaqları cəmini üçbucağın bucaqları 
cəmini (o, л-yə bərabərdir) və (k + 2) bucaq- 
lının bucaqları cəmini - o, (Keçid mühaKİ- 
məsi!) nk təşKİl edir - toplamaqla almaq 
olar. Bu cəmləri toplayıb n(k + 1) alırıq Kİ, 
bunu da isbat etməK tələb olunurdu.

Bəzən müddəa parametri aşKar şəkİİ- 
də saxlamır və onu daxil etməK üçün müəy
yən bacarıq tələb olunur.

Misal 5. Müstəvi üzərində düz xətlərin 
sonlu çoxluğu verilib. İsbat etməK tələb olu
nur kİ, müstəvinin düz xətlərlə parçalandı
ğı hissələri İkİ rənglə “düzgün” rəngləməK 
olar - yəni nəticədə ümumi sərhədə malİK 
olan İkİ hissədən heç biri eyni rəngdə olma
yacaq. Coğrafi xəritələri məhz belə rənglə

yirlər. Bizim halımızda da hissələrə bölünən 
müstəvini xəritə adlandıraq.

Səslənmiş müddəada natural ədədlər 
haqqında heç nə deyilməyiib, buna görə də 
onu başqa cür formula edəK: n düz xəttin 
yaratdığı ixtiyari xəritəni İkİ rənglə düzgün 
rəngləməK olar. Bazis doğrudur: n = 1 olan
da düz bir dənə düz xətt var və onun müstə
vini böldüyü İkİ hissəni biz sadəcə İKİ 
rənglə boyayırıq. İnduKsiya addımının mü- 
haKİməsi k düz xətlər halında düzgün rəng
ləməni həmişə həyata KeçirməK olar fərziy
yəsindən ibarətdir. MühaKİmədən nəticəyə 
Keçid (k + 1 düz xətt üçün düzgün rəngləmə
ni həmişə həyata KeçirməK olar) şəkİİ 1-də 
göstərilib.

Misal 6. Qabarıq çoxbucaqlı bütövlÜK- 
də digər qabarıq çoxbucaqlı ilə örtülüb. İs
bat etməK tələb olunur Kİ, daxili çoxbucaq- 
lının perimetri xarici çoxbucaqlının peri- 
metrini aşmır.

Daxili çoxbucaqlının xarici coxbucaqlı- 
nın heç bir tərəfi üzərində yerləşməyən hər 
bir tərəfini sərbəst tərəf adlandıraq. İnduK
siya parametri olaraq sərbəst tərəflərin sayı 
plyus vahidi qəbul edəK (çünKİ sərbəst tərəf
lər olmaya da bilər, induKsiya parametri isə 
natural ədəddir). İİKin hÖKmün formulunu 
dəqiqləşdirəK: n natural ədədi necə olursa- 
olsun, bir-birinə yerləşdirilmiş n-l sərbəst 
tərəfli çoxbucaqlılar cütündə daxili çoxbu- 
caqlının perimetri xarici çoxbucaqlının pe- 
rimetrini aşmır.

Sərbəst tərəflər ümumiyyətlə olmadıq- 
da (induKsiya bazisi bundadır!) müddəanın 
doğruluğu aşKardır. Fərz edəK kİ, bir-birinə 
yerləşdirilmiş çoxbucaqlılar cütündə k sər
bəst tərəfi olduqda müddəa doğrudur. 

Bir-birinə yerləşdirilmiş çoxbucaqlılar cü
tündə k + 1 sərbəst tərəfi olduqda müddəa
nın doğruluğunu sübut edəK. BeləlİKİə, fərz 
edəK Kİ, R - daxili, T - xarici çoxbucaqlıdır 
və k + 1 sərbəst tərəf var. p(R) £ p(T) oldu
ğunu isbat etməK tələb olunur, burada p (R) 
və p (71) R və T çoxbucaqlılarının perimetrlə- 
ridir. Sərbəst tərəflərdən birini (AB) hər İkİ 
istiqamətdə T çoxbucaqlısının tərəfləri ilə 
Kəsişənə Kimi uzadaq. Aralıq S çoxbucaqlısı 
əmələ gələcəK, belə kİ, R S-ə, S T-yə yerləş
dirilib. S çoxbucaqlısının perimetrini p (S)-lə 
işarə edəK. Şəkİİ 2-dən görünür Kİ, 
p(S) < p(T), çünKİ sınıq xəttin sonlarını bir
ləşdirən parça sınıq xətdən KİçİKdir. İndi 
bir-birinə yerləşdirilmiş RvdS cütünə bax
saq, görərİK Kİ, bu cütdə sərbəst tərəflərin 
sayı RvdT cütündəKİ sərbəst tərəflərin sa
yından bir vahid azdır, o, /г-ya bərabərdir. 
Həqiqətən, R çoxbucaqlısının biz əlavə qur
ğunu başladığımız tərəfi (şəkİİ 2-də AB tə
rəfi) sərbəst tərəf olmaqdan qurtardı. 
Deməli, induKsiya fərziyyəsinə görə 
p(R) <, p(S). Bu bərabərsizliyi p(S)< p(T) 
ilə birləşdirərəK tələb olunan p(R) < p(T) 
bərabərsizliyinə gəliriK.

ŞjkU 2.

ƏN KİÇİK ƏDƏD PRİNSİPİ

Riyazi induKsiya üsulu ilə sıx bağlı da
ha bir isbat üsulu - ən kİçİk ədəd üsulu möv
cuddur. Onda deyilir: natural ədədlərin boş 
olmayan hər bir çoxluğunda ən kİçİk ədəd 
mövcuddur. Bu prinsip “standart mühaKİ- 
mənin” yeni variantını qurmaq üçün istifa
də oluna bilər Kİ, o da universal formulun 
həqiqililiyini əsaslandırır. Onun əsaslandı
rılması üçün biz əgər A(l)-dən A(2)-yə, 
A(2)-dən A(3)-ə və s. Keçidlər edirdİKsə, indi 
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ƏKsini fərz etmə üsulundan istifadə edəcə
yİK.

Misal 5-ə qayıdaq. Fərz edən kİ, düz
gün rənglənməsi mümKÜn olmayan hər han
sı xəritə var. O, n düz xətlə yaranıb. Bu n 
ədədini “pis” adlandıraq. “Pis” ədədlər var
sa, belə ədədlər çoxluğu boş deyil. Ən kİçİk 
ədəd prinsipinə əsasən “pis” ədədlər çoxlu
ğunda ən kİçİk a “pis” ədədi var. İnduKsiya 
bazisinə görə a * 1. Deməli, a = k + 1, bura
da k natural ədəddir, a “pis” ədədlərin ən Ki
çiyi olduğundan, k “pis” ədəd deyil. Deməli, 
k düz xəttin yaratdığı xəritəni düzgün 
boyamaq olar. Biz iİKİn fərziyyəyə zidd olan 
nəticə aldıq. Deməli, n düz xəttin yaratdığı 
xəritəni düzgün rəngləmən olar.

TAM VƏ NATAMAM İNDUKSİYA

Ümumiyyətlə induKsiyadan (yəni təKcə 
riyaziyyatda yox) danışanda tam və nata
mam induKsiyanı fərqləndirirlər. Tam in- 
duKSİyanı tətbiq edərən biz universal for
mulun n-in istisnasız bütün qiymətlərində 
həqiqiliyinə əmin olduqdan sonra universal 
formulun həqiqiliyini hesab etməyə haqlı
yıq. Natamam İnduKsiya üsulu xüsusi for
mulların ayrıca, amma n-in bütün qiymət
ləri üçün olmayan yoxlamalarından sonra 
universal formula Keçiddən ibarətdir.

GündəlİK həyatda biz daim natamam 
induKsiyadan istifadə edirİK. Məsələn, alma 
almaq istərnən birini yoxlayırıq. Xoşumuza 
gəlirsə: “Almanın biri yaxşıdırsa, deməli 
hamısı yaxşıdır” mühaKİməsi yürüdüb, mə
sələn, 2 Kq alırıq. LaKİn istisna deyil Kİ, bü
tün alınan almalar, yoxlanılandan başqa, pis 
çıxacaq. Başqa bir misal. Mağaza alma par
tiyası alır və əmtəəşünas hər yeşindən bir 
yox, bir neçə alma yoxlayır. Əgər seçilmiş 
almalar yetişmişdirsə, mağaza “bütün alma
lar yetişib” qərarını qəbul edir, yəni nata
mam İnduKsiya üsulundan istifadə edir və 
bütün yeşİKİəri alır. Hətta təbiətin univer
sal qanunları belə ayrı-ayrı müşahidələr əsa
sında ifadə olunur. Buna görə də bizim gün
dəlin qərarlarımız da (məsələn, almanın 
Keyfiyyəti haqqında), elmi nəticələr də (mə
sələn, təbiət qanunları haqqında) universal 
formullar şəKİində ifadə olunubsa, mütləq 
deyil, ən yaxşı halda yÜKSƏK dərəcədə doğ
rudurlar.

Riyaziyyat isə başqa aləmdir, burada 
həqiqətlər sarsılmaz sayılır. Təbiət elmlə
rində istifadə olunan natamam İnduKsiya 
üsulu riyaziyyatda mövcudluq hüququna 
malİK deyil. Tez-tez olur kİ, A(n) xüsusi for
mulu n-in ayrı-ayrı qiymətləri üçün doğru
dur və bununla belə doğru olmadığı qiy
mətlər tapıla bilmir. Onda fərz etməyə əsas 
var Kİ, universal formul həqiqidir, lanin 
yalnız fərz etməyə, çünKİ bu gün tapılması 
mümKÜn olmayan sabah açıla bilər. Nata
mam induKsiyanm riyaziyyatda işləməməsi- 
nə üç misal göstərəK.

Ferma ədədləri. XVII əsrin məşhur ri
yaziyyatçısı Pyer Ferma 22" + 1 şəKİində olan 
ədədləri öyrənib. Onları elə Ferma ədədləri 
də adlandırıblar. Alim fərz edirdi kİ, bütün 
bu ədədlər sadədir. Və onun buna, elə bil, 
əsası da vardı: həqiqətən, n = 0, 1, 2, 3, 4 
üçün 22 + 1 şəkİİİİ ədədlər sadədirlər. LaKİn 
XVIII əsrdə Leonard Eyler aşnar etdi Kİ, 
2^+1 ədədi İKİ sadə 641 və 6 700 417 ədəd
lərinin hasilidir. Bundan əlavə, yuxarıda 
göstərilən beş ədəddən başqa sadə Ferma 
ədədlərinin mövcud olub-olmaması məlum 
deyil.

Eyler üçhədlisi, x2 + x + 41 üçhədlisi
nin aldığı qiymətlər (Leonard Eyler göstə
rib) x = 0, 1, 2, ...39 olduqda sadə 
ədədlərdir. LaKİn r = 40 üçün onun qiyməti 
тйгэккэЬ, məhz 412 olacaq.

x" — 1 İKİhədlisi. x" -1 İKİhədlisini 
n-in müxtəlif qiymətlərində vuruqlarına 
ayırsaq, məlum olar kİ, çoxhədli-vuruqların 
hər birinin əmsalları ya 1-ə, ya da - 1-ə bə
rabərdir. Məsələn, x6 -1 = (x - l)(x + 1) x 
x(x~' + x + l)(x2 - x + 1). Bunun ixtiyari n 
üçün doğru olması fərziyyəsi söylənilmişdi. 
LaKİn bu fərziyyəni isbat etməK alimlərə nə
sib olmurdu. 1941-ci ildə isə məlum oldu Kİ, 
x" -1 İKİhədlisinin vuruqlara ayrılmasının 
göstərilən xassəsi 104-ə qədər n-lər üçün 
doğrudur, n=105 olduqda isə 2-yə bərabər 
olan ayrı-ayrı əmsallar yaranır.

AKSİOMLAR

BöyÜK qədim yunan mütəfəKKİri Aris
totel (e. ə. IV əsr) məntiqin əsaslarım yarat
mışdır. Bu zamana qədər Fales artıq 

riyaziyyata mühaKİmələr və isbatlar daxil 
etmişdi (“Fales və İİk isbatlar” məqaələsinə 
bax). Aristotel öyrədirdi Kİ, nəzəriyyənin 
şərhi sonraKi faKtların çıxarıldığı iİKİn təK- 
liflərdən - aKsiomlardan başlamalıdır.

Həndəsənin birinci aKsiomatİK qurulu
şunu EvKİid təKİif etmişdir (“EvKİidin 
“Başlanğıclar”ı məqaləsinə bax). EvKİid teo
remlərin isbatlarını araşdıraraq ən adi, “aş
Kar” müddəaları ayırdı Kİ, onların da Kö
məyi ilə bütün teoremlər isbat edilir. Belə- 
İİkİə, o, həndəsənin aKSİomlar sistemini (ак- 
siomatİKa da deyirlər) aldı. EvKİidin ifadə 
etdiyi İkİ aKSİom: “İKİ nöqtədən bir düz xətt 
KeçirməK olar”; ayrı-ayrılıqda üçüncüyə bə
rabər olanlar bir-birinə bərabərdir”.

Müəyyən nəzəriyyənin aKsiomatİK qu
rulmasına müasir yanaşma aşağıdaKindan 
ibarətdir. Ən əvvəl iİKİn (tərif verilməyən) 
anlayışlar göstərilir. Həndəsədə onlara nöq
tə, düz xətt, nöqtənin düz xətt üzərində yer
ləşməsi, fiqurların bərabərliyi və s. 
daxildir. SonraKi anlayışlar təriflərin Kö
məyi ilə daxil edilir. Doğrudur, EvKİid il- 
Kinlər də daxil olmaqla bütün anlayışları 
təyin etməyə çalışmışdı. Məsələn: “nöqtə 
hissələri olmayandır”, yəni ideallaşdırılmış, 
həndəsi nöqtənin ölçüləri yoxdur. Əlbəttə, 
bu, dəqiq riyazi tərif yox, nöqtənin son də
rəcədə kİçİk Kimi əyani təsviridir. Nöqtənin 
belə aydın olmayan tərifindən EvKİid heç 
yerdə istifadə etmir.

İKİncisi, iİKİn (tərif verilməyən) anla
yışların sadalanmasmdan sonra aKSİomlar - 
anlayışlar arasında əlaqəni göstərən müddə
alar ifadə edilir. AKsiomların “aşKarlığına” 
baxılmır (bir də Kİ, bir adama aşKar görünən 
başqasına heç də aşKar görünməyə bilər). 
SonraKi faKtlar - teoremlər, aKsiomların və 
artıq isbat olunmuş teoremlərin Köməyi ilə 
isbat edilir. Bu onu göstərir Kİ, üçüncü, nə
ticə qaydaları - isbatlarda istifadə edilmə
yən məntiqi vasitələr dəqiq ifadə olun
malıdır.

Aydındır Kİ, aKSİomlar (eləcə də anla
yışlar) bəşəriyyətin çoxəsrlİK təcrübəsinin 
bəhrəsidir. Buna görə də mücərrəd ifadə 
olunmuş aKSİomlar və onlardan çıxarılmış 
teoremlər həyatla sıx bağlıdır. LaKİn nəzə
riyyənin təmiz aKsiomatİK qurulmasında 
aKsiomların mənşəyi, onların ргакНк əhə
miyyəti haqqında məsələyə baxılmır.

EvKİid həndəsənin aKsiomatİK qurul

masını tam həyata Keçirmədi. O tez-tez ciz
gilərin əyaniliyinə müraciət edirdi Kİ, nəzə
riyyənin təmiz aKsiomatİK qurulmasında 
buna yol verilmir. Məsələn, düzbucaqlı üç
bucağın xassələrindən danışarKən EvKİid 
(cizgiyə istinad edərəK) şəksİz hesab edirdi 
Kİ, düz bucağın təpəsindən hipotenuza endi
rilən perpendİKulyar üçbucağın daxilindən 
Keçir, yəni perpendİKulyarın oturacağı hi
potenuzun ucları arasındadır (üçbucağın xa
ricində yox; şəkİİ 1) . LaKİn “arasındadır” 
nə deməKdir? Aydındır Kİ, söhbət həndəsə
nin daha bir anlayışından gedir və deməli, 
onu təsvir edən aKSİomlar lazımdır. Axı 
“bax!” və “aşKardır” sözləri ciddi aKsioma
tİK nəzəriyyə üçün hər hansı müddəanın is
batı Kİmi yersizdir.

Buna görə də EvKİidin “Başlanğıc- 
lar”ı-nın əla yazılmasına və İKİ min il ərzin
də həndəsə dərsliyi Kİmi işlənməsinə baxma
yaraq bir çox riyaziyyatçılar EvKİid siste
mini tamamlamaq və onu Kamilliyə çatdır
maq istəyirdilər.

XIX əsrdə alman riyaziyyatçısı Moris 
Paş nöqtələrin və düz xətlərin qarşılıqlı yer
ləşməsi haqqında bir neçə axsiom ifadə etdi. 
Məsələn: düz xətt üzərindəKİ üç müxtəlif 
nöqtədən biri və yalnız biri İKİ digərinin 
arasındadır (şəkİİ 2). “Arasındadır” anlayı
şının xassələrinə aidliyi olan bu və digər 
teoremlər parçanı təyin etməyə imKan verir: 
A və B İkİ müxtəlif nöqtələrdirsə, ucları A 
və B olan düz xətt parçası AB düz xəttinin 
bütün nöqtələrini, eləcə də A və B nöqtələri
ni (parçanın ucları) özündə saxlayır. Tərif
dən və aKsiomlardan məntiqi surətdə par
çanın bir sıra xassələrini çıxarmaq olar. Xü
susi halda belə bir xassə: C və D AB parçası
nın İKİ nöqtəsidirsə, bütün CD parçası AB 
parçasında yerləşir (Şəkİİ 3).

Digər Paş teoremi düz xətlərin müstə
vidə yerləşməsindən danışır: əgər üçbucağın 
müstəvisində yerləşən və onun təpələrinin 
heç birindən Keçməyən düz xətt üçbucağın 
tərəflərindən birini Kəsirsə, onda o mütləq 
üçbucağın İKİ digər tərəfindən birini də kə
səcək (şəkİİ 4). Başqa sözlə, üçbucağa bir tə
rəfdən daxil olan düz xətt onun içində qala 
bilməz, o, digər İkİ tərəfin hər hansı birini 
KəsərəK üçbucaqdan çıxır.

Daha bir aKsiomu EvKİidin başlanğıc
ları yazmasından azacıq sonra) qədim döv
rün dahi riyaziyyatçısı Arximed əlavə
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ŞəkİI 1. ŞəkİI 3. ŞəkİI 4.

etmişdi: “eyni uzunluqlu parçaları bir-biri- 
nə birləşdirərəK biz geci-tezi ixtiyari parça
nı ötüb-KeçəcəyİK”. Arximed aKsiomu par
çaların ölçülməsi zamanı mühüm rol oyna
yır (“Uzunluq, sahə, həcm” məqaləsinə bax). 
Eləcə də qeyd edəK Kİ, Arximed aKsiomun- 
dan riyazi analizdə də həqiqi ədədlər çoxlu
ğunun (yəni ədəd oxunun) aKsiomatİK təs
viri zamanı istifadə olunur. Bununla belə, 
son zamanlar Arximed aKsiomunun onun 
inKarı ilə əvəzləndiyi qeyri-arximed həndə
səyə, qeyri-arximed (qeyri-standart) analizə 
və digər nəzəriyyələrə maraq artıb.

EvKİid həndəsəsinin aKsiomlaşdırıl- 
ması XIX və XX əsrlərin qovşağında başa 
çatdırıldı. Alman alimi David Hilbert bü
tün əvvəİKİ araşdırmaları yenunlaşdıraraq 
“Həndəsənin əsaslandırılması” Kitabında 
(1899-cu il) EvKİid həndəsəsinin aKsiomları - 
nın tam siyahısını təqdim etdi.

Kitab iyirmi aKsiomdan ibarətdir və 
müəllif onları beş qrupa bölüb.

EvKİidin İİk aKsiomları birinci qrupa 
daxil olur - onları birləşmə aKsiomları ad
landırırlar. Onlara İKİ nöqtədən düz xətt, 
özü də yalnız biri Keçir; hər düz xətt üzərin
də azı İkİ nöqtə var (sonra düz xətt üzərin- 
dəKİ nöqtələrin sonsuz sayda olmasını sübut

etməK üçün bu, Kifayətdir); bir xətt üzərin
də olmayan üç nöqtə var və s. axsiomlar aid
dir.

İKİnci qrup nöqtənin düz xətt üzərində 
İkİ digər nöqtə “arasında yerləşməK” xassə
sini təsvir edən sıra aKSİomlarıdır. Moris 
Paşın düz xəttin üçbucaqla Kəsişməsi haq
qında və digər aKSİomlar da bura aiddir.

Üçüncü qrup - KonqruentlİK (yəni hən
dəsi bərabərlİK) aKSİomlarıdır. Üçbucaqla
rın bərabərliyinin birinci və İKİnci əlamət
ləri onların arasındadır (şəkİİ 5). Onlar Hil- 
bertdə teorem yox, aKsiomlardır. Məsələ 
bundadır Kİ, EvKİid öz isbatlarını: “Bir üç
bucağı o birinin üzərinə elə qoyaq Kİ, ...” söz
ləri ilə başlayır. Başqa sözlə, EvKİid hərəKət 
tətbiq edir, hərçənd Kİ, əvvəllər bu xassələr 
haqqında söz açmır. Deməli, ciddi desəK, 
EvKİid üçbucaqların bərabərliyi prinsipləri
ni isbat yox, yalnız izah edir. Buna görə də 
Hilbert bu əlamətləri teorem yox, aKsiom 
adlandırıb. Bu qrupun digər aKsiomları yax
şı tanışdır: onlarda hÖKm edilir kİ, fiqurla
rın bərabərliyi eKvivalentlİK münasibətidir 
(“Münasibətlər” və “Həndəsə və çevirmə 
qrupları” məqalələrinə bax).

Dördüncü qrupa yalnız bir aKsiom p 
paralellİK aKsiomu daxildir (EvKİidin “Baş-

lanğıclar”ı və “LobaçevsKİ həndəsəsi” məqa
lələrinə bax).

Nəhayət, beşinci qrup KəsilməzlİK ак- 
siomlarını birləşdirir. Məsələn, bu aKsiom 
qrupundan alınır kİ, müstəvi üzərində A və 
B nöqtələri l düz xəttindən müxtəlif tərəf
lərdə yerləşmişlərsə, AB düz xətti l düz xət
ti ilə ortaq nöqtəyə malİKdir (şəkİİ 6).

AKSİOMATtKANIN 
ZİDDİYYƏTSİZLİYİ NƏDİR

Hilbert nəinKİ EvKİid həndəsəsinin ак- 
siomlarmın tam sistemini vermiş, həm də 
onun nisbi ziddiyyətsizliyini isbat etmişdir. 
Üç aKSİomlu sadə misalda (Hilbert aKsioma- 
tİKasında olduğu Kimi daha iyirmi aKsiomla 
yox) bunun nə deməK olduğunu aydınlaşdı
raq.

Şagirdlər şahmat turniri təşKİl etməK 
istəyirdilər. Bunu daha qısa müddətdə et
məK üçün onlar yarışı sadələşdirilmiş sxem
lə Keçirməyi qərara aldılar: hər kəs 
(əvvəldən tərtib olunmuş cədvəllə) üç parti
ya oynayır, ağ və ya qara fiqurlarla oynama
ğı püşK həll edir. LaKİn cədvəl tərtib etməK 
heç cür alınmadı və uşaqlar müəllimlərinə 
müraciət etdilər. Onun, iştiraKçıların sayı 
cütmüdür, sualına şagirdlər siyahıya baxıb, 
təKdir, cavabını verdilər. Onda müəllim mə
sələyə aKsiomatİK yanaşmağı təKİif etdi.

O belə mühaKİmə yürütdü. Üç iİKİn an
layış: “oyunçu”, “partiya”, “oyunçunun par
tiyada iştiraKi” və aşağıdaKi aKSİomlar var: 
1) oyunçuların sayı təKdir; 2) hər bir oyun
çu üç partiyada iştiraK edir; 3) hər bir parti
yada İKİ oyunçu iştiraK edir. Bu aKsiomların 
Köməyi ilə teoremlər isbat etməK olar kİ, 
bundan ötrü yeni anlayış daxil edəK: əgər g 
hər hansı bir partiya və A onda iştiraK edən 
oyunçulardan biridirsə, onda (g^4) cütünü 
oyunçunun çıxışı adlandıraq. Sonra müəllim 
belə bir teoremi isbat etdi: oyunçuların bü
tün çıxışlarının sayı təKdir. Doğrudan da, 
hər bir oyunçu düz üç partiyada iştiraK edir 
(aKsiom 2), buna görə də oyunçuların bütün 
çıxışlarının sayı 3n-dir, burada n turnir iş- 
tiraKçılarının sayıdır, n təK olduğundan 
(aKsiom 1) 3n də təKdir.

LaKİn məKtəblilərin biri etiraz etdi kİ, 
o, oyunçuların çıxışlarının cüt olduğunu is
bat edə bilər. Həqiqətən, əgər g partiyasında 
A və B oyunçuları iştiraK edirsə (aKsiom 3), 

oyunçuların iştiraKi İkİ: (g, A) və (g, B)-dir. 
Deməli, oyunçuların bütün çıxışlarının sayı 
bütün partiyaların sayından İKİqat çox ol
duğuna görə cütdür.

BeləlİKİə, üç iİKİn aKsiomdan bir-birinə 
zidd olan İkİ teorem aldıq, belə kİ, eyni bir 
ədəd həm təK, həm cüt ola bilməz. Başqa 
sözlə, götürülmüş aKsiomatİKa ziddiyyətli
dir, deməli, uşaqların ifadə etdİKİəri tələb
lər uyuşmazdır, tndi aydındır Kİ, uşaqlar 
niyə yarış cədvəli tərtib edə bilmirdilər - o, 
sadəcə mövcud deyil. Onda müəllim turniri 
ayrı cür təşKİl etməyi təKİif etdi: hər bir 
oyunçu digər oyunçularla üç yox, dörd par
tiya oynamalıdır, yəni 1 və 3 aKsiomları də
yişməsin, 2 aKsiomu isə 2' - hər bir oyunçu 
dörd partiyada iştiraK edir - ilə əvəz olun
sun. Özü də müəllim şagirdləri inandırdi kİ, 
ziddiyyət alınmayacaq. Müəllim şagirdləri 
buna belə əmin etdi.

Düzgün doqquzbucaqlıya (şəkİİ 7) ya 
da tərəflərinin sayı üçdən böyÜK ixtiyari təK 
ədəd olan düzgün çoxbucaqlıya baxaq. Onda 
təpələri birini buraxmaqla birləşdirən bütün 
diaqonalları çəkək. Doqquzbucaqlının təpə
lərini oyunçular, tərəfləri və diaqonalları

partiyalar, parçanın ucunu verilmiş parti
yada iştiraK edən oyunçular hesab edəcəyİK. 
Nəticədə bizi maraqlandıran turnirin mode
lini qurduq, belə kİ, 1,2', 3 aKsiomları burada 
ödənilir. Özü də modeli ziddiyyətsizliyinə 
heç Kəsin şübhə etmədiyi elmin - həndəsə
nin materialından qurduq. Əgər 1,2',3 aKSİ- 
omlarından çıxış edərəK bir-birinə zidd olan 
İKİ teorem almış olsaydıq, onda sonuncula
rın isbatını alınmış modeldə də təKrar et- 
тэк olardı. Başqa sözlə, düzgün doqquz- 
bucaqlı haqqında mühaKİmə yürüdərəK biz 
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bir-birinə zidd İkİ teoremə, deməli, həndəsə
nin ziddiyyətli elm olması nəticəsinə gə
lib-çıxardıq kİ, bunu da heç birimiz qəbul 
etmərİK. Aydındır kİ, 1,2', 3 aKsiomları əsa
sında bir-birinə zidd İkİ teorem çıxarmaq ol
maz.

Ümumi halda fərz edəK Kİ, İkİ A və X 
nəzəriyyələrinə baxılır, özü də X nəzəriyyə
si ansiomatİK verilir (və onun ziddiyyətsiz- 
liyinə biz əvvəlcədən əmin deyilin). A 
nəzəriyyəsi bizə yaxşı məlumdur və onun 
ziddiyyətsizliyinə şübhə etmirin. Əgər A nə
zəriyyəsinin materialından X nəzəriyyəsi
nin bütün aKsiomlarının ödəndiyi modeli 
qurmaq olursa, bununla X nəzəriyyəsinin 
ziddiyyətsizliyi bərqərar olur.

“LobaçevsKİ həndəsəsi” məqaləsində 
danışılır kİ, NİKolay İvanoviç LobaçevsKİ öz 
“xəyali” həndəsəsinin materialından istifa
də edərəK EvKİid həndəsəsinin orisfer ad
landırdığı səth üzərində modelini qura 
bilmişdi. LaKİn LobaçevsKİni İİk əvvəl əks 
nəticə maraqlandırırdı: əgər biz EvKİidin 
həndəsəsinin ziddiyyətsizliyinə şübhə etmi- 
rİKSə, onda “xəyali” həndəsə də ziddiyyət- 
sizdir. Yəni EvKİid həndəsəsinin materia
lından LobaçevsKİ həndəsəsinin modelini 
qurmaq lazım idi. LaKİn o belə modeli qura 
bilmədi. Onu (LobaçevsKİnin ölümündən so
nra) FelİKs Kleyn və digər alimlər qurdular. 
Və bununla da müəyyən etdilər kİ, həm 
EvKİid, həm də LobaçevsKİ həndəsələri zid- 
diyyətsizdir. Biri ziddiyyətsizdirsə, bu o 
biri üçün də doğrudur və tərsinə.

LaKİn EvKİid həndəsəsinin ziddiyyət- 
sizliyini necə isbat etməli? Onun bütün Hil
bert aKsiomları ödənən modelini qurmaq 
lazımdır. LaKİn onun üçün material Kimi 
ziddiyyətsizliyinin heç Kimdə şübhə doğur
madığı hansısa A nəzəriyyəsi olmalıdır. Hil
bert belə bir modeli təsvir etmişdir.

Ziddiyyətsizliyi şübhəsiz olan A nəzə
riyyəsi Kimi o, həqiqi ədədlər nəzəriyyəsini 
götürmüşdür. Modelin qurulmasının ideya
sı müstəvi üzərində Koordinat sisteminin 
baxılmasından ibarətdir. Belə sistemdə 
müstəvi üzərindəKİ hər bir M nöqtəsinə İkİ 
həqiqi x və у ədədləri - onun Koordinatları 
uyğun gəlir (şəkİİ 8). Modelin qurulmasının 
mahiyyətini anlamaq üçün müstəvini və 
onun üzərindəKİ Koordinat sistemini unu
daq; nizamlanmış (x,y) həqiqi ədədlər cü
tünü “nöqtələr” adlandıracağımızı şərtlə-

şək, yəni müxtəlif x və у-li (x;y) və (y;x) 
cütlərini müxtəlif hesab edəcəyİK.
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ŞəkİI 8.

BeləlİKİə, “nöqtələrimiz” artıq var. Bəs 
“düz xətt” nədir? Yada salaq kİ, hər bir düz 
xətt Koordinatlarda ax + by + c = 0 xətti 
tənliyi ilə təsvir edilir kİ, burada a və b əm
sallarının heç olmazsa biri sıfırdan fərqli
dir. Məsələn, ordinat oxuna paralel olmayan 
düz xəttin tənliyi у = kx + l və ya başqa cür 
ifadə etsəK, ax + by + c = 0, burada a = k, 
b = -1, c = Z-dir (şəkİİ 9, a). Düz xətt ordinat 
oxuna paralel olarsa, ona x = p tənliyi (yəni 
ax + by + c = 0 tənliyi, burada a - 1, b = 0, 
c = -p) uyğun gəlir (şəkİİ 9, b). Bu zaman 
ax + by + c = 0 tənliyinin bütün əmsallarını 
eyni bir k*0 ədədinə vursaq, alınmış yeni
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tənlİK yenə həmin düz xətti təsvir edir. İndi 
isə həndəsəni unudacaq və baxılan modeldə 
a və b əmsallarının heç olmazsa birinin sı
fırdan fərqli olduğu ixtiyari ax + by + c = 0 
xətti tənliyini düz xətt adlandıracağıq. Özü 
də əmsallar sıfırdan fərqli ixtiyari mütəna- 
siblİK vuruğu dəqiqliyi ilə baxılır (A * 0 üçün 

ax + by + c = 0 və (ак)х + (Ьк)у + (ск) = О 
tənlİKİəri eyni düz xətt hesab olunurlar.

Daha sonra, (x1,yi) “nöqtəsi” o zaman 
ax+ by + c = 0 “düz xəttinin” üzərində olur 
Kİ, Xi və ı/j ədədləri verilmiş tənliyi ödəyir
lər. Gördüyümüz Kimi, “düz xətləri”, “nöq
tələri” və nöqtənin “düz xətt” üzərində 
yerləşdiyini təyin etməK üçün ancaq həqiqi 
ədədləri bilməK Kifayətdir. Asanca yoxla
maq olar Kİ, baxılan modeldə, məsələn, aşa- 
ğıdaKi aKsiomlar doğrudur:

V İKİ müxtəlif nöqtədən düz xətt Keçir;

/ “düz xətt” üzərində azı İKİ “nöqtə” 
olur.

Hansı halda “düz xətt” üzərindəKİ üç 
“nöqtədən” birinin digər İKİsinin “arasında” 
yerləşdiyini asanca təyin etməK olar. 
Alx^t/i), B(x2;ı/2) və C(x3;ı/3) bir “düz xətt” 
üzərində yerləşən nöqtələrdirsə, x2, x1 və x3 
arasında yerləşdİKdə (xt - x2 = x3 olduqda 
y2 , У\ və y3 arasında yerləşdİKdə), B “nöqtə
si” A və C “arasında” yerləşir. Onda aydın
dır Kİ,

V bir “düz xətt” üzərində yerləşən üç 
“nöqtədən” biri və yalnız biri o biri 
İKİsinin arasında yerləşir.

Digər sıra aKsiomları (xüsusi halda yu
xarıda gətirilən “Paş aKsiomu”) da ödənilir. 
Qeyd edəK Kİ, biz bilərəKdən aKSİomlarm 
məzmununu cizgilərlə illüstrasiyalamırıq; 
belə Kİ, sırf aKSİomatİK şərhdə adət etdiyi
miz həndəsi təsəvvürlərdən istifadə etməK 
lazım deyil.

Əgər ap və a2, b2 əmsalları mütəna- 
sibdirlərsə, onda deyəcəyİK kİ, İkİ 
a,x + bty + C; = 0 və a2x + b2y + c2=0 düz 
xəttləri “paraleldirlər”. Asanca yoxlamaq 
olar Ki, İkİ “paralel” “düz xətt” ya heç bir 
ümumi nöqtəyə malİK deyillər, ya da üst-üs
tə düşürlər (adi həndəsədə də tez-tez qəbul 
edirlər Kİ, düz xətt özü-özünə paraleldir). 
Daha sonra

Z İxtiyari А^х^ у у) “nöqtəsindən” veril
miş Ax + By + C = O. düz xəttinə pa
ralel ancaq və ancaq bir “düz xətt” 
Keçir.

Başqa sözlə, verilmiş modeldə paralel- 
İİk aKsiomu ödənilir.

Burada parçaların uzunluğundan və 
bucaqların qiymətlərindən danışmaq olar. 
Məsələn İkİ Aj(xt; t/J və A^x?, y2) “nöqtələri” 
arasındaKi “məsafə”______________

Aj-A = д/(х2 - Xj) + (y2 — !/[) 
ədədi adlanır.

Daha sonra, adi EvKİid həndəsəsində 
Kosinuslar teoremi doğrudur (şəkİİ 10):

AB2 = AC2 + BC2 - 2AC ■ BC ■ cosC.
Bizim yalnız həqiqi ədədlərin baxılma

sına əsaslanan modelimizdə yuxarıda yazı
lan bərabərlİK bucağın qiymətini təyin
etməK üçün istifadə olunur.

cos C =
AC2 + BC2 -AB

2AC BC

2

(C bucağının qiyməti bərabərliyin sağ 
tərəfinin arKKOsinusuna bərabərdir). Etiraz 
etməK olar kİ, triqonometrİK funKsiyalar 
(xüsusi halda Kosinus) həndəsi təyin olunur 
və adət etdiyimiz EvKİid həndəsəsi olmadan 
burada KeçinməK olmaz. LaKİn bu, doğru 
deyil. Riyazi analizdə isbat edilir kİ, cosx 

x2 x4 x6cosx = 1----- +----------- +...
2! 4! 6!

sonsuz sırası ilə verilir və bu sıra ixtiyari 
həqiqi x üçün yığılır. BeləlİKİə, baxılan mo
deldə həm məsafələr, həm də bucaqların qiy
mətləri haqqında danışmaq olar.

İndi yoxlamaq olar Kİ, onda Konqruent- 
İİK aKsiomları (xüsusi halda üçbucaqların 
bərabərliyinin birinci və İKinci əlamətləri) 
ödənilir. Nəticədə (EvKİid aKsiomlarının in- 
Kişaf etdirilməsi və dəqiqləşdirilməsi olan) 
bütün Hilbert aKsiomları baxılan modeldə 
ödənilir. Bu da o deməKdir Kİ, EvKİid həndə
səsinin aKsiomlar sistemi şərti olaraq zid- 
diyyətsizdir. Başqa sözlə, həqiqi ədədlər 
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nəzəriyyəsinin ziddiyyətsiz olması şərti ilə 
o, ziddiyyətsizdir.

AKSİOMATİKANIN TAMLIĞI

Belə aKsiomlar sisteminin ziddiyyət- 
sizlİKdən başqa daha bir - tamlıq adlanan 
mühüm səciyyəsi var. Onu əvvəlcə Kommu- 
tativ qrupların misalında aydınlaşdıraq 
(“Qruplar” məqaləsinə bax). Kommutativ 
qruplar nəzəriyyəsi cəmi dörd axsiomdan 
ibarətdir (üç qrup aKsiomu və ixtiyari a və & 
ünsürləri üçün a + b = b + a KommutativlİK 
aKsiomu). Əgər bir modelin digərinə əməllə
ri saxlayan qarşılıqlı birqiymətli inİKası 
varsa (bizim misalımızda elədir Kİ, İkİ ünsü
rün cəmi onların surətləri cəminə Keçir), 
Kommutativ qrupun İkİ modeli izomorf ad
lanır. Məsələn, müstəvinin E eynilİK inİKası 
və O verilmiş nöqtəsinə nəzərən 1 simmetri
yası Kompozisiya üzrə İkİ ünsürdən ibarət 
Kommutativ qrup təşKİl edir. C və T (cüt - 
təK) rəmzləri də cəmin cütlüyü: 
C + C = T+ T = C, C + T=T+C = T qayda
sı ilə təyin olunan Kommutativ qrupdur. Bu 
İkİ qrup izomorfdur. Ümumiyyətlə, hər bi
rində İkİ ünsür olan ixtiyari İkİ qrup, eləcə 
də yeddi ünsürdən ibarət ixtiyari İkİ Kom
mutativ qrup bir-birinə izomorfdur. Səkkİz 
ünsürdən ibarət Kommutativ qruplarda isə 
üç müxtəlif, cüt-cüt qeyri-izomorf şəkİİ 
var.

Verilmiş sistemi təmin edən ixtiyari 
İKİ model izomorfdursa, ziddiyyətsiz aKsi
om sistemi tam adlanır. Kobud desəK, aKSİ- 
omların tam sistemi izomorfizm dəqiqliyi 
ilə ancaq bir nəzəriyyəni təyin edir. Məsə
lən, Kommutativ qrupun dörd aKsiomuna 
daha birini - qrupda düz yeddi ünsür var - 
əlavə edərəK biz tam aKsiom sistemi alırıq 
(belə Kİ, yeddi ünsürdən ibarət ixtiyari İkİ 
qrup izomorfdur). Kommutativ qrupun ак- 
siomlarına digər aKsiom əlavə edərəK - 
qrupda düz səkkİz ünsür var - biz natamam 
aKsiomlar sistemi alırıq (belə Kİ, hər biri 
səkkİz ünsürdən ibarət olan, bir-birinə izo
morf olmayan Kommutativ qruplar mövcud
dur). BeləlİKİə, Kommutativ qrupun aKsiom- 
ları da natamamdır.

Məlum olmuşdur Kİ, Hilbert aKsioma- 
tİKası tamdır. Başqa sözlə, o (izomorfizm 
dəqiqliyi ilə) yeganə nəzəriyyəni - EvKİid 
həndəsəsini təyin edir.

AKSiomatiK metod hansı sahədə aparılmasından asılı 
olmayaraq hər bir dəqiq araşdırmanın ruhuna ən 
böyÜK ölçüdə cavab verən münasib və qiymətsiz alət 
olaraq qalır.

David Hilbert

Daha bir misal Kİmi mütləq həndəsəyə, 
yəni EvKİid həndəsəsinin paralellİK aKsio- 
mundan başqa bütün aKSİomlarından çıxan 
teoremlər sisteminə baxaq. Aydındır kİ, 
mütləq həndəsənin aKsiomlar sistemi nata
mamdır. Onun aKsiomlarına paralellİK aKsi- 
omunu əlavə edərəK biz bir nəzəriyyə - 
EvKİid həndəsəsi alırıq. Həmin aKsiomlar 
sisteminə paralellİK aKSİomunu inKar edən 
aKsiomu daxil edərəK digər, qeyri-izomorf 
birinci nəzəriyyəyə - LobaçevsKİ həndəsəsi
nə gəlirİK.

AKSİOMATİKANIN MÜSTƏQİLLİYİ

İxtiyari aKsiomlar sistemi müstəqillİK 
xassəsinə (o, ziddiyyətsizlİK və tamlıqdan az 
əhəmiyyətli olsa da) malİK olmalıdır. Ak- 
siomlardan heç birini digər aKSİomlardan çı
xış etməKİə teorem Kİmi isbat etməK 
mümKÜn deyilsə, aKsiomlar sistemi müstə
qil adlanır. Məsələn, paralellİK aKsiomu 
həndəsənin digər aKsiomlarına görə müstə
qildir (belə Kİ, nəinKİ bu aKsiomun ödəndiyi 
aKsiomlar sistemi ziddiyyətsizdir, həm də 
paralellİK aKSİomunun inKarının ödəndiyi 
aKsiomlar sistemi də ziddiyyətsizdir). Ümu
miyyətlə, hər hansı aKsiomun digərlərindən 
asılı olmamasını isbat etməK üçün İkİ model 
qurmaq lazımdır Kİ, birində seçilmiş aKsiom 
da daxil olmaqla bütün aKsiomlar ödənilir, 
digər modeldə isə seçilən aKsiom ödənilmir, 
digərləri ödənilir.

HƏNDƏSƏNİN DİGƏR AKSİOM 
SİSTEMLƏRİ

Hilbert aKsiomatİKası yaranandan on il 
sonra Falesin və Kleynin ideyalarından çıxış 
edən Fridrix Şur hərəKətlərin baxılmasına 
əsaslanan digər həndəsə aKsiomları sistemi 
təKİif etdi. Şurun sistemində hərəKətin 
(hansı həndəsənin - müstəvi, yoxsa fəza - 
nəzərdə tutulduğundan asılı olaraq müstə
vinin, ya fəzanın hərəKətinin) çevirmə qru
pu yaratdığını bəyan edən üç aKsiom var 
(“Həndəsə və çevirmə qrupları” məqaləsinə 
bax). Şurun nəzəriyyəsində iİKİn fiqurlar 
(planimetriyada) “nöqtələr”, “düz xətlər”, 
“hərəKət” və “arasında” anlayışıdır, fiqurla
rın Konqruentliyi isə hərəKətin Köməyi ilə 
(üçbucağın Konqruentliyi əlamətləri ilə yox) 
təyin olunur.

Daha on il sonra alman riyaziyyatçısı 
German Veyl həndəsənin veKtor aKsiomati- 
Kasını yaratdı. Veyldə iİKİn anlayışlar “nöq
tə” və “veKtor”dur, düz xətt və parça isə 
onların Köməyi ilə təyin olunur. VeKtorların 
toplanması (veKtorların Kommutativ qrup 
əmələ gətirdİKİərini ifadə edən) aKsiomları, 
veKtorun həqiqi ədədə vurulması aKsiomu, 
veKtorların jıyrılışı aKsiomları (xüsusi hal
da üçbucaq AB + BC = AC aKsiomu), veKtor- 
ların SKalyar hasili aKsiomları və ölçü aKsio
mu (planimetriya üçün onda hÖKm edilir kİ, 
əgər üç sıfırdan fərqli ä,b və c veKtorları 
verilmişsə, onların ixtiyari biri digər İKİsi- 
nin Kombinasiyası şəKİində ifadə olunur 
c - xä + yb ). Verilmiş A nöqtəsində və sıfır
dan fərqli a veKtorunda (A, a') düz xətti

ä veKtoruna mütənasib olduğu OM veKtoru- 
nun M nöqtələr çoxluğu Kİmi təyin olu
nur, yəni elə bir t ədədi tapılar Kİ, AM - ta 
(şəkİİ 11). Daha sonra parçalar, bucaqlar, 
çoxbucaqlılar, çevrə və digər fiqurlar, məsə
lən, A və B arasındaKi məsafə AB veKtoru- 
nun SKalyar Kvadratının Kvadrat kökü Kİ
mi, yəni AB = \AB ■ AB təyin edilir. Pifaqor 
teoremi SKalyar hasilin Köməyi ilə, paralel
lİK aKsiomu isə düz xəttin veKtor tərifi və 
ölçü aKSİomunun Köməyi ilə asanca isbat 
olunur.

Sonda qeyd edəK kİ, həndəsənin Hil
bert aKsiomatİKası EvKİidin İKİ min il əvvəl 
yaratdığı tam olmayan aKsiomlar sistemini 
tam dəqiqləşdirdi. Fridrix Şur və German 
Veylin aKsiomatİKaları EvKİid həndəsəsini 
müasir riyaziyyaiın, fizİKanın, iqtisadiyya
tın, Kimyanın, biologiyanın və digər bilİK 
sahələrinin bölmələrində mühüm rol oyna
yan çevirmələr qrupu anlayışları ilə əlaqə
ləndirdilər.
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RİYAZİ MƏNTİQ
MÜHAKİMƏLƏR, TƏKLİFLƏR, 

MÜLAHİZƏLƏR

Riyazi məntiq fənnə görə məntiq, me
toda görə riyaziyyatdır.

Platon Sergeyeviç PoretSKİ, 
rus riyaziyyatçısı

Məntiq mühaKİmələr və isbatlar 
üsulları haqqında, onların hara
da və nədən ötrü: mübahisədə, 

elmi araşdırmada, yoxsa məhKəmə zalında 
istifadə edilməsinə biganə olmaqla, təlimdir.

Riyazi məntiq riyaziyyatda tətbiq olu
nan mühaKİmə üsullarını araşdırır. Başqa 
baxış da mövcuddur kİ, ona əsasən riyazi 
məntiq riyaziyyatın üsulları ilə ixtiyari mü- 
haKİmələri öyrənir. Nəhayət, riyazi üsullar 
riyazi mühaKİmələrin öyrənilməsi üçün tət
biq olunurlarsa, metariyaziyyatdan və ya is
batlar nəzəriyyəsindən danışılır.

Riyazi məntiq elementlərini artıq qə
dim yunan filosoflarının əsərlərində tapmaq 
olar. XVII əsrdə Q. V. Leybnis belə bir ideya 
söylədi Kİ, mühaKİmələr müəyyən hərəKət
lərin qoyulmuş qaydalarla mexanİKİ yerinə- 
yetirilməsinə gətirilə bilər. LaKİn riyazi 
məntiq riyaziyyatın müstəqil bölməsi Kİmi 
yalnız XIX əsrin ortalarından formalaşma
ğa başladı.

XX əsrdə riyazi məntiqin çərçivələrin
də yeni bölmə - alqoritmlər nəzəriyyəsi 
meydana gəldi Kİ, burada da mühaKİmə et- 
тэк üsulları deyil, sözün ən geniş mənasın
da hesablama üsulları öyrənilir.

Riyazi məntiqin inKİşafı İKİ əks istiqa- 
mətdəKİ uğurlarla başa çatdı. Bir tərəfdən, 
riyaziyyatın formalaşması elə dərəcəyə çat
dı Kİ, indi sanKİ bütün teoremlər müəyyən 
dəqiq qaydalar əsasında çıxarıla bilər və 
prinsipcə, bunu Kompyuter də edə bilər. Di
gər tərəfdən, riyazi nəticələr alan ixtiyari 
“mexanİKİ” sistemin zəruri məhdudluğu 
müəyyənləşmişdi. BeləliKİə, Leybnisin arzu
su qismən həyata Keçdi, qismən də yerinə 
yetirilməyən oldu.

Bu fəslin əsas məzmunu ənənəvi, necə 
deyərlər, KİassİK riyazi məntiqə həsr olu
nub. Digər məntiqlər haqqında siz “Kim 
haqlı, Kİm müqəssirdir”, “ÇörəK, yoxsa

İnsan fİKirlərinin müəyyən əlifbasını fikirlə- 
şib-tapmaq və bu əlifbanın hərflərinin Kombinasiyası 
və onlardan tərtib olunmuş sözlərin Köməyi ilə hər 
şey Kəşf oluna və həll edilə bilər.

* * *

Bu yazı ... ən ümumi cəbr Kimi bir şey olmalı və 
hesablamalar vasitəsi ilə mühaKİmə etməK imKanı 
verməlidir: beləliKİə, mübahisə etməK əvəzinə de- 
тэк olacaq: hesablayaq! Onda aydın olacaq kİ, mü- 
haKİmələrdƏKİ səhvlər hesablamalarla bağlı səhv
lərdir və onları hesabda olduğu Kimi yoxlama yolu ilə 
aşKar etməK olacaq.

Q. V. Leybnis 

tamaşa”, “Mövsüm dəbləri” əlavə oçerKİə- 
rindən öyrənə bilərsiniz.

* * &

MühaKİmə yeritməK üçün insan hansı
sa dildən - türK dilindən, ingilis dilin
dən...istifadə etməlidir. Təəcüblü deyil Kİ, 
riyazi məntiq bizim təbii dillərdə necə da
nışmağımız və yazmağımızın təhlilindən 
başlayıb və onun inKİşafı süni formal dillə
rin qurulması yolu ilə gedib.

Riyazi məntiqlə tanışlığa biz nəqli 
cümlələrə baxmaqla başlayaq.

Bu, doğru və ya yalan ola biləcəK ən Kİ- 
çİK dil KonstruKSİyalarıdır.

Oxucu, yəqin Kİ, tərəddüdsüz razılaşar 
Kİ, aşağıdaKİ hÖKmlər doğrudur:

İKinin Kvadratı dörddür.

Yer Günəş sisteminin Günəşdən üçüncü 
planetidir.

Eləcə də aşKardır kİ, aşağıdaKİ hÖKmlə- 
rin səhv olması heç Kəsdə şübhə doğurmur:

Üçün Kvadratı səkkİzə bərabərdir. 
Qurğuşun suda batmır.

Siz aşağıdaKİ müddəaların doğru olub- 
olmamağını söyləməyə hətta çətinlİK belə 
çəKİrsinizsə, onda lazımi məlumat Kitabına 
baxmaqla bunu aydınlaşdıra bilərsiniz:

Osmimum metalının ərimə temperatu
ru 3000°C-dən çoxdur;

22 976 221 - 1 ədədi sadədir.

Daha bir sıra təKİiflər gətirəK:
Marsda həyat olmuşdur.

2n - 1 şəKlində sonsuz çox sadə ədəd 
var.

Dinozavrlar istiqanlı heyvanlar olmuş
lar.

Yeni eranın 1-ci ili martın birində müa
sir MosKvanın ərazisində yağış yağıb.

Bunların hansının doğru olmasını heç 
bir ensİKİopediyadan bilməK olmaz. LaKİn 
İİk üçü barəsində ümid var Kİ, bu, haçansa 
məlum olacaq. LaKİn sonuncu müddəanın 
həqiqi və ya yalan olmasının haçansa təyin 
olunacağı az ehtimallı olsa da, şübhə yoxdur 
Kİ, o ya doğru, ya da yalandır.

LaKİn digər təKİiflər də olur. Təsdiq 
edə bilərsinizmi, aşağıdaKİ ifadələri ağıllı 
şəKİldə doğrulara və yalanlara ayırmaq olar:

SaKİt bataqlıqda şeytanlar dolaşır.

Fəlsəfə daşının Köməyi ilə qurğuşunu 
qızıla çevirməK olar.

Bu səhifədə 
qırmızı fonda 

verilmiş 
təsdiq 

həqiqətdir

ÇərçivələrdəKİ müddəalara gəlincə, bu
rada hətta həqiqiliyin aydınlaşdırılmasına 
hansından başlamaq lazım gəldiyi aydın de
yil. İkİ mümKÜn halı araşdıraq.

“HƏR ŞEYİ BİLMƏK İSTƏYİRƏM”

Maraqlıdır, aşağıdaKİ təKİiflər haqqında oxucula
rın fiKri necə olacaq? Onların hansı doğru, hansı ya
landır?

MayaKovsKi “Hərb və sülhü” yazmışdır.
Dünyada ən hündür dağ Saqarmatha adlanır.
İynəli ağacların iynələri şəKİini dəyişən yarpaq

lardır.
Yeni eranın üçüncü minilliyi 1 yanvar 2000-ci il

dən başlayır.
PuşKinin qəhrəmanı Tatyana Larinanın atasının 

adı Dmitridir.
Yevgeni Oneginin əmisinin adı Andrey Petroviç 

idi.
Fil balinadan güclüdür.

Bu səhifədə 
göy fonda 
verilmiş 
təsdiq 

yalandır

1. Göy çərçivədəKİ müddəa doğrudur. 
Bu o deməKdir Kİ, qırmızı çərçivədəKİ müd
dəa da doğrudur. Bundan da öz növbəsində 
çıxır kİ, göy çərçivədəKİ müddəa yalandır. 
BeləliKİə, göy çərçivədəKİ müddəanın doğ
ruluğu haqqında fərziyyə ziddiyyətə gəti
rib-çıxarır.

2. Göy çərçivədəKİ müddəa yalandır. 
Deməli, qırmızı çərçivədəKİ müddəa da ya
landır. Göy çərçivədəKİ müddəanın yalan ol
ması haqqında fərziyyə də ziddiyyətə gətirir.

EDAM ETMƏLİ, YOXSA BAĞIŞLAMALI

Birinci olaraq onun yanına [Sanço Pansanın] bir 
müsafir gəldi və majordomun və digər nöKərlərin ya
nında bildirdi:

- Senyor, bir Kübarın müİKİərindən onları İkİ his
səyə bölən gur sulu çay axır. Bu çayın üzərindən 
Körpü salınıb və onun yanında dar ağacı və məhKƏ- 
mə var. MəhKəmədə dörd haKim çayın, Körpünün və 
maliKanənin sahibinin çıxardığı aşağıdanı qanunun 
yerinə yetirilməsinə nəzarət edir: “Körpünü bir sahil
dən digərinə adlayan hər bir kəs and içərən hara və 
hansı məqsədlə getdiyini bildirməlidir və o doğru de
yirsə, onu getməyə qoyurlar, aldadırsa, heç bir gü
zəştsiz yaxındaKi dar ağacından asaraq həyatdan 
məhrum edirlər”. Bu qanunun sərt şərtləri hamıya 
məlum olandan Körpüdən çox adam Keçmişdi və on
ların həqiqəti dediyi məlum olanda haKİmlər onlara 
sərbəst öz yollarını davam etdirməyə imKan verirdi
lər. Laxin bir dəfə elə oldu Ki, and içən bir adam öz 
sözlərini andı ilə təsdiq edərəK bildirdi Ki, o bura dar 
ağacından asılmaq üçün gəlib. Bu and haKİmləri pərt 
elədi və onlar dedilər: “Əgər biz bu adama yolunu 
davam etdirmən imKanı versəK, belə çıxacaq kİ, o, 
yalandan and içib və bu halda, qanuna görə, ölməli
dir; əgər onu assaq, axı o, and içib Kİ, bura asılmaq 
üçün gəlib, - deməli, onun andı doğrudur və həmin 
qanuna görə o, azadlığa buraxılmalıdır”. Və mən, 
zati - aliləri, cənab qubernator, sizdən soruşuram, 
haKİmlər bu adamla necə etsinlər, çünKİ onlar bu 
günə qədər pərt və qətiyyətsizdirlər.

Servantes. “Don Kixof'
* * *

Servantesin romanını oxumayanları sakitləşdir
məyə tələsəK: qubernator Sanço Panso hakimlərə 
həmin müsafiri buraxmağı əmr etdi. Axı Don Kixot 
ona məsləhət görmüşdü Ki, məhKəmə işi şübhə do
ğurursa, həmişə şəfqət tərəfə meyl etmən lazımdır. 
Hüquqi dildə desəK, Sanço təqsirsizliK prezumpsiya- 
sı əsasında qərar çıxarmışdı.

GörürÜK Kİ, təbii dil düşünülmüş müd
dəalar Kİmi nəzərə çarpan qrammatİK düz
gün KonstruKSİyalara imKan verir kİ, 
onların da doğru və ya yalan olmasını prin
sipcə həll etməK mümKÜn deyil. LaKİn biz
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BƏRBƏR PARADOKSU

Deyirlər kİ, bir Kənddə cəmi bir bərbər vardı. O 
yalnız özləri təraş etməyən Kişiləri təraş edirdi. O 
özünü təraş edirdimi?

riyazi isbatlarda oxşar müddəalardan - 
“Kabuslardan” sığortalanmışıqmı? Sən demə 
yox. XIX - XX əsrlərin qovşağında riyaziy
yatın fundamental bölmələrinin birində - 
çoxluqlar nəzəriyyəsində paradoKSİar - elə 
bil, tamamilə Korrext mühaKİmələrin nəti
cəsində yaranan ziddiyyətlər meydana gəldi 
(məsələn, “bərbər paradoKSu”).

ParadoKslardan necə qaçmalı? TəKİif 
olunan yollardan biri təbii dillərin “şıltaq
lıqlarından” azad olan süni formal dilin ya
radılmasıdır.

BUL FUNKSİYALARI

Fərz edəK kİ, haqlarında onların doğru 
və ya yalan olduqlarını deməK mümKün olan 
mülahizələr dəsti mövcuddur. Bu mülahizə
ləri işarə etməK üçün A, B, C və s. latın 
hərflərindən istifadə edəcəyİK.

Əgər İkİ sadə cümləmiz varsa, “və ya” 
və “və” bağlayıcılarının Köməyi ilə onlardan 
yeni, тйгэккэЬ cümlə düzəltməK olar. Riya
zi məntiqdə oxşar məqsədlər üçün xüsusi 
simmvollardan; v dizyunnKsiya işarəsindən 
və & KonyunKsiya işarəsindən (bəzən eləcə 
də л simvolunu tətbiq edirlər) istifadə edi
lir.

BeləliKİə, A və B hÖKmlərindən diz- 
yunKsiya və KonyunKsiya işarələrinin Kömə
yi ilə yeni hÖKmlər alırıq:

Av B (“A və ya B” oxunur),
A & В (A və B oxunur).
İİKİn hÖKmlərin heç olmazsa biri doğru 

olarsa, onda və yalnız onda Av B hÖKmü; 
hər İkİ hÖKm doğru olarsa, A & B hÖKmü 
doğru sayılır.

DizyunKSİya və KonyunKsiyaya ədədlər 
üzərində deyil, DOĞRU və YALAN məntiqi 
qiymətləri üzərində təyin edilmiş xüsusi 
əməliyyatlar Kimi baxmaq olar. Bu əməliy
yatlar üçün vurma cədvəlinə oxşar cədvəllər 
mövcuddur.

DOĞRU v DOĞRU = DOĞRU 
DOĞRU v YALAN = DOĞRU

YALAN v DOĞRU = DOĞRU
YALAN v YALAN = YALAN
DOĞRU & DOĞRU = DOĞRU
DOĞRU & YALAN= YALAN
YALAN & DOĞRU= YALAN
YALAN & YALAN= YALAN

Belə həqiqilİK cədvəlləri üçün aşağıda- 
Ki yazılış forması daha ənənəvidir:

A B A v B

DOĞRU
DOĞRU 
YALAN 
YALAN

DOĞRU
YALAN
DOĞRU
YALAN

DOĞRU 
DOĞRU 
DOĞRU 
YALAN

A B A & B

DOĞRU
DOĞRU 
YALAN 
YALAN

DOĞRU
YALAN
DOĞRU
YALAN

DOĞRU
YALAN 
YALAN 
YALAN

DOĞRU və YALAN məntiqi qiymətləri 
XIX əsrdə müasir riyazi məntiqin əsasını 
qoymuş ingilis riyaziyyatçısı Corc Bulun şə
rəfinə bul qiymətləri də adlanır. Arqument 
və qiymətləri DOĞRU və YALAN olan funK
siyalar bul funKSİyaları adlanır. KonyunK
siya və dizyunKSİya əməliyyatları İkİ arqu- 
mentli bul funKSİyalarına İkİ misaldır.

İKİ arqumentli cəmisi neçə bul funKsi- 
yası var? Asanca yoxlamaq olar Kİ, onlar on 
altıdır. Həqiqətən,

A B

DOĞRU DOĞRU ?
DOĞRU YALAN ?
YALAN DOĞRU ?
YALAN YALAN ?

cədvəlini dolduraraq sual işarələrinin hər 
birinin yerinə istər DOĞRU, istər YALAN 
qiyməti yaza bilərİK, bu da 2x2x2x2 = 16 
variant edir.

PROQRAMLAŞDIRMADA BUL 
ƏMƏLİYYATLARI

KonyunKsiya və dizyunKSİya əməliyyatları bü
tün proqramlaşdırma dillərinin ayrılmaz hissəsidir. 
Kompyuterlərin Kİaviatturunda v işarəsi yoxdur və 
dizyunKsiyanı işarə etməK üçün tez-tez ingilis sözü 
OR (və ya) - dan istifadə olunur. Uyğun olaraq Kon
yunKsiya bu zaman AND (və) ilə işarə olunur.

Simvollar əvəzinə sözlərin işlədilməsi tez-tez 
təzə başlayan proqramçıların səhv etmələrinə gəti
rib-çıxarır. Onlar sadəlövhcəsinə fərz edirlər Ki, pro
qramlaşdırma dilində OR və AND adi dildƏKİ Kimi 
istifadə oluna bilər. Nəticədə düzgün

IFX>Y AND Z THEN...
(əgər x y-dən böyÜK və

xz-dən böyüKdürsə, onda...) 
əvəzinə

IF X > Y AND Z THEN...
(əgərxy vəz-dən böyüKdürsə, onda...) 

yazan cavanlar səhv haqqında məlumat alırlar.
* * *

Sultan müharibədən zəfərlə evə qayı
dırdı. Ənənəyə görə, paytaxtda ordunu 
atəşfəşanlıqla qarşılamalıydılar, laKİn 
toplar susurdu. Sultan baş vəziri yanı
na çağırdı və izahat tələb etdi.

Bütün İKİarqumentli bul funKSİyaları 
üçün Azərbaycan dilində uyğun KonstruKsi- 
yalar mövcuddur. Misal olaraq

A B A => B

DOĞRU
DOĞRU
YALAN
YALAN

DOĞRU
YALAN
DOĞRU 
YALAN

DOĞRU
YALAN
DOĞRU
DOĞRU

cədvəli ilə verilmiş əməliyyata baxaq. Bu 
əməliyyat məntiqi gözləmə və ya implİKasi- 
ya adlanır. A => B funKSİyasını “A-dan B çı
xır” və ya “əgər A, onda B” sözləri ilə ifadə 
etməK olar.

Diqqət yetirin Kİ, implixasiya A => B 
ancaq A doğru olanda, B olmayanda yalan
dır. A yalandırsa, onda B haqqında heç nə 
hÖKm edilmir və buna görə də bu halda 
B-nin qiymətindən asılı olmayaraq implixa- 
siya həqiqi sayılır.

KonyunKsiya və dizyunKSİyadan fərqli 
olaraq implİKasiyada arqumentlərin yerləri
ni dəyişməK olmaz. Bunu etsəK digər bul 
əməliyyatı - tərs implİKasiya almış oluruq.

- HöKmdar, - baş vəzir sözə başladı, - buna 
on İkİ səbəb vardı, əvvəla, barıt yox idi...
- Kifayətdir! - sultan dedi və vəzirin boynu
nu vurmağı əmr etdi.

Toplananların yerini dəyişdİKdə cəm dəyişmədiyi Kimi, 
“A və B" və ya “B və A" deməyin fərqi yoxdur. Proqramlaş- 
dırmada isə A AND B-ni B AND A-ya dəyişməK proqramın 
işini əhəmiyyətli dərəcədə dəyişə bilər. Məsələn, bütün 
proqramlaşdırma dillərində əgər operatorun

IF Y/X > Z AND X > 0 THEN
yerinə yetirməsindən əvvəl X deyişəninin qiyməti 0-a bə- 
rabərdirsə, “Sıfıra bölünmə” haqqında xəbərdarlıq verilə- 
cək. Eyni zamanda

IFX > 0 AND Y/X > Z THEN... 
yazılarsa, heç bir qəza dayanması baş verməz.

Məsələ bundadır Ki, bəzi proqramlaşdırma dillərinin 
semantiKasına əsasən, Kompyuter yuxarıda xatırlanan 
sultan Kimi hərəxət edir, əvvəlcə KonyuKsiyanın birinci 
həddinin qiyməti hesablanır və o, YALANdırsa, İKİnci həd
də, sadəcə, baxılmır. Oxşar olaraq, birinci həddin qiyməti 
DOGRUdursa, dizyunKsiyanın İKİnci həddinə baxılmır.

Onu “B-dən A çıxır” sözləri ilə verməK 
olar. Müvafiq cədvəl belədir:

A B A <= B

DOĞRU
DOĞRU 
YALAN 
YALAN

DOĞRU
YALAN 
DOĞRU 
YALAN

DOĞRU
DOĞRU
YALAN
DOĞRU

AşağıdaKi cədvəlin verdiyi <=> əməliyya
tı eKvivalentlİK (və ya eynigüclülÜK) adlanır.

A B A <=> B

DOĞRU
DOĞRU
YALAN
YALAN

DOĞRU 
YALAN 
DOĞRU 
YALAN

DOĞRU
YALAN
YALAN
DOĞRU

A <=> В “A onda və yalnız onda, B 
olduqda” ifadəsinə uyğundur.

işarəsi ilə yanaşı eynigüclülüyü gös- 
tərməK üçün = və = işarələrindən də istifadə 
olunur.

'x7
0
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A B

DOĞRU
DOĞRU
YALAN 

hYALAN

DOĞRU
YALAN 
DOĞRU 
YALAN

YALAN
DOĞRU
DOĞRU
YALAN

cədvəli ilə verilən əməliyyat istisna edən 
dizyunxsiya adlanır. Onu sözlə belə ifadə et- 
тэк olar: “ya A, ya B". A v B dizyunKsiya- 
sından fərqli olaraq istisna edən dizyunK- 
siya həm A, həm B doğru olanda yalandır. 
Bu əməliyyatın ümumi qəbul edilmiş işarəsi 
yoxdur, məsələn, EQU simvolundan istifadə 
etməK olar.

AşağıdaKi cədvələ diqqətlə baxın:

A B

DOĞRU
DOĞRU 
YALAN 
YALAN

DOĞRU
YALAN
DOĞRU 
YALAN

YALAN
YALAN 
DOĞRU
DOĞRU

A

DOĞRU
YALAN

DOĞRU
YALAN

Formal olaraq burada İKİ arqumentli 
müəyyən bul funKSİyası verilib. LaKİn asan
ca əmin olmaq olar Kİ, funKSİyanın qiyməti 
İKİnci arqumentdən asılı deyil və həmişə bi
rinci arqumentin qiymətinə ƏKsdir. Buna 
görə də onun yerinə bir arqumentli EQU 
əməliyyatına baxılır:

A "İA

DOĞRU
YALAN

YALAN
DOĞRU

1 əməliyyatı məntiqi inKar adlanır.
İnKarı verməK üçün Azərbaycan dilin

də “ma” şəKİlçisi işlədilir. Məsələn;
Seymur dondurma almadı.
Məntiqi inKar bu cümlədə olduğu Kimi 

xəbərdəKİ “ma” şəKİlçisinə uyğun gəlir. 
Məntiqi inKarın verilməsinin digər üsulu 
mülahizə-arqumentə “doğru deyil Kİ,” sözlə
rinin əlavə edilməsidir. Birinci cümləni 
İKİnci ilə müqayisə edin:

Doğru deyil Ki, Seymur dondurma aldı.

Mətbəə imKanlarından asılı olaraq in
Kar işarəsi müxtəlif şəKİldə ola bilər: 1 və ya 
—ı, bəzən eləcə də ~ simvolundan istifadə edi
lir. İnKarı işarə etməyin daha bir üsulu ar
qument üzərində duran üfüqi xətdir: A.

İkİ arqumentli bul funKsiyalarının 
miqdarını hesablamağımıza oxşar olaraq, 
bir arqumentin 2x2 = 4 bul funKSİyası ol
malıdır. Onlardan biri ilə, inKarla biz artıq 
tanış olmuşuq. Digər üçü cədvəllərlə verilir:

A

DOĞRU
YALAN

DOĞRU
DOĞRU

A

DOĞRU
YALAN

YALAN
YALAN

Bu funKSİyalardan birincisi arqumen
tin qiyməti ilə üst-üstə düşən qiymətə ma
lİKdir və onun ifadəsi üçün heç bir xüsusi 
dil KonstruKSİyası tələb olunmur (istəyirsi
nizsə, “doğrudur Kİ, A” deyə bilərsiniz). Di
gər İKİsi ümumiyyətlə öz arqumentlərindən 
asılı deyillər, bunlar sadəcə artıq bizə mə
lum olan DOĞRU və YALAN-dır.

İkİ arqumentli bul funKsiyalarına qayı
daraq qeyd edəK Kİ, qiymətləri bütün arqu
mentlərindən asılı olmayan bir neçəsi var. 
Onlara aşağıdaKi cədvəllər uyğun gəlir:

A B A

DOĞRU
DOĞRU
YALAN
YALAN

DOĞRU
YALAN
DOĞRU
YALAN

DOĞRU
DOĞRU
YALAN
YALAN

A B B

DOĞRU
DOĞRU 
YALAN 
YALAN

DOĞRU
YALAN 
DOĞRU 
YALAN

DOĞRU
YALAN
DOĞRU
YALAN

A -i B -ni “doğru deyil Kİ, A və doğru deyil 
Kİ, B” Kimi oxumaq olar.

Hamı tərəfindən qəbul olunmuş adlara 
və işarələrə malİK olmayan daha İKİ bul 
funKSİyası var:

A B 1b

DOĞRU
DOĞRU
YALAN
YALAN

DOĞRU
YALAN
DOĞRU 
YALAN

YALAN
DOĞRU 
YALAN
DOĞRU A B

DOĞRU
DOĞRU
YALAN
YALAN

DOĞRU
YALAN
DOĞRU
YALAN

YALAN
DOĞRU
YALAN
DOĞRU

A B

DOĞRU
DOĞRU
YALAN
YALAN

DOĞRU
YALAN
DOĞRU 
YALAN

YALAN 
YALAN 
DOĞRU 
YALAN

A B DOĞRU

DOĞRU 
DOĞRU 
YALAN 
YALAN

DOĞRU
YALAN
DOĞRU
YALAN

DOĞRU
DOĞRU
DOĞRU 
DOĞRU

Onlar uyğun olaraq “doğru deyil Kİ, A-dan B 
çıxır” və “doğru deyil Kİ, B-dən A çıxır” söz
ləri ilə ifadə oluna bilərlər.

A B YALAN

DOĞRU
DOĞRU 
YALAN 
YALAN

DOĞRU
YALAN
DOĞRU 
YALAN

YALAN 
YALAN 
YALAN 
YALAN

Şeffer ştrixi adlanan | əməliyyatını

A B A | B

DOĞRU
DOĞRU 
YALAN 
YALAN

DOĞRU
YALAN
DOĞRU 
YALAN

YALAN
DOĞRU 
DOĞRU
DOĞRU

cədvəli verir. A|B-ni “doğru deyil Kİ, A və 
ya doğru deyil Kİ, B” sözləri ilə verməK olar.

Növbəti cədvəl Pirs oxu adlanan 4< əmə
liyyatını təqdim edir:

A B AİB

DOĞRU
DOĞRU
YALAN 
YALAN

DOĞRU
YALAN
DOĞRU 
YALAN

YALAN
YALAN
YALAN
DOĞRU

PROPOZİSİONAL DÜSTURLAR

Sərəncamımızda olan riyazi əməllərin 
- toplamanın, çıxmanın, vurmanın və s. - 
işarələrinə malİK olaraq biz onların Köməyi 
ilə ədədlərdən və dəyişənlərdən riyazi ifadə
lər qururuq. Oxşar şəKİldə həm də bul və ya 
propozisional düsturlar adlanan məntiqi 
ifadələr də qurmaq olar (Sonuncu ad latınca 
propositio - “təKİif” sözündəndir). Bul 
funKSİyası işarələrindən başqa bundan ötrü 
bul (və ya propozisional) dəyişənlər, yəni 
DOĞRU və ya YALAN qiymətlər alan dəyi
şənlər tələb olunur. Belə dəyişənlər Kimi bö- 
уйк latın hərflərindən istifadə etməK qəbul 
edilib.

Propozisional düsturun tərifini verəK.
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1. Hər bir propozisional dəyişən propo- 
zisional düsturdur.

2. F - propozisional düsturdursa, onda 
1 F də propozisional düsturdur.

3. Fj və F2 propozisional düsturlar- 
dırsa, onda (Fx & F2), (F, v F2), (Fx => F2), 
(F^F,), (FxeF2), (Fx s F2), (Fx|F2), 
(Fx F2) də propozisional düsturlardır.

4. Bu tərifin əvvəİKİ bəndlərinə əsasən 
propozisional düstur olanlardan başqa heç 
bir digər obyeKt propozisional düstur deyil.

Biz iİKİn sadə düsturları (1-ci bənd), 
sonra isə qurulmuş düsturlardan yeniləri
nin qurulması (2-ci və 3-cü bəndlər) qayda
larını təsvir etdİK. Belə təyin üsulu 
induKtiv və ya KonstruKtiv adlanır. Elmi 
nəşrlərdə 4-cü bənd həmişə nəzərdə tutulur, 
laKİn onun haqqında danışılmır, çünKİ 
düsturların qurulması haqqında heç bir in
formasiya daşımır.

Propozisional düsturlarda mötərizələr 
cəbrdə oynadıqları rolu oynayırlar, əməliy
yatların yerinə yetirilməsi sırasını təyin 
edirlər. Cəbrdə olduğu Kİmi, əməliyyatların 
“üstünlüyü” haqqında şərtləşib bir sıra mö
tərizələri buraxmaq olar. Ənənəvi olaraq 
məntiqi inKar ixtiyari İKİyerli əməliyyatdan 
güclü sayılır (yəni əvvəl yerinə yetirilir), 
KonyunKsiya dizyunKsiyadan, o da öz növ
bəsində implİKasiyadan güclü sayılır. Bu o 
deməKdir Kİ, A &1 B => C v D düsturunda 
mötərizələr belə bərpa olunmalıdır:

((A & (1 B )) => (C v D)
Cəbrdə çoxhədliyə daxil olan bütün də- 

yişənlərin qiymətini bilməKİə onun qiyməti
nin hesablanmasının mümKÜnlüyünə oxşar 
olaraq, propozisional düstür daxil olan dəyi- 
şənlərin verilmiş məntiqi qiymətlərində 
propozisional düstürun məntiqi qiymətini 
(DOĞRU və ya YALAN) hesablamaq olar. 
Bununla da hər bir belə düstur bir və ya bir 
neçə arqumentli bul funKSİyasını verir. Elə
cə də məlum olur kİ, ixtiyari bul funKSİyası- 
nı ancaq 1, & və v işarələrini saxlayan 
düstur vasitəsi ilə verməK olar. Bir neçə mi
sal göstərəK:

A^B =İA v B,
A = B - (A & B) \/ (İA&İB), 
A = В = (A & 1 B) v (1A & B), 
A\B= İA v İB, 

aTb = "|a&1b

KİM HAQLI, KİM MÜQƏSSİRDİR

Д-dan W çıxırsa, doğrudurmu Ki, A & B-dən W 
çıxır? Riyaziyyatçılar deyəcəKİər Kİ, əlbəttə bu belə
dir, axı

(A^ kV)=>(A&B=> W). 
formulu deyişənlərin ixtiyari qiymətlərində doğru
dur.

LaKİn belə bir situasiyanı təsəvvür edin. Andlı ic
lasçılar məhKəməsi maddi sübutlara və A,, A2,..., Am 
şahid ifadələrinə baxaraq bir səslə W nəticəsinə 
gəldi Kİ, müttəhim təqsirlidir:

A,&A2&...&Am => 14/
Appelyasiya məhKəməsi eləcə də yeni maddi 

sübutları və B,,B2,...,Bn şahid ifadələrini nəzərə ala
raq bütün materiallar əsasında əks “təqsirsiz” nəti
cəsinə gəldi:

А&А&...&Дт&в1&в2&...&в„ =>1И/
Oxşar situasiyaların formal təsviri üçün qeyri- 

monoton məntiqlər icad olunmuşdur.

Öz növbəsində, ixtiyari bul funKsiyası- 
nı verməK üçün bir Şeffer ştrixi və ya bir 
Pirs oxu Kifayətdir.

Bir sıra bul əməliyyatlarının digərləri 
ilə ifadə edilməsi propozisional düsturların 
qurulması zamanı bütün əməliyyat işarələ
rindən deyil, bir neçə əsasından istifadə et
məyə imKan verir. Aşağıda biz yalnızl, &, v 
və => işarələrindən istifadə edəcəyİK, yəni 
hesab edəcəyİK Kİ, propozisional düsturun 
tərifinin 3-cü bəndində ancaq (Fx & F2), (Fxv 
F2) və (Fj => F2) qalıb. Qeyd edəK Kİ, Fx 
düsturu Fj => F2 implİKasiyasının mühaKİ- 
məsi, F2 onun nəticəsi adlanır.

EYNİLİKLƏ DOĞRU DÜSTURLAR

Propozisional düsturlar içində dəyişən- 
lərin ixtiyari qiymətlərində DOĞRU qiymət 
alanları xüsusi rol oynayır. Belə düsturlar 
eynilİKİə doğru düsturlar və ya tavtalogiya- 
lar adlanır. Tavtalogiyalara bir neçə misal 
gətirəK:

A => (B => A),
(A => (B => C)) => ((A => B) => (A => C)), 

(A& B) => A, 
(A& B) => B,

A => (В => (A& B)), (*)
A =>(Av B), 
B => (A v B),

(A => C) => ((B => C) => ((A v B) => C)),
(A => B) => ((A İB)=>İA),

TİA => A
Dil dərslərində öyrədilir Kİ, tavtalogi- 

yalardan (doğrudur, digər mənada) qaçmaq 

lazımdır. Riyaziyyatçıları isə məhz tavtalo- 
giyalar maraqlandırır, belə Kİ, öz formaları
na görə onlar doğrudurlar.

MÜLAHİZƏLƏR MƏNTİQİNİN BİR SIRA 
QANUNLARI

Tavtalogiya mülahizələri hesablama düsturu 
olduğundan, özünün bir formasına görə doğru olan 
tavtalogiyaları mülahizələr məntiqinin formal qa
nunları adlandırmaq olar Belə qanunlara bir neçə 
misal gətirəK.

Ziddiyyət qanunu. A mülahizəsi eyni zaman
da doğru və yalan ola bilməz:

~| (A & İA)
Üçüncünü istisna qanunu. Ya doğrudur kİ, A, 

ya doğru deyil kİ, A, üçüncü ola bilməz:
AvİA

İKİqat inKar qanunu. A-nın doğru olmadığı 
doğru deyilsə, onda A doğrudur:

Tl A=>A
Üçqat inKar qanunu. A-nın doğru olmadığının 

doğru olmadığı doğru deyilsə, onda A yalandır:
ТПа=^а

Kontrapozisiya qanunu. Əgər A-dan B çıxır
sa və doğru deyil kİ, B, onda doğru deyil Ki, A: 

(A=> B)=>(İB=>İA)
Cəfəngiyyata gətirmə qanunu. Əgər A-dan 

çıxırsa Ki, B doğrudur və B doğru deyil, onda A ya
landır:

(A => B)=> ((A => 1 B) =>1 A)

Ortaya sual çıxır: ixtiyari propozisio
nal düstur üçün necə bilməK olar Kİ, o, tav- 
talogiyadır? Bir üsul aşKardır: düstürda n 
dəyişən varsa, bu dəyişənlərin bul qiymətlə
rinin bütün 2n mümKÜn Kombinasiyalarını 
götürməK və hər bir Kombinasiya üçün düs
turun qiymətini hesablamaq lazımdır. Təəs
süf Kİ, n artdıqca proses daha əziyyətli olur. 
Məsələn, artıq 2100 Kombinasiyanı heç bir 
müasir Kompyuter saf-çürÜK edə bilməz.

Tavtalogiyaları ayırmağın digər üsulu 
mülahizələrin hesablanmasıdır. Burada əsas 
ideya induKtiv tərifdəKİ Kimidir: düsturla
rın müəyyən sonlu çoxluğu iİKİn elan edilir 
və bir qism tavtalogiyalar əsasında digərlə
rini qurmağa imKan verən qaydalar verilir.

MÜLAHİZƏLƏR HESABI

Mülahizələrin hesablanmasının çoxlu 
müxtəlif variantları təKİif olunmuşdur. 11- 
Kİn düsturlar Kİmi bütün (*) düsturlarını 
götürəK. Yeni düsturlar qurmaq üçün İKİ 
qayda olacaq. Onlardan birincisi, mahiyyət

cə, sizə məKtəb cəbr Kursundan tanışdır. 
Belə Kİ,

(a + b)2 = a' + 2ab + b2 
eyniliyi isbat olunubsa, a dəyişəninin yerinə 
ixtiyari cəbri ifadə yazmaq olar. DeyəK Kİ, 
a = x'y + y3götürsəK, alırıq:
(x2y + y3 + b)2 = (x2y + y3)2 + 2(x2y + y3)b + b2

Mülahizələrin hesablanmasında da ey
ni qaydalar işləyir.

1- ci qayda (əvəzetmə qaydası). Propo
zisional düstur çıxarılıbsa, hər hansı dəyişə
nin bütün daxilolmalarımın yerinə başqa 
propozisional düstur qoymaqla ondan yeni 
propozisional düstur almaq olar. Məsələn,

A => (B A) 
tavtalogiyasmdan alırıq:

(Ц c => о => (в => (11 c => c)) (**)
2- ci qayda. Əgər Ft=>F2 şəkİİİİ hər han

sı düstur və F! düsturu çıxarılıbsa, onda bu 
İKİ düsturdan F2 düsturunu çıxarmaq olar. 
Məsələn, (**) və Tl C => C düsturlarından

B => ( 1İC=> C) 
düsturunu alırıq.

Modus nonsens adlanan 2-ci qaydanı 
düzgün hÖKm üsulu Kİmi İİk dəfə Aristote
lin e. ə. IV - III əsrlərdə yaşamış şagirdi Te- 
ofrast vermişdir. Əlbəttə Kİ, insanlar in
tuitiv olaraq bu qaydadan Teofrastdan çox- 
çox əvvələr istifadə edirdilər.

Əgər elə Fj, F2.....Fn, F düsturlar siya
hısı mövcuddursa Kİ, ondaKi hər düstur ya 
iİKİndir, ya da ondan əvvəİKİ düsturdan 
əvəzetmə qaydası ilə alınır, ya da əvvəİKİ İKİ 
düsturdan modus nonsens qaydası ilə alınır, 
F propozisional düsturu çıxarıla bilən düs
tur hesab olunur. Belə siyahı F düsturunun 
çıxarılışı adlanır.

İİKİn düsturları və çıxarılma qaydala
rını təsvir edərəK biz mülahizələrin hesabı
nın formal tərifini başa vurduq.

BeləlİKİə, mülahizələrin hesablanması 
formaca propozisional düsturun tərifinə çox 
oxşardır. LaKİm əhəmiyyətli fərq də vardır. 
Hər hansı yeni anlayışı, məsələn, bizim halı
mızda məntiqi düsturu təyin edərKən biz 
heç nə ilə bağlı deyilİK və bunu istədiyimiz 
Kİmi edə bilərİK (yeni anlayışın tədqiqə layiq 
olub-olmayacağı özgə məsələdir). Mülahizə
lərin Hesablanmasını qurarKən biz müəyyən 
məqsəd - artıq təyin etdiyimiz obyeKtlərin

304
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ÇÖRƏK VƏ YA TAMAŞA

Fərz edəx Kİ, Kinoya bilet 1 manatdır və kökə də
1 manatdır. Onda

A => B: Seymurun 1 manatı varsa, o, Kinoya 
baxa bilər.

A => O. Seymurun 1 manatı varsa, o, kökə yeyə 
bilər.

(И B)&(4=>C))=>(/4=>(B&C)) 
düsturunun tavtalogiya olduğunu asanca yoxlamaq 
olar. Bunun əsasında Иокт verə bilərİKmi Ki,

A=>(B&C): Seymurun 1 manatı varsa, o, filmə 
baxa və kökə yeyə bilər?

Yox, biz deyəriK “...filmə baxa, ya kökə yeyə”. Nə 
baş verib?

İzahı KonyunKsiya və dizyunxsiya ilə bağlılıqda

(tavtalogiyaların) hesablanması üsulunu 
göstərməK məqsədi güdürdÜK. Bununla 
bağlı İkİ faKtı isbat etməK lazımdır.

KorreKtlİK haqqında teorem. Mülahi
zələrin hesablanmasında çıxarılan hər bir 
düstur tavtalogiyadır.

Tamlıq haqqında teorem. Hər bir tav
talogiya mülahizələrin hesablanmasında çı
xarıla biləndir.

Mülahizələrin hesablanmasının tamlığı 
teoremi daha dərin və gözlənilməz faKtdır. 
Həqiqətən, tavtalogiyaların sonsuz çoxluğu 
mövcuddur, bizsə başlanğıc Kimi yalnız on
ların sonlu və o qədər də böyÜK olmayan 
miqdarını götürdÜK. Sonra, hÖKm verməyin 
çox üsulları vardır, bizsə cəmisi İkİ qayda 
ilə KİfayətləndİK. Heyrət etməK olar Kİ, va
sitələrin bu çox məhdud dəsti bütün tavtalo- 
giyaların yaranması üçün Kifayət etdi.

BeləlİKİə, hər hansı düsturun tavtalog
iya olmasını təyin etməK üçün İkİ metodu
muz var: ona daxil olan dəyişənlərin bütün 
mümKÜn qiymətlərini yoxlamaq və ya müla
hizələrin hesablanmasında düsturun çıxarı- 
lışını tapmaq. Çıxarılışın axtarışı prosesi 
çox çətin proses ola bilsə də, çıxarılışın özü 
Kifayət qədər qısa olacaq. İKİnci metodun 
üstünlüyü bununla əlaqədardır. Həqiqətən, 
əgər biz hər hansı düsturun birinci metodla 
tavtalogiyalılığını müəyyən etmişİKSə və 
Kimsə nəticəni yoxlamaq istəyirsə, onda o, 
mahiyyətcə bütün qiymətlərin seçilməsi üz
rə bizim işimizi bütövlÜKdə təKrarlamalıdır. 
İKİnci metoda gəlincə isə çıxarılşın axtarışı 
prosesini yoxlamağa və səhvlər yolu ilə təK- 
rarlamağa ehtiyac yoxdur - artıq tapılmış 
çıxarılışı yoxlamaq Kifayətdir.

deyil. Əgər riyaziyyatçı müəyyən A teoremini isbat 
etmişsə, o sonra onu digər teoremlərin isbatı üçün, məsə
lən, B,C,D... modus nonsens qaydası ilə A => B, 
A=> C, A => D,... qeyri-məhdud sayda istifadə edə bilər. 
A teoreminin istifadəsi onu qətiyyən “Korlamır”.

Seymurla misalımızda “əgər..., onda...” qrammatiK 
KonstruKsiyası riyazi implixasiyada olduğu Kimidir, laKİn 
mühaKİmə və nəticə arasındaxı əlaqə başqadır, belə Kİ, 
müəyyən xərclənən ehtiyatın - pulun istifadəsini tələb 
edir. Digər məsələlərdə enerji, obyeKtlətin tutduğu sahə 
və həcm, Kompyuterin yaddaşı və s. oxşar ehtiyat ola bi
lər. Oxşar hallarda fəaliyyətin düzgün planlaşdırılması 
üçün fransız riyaziyyatçısı Jirarın yaratdığı xətti məntiqdən 
istifadə olunur.

MÖVSÜM DƏBLƏRİ

Şənbə günü axşam Seymur qərara alır Kİ, saba- 
hısı gün Kəndə nənəsinin yanına getsin.

A => O. Bazar günü hava isti və günəşli olacaqsa, 
Seymur səhər necə geyinəcəyini bilmir.

B => C. Bazar günü leysan yağarsa, Seymur sa
bah səhər nə geyinəcəyini bilmir.

Seymur radionu qoşur və sabaha hava proqno
zunu dinləyir:

Av B :B'. Bazar günü bütün gün ərzində qızmar 
hava olacaq və ya leysan yağacaq.

Formal olaraq buradan belə nəticə çıxarmaq 
olar:

C: Seymur bilir Ki, sabah səhər necə geyinəcəx.
Razı deyilsiniz? Bəs səhv hardadır?
Burada modallığın əvəzlənməsi baş verib. Bu 

vaxta qədər DOĞRU və YALAN modallıqları ilə işlə- 
yirdiK, burada isə onlardan fərqli yeni Seymur bilir 
modallığı peyda olub. Doğrudan da, müəyyən müd
dəa doğru olsa belə, Seymur bu barədə bilməyə də 
bilər.

Misalımız “həyatdandır”, riyaziyyatda isə DOĞ
RU və YALAN -dan başqa (müəyyən formal sis
temdə) İSBAT OLUNA BİLƏN mühüm modallıq 
sayılır. Нокт doğru, laxin verilmiş sistemin vasitələ
ri ilə isbat oluna bilməyən ola bilər. Təcrübədə vacib 
olan digər modallıqlar belələridir: ZƏRURİDİR, HƏ- 
QİQƏTƏUYĞUNDUR, MÜMKÜNDÜR. Modal 
məntiqlərdə modallığın işarələnməsi üçün xüsusi 
simvollardan istifadə olunur və aKSiomların uyğun 
dəstinin Köməyi ilə modallıqların xassələri verilir.

Yuxarıda dizyunxsiyanm Köməyi ilə gətirilən 
hava proqnozu az sərfəlidir. Biz onun əsasında 
davrana bilmərİK, belə Kİ, dizyunxsiyanın məhz 
hansı həddinin doğru olduğunu bilmirİK. Riyaziyyat
da dizyunKsiyanın mənasının şərhi qızğın reaxsiya 
doğurdu. Xüsusi halda, A v üçüncünü istisna qa
nunu şübhə altına alındı. Biz A və ya 14 hÖKmlərinin 
hansının doğru olduğunu bilmirİKSə, dizyunxsiyanı 
doğru hesab etməxdə haqlıyıqmı? Nəticədə üçün
cünü inxar qanunu olmayan məntiqi sistemlər - in- 
tuisionist məntiq (XX əsrin başlanğıcında) və 
KonstruKtiv riyazi məntiq (alqoritmlər nəzəriyyəsinin

ÖDƏNİLƏ BİLƏN DÜSTURLAR

Tavtalogiyalardan başqa, xüsusən tex- 
nİKİ məsələlərin həlli üçün, ödənilə bilən düs
turlar mühüm rol ounayır. Ф məntiqi düs
turu ona daxil olan dəyişənlərin qiymətləri
nin heç olmazsa bir seçimində DOĞRU qiy
mətini alırsa, ödənilə bilən düstur adlanır.

Aydındır Kİ, hər bir tavtalogiya ödəni
lə bilən düsturdur. Bundan əlavə, tavtalogi- 
yalılıq və ödənilə bilənlİK arasında dərin 
bağlılıq var, belə kİ:

J Ф düsturu onda və yalnız onda ödənilə 
biləndir Kİ, onun inKarı 1 tavtalogiya 
deyil;

J Ф düsturu onda və yalnız onda tavta- 
logiyadır Kİ, onun inKarı 1 ödənilə bi
lən düstur deyil.

BeləlİKİə, tavtalogiyaların öyrənilməsi 
və ödənilə bilən düsturların öyrənilməsi ma
hiyyətcə eyni problemdir.

Bir çox məsələləri ödənilə bilən termin
lərində ifadə etməK daha təbiidir. Birinci 
misal Kimi məKtəb cədvəlini necə tərtib et- 
тэк məsələsinə baxaq.

Kp K2, ..., Kt siniflər çoxluğu, hərəsi 
müəyyən bir fənni tədris edən Pp P2,---, Pm 
müəllimlər çoxluğu, U1,U2,^^,Url dərslər 
çoxluğu (həftədə 6 tədris gününün hər bi
rində 6 dərs olursa, n = 36).

BijK bul dəyişənlərinə baxa bilərİK, bu
rada i = 1,2,..., к; j = l,2,...,m; к = 1,2,..., 
n -dir və hesab edə bilərİK kİ, yalnız və yal
nız həftənin к-ci dərsini i-ci sinifdə müvafiq 
fənn üzrə /-ci müəllim apardıqda BljK = 
=DOĞRU-dur. B,—dan istifadə edərəK cəd
vələ tələbləri asanlıqla məntiqi düsturlar 
şəKİində yazmaq olar, məsələn

- hər bir müəllim dərsi ancaq bir 
sinifdə aparır:

<i’O
- verilmiş sinifdə hər bir dərsi yal

nız bir müəllim aparır:
Bi,k => "1 Bnk (İ* O

- sinif heç vaxt müəllimsiz qalmır:
Bİ1K v V...V BimK

Daha sonra, məsələn, verilmiş sinfin 
həftədə İKİ idman dərsi olsun, özü də bu 
dərslər eyni gündə Keçməsin (və ya eyni 

gündə və dalbadal olsun), 4 riyaziyyat dərsi 
olsun və s. tələbləri yazmaq lazımdır. Cəd
vəl tərtib etməK dəyişənlərin elə qiymətini 
tapmaqdır Kİ, bütün oxşar düsturların коп- 
yunKsiyası doğrudur.

Başqa bir məsələ. Formaca o, məntiq
dən uzaq görünsə də, əslində onu asanca 
müəyyən bul düsturlarının ödənilə bilən ol
ması məsələsi şəKİində təqdim etməK olar.

N natural ədədi verilib. Onun sadə, 
yoxsa тйгэккэЬ olmasını bilməK tələb olu
nur.

N ədədi onda və yalnız onda шйгэккэЬ- 
dir Kİ, o, hər biri 1-dən böyÜK, laKİn N-dən 
kİçİk olan İkİ P və Q ədədlərinin hasili şəK
İində göstərilə bilsin. N, P və Q ədədlərini 
İkİİİk hesablama sistemində təqdim edəK:

Л^ = £п«2", P=£p«2-, « = £«,2’
k=0 к=0 к- 0

Burada nK, pK və qK ədədlərinin hər biri 
ya 0, ya 1-dir. P və Q ədədlərinin İkİİİk yazı
lışının necə olmasını bilmirİK, laKİn yalnız 
və yalnız pK=l olduqda PK=HƏQİQƏT (uy
ğun olaraq yalnız və yalnız qK=l olduqda 
QK=HƏQİQƏT) hesab edərəK Po, Pt, ...,Pm; 
Qo, Qj..... Q bul dəyişənlərinə baxa bilərİK.

P0, Pı......Pm’’ Q0> Qı...... Qm dəyişənli
Ф0,Ф р...,Фт məntiqi düsturlarını, PQ hasi
linin İkİİİk yazılışındaKi к-cı hədd 1-ə bəra
bər olduqda Фк HƏQİQƏT qiyməti alır şərti 
ilə tərtib etməK çətin deyil. Misal üçün İkİ 
başlanğıc düsturlar bunlardır:

Фо = P0&Q0, 
Ф, = (B0&Q1) ^(Pi&Qo)

P və Q-nün 1-dən böyÜK olması şərti 
belə yazılır:

P. V P, V ...V Pm
Q, vQ2v...vQm

İndi isə yalnız və yalnız N тйгэккэЬ 
ədəd olanda ödənilə bilən düsturu yazmaq 
olar. Bu düstur İkİ axırıncı dizyunKsiya- 
nın - к-nm nK=l olan qiymətləri üçün Фк 
düsturları və zc-nın nK=0 olan qiymətləri 
üçün "|фк düsturlarının dizyunKSİyasıdır.

MəKtəb cədvəli haqqında və тйгэккэЬ 
ədədlər haqqında məsələlər bir ümumi cəhə
tə malİKdir: onlar həll olunandan sonra on
ları yoxlamaq çətin deyil (P və Q ədədlərini 
vurub nəticəni N-lə müqayisə etməK və ya 
cədvə11 qoyulan bütün tələblərin yerinə ye
tirilməsinə əmin olmaq). Oxşar məsələlərin 
həlli asan yoxlanılan böyÜK bir sinfi (bir 
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neçə min) aşKar edilib. Sübut edilmişdir kİ, 
onlar hamısı bul düsturlarının ödənməsinin 
tanınması məsələsinə gətirilir. LaKİn onun 
tez həll üsulunu tapmaq riyaziyyatçılara 
heç cür nəsib olmur. Yəqin Kİ, bul məchulla
rının sanKİ bütün mümKÜn qiymətlərini 
seçməKdəm başqa özgə yol yoxdur. Bu halda 
digər məqsəd - dəyişənlərin verilmiş bul 
düsturlarının DOĞRU qiymətini aldığı qiy
mətlərini tez tapmağa imKan verən metodun 
mövcud olmamasını isbat etməK məqsədi ya
ranır. Nəzəri maraqdan başqa, belə isbat 
mühüm praKtİKİ əhəmiyyətə malİKdir. Mə
sələ bundadır Kİ, rabitə xətləri vasitəsi ilə 
Ьапк hesablarının həyata Keçirilməsində is
tifadə edilən bir çox müasir Kriptoqrafiya 
(şifrləmə) sistemləri ödənilən düsturların 
tez tanınması üsulunun mümKÜnsüzlüyü 
fərziyyəsinə əsaslanıb.

PREDİKATLARIN 
HESABLANMASI DİLİ

İxtiyari tavtalogiyanı götürüb ondaKi 
bütün bul dəyişənlərini riyazi mülahizələrlə 
əvəzİəsək, doğru müddəa - teorem almar. 
Məsələn, (A => B) =>(İB =>”İA) düsturundan 
belə doğru hÖKm alınır:

119-un sadə ədəd olmasından alınırsa 
Kİ, bərabərtərəfli üçbucağın bucaqları cəmi 
180° dir, onda bərabərtərəfli üçbucaqda bu
caqların cəminin 180°-yə bərabər olmama
sından 119-un sadə ədəd olmaması alınır.

LaKİn belə “teoremlər” elmi maraq 
Kəsb eləmir. Axı dəyişənlərin yerinə qoydu
ğumuz mülahizələr, yuxarıdaKi misalda ol
duğu Kİmi, mənaca bir-birləri ilə qətiyyən 
bağlı olmaya bilərlər. Bu yeni müddəalar 
məzmunlarına görə yox, ancaq formalarına 
görə doğrudurlar. Daha inKİşaf etmiş for
mal dilin - predİKatların hesablanması dili
nin Köməyi ilə “əsil” teoremlər ifadə etməK 
olar.

PREDMETLƏR VƏ ADLAR

Xatırladaq Kİ, biz mülahizələrin hesab
lanmasına bütöv cümlələri bul dəyişənləri 
ilə əvəz etməKİə gəldİK. Bizi onların qurulu
şu yox, yalnız onların doğru və ya yalan ola 
biləcəyi maraqlandırırdı. İndisə o biri addı
mı atırıq və aşKar edirİK Kİ, ixtiyari mülahi

*

Kurt Qedel.

zədə bir və ya bir neçə obyeKt ayırmaq olar 
Kİ, onda onlar haqqında nə isə iddia olunur. 
Bu obyeKtlər bizi əhatə edən şeylər və ya 
canlı varlıqlar, real predmetlər və ya mücər
rəd mahiyyətlər ola bilər, cümlədə onların 
aşKar şəKİldə adı çəkİİə və ya onlar nəzərdə 
tutula bilərlər, laKİn ixtiyari halda onlar 
var. Riyazi müddəalarda ədədlər, fiqurlar, 
funKSİyalar və s. obyeKtlərdirlər.

Riyazi obyeKt- 
lərin hansı mənada 
və harada mövcud 
olması sualı riya
ziyyatçıları çoxdan 
narahat edir və mü
bahisə doğururdu. 
LaKİn biz bu fəlsəfi 
problemi bir Kənara 
qoyacaq və sadəcə 
hesab edəcəyİK kİ, 
müəyyən predmet 
oblastı - riyazi ob
yeKtlər çoxluğu var 
Kİ, yeni dilin cüm

lələri bu obyeKtlər haqqında nəyi isə israr 
edəcəKİər.

Hər bir təbii və ya süni dildə predmet- 
ləri adlarla işarə edirlər. Onların bəziləri 
KonKret obyeKtləri ifadə edir. Məsələn, ri
yaziyyatda yunan hərfi it ənənəvi olaraq 
çevrə uzunluğunun diametrə nisbətini bildi
rir. Natural ədədlərin onluq yazılışına da 
fərdi adlar Kİmi baxmaq olar.

Riyazi dilin mühüm fərqi dəyişənlərin 
olmasıdır. Dəyişənlər obyeKtləri KonKretləş- 
dirmədən predmet oblastınm ayrı-ayrı ob
yeKtləri haqqında danışmağa və düşünməyə 
imKan verirlər. Azərbaycan dilində hansısa 
ölçüdə həmin işi görməyə imKan verən vasi
tələr var, məsələn, “hər hansı” əvəzliyini 
ğöstərəK. “Hər hansı nöqtəyə baxaq”-deməK 
olar. Müəyyən zamandan sonra yenə həmin 
nöqtə haqqında danışarKən çətinlİKİər yara
nacaq. Əvvəllər baxılan nöqtə nəzərdə tutu
lursa, “hər hansı nöqtədən düz xətt KeçirəK” 
deməK olmaz. Artıq başqa - “bu” əvəzliyin
dən istifadə etməK gərəKdir. LaKİn bir-İKİ, 
hər halda, azsaylı obyeKtlərdən söz gedəndə 
belə deməK olar. Onlar çoxdursa, mahiyyət
cə zaman adları olan dəyişənlər daxil etməK 
daha münasibdir.

MümKÜn olan qiymətləri predmet ob- 
lastının obyeKtləri olan dəyişənlər predmet 

dəyişənləri adlanır. Belə dəyişənləri bul de
yişənlərindən fərqləndirməK üçün kİçİk la
tın hərflərindən istifadə etməK qəbul olu
nub. PredİKatların hesablanmasının tanış 
olacağımız variantı birinci tərtib predİKat- 
ların hesablanması adlanır və yalnız pred
met dəyişənlərdən ibarətdir; daha yÜKSƏK 
tərtibli predİKatların hesablanmasında dig
ər növ dəyişənlərdən də istifadə olunur.

PREDİKATLAR

Predmet oblastının ünsürləri müxtəlif 
xassələrə malİKdir: deyəK kİ, natural ədəd
lər təK, cüt, sadə və s. olur. Xassələrə arqu
menti predmet oblastının ünsürü, qiyməti 
DOĞRU və ya YALAN məntiqi sahibi olan 
funKsiya Kİmi baxmaq olar. Xassələri işarə 
etməK üçün müvafiq Azərbaycan sözləri gö- 
türəcəK və onları funKSİyaların adları Kİmi 
istifadə edəcəyİK, məsələn, CÜT (x), SADƏ 
G/)-

Xassələrdən - bir predmet arqumentli 
funKSİyalardan fərqli olaraq qiymətləri 
DOĞRU və ya YALAN olan, predmet arqu
mentləri isə İKİ və daha artıq olan funKSİya- 
lara baxmaq olar. Belə funKSİyalar predmet 
oblastının ünsürləri arasında münasibətlər 
verir. Misal üçün ədədlər arasında “KİçİK
dir” münasibətini götürəK. Ənənəvi olaraq 
o, x<y Kİmi yazılır, laKİn birmənalılıq üçün 
biz KİÇİKDİR (x,y) yazacağıq.

Xassə və münasibətləri predİKat ümu
mi adı altında birləşdirirlər.

Riyaziyyatda dəyişənlər, sabitlər, xas
sələr və münasibətlərlə yanaşı qiymətləri 
predmet oblastının ünsürləri olan əməliyyat 
və funKSİyalardan da istifadə edilir. İfadəni 
sadələşdirməK üçün predİKatların funKSİya- 
larsız hesablanması variantına baxaq. Bu 
məhdudiyyət əslində dilin ifadə imKanlarını 
azaltmır. Məsələn, toplama əməliyyatı əvə
zinə üçyerli CƏM (x,y,z) predİKatından isti
fadə edib onun ancaq və ancaq x+y=z olduq
da doğru olduğunu hesab etməK Kifayətdir.

PREDİKATLARIN HESABLANMASI 
DİLİNİN DÜSTURLARI

PredİKatlara, KonKret predmet oblastı 
obyeKtlərinin və predmet dəyişənlərinin ad
larına malİK olaraq biz atomar (ən sadə) düs
turlar qura bilərİK. Məsələn, BÖYÜKDÜR

(x, 2), BÖLÜNÜR (x, y), HASİL (p, q, r).
Propozisional dəyişənlərin yerinə ato

mar düsturlardan istifadə edərəK inKar, 
KonyunKsiya, dizyunKSİya və impİKasiyanın 
Köməyi ilə, məsələn, aşağıdaKilar Kİmi daha 
тйгэккэЬ məntiqi düsturlar qurmaq olar:

KİÇİKDİR (3, 4) & KİÇİKDİR (4, 6), (*) 
KİÇİKDİR (3, x) & KİÇİKDİR (x, y) (**)

Birinci düsturda predmet dəyişənləri 
yoxdur, buna görə də ona daxil olan atomar 
düsturların qiymətlərini hesablayaraq biz 
bütün (*) düsturunun qiymətini də tapmış 
oluruq. Aydındır Kİ, o, doğrudur.

(**) düsturunun məntiqi qiyməti, ona 
daxil olan x və y predmet dəyişənlərinin qiy
mətləri göstərilməyibsə, təyin olunmayıb. 
Bununla belə, bu dəyişənlərə KonKret qiy
mət vermədən, məsələn, soruşmaq olar Kİ:

- düzdürmü Kİ, x və z/-in bütün qiy
mətlərində (**) KonyunKsiyası həqiqətdir;

- düzdürmü Kİ, x və ı/-in elə qiy
mətləri var Kİ, onların qiymətlərində (**) 
KonyunKsiyası həqiqətdir;

- düzdürmü Kİ, x-in hər bir qiymə
ti üçün z/-in elə bir qiyməti var kİ, onun 
üçün (**) KonyunKsiyası həqiqətdir;

- düzdürmü Kİ, ı/-in elə bir qiymə
ti var Kİ, bu qiymətdə x-in bütün qiymətləri 
üçün (**) KonyunKsiyası həqiqətdir?

Riyazi məntiqdə “mövcuddur” və “bü
tün... üçün” sözlərinin əvəzinə Kvantorlar 
adlanan xüsusi simvollardan istifadə edilir: 
mövcudluq Kvantoru 3 və ümumilİK Kvanto- 
ru V-dir. (Bu simvollar exists - “mövcud
dur” və all - “bütün” ingilis sözlərinin baş 
hərfidir). Onların Köməyi ilə əvvəİKİ ifadə
lər belə yazılır:

(Vx(Vı/KİÇİKDİR (3,x)&KİÇİKDİR (x, y))), 
(3x (3ı/ KİÇİKDİR (3,x) & KİÇİKDİR (x, y))), 
(Vx(3ı/ KİÇİKDİR (3,x) & KİÇİKDİR (x, z/))), 
(3ı/(Vx KİÇİKDİR (3,x) & KİÇİKDİR (x, ı/)))

Kvantorlar bir-biriylə sıx bağlıdır və 
biri o biri ilə ifadə olunur. Məsələn, “bütün 
x-lər üçün A(x) doğrudur” yerinə “doğru de
yil Kİ, elə x mövcuddur Kİ, A(x) doğru de
yil”, “x mövcuddur Kİ, onun üçün A(x) 
doğrudur” yerinə isə “doğru deyil Kİ, bütün 
x-lər üçün doğru deyil Kİ, A(x)” deməK olar.

Propozisional düsturların tərifinə ox
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şar olaraq biz predixatlarm hesablanması 
düsturunun induxtiv tərifini verə bilərİK:

1. Hər bir atomar düstur predixatlarm 
hesablanması düsturudur.

2. Əgər Ф predixatlarm hesablanması 
düsturudursa, onda (^Ф) - də predixatlarm 
hesablanması düsturu olacaq.

3. Əgər Ф, və Ф, predixatlarm hesab
lanması düsturudursa, onda (Ф&Ф,), 
(Ф, v Ф2), (Ф, => Ф2), (Ф, = Ф2) ifadələri də 
predixatlarm hesablanması düsturları ola
caq.

4. Əgər Ф predixatlarm hesablanması 
düsturudursa və x predmet dəyişənidirsə, 
onda (Х/хФ) və (ЗхФ) ifadələri də predixatla- 
rın hesablanması düsturları olacaq.

5. Yuxarıdaxı bəndlərə əsasən predi- 
xatların hesablanması düsturu olanlardan 
başqa heç bir digər obyextlər predixatlarm 
hesablanması düsturu deyil.

Artıq deyildiyi ximi, predmet dəyişən- 
ləri obyextlərin zaman adlarıdır. Predixat- 
larm hesablanması düsturunun təyininin 
4-cü bəndindəxi mötərizələr x dəyişəninin 
“öz simasını saxladığı” zonanı məhdudlaşdı
rır. Məsələn, heç bir ədəd eyni zamanda cüt 
və təx deyilsə də,

(Эх (CÜTDÜR (x) & BÖYÜKDÜR (x,2))) & 
& (Эх (TƏKDİR (x) & KİÇİKDİR (x,5))) (***) 

düsturu doğrudur. Düsturda yalnız bir 
predmet dəyişənindən istifadə olunub, laxin 
burada ixi ədədin mövcudluğu iqrar olunur: 
birincisi - cüt - 2-dən böyüx, ixincisi isə - 
təx - 5-dən xiçix. Analoji səbəbə görə

(Эх (CÜTDÜR (x) & BÖYÜKDÜR (x,12))) & 
& TƏKDİR (x) (***)

düsturunun doğru olub-olmayacağını soru
şa bilmərix, belə xi, TƏK predixatmın arqu
menti olan x-in mövcudluq xvantorundan 
sonra dayanan x-ə heç bir aidiyyəti yoxdur. 
Deməx qəbul olunub xi, x dəyişəni TƏK pre- 
dixatmın arqumenti ximi bu düstura sər
bəst, CÜT və BÖYÜKDÜR predixatlarımn 
arqumenti ximi isə bağlı daxil olur.

Predmet dəyişənlərinin bütün daxilol
malarının qapalı olduğu düstur ((***) misa
lında olduğu ximi) qapalı düstur adlanır. 
Düstur qapalı deyilsə, onun həqiqi, ya yalan 
olması haqqında ancaq düstura sərbəst daxil 
olan bütün dəyişənlərin qiymətlərini göstə- 

rərəx danışmaq olar. Belə xi, (****) düsturu 
x=3-də doğru, x=4-də yalandır.

Laxin “cüt”, “təx”, “böyüx”, “xiçix” 
sözlərinin mənasını bilməyən adam bu düs
turlar haqqında nə deyə bilər? Onun üçün 
əvvəlcə nəzərdə tutduğumuz modeli təsvir 
etməx, məhz seçdiyimiz predmet oblastının 
natural ədədlər, CÜT, TƏK, BÖYÜK və Kİ
ÇİK anlayışlarının bu ədədlərə və ədədlər 
arasındaxı münasibətlərə uyğun xassələr ol
duğunu deməx lazım gələcəx.

MÜHÜM DÜSTURLAR

Beləlixlə, (***) düsturunun doğru sa
yılması üçün ona daxil olan sözlərin mənası
nı bilməx tələb olunur. Bu şərt ona dəlalət 
edir xi, biz hələ tam formalaşmağa çatma
mışıq. Bu və ya digər riyazi nəzəriyyənin 
qurulmasında oxşar problem baş qaldırmır. 
At, A2, ..., Anı qapalı düsturlarının axsiom- 
lar adlanan müəyyən miqdarı verilir. İndi 
isə düsturun doğru olub-olmaması sualının 
yerinə o, verilmiş axsiomlardan çıxırmı sua
lını qoyuruq. Məhz belə: Ф qapalı düsturu 
An A2, ..., Am düsturlarının hamısının doğ
ru olduğu ixtiyari modeldə doğrudursa, 
AyA-2^ •••> Am axsiomlarının məntiqi nəticəsi 
hesab olunur. Belə modellər, ümumiyyətlə, 
çox ola bilər.

Misal olaraq aşağıdaxı axsiomatixanı 
götürəx:

Д. VxVy (СЭМ(хД у) => (QOŞA(x) = 
^OŞA(z/))),

A2. VxVv (CƏM(x,2, y) =
= 3z(CƏM(x,l,z) &СЭЩг&у)У)

Hər ixi axsiomun doğru olduğu birinci 
model ximi CƏM münasibətinin ənənəvi an
lamı ilə natural ədədlərə baxaq, QOŞA xas
səsi altında isə CÜT başa düşəcəyix. Bu 
modeldə A} axsiomu göstərir xi, əgər x cüt- 
dürsə, onda x+1 təxdir və tərsinə. A2 axsio- 
mu x+2=(x+l)+l elementar eyniliyinə 
uyğundur.

İxinci model birincidən onunla fərqlə
nir xi, QOŞA xassəsi altında TƏK başa dü
şülür. Bu ixi modeldə QOŞA xassəsinin 
fərqli anlamda təfsirinə (izahına) baxmaya
raq A, və A2 axsiomları doğru olaraq qalır.

Ф düsturu Ar və A2 axsiomlarının nəti
cəsinə misaldır:

VxVj/(CƏM(x,2,!/)=>
=> (QOŞA(x) s (QOŞA(y)))

Birinci modeldə o, belə izah olunur: 
əgər x natural ədədi cütdürsə, onda x+2 də 
cütdür və tərsinə. Yuxarıda baxılan hər ixi 
modeldə hər ixi axsiomun doğruluğundan 
çıxır xi, yenə də QOŞA xassəsinin əxs anla
mına baxmayaraq onlarda Ф düsturu da doğ
rudur.

Nəticənin tərifində Ф düsturu Alt A2, 
..., Am axsiomlarının doğru olduğu bütün 
modellərdə doğrudur deməx əvəzinə - de- 
məx olar xi,

Aj & A2 & ... & Am=> Ф 
ixtiyari modeldə doğrudur. Həqiqətən, axsi- 
omların biri hər hansı modeldə doğru deyil
sə, onda implixasiyamn mühaximəsində 
dayanan bütün xonyunxsiya doğru deyil, 
deməli, implixasiya doğrudur. Digər tərəf
dən, hər hansı bir model üçün bütün axsi- 
omlar ödənirsə, onlardan və At &A2 & ... & 
& Am=> Ф düsturundan modus nonsens qay
dasına əsasən Ф-in doğruluğunu alırıq.

Bizim misalda
(VxV/CƏM(x,l,ı/)=> 

=>(QOŞA(x) = 1 QOŞA(z/))))& 
&(VxVj/(CƏM(x,2, ı/) s 

s Э2(СЭМ(хД ı/)&(CƏM(x,L Z/)))) => 
=> (V V (CƏM(x,2, y) => 

=► (QOŞÄ(x) sQOŞA(ı/)))) 
düsturu bütün modellərdə doğru olur.

Predixatlarm hesablanması düsturları
nın qurulması qaydalarını verərxən biz qav
ramanın asanlaşdırılması üçün predixatla- 
rın adları ximi Azərbaycan sözlərindən isti
fadə etdix. Latın əlifbasının hərflərindən is
tifadə daha ənənəvi və beynəlmiləldir. Belə, 
daha mücərrəd yazılışda sonuncu düstur 
aşağıdaxı şəxli ala bilər:

(V,V, (S(x, а, у) => (Их) = 1 P(y))))& 
&(V, v7 (Жх, ft, y) = 3z№, a, z)&

& S(z, а, у)))) => (VxVj4S(^ b, у) =>
=> (ад W»)

Mahiyyətcə bu artıq riyazi yox, sırf 
məntiqi teoremdir. Müxtəlif predmet oblast- 
ları seçərəx vəP və S predixat simvollarına, 
eləcə də xonxret obyextləri bildirən tz və ft 
simvollarına müxtəlif təfsir verərəx ondan 
müxtəlif riyazi teoremlər almaq olar.

Qapalı düsturun ixtiyari modeldə doğ
ru olması xassəsi mühümlüx adlanır. Preuı- 

xatların hesablanmasının mühüm düstur
ları mülahizələrin hesablanmasının eynilix- 
lə doğru düsturlarının (tavtalogiyaların) 
oxşarlarıdır. Riyaziyyatın bu və ya digər sa
həsinin axsiomatix qurulması zamanı T teo
reminin isbatı

Aj & A2 & ... & Ап=> T 
implixasiyasının, burada An A2, ..., An 
uyğun axsiomlardır, mühümlüyünün isbatı
na gətirilir.

Verilmiş qapalı düsturun ixtiyari mo
deldə doğruluğunu necə müəyyən etməli? 
Tavtalogiyalardan fərqli olaraq burada bü
tün mümxün halları seçməx olmaz. Buna 
görə də predixatlarm hesablanmasının qu
rulmasını riyazi məntiqin əsas uğurlarından 
biri hesab etməx olar. Mühaximələrin sayıl
masına oxşar olaraq, predixatlarm sayılma
sı müəyyən ilxin mühüm düsturlar və yeni 
düsturların qurulması qaydaları ilə (bu qay
dalar xifayət qədər mürəxxəb olduqlarından 
burada gətirilmir) verilir. Predixatlarm he
sablanması haqqında, mülahizələrin hesab
lanmasına oxşar olan ixi teorem isbat 
olunmuşdur:

EVKLİDDƏN HİLBERTƏ

Tarixi olaraq riyaziyyatın qurulmasının aKsio- 
matiK metodu həndəsədən başlayıb. EvKİid KİassiK 
“Başlanğıclar” əsərində tələb olunan aKsiomların 
tam siyahısını verməyə cəhd göstərib.

Sonraxı yüzilliklərdə aşxar edildi Ki, bu aKsiom
lar Kifayət etmir, ona görə də isbatlarda seyrçi ob
razlara apellyasiya baş verir. XIX əsrin sonunda öz 
elementar həndəsə aKSİomatİKasını təKİif etmiş D. 
Hil- bert bu nöqsanlardan qaça bildi. Hilbertin aşağı- 
daKi Kəlamı dillər əzbəri oldu: “Ona nail olmaq lazım
dır kİ, nöqtələrin, düz xətlərin və müstəvilərin yerinə 
stol, stul və pivə fincanlarından danışılsın”.

KorreKtlİK haqqında teorem. Predi
xatlarm hesablanmasında çıxarılan bütün 
düsturlar mühümdür.

Tamlıq haqqında teorem. İxtiyari mü
hüm düstur predixatlarm hesablanmasında 
çıxarıla biləndir.

Tamlıq haqqında teoremi 1930-cu ildə 
birinci tərtib predixatlarm hesablanması 
üçün Kurt Gödel çıxarıb. Daha yüxsəx tər
tibli hesablamalar üçün tamlıq haqqında ox
şar teorem yoxdur.
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SVİFTİN “MƏNTİQİ MAŞINI”

Professor mənə izah elədi kİ, o, ayrı-ayrı həqi
qətlərin Kəşfi üçün nəzərdə tutulmuş xüsusi mexa
niki cihazların hazırlanması üzərində işləyir... Onun 
ixtirası sayəsində ən nadan və istedadsız insan və
saitinin və fiziki qüvvəsinin kİçİk hissəsini sərf et
mənlə fəlsəfə, poeziya, siyasət, hüquq, riyaziyyat 
və ilahiyyat üzrə Kitablar yaza bilər. Burada o məni 
yanlarında onun bütün tələbələri dayanmış çərçivə
yə tərəf apardı. Bu çərçivə iyirmi Kvadrat fut idi və 
otağın ortasında yerləşmişdi. Onun səthi hər biri bö
yüklü-kiçikli zər boyda olan çoxlu taxta lövhədən 
ibarət idi. Onlar hamısı bir-birləriylə nazİK tellərlə bir
ləşdirilmişdi. Lövhələr üzərinə Kağız parçaları yapış
dırılmış və bu Kağızlarda Balnibarbi dilində müxtəlif 
şəKillərdə, zamanlarda və hallarda, laKİn heç bir

RİYAZİ MƏNTİQİN UĞURLARI

Əgər hər hansı qapalı düstur mühüm- 
dürsə, buna predİKatların hesablanmasının 
Köməyi ilə sonlu sayda addımla əmin olmaq 
olar. Bəs düstur mühüm deyilsə, nə etməli? 
Burada propozisional düsturlarla oxşarlıq 
qurtarır Kİ, onların da tavtalogiyasızlığı, ən 
azı prinsipcə, dəyişənlərin sonlu sayda 
mümKÜn qiymətlərini seçməKİə müəyyən 
olunur. Riyazi məntiqin mühüm uğurların
dan biri ondadır kİ, belə bir hÖKm sübut 
olunmuşdur:

✓ Elə bir universal metod mövcud deyil 
Kİ, predİKatların hesablanmasının ix
tiyari qapalı düsturu ilə bu düsturun 
mühüm olmasını bilməyə imKan ver
sin.

Bu faKtı isbat etməK üçün riyazi mən
tiqin yeni bölməsini - alqoritmlər nəzəriy
yəsini yaratmaq tələb olundu. O nəyi isbat 
etməK olar, nəyi olmaz yox, nəyi hesabla
maq olar, nəyi olmazın öyrənilməsi ilə məş
ğul olur. Riyaziyyatın hər hansı bölməsinin 
aKsiomatİK qurulması zamanı Alf A2, An 
aKsiomlarının seçiminə, mahiyyətcə, yalnız 
bir tələb - ziddiyyətsizlİK tələbi irəli sürü
lür, yəni bütün aKsiomların doğru olduğu 
heç olmazsa bir model mövcud olmalıdır. 
Əks halda ixtiyari düstur aKsiomların mən
tiqi nəticəsi olacaq. Xüsusi halda, qapalı T 
düsturu necə olursa-olsun, Alt A2, ..., An 
predİKatlarının hesablanmasında həm T, 
həm də onun inKarı T-ni çıxartmaq olar. 

qaydaya uyğun olmayan, Balnibarbi dilinin bütün sözləri 
yazılmışdı.

Professor maşını işə salmağa hazırlaşdığı üçün diqqət 
xahiş elədi. Onun Komandası ilə tələbələr çərçivənin Kəna
rına taxılmış dəmir dəstəkdən yapışdılar və onu cəld dön
dərdilər. Bütün lövhələr döndülər və sözlərin yerləşməsi 
tamamilə dəyişdi. Professor onda otuz altı tələbəsinə yara
nan sətirləri onlar çərçivədə yerləşdiyi qaydada oxumağı 
əmr etdi. Əgər üç ya dörd söz müəyyən mənalı ifadənin his
səsi Kimi səslənirdisə, onu Katib rolu oynayan qalan dörd 
tələbəyə diqtə edirdilər. Bu məşğələ üç-dörd dəfə təKrar 
edildi. Maşın elə qurulmuşdu ki, hər dövrdən sonra lövhələr 
dönür və hərəKət edir, sözlər yeni qaydada yerləşirdi.

Conatan Svift. 
“Oulliverin səyahəti”

Aydındır kİ, hər şeyin doğru və hər şeyin 
yalan olduğu belə nəzəriyyə heç bir qiymətə 
layiq deyil.

AKsiomatİKanın digər arzu olunan, la
Kİn mütləq olmayan xassəsi - onun tamlığı
dır. Bu, aşağıdaKinı bildirir: əgər biz elə bir 
qapalı T düsturunu götürsəK Kİ, predİKatla- 
rın ona daxil olan simvollarına aKsiomlarda 
rast gəlinir, onda ya T düsturu, ya da onun 
1 T inKarı aKsiomdan məntiqi çıxır. Məlum 
oldu Kİ, o qədər də sadə olmayan aKsiomatİK 
nəzəriyyə üçün, məsələn, artıq natural 
ədədlər hesabı üçün aKsiomatİKanın ziddiy- 
yətsizliyi və tamlığı uyuşmayan xassələrdir 
Kİ, bunu da Gödelin məşhur natamamlıq 
haqqında birinci teoremi iddia edir. Onu 
gücləndirilmiş formada belə ifadə etməK 
olar:

S İxtiyari ziddiyyətsiz At, A2, ...»An ак- 
siomlar sistemləri üçün elə çoxdəyi- 
şənli tam əmsallı M çoxhədlisi göstər- 
тэк olar Kİ,

M(xv x2,...,xm) = 0
tənliyi tam ədədlərdə həllə maliK de
yil, laKİn bunu Ap A2, ...,An- dən çı
xarmaq olmaz.

BeləliKİə, riyaziyyatçıların fəaliyyət 
növlərindən biri - aKsiomlar sistemlərinin 
işlənməsi - heç vaxt tÜKənməyəcəK. Adama 
elə gəlir Kİ, bu, (teoremlərin isbatından 
fərqli olaraq) sadə işdir, laKİn əslində aKsio- 
matİKanm ziddiyyətsizlİK tələbinə əməl et- 
тэк asan deyil. Doğrudan da, aKsiomların

DUZ GÖR NƏDƏDİR

insanin yox, maşının yoxladığı formal isbat çox 
qeyri-standart formaya maliK ola bilər kİ, bununla 
da son illərin heyrətamiz nəticələri bağlıdır.

Ənənəvi riyazi isbat, predİKatların hesablanma
sından və ya mülahizələrin hesablanmasından nə
ticə Kimi, zəncirdən asılan уйкэ bənzəyir. Hər bir 
halqa möhKəm olmalıdır: bir halqa qırılsa, уйк düşə
cəK. Riyaziyyatçı və Kompyuter ənənəvi isbatı yox
layarkən hər bir addımın düzgünlüyünə əmin olma
ğa borcludur. Bəs isbatı tam oxumadan “yoxlamaq” 
olarmı? İlk baxışdan ideya cəfəng görünür. Lakin 
belə bir oxşarlığa baxaq.

Bir banka şəxər tozumuz var (isbat) və şübhə
lənirik ki, bankaya duz dənəsi düşüb (isbatda səhv 
vəsilə). Əlbəttə, hər bir dənənin dadına baxmaqla 
bankadakinı sərf-nəzər etmək olar (ənənəvi yoxla
ma üsulu). Lakin başqa cür də hərəkət etməK olar. 
Bankadakinı suda həll edəK və bir damlanın kimyəvi 
analizini keçirək. Duz aşkarlanarsa, “isbat səhv 
olub”. Əgər yoxlama üçün götürülmüş damlada duz 
molekulu aşkarlanmasa, duz dənəsinin ümumiyyət
lə olmamasına zəmanət yoxdur - birdən damla gö
türülən anda bütün duz molekulları bankanın o biri

verilmiş dəstinin ziddiyyətsiz olduğunu 
necə isbat etməli? Hər hansı Al,A2,...,An 
aKsiomlar çoxluğunun ziddiyyətsizliyinin 
isbatını digər A',A^, ...,A'm aKsiomlar çoxlu
ğu əsasında aparmağa cəhd etməK olardı. 
Təəssüf Kİ, yeni aKsiomatİKa ziddiyyətsizli- 
yini isbat etməK istədiyimiz o biri aKsioma- 
tİKadan zəif olmamalıdır. Bu, Gödelin nata
mamlıq haqqında İKİnci teoremindən çıxır.

J Heç bir trivial olmayan sistemin zid- 
diyyətsizliyi bu sistemin öz vasitələri 
ilə isbat edilə bilməz.

Bizim günlərdə riyaziyyata yeni aK
siomlar çox az gəlir, laKİn əslində bu onun 
sonraKi inKİşafı üçün mühüm deyil. Çoxdan 
məlumdur Kİ, müasir riyaziyyatın böyÜK 
hissəsinin əsasında çoxluqlar nəzəriyyəsi 
durur Kİ, onun üçün də sonlu aKsiomatİKa, 
özü də birinci tərtib predİKatların hesablan
ması dilində, qurmaq mümKÜn olub. Bu ак- 
siomatİKanm müxtəlif variantları mövcud
dur, ən məşhurları Sermelo - Frenxel aKsi- 
omlarıdır. DeməK olar Kİ, bütün riyazi teo
remlər predİKatların hesablanması qaydası 
ilə onlardan çıxarılır və ƏKSər riyaziyyatçı
lar bu çərçivədən Kənara çıxmırlar.

hissəsinə Keçib. LaKİn bankadaki dənələrin miqdarının də- 
nədəki moleKulların miqdarı ilə müqayisəsi göstərir Kİ, bu
nun ehtimalı xeyli kiçikdir.

Formallaşdırılmış riyazi isbatlar üçün oxşar “əridici” fi
kirləşib-tapmaq mümkün olub. Budur o: ixtiyari ənənəvi i is
batını qeyri-ənənəvi Q isbatına (“su ilə”, buna görə daha 
uzun) çevirmək olar. Bütün Q isbatının yoxlanması teore
min doğruluğuna zəmanət verir. Eyni zamanda əgər teorem 
doğru deyilsə, onda Q isbatının sanki ixtiyari hissəsi səhv 
(“az duzlu”) olacaq. Belə ki, gözəyarı / uzunluğuna malik Q 
fraqmenti götürsək, Q-nin səhv olması verilmiş fraqment 
üzrə /-dən asılı olan müəyyən p ehtimalı ilə müşahidə olu
nacaq. Fərz edək ki, hətta p böyÜK deyil, deyəx ki, p = 1/2. 
Hər dəfə yeni fraqment seçməklə yoxlamanı n dəfə davam 
etdirsək, onda səhvi aşkar etməmək ehtimalı (əslində o 
varsa) 2n-dən çox olmayacaq. Artıq n =100 olanda bu ehti
mal, 2'00, Kompyuterin aparat nasazlığı ehtimalından xeyli 
azdır, deməli, adamın buraxdığı səhvdən də çox-çox azdır.

Müəyyən ehtimalla yoxlanılan oxşar isbatlar üçün bir 
neçə ad təklif olunub ki, onlardan biri də holoqrafik isbatdır. 
Holoqramın kiçik fraqmenti bütün “şəkİİ” haqqında informa
siya daşıyan kimi, səhv holoqrafik isbatın kiçik “parçası” da 
özü çox ehtimalla səhvə malikdir.

NƏSİRƏDDİN TUSİNİN 
ƏSƏRLƏRİNDƏ MƏNTİQ

İslam xilafətinin İİk dövrlərində ƏKSər 
xalqların - yunan, fars, hind və s. Kimi - 
elmi, ədəbi irsi ərəb dilinə tərcümə edilmiş, 
onlara çoxlu şərhlər verilmiş və bu bilgilər 
daha da inKİşaf etdirilmişlər. Bunların ara
sında KİassİK Yunan elmi irsinin yerini xü
susilə qeyd etməK lazımdır. Mübaliğiyə yol 
vermədən söyləməK olar Kİ, KİassİK Yunan 
elmi irsinin ƏKSər əsərləri məhz bu tərcü
mələr və şərhlər əsasında günümüzə Kİmi 
saxlanmışlar. Orta əsrlər yaxın şərqində el
min bütün sahələrində yunan elmi irsinin 
təsiri danılmazdır. Təsadüfi deyil Kİ, Aris
totel həmişə bizim KİassİKİərimiz tərəfin
dən “Birinci Müəllim” sayılmış və ona “Sa
hib əl-məntiq” ləqəbi verilmişdir. Qeyd 
edəK Kİ, əl-Farabi yalnız “İKİnci müəllim” 
sayılmışdır. Şərq məntiqçiləri Aristotel ir
sinin tam daşıyıcısı olmaqla yanaşı, onun 
davamçıları olmuşlar.

HazırKi məqalədə ƏKSərən əl-Fərabi, 
İbn Sina və N. Tusinin əsərlərində faydalan
mışıq. Tərcümələr bizim tərəfdən aparılmış
dır.

N.Tusinin KİassİK məntiqə həsr edil- 
miı üç əsəri dövrümüzə Kİmi gəlib çatmış-
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dır. Bunların arasında böyÜK həcmli “Əsas 
əl-iqtibas” (“Bilgilərin əldə edilməsinin 
əsasları”. Fars dilində) traKtı ən funtamen- 
tal olanıdır.

İKİnci əsər İbn Sinanın “Əl-işarat vət- 
tənbihat” Kitabına Tusinin şərhlərindən 
ibarət olan “Əş-şərh əl-işarat vət-tənbihat” 
əsəridir. Əsər ərəb dilindədir. Bu əsərin 
ibn Sinanın vəfatından sonra onun irsinin 
yenidən canlanmasında böyÜK rolu olmuş
dur. “Əş-şərh əl-işarat vət-tənbihat” əsəri
nin bir hissəsi 2004-cü ildə S.Bayramov 
tərəfindən azərbaycan dilinə tərcümə edilə
rəK, ayrıca Kitab şəKİində nəşr edilmişdir. 
Görülən bu nəcib işin dəyərini şübhə altına 
almadan, qeyd etməK lazımdır kİ, müasir 
oxucu üçün Kitabın bəzi məqamalarını an
lamaqda müəyyən çətinlİKİər də mövcud
dur. Bu səbəbdən orta əsr müəlliflərinin, o 
cümlədən N.Tusinin fİKİrlərinin müasir 
formal məntiq dilində ifadə edilməsini ак- 
tual məsələlərdən hesab etməK olar.

“Təcrid əl-məntiq” Tusininin digər İkİ 
böyÜK həcmli əsərləri Kimi KİassİK məntiqə 
həsr edilmişdir. Adı çəKİlən əsər digərlə
rindən özünün yığcam olması və laKonİK fi- 
Kİrləri ilə seçilsə də, onlarda baxılan bü
tün məsələləri əhatə edir. Bu barədə N.Tu
si Kitabın əvvəlində yazır:

“ Bismillahir-rəhmanir-rəhim
Allahı şüur edənlərin həmdilə həmd 

edirəm. Və Mühəmməd və onun рак ailə
sinə səlavət göndərirəm.

Amma bundan sonra - məntiqin əsas
larının və onun məsələlərini sistematiK şə
Kİldə təcrid edib (ayıraraq), laKoniKliyin və 
izahların inciləri ilə örtməKlə, elə bir təcrid
lə Kİ, hafiz (bu elmlə tanış olanlar) üçün 

onun tƏKrarı, öyrənmən istəyənlər üçün isə 
onun ziKr edilməsi (öyrənilməsi) yüngül ol
sun. Və onu doqquz fəsildə tərtib etdiK”.

Tusinin əKSər əsərləri Kimi “Təcrid əl- 
məntiq” əsərini də bir sıra alimlər dəfələrlə 
şərh etmişlər. Bunların arasında N.Tusinin 
tələbəsi olmuş Əllamə Hillinin şərhlərindən 
ibarət olan “Cövhər ən-nəzid fi şərh təcrid 
əl-məntiq” (“Mücərrəd məntiqin nizamlan
mış cövhəri”) əsəri xüsusilə məşhurdur. 
Materialın təhlilindən aydın olur kİ, cox 
vaxt Hillinin şərhləri N.Tusinin İbn Sina- 
nm “Əl-işarat vət-tənbihat” əsərinə verdiyi 
şərhlərlə üst-üstə düşürlər.

KLASSİK MƏNTİQ ELMİ VƏ 
ONUN MƏSƏLƏLƏRİ

Məntiq sözü ərəb dilində “nətəqə” da
nışmaq sözündən götürülmüşdür. Hərfən 
dil, nitq deməKdir. Məntiq elminə İkİ ya
naşma olmuşdur. Bir qism orta əsrlər alim
ləri onu elm deyil, incəsənət saymışlar. Di
gərləri isə - əl- Farabi, İbn Sina, N.Tusi və 
s. - məntiqi elm saymışlar. Necə Kİ, Tusui- 
nin İbn Sinaya etdiyi şərhlər arasında aşa- 
ğıdaKinı tapırıq: ’’BeləliKİə, məntiq özlü
yündə bir elmdir və başqa elmlər üçün də 
bir alətdir”

Məntiqin məqsədinə gəldİKdə isə xü
lasə şəKİldə aşağıdaKinı söyləməK olar: 
məntiq elə qanunlar və qaydlar sistemidir 
Kİ, onları rəhbər tutmaqla, insan düşüncə 
çaşqınlığından qorunmuş olur, məlum olan 
sağlam əsaslardan əldə edilməsi mümKün 
olan hər bir anlayışın əldə edilməsi üçün 
düzgün Keçidlər (yollar) müəyyən edilir, 
bu analyışların durumları əldə edilir və 
düzgün olmayan Keçidlər (yollar), bu Keçid
lər və onların növləri, sayları, səbəbləri 
müəyyən edilirlər.

Elmi üsullar üç sayılmışlar:
1. Silloqizmlər (qiyas). Qiyas hərfən 

tutuşdurulma, müqayisə edilmə, ölçülmə, 
qəlibə tutulma Kimi tərcümə edilə bilər. Me
todun mahiyyəti isə ən ümumi olanın xüsu- 
siliyə tətbiqindən ibarətdir. Məsələn “A B- 
dir, B C-dirsə, onda A C-dir” ümumi qanu- 
nauyğunlunun “Hər bir Kvadrat paraleloq
ramdır, istənilən paraleleoqramm diaqonal
ları Kəsişmə nöqtəsində yarıya bölünürlər” 
təKİifindən “onda istənilən Kvadratın diaqo

nalları Kəsişmə nöqtəsində yarıya bölünür
lər” təKİifinin əldə edilə bilməsi Kimi. Sillo- 
qistİK tərKİbdə hədlər arasında ortaq olan
lar var Kİ, əsas məqsəd onların aradan götü- 
rülərəK, ortaq olmayanlar arasında düzgün 
əlaqənin əldə edilməsindən ibarətdir.

2. İnduKsiya (istiqra). Silloqizlmlər- 
dən fərqli olaraq burada xüsusi halların 
araşdırılıması ilə ümumi nəticə əldə edilir. 
“İstiqra” sözünün hərfən mənası Kənd və 
Kəndi gəzməKdir.

3. Analogiyalar (təşbeh). Bir şeyin 
özünün deyil ona bənzər olanların araşdı
rılması ilə həmin şey haqqında düşüncənin, 
hÖKmün əldə eidlməsindən ibarətdir. Məsə
lən, düzgün çoxbucaqlının sahəsinin onun 
yarımperimetri ilə mərKəzdən tərəfə endi
rilmiş hündürlüK hasilinə bərabər oldu
ğunu müəyyən edib, buradan dairənin sa
həsinin onun radiusu ilə çevrəsinin uzunlu
ğunun yarısına hasilinə bərabər olduğu 
qənaətinə gəlməK Kimi.

BeləliKİə, KİassİK məntiqin əsas məsə
ləsi silloqistİK mülahizələr və onlardan 
düzgün nəticələrin alınması və onların çe
şidli tətbiqlərindən ibarətdir. Burada İKİ 
məsələni qeyd etməK lazımdır: birincisi sil- 
loqizmlərin əldə edilməsi və onların dü- 
zümlənməsi üçün zəruri olan iİKİn əsasla
rın bəyan edilməsi; İKİncisi isə silloqizmlə- 
rin düşüncənin müxtəlif sahələrinə tətbiqi 
ilə bağlı olan məsələlər.

Bu İkİ məsələ ilə KİassİK məntiqin mə
sələlərinin təsnifatı əldə edilərəK səkkİz 
qismdə tərtib edilirlər. Bunu əl-Fərabinin 
“Elmlərin təsnifatı” Kitabında da görməK 
olar. Adı çəKİlən əsər mərhum ərəbşünas, 
aramızdan vaxtsız Köçmüş Əmirşah Əmi- 
rəhmədov tərəfindən 2006-cı ildə dilimizə 
tərcümə edilərəK, nəşr edilmişdir. Kitabın 
50-52-ci səhifələrində aşağdaKalarla rastla
şırıq: “BeləliKİə, məntiqin hissələri zəru
rətlə səKKİzdir. Onlardan hər biri ayrıca 
bir Kitabda əhatə edilmişdir”.

Bu Kitablardan İKİsi silloqizmlərə Kİ- 
mi zəruri bazanın əldə edilməsinə həsr edi
lib. Üçüncü Kitab silloqizmlər, son beş mə
sələ isə silloqizmlərin tətbiqi ilə bağlı mə
sələləri əhatə edir.

Birinci Kitab təK-təK sözlər və onların 
haqqında qanunları ehtiva edir. Bunlara 
ərəb dilində “Əl-Məqulat”, yunan dilində 
isə “Kateqoriyalar” adlanırlar. Burada təK- 

təK varlıqlar və onlara dəlalət edən sözlər 
haqqında qanunauyğunluqlar tədqiq edilir
lər. İİk olaraq simvolun - sözün mənayla 
qarşılıqlı əlaqəsi, mahiyyət etibarı ilə 
onunla bağlılığı - onun zatının, əslinin, ya 
ondan zahir olan arizliyin işarəsi olması və 
s. Kimi məsələlərə baxılır. Kateqoriyalar və 
onların geniş izahı ilə N.Tusinin fəlsəfi 
“Təcrid əl-etiqad” əsərində tanış olmaq 
mümKÜndür. Adı çəKİlən məntiqi əsərdə 
isə bu məsələlər zəruri şəKİldə öz ƏKsini 
tapmışlar. “Zatı olan odur kİ, onun zatı 
(əsli, özlüyü) ondan кэпаг olaraq biçimlən- 
mir “canlı olmaq” və “natiqliyin” insan 
üçün və “insan”ın Zeyd üçün misalında ol
duğu Kimi. Ərəzi olanlar isə onun zatı (öz
lüyü) biçim tapandan sonra ona aşKar ay
rılmaz olaraq - bucağın üçbucağa münasi
bətində olduğu Kimi, - ya aşKar olmaya
raq, müəyyn bir vasitə ilə - “onun üçün 
(üçbucaq üçün) onun bucaqlarının cəmi İkİ 
düz bucağa bərabər olması Kimi - qoşulan- 
lardandırlar. Ya da “gəncliyin” Zeyd üçün 
misalında olduğu Kimi ondan lənglİKİə ay
rılmaqla, ya da sürətli olaraq - “ayaq üstə 
olmağın” onun üçün olduğu Kimi”.

Kateqoriyaların sayı ondur:
1. Cövhər. Onun beş növü var: surət, 

maddə, onlardan təşKİl edilmiş тйгэккэЬ 
cism, əql və nəfs. Yerdə qalan doqquzu isə 
ərəzlərdirlər (aKsidensiyalardırlar): 2. Kə
miyyət, 3. Keyfiyyət, 4. İzafəlİK (mənsub 
olma), 5. Harada, 6. Nə vaxt, 7. Xislət, 8. 
Təsir edici olma və 9. Təsirə məruz qalma.

Bundan əlavə bu Kitabda şeyin ma
hiyyəti, cins, növ, fəsi Kimi məsələlərə ba
xılır. Bütün bunlar anlayışın tərif edilmə
sində zəruri bilgilərdəndirlər.

İKİnci Kitab istənilən təKİif, hÖKm 
müəyyən simvollar, sözlər və onların bir
ləşməsindən təşəKKÜl tapmalıdır. Buna 
görə də ayrıca sözlər və onlardan təşKİl 
edilmiş birləşmələrin halları, çeşidliyi ay
rıca öyrənilməlidir Kİ, bu da KİassİK mənti
qin İKİnci Kitabını təşKİl edir. Bunlar iba
rələr deyil. Biz bunları ifadələr və ya de
yimlər adlandıracağıq. Bu, ərəb dilində “əl- 
Ibarat” Kitabı, yunan dilində isə “Barirni- 
mas” adlanır.

Üçüncü Kitab silloqizmlər (qiyas) və 
onların halları, formaları, çeşidlərinə həsr 
edilmişdir. Aristoteldə “Birinci analitİKa” 
adlanır. İrəlidə bu məsələlər daha geniş şə
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Kildə işıqlandırılıcaqlar.
Sonra gələn beş Kitab silloqistİK mü- 

haKİmələrin düşüncənin hansı sahəsinə tət
biqi və nəyin iİKin əsas götürülməsi ilə 
bağlıdır.

Dördüncü Kitab sübuti (apodİKtix) 
hÖKmlərlə bağlıdır. Buna “Əl-Bürhan”, yu
nan dilində isə “İKİnci analitİKa” deyilir. 
Bu Kitabda elmi bilgilərin növləri, elmlərin 
əsaslanması, aKsiom, postulat, əsas anla
yışlar, tərifin verilməsi qaydaları və s. kİ- 
mi məsələlərə baxılır. Bu hÖKmlər yalnız 
birqiymətli olaraq doğru elmi bilgilərin əl
də eidlməsini təmin edir. Tusi deyir: “Bür- 
han yəqinlİKlərdən təşKİl edilmiş və özlü
yündə yəqini nəticəni məcburi olaraq doğu
ran silloqizmdir. Silloqİ2m onun surəti (for
ması ), yəqinliKlər onun maddələri, əldə edi
lən (edilməK istənilən) yəqinliK isə onun 
qayesidir”. Bu mənada bu Kitab məntiqin 
ən şərəfli hissəsi hesab edilir. Necə Kİ, əl- 
Fərabi qeyd edir: “Bunlardan dördüncü 
hissə öz şərəfinə və üstünlüyünə görə daha 
irəlidədir (ilKindir)”.

Beşinci Kitab “Kitab əl-məvadi əl cə- 
dəliyyə” (dialeKtİKa, topİKa, cədəl) adlanan 
hÖKmləri əhatə edir. Ərəb dilində “cədəl” 
sözü mübahisə, dartışma, dialeKtİKa Kimi 
tərcümə edilə bilər. Yunan dilində isə “to- 
pİKa” adlanır. Tusi söyləyir: “Cədəl istəni
lən (arzu edilən) mətləbin əldə eidlməsi 
üçün ilKin (müsəlləm) müqəddimələrdən is
tifadə edərəK, hansısa bir razılaşmaya əsas
lanmaqla, imKan daxilində ona ziddiyyətə 
yol vermədən höccətin ortaya gətirilməsi 
üçün bir elmi sənətdir”.

Altıncı Kitab “əl-Müğalat”, yunanca 
“SofistİKa” adlanır. Bu hÖKmlər doğru yol
dan sapdırmaqla, səhv yola yönəldir. Əl-Fə- 
rabidə qeyd edilidyi Kimi “sofiya” hİKmət, 
“istas” isə aldanma Kimi tərcümə edilə bi
lərlər. Bu mənada “SofistİKa” yalançı hİK- 
mət mənası Kəsb edir.

Yeddinci Kitab ərəb dilində “əl-Xi- 
tabə”, yunan dilində isə “RitorİKa” elmi ad
lanır. Tusi bu elmə aşağıdaKi Kimi tərif ve
rir: “Xitabə Kütləni imKan daxilində arzu 
edilən şeyə inandırmaq üçün elmi sənətdir”.

SəKKİzinci Kitab şeiriyyatla bağlı 
höKmlərdən bəhs edir. Yunan dilində bun
lar “Роейка” adlanırlar. Bu hÖKmlərlə tə

xəyyüldə olan şeylər haqqında təsəvvürlər 
yaranır. Bunlar, biz hətta onların tam 
doğru olmadığını da bilsəK də, daha çox 
emosional təsir qüvvəsinə malİK olan 
hÖKmlərdirlər.

Materialın təhlilindən KİassİK mənti
qin əsasında üç mühüm prinsipin durduğu 
aydın olur. Bunlar aşağıdaKilardırlar:

1. Kontrapozisiya qaydası. Qarşılıqlı 
inKarlar (KontradİKtor olanlar) - hər İKİsi 
eyni zamanda doğru və eyni zamanda onla
rın hər İKİsi yalan ola bilməzlər.

2. Təzadlar (Kontrarlıq) - hər İKİsi eyni 
zamanda doğru ola bilməzlər. Ancaq onlar 
hər İKİsi eyni zamanda yalan ola bilərlər. Baş
qa sözlə, hər İkİ tərəfin eyni zamanda ödənil
məsi qeyri-mümKÜndür. Bu prinsipi “cəm 
edilmənin maneəli olması” adlandırırlar.

3. Mütədaxil (qarşılıqlı daxil) olanlar 
- hər İkİ tərəfin eyni zamanda ödənilmə- 
məsi qeyri mümKÜndür. Bu prinsipi “olma
mağın maneəli olması” adlandirırlar. Bu 
halda nəticənin İkİ tərəfindən heç olmasa 
biri ödənilir.

Bunlar öz növbəsində verilən təKİif ilə 
ondan bilavasitə əldə edilə bilən təKİiflərin 
qarşılıqlı vəziyyətinin ən ümumi şəKİldə 
öyrənilməsini tələb edir. Verilən təKİifdəKİ, 
Kəmiyyətin və ya Keyfiyyətin dəyişməsi, 
predİKatla mövzunun (təKİifin tərKİb hissə
lərinin) yerinin dəyişdirilməsi və həmçinin 
onların Keyfiyyət və Kəmiyyətinin dəyiş
məsi ilə əldə edilirlər. Məsələn, “İstənilən 
A B-dir” təKİifindən aşağıdaKi Kimi təKİif- 
lər əldə edilə bilərlər: “Bəzi A B-dir”, “İstə
nilən A B deyil”, “Bəzi A B deyil”, “İstəni
lən B A-dır”, “Bəzi В A deyil”, “İstənilən A 
olmayan B-dir”, “Bəzi A olmayan B-dir”, 
“İstənilən B olmayan A-dır” və s. Verilən 
təKİiflə yeni alınmış təKİiflər arasında qar
şılıqlı vəziyyətin ən ümumi şəKİldə öyrənil
məsi sözsüz Kİ, məntiqin iİKin məsələlərin
dən hesab edilməlidir.

HazırKi vəsaitdə adı çəKİlən əsərin 
təKİiflər, onların növləri, qarşılqlı vəziy
yətləri, inKar məsələləri, silloqizmlər, dörd 
məntiqi fiqurla bağlı olan müddəaları tər
cümə edilərəK onlara şərhlər verilmişdir.

Əvvəlcədən bəzi qeyd və razılaşmaları 
haqqında danışmaq istərdİK:

“Qəziyyə” sözünü təKİif Kimi tərcümə 
etmişİK. Bəzən mülahizə, teorem, tezis Kİ

mi də tərcümə edilə bilər.
“Hər bir”, “istənilən” məhdudlaşdırım 

ədatları ilə xaraKterizə edilən təKİiflər 
“Külli” təKİiflər Kimi tərcümə edilmişlər. 
Avropa dillərinin təsiri altında dilimizdə 
və rus dilində bu ümumilİK Kvantoru ad
landırılmışdır. KlassİK irsin araşdırılması 
bunun müəyyən çatışmazlıqları olduğunu 
göstərir. Belə Kİ, “ümumi” olmaq digər bir 
xüsusi ilə müqayisədə əldə edilir. Söyləni
lən Kvantor isə hÖKmün baxılan obyeKtləri 
Külliyyat şəKİində əhatə etməsini göstərir.

“Var kİ, müəyyən bir” Kvantoru rus 
və azərbaycan dilli ədəbiyyatlarda “varlıq” 
Kvantoru (eKzistensiya) adlandırılır. Biz 
isə bunu “bəzi” olaraq “cüziyyət” Kvantoru 
adlandıracağıq. Belə Kİ, varlıqla inKar təş
Kİl edən yoxluqdur. “Elə bir var kİ,” Kvan
toru heç də olmamağın İnKarı deyil, hÖK- 
mün baxılan obyeKtlərdə təşəKKÜl tapdığını 
əvvəlcədən təsdiq edərəK, onun yalnız Külli 
deyil, məhz onların bir hissəsi üçün doğru 
olduğunu göstərir.

A B imlİKasiyasınm İİk həddi bəzən 
antesedent, İKİnci həddi isə KoseKvent ad
landırılır. Biz isə dilimizdə anlaşılan mü
qəddimə və nəticə terminlərindən istifadə 
edəcəyİK.

Uyğun terminlərin dilimizdə ərəb 
mənşəli olduğunu, rus dilində uyğun te
rminologiyaların isə tarixən daha gec və 
adətən digər dillərdən gəldiyini nəzərə al
maqla, ərəb dilli terminologiyada yunan di- 
lindəKİ terminologiyanın ruhunun və müx
təlifliyinin daha dolğun şəKİldə saxlandığı
nı nəzərə alaraq bunlara üstünlÜK verdİK. 
Materialda ara-sıra ərəb mənşəli sözlərə 
rast olunur. Uyğun məqamlarda mötərizə
lərdə tərcümələr verilmişdir. Bəzən bir şe
yin inKar edilməsi onun səlb edilməsi Kİmi 
işlədilmişdir. Qeyd edəK Kİ, təKİifin İnKarı 
verilən təKİifdən onun inKarının (səlbinin) 
əldə edilməsini, İnKarı təKİif isə həmin təK- 
lifin təsdiqi deyil inKari (səlbi) olmasını 
göstərir. Təsdiqi təKİif isə ərəb dilində 
icabi (müsbət mənalı) təKİif adlanır. Bu 
da tərcümə üçün müəyyən çətinlİKİər törə
dir. Belə kİ, təsdiq sözü ərəb dilində doğru 
olmaq mənasında olan sidq sözündən ya
ranmışdır və ərəb dilində doğru təKİiflər 
sidqi təKİiflər adlanırlar.

Vəsaitdə Tusinin fİKİrləri Kursivlə ve
rilmişdir və ərəb dilindən tərcümələr bizim 

tərəfdən aparılmışdır. İstifadə edəcəyimiz 
bəzi işarələmələri qeyd etməK istərdİK:

~ A ilə A təKİifinin İnKarı;
А л В; A\/ B ilə isə A və B təKİifləri- 

nin uyğun olaraq KonyunKSİya və dizyunK- 
siyası nəzərdə tutulur. Xatırladaq Kİ, коп- 
yunKsiya hər İkİ təKİif doğru olduqda doğ
ru olur. DilimizdəKİ “və” bağlayıcısına uy
ğun gəlir. DizyunKsiyada isə təKİiflərdən 
birinin doğru olması Kifayət edir. Dilimiz- 
dəKİ “və ya” bağlayıcısına uyğun gəlir.

A -> B implİKasiyasında, İİk təKİifin 
doğru olmasından İKİnci təKİifin də doğru 
olduğu alınır.

sxemi isə yuxarı sətirdəKİ təK- 
C-»D

lifin (təKİiflərin) fərzində aşağı sətirdəKİ 
təKİifin alınmasını göstərir.

“İstənilən A B-dir” təKİifi Kvantorlar 
vasitəsilə aşağıdaKi Kimi yazacağıq: 
V(xp(*)->4*)1-

“Bəzi A B-dir” təKİifi Kvantorlar vasi
təsilə aşağıdaKi Kİmi yazacağıq: 
з(ф(*)->*(*)]•

“İstənilən A B deyil” təKİifi Kvantor
lar vasitəsilə aşağıdaKi Kİmi yazacağıq: 
V(xp(x)->~ fi(x)].

“Bəzi A B-dir” təKİifi Kvantorlar vasi
təsilə aşağıdaKi Kİmi yazacağıq: 
3(xp(x)->- B(x)J.

“TƏCRİD ƏL-MƏNTİQ” ƏSƏRİNDƏN 
FRAQMENTAL TƏRCÜMƏLƏR 

VƏ TƏHLİLLƏR.

TƏKLİFLƏR VƏ ONLARIN 
NÖVLƏRİ

TraKtatın 3-cü fəsli təKİiflər, onların 
növləri, modallığı, qarşılıqlı İnKarı, əksİ- 
lİKİəri və s. Kİmi ümumi məsələlərə həsr 
edilmişdir. “TəKİif” dilimizdə işlənən “qa
zi” sözü ilə eyni KÖKdən olan “qəziyyə” 
məfhumu ilə ifadə edilir. Sual, məsələ, təK- 
lif, problem, teorem, tezis, hÖKm və s. Ki
mi mənalarda da işlədilə bilər.

Dəlalət. “Yazıda bir şeyin olması, ək- 
sərən, onun ibarədə olmasına dəlalət edir. O 
da öz növbəsində onun zehndə olmasına də
lalət edir - bunların hər İKİsi vəzi olaraq 
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(şərtləşilmiş əsasda) baş verir - o isə öz 
növbəsində əyani olana (dəlalət edir kİ) - 
o təbii olur - ətraflar (uzaqlar) isə vasitə
lərin vasitəçiliyi ilə (anlaşılır)”.

İfadələr (ibarələr). “İfadələr (ibarə
lər, deyimlər qövllər) bir neçə növ olurlar: 
təqyidi (müqəyyəd olanlar, məhdudlaşmış, 
şərtlərlə məhdudlaşdırılmışlar) - onlar 
sadə olanlar Kimidirlər (qüvvəsindədirlər). 
“Danışan canlı” misalında olduğu Kimi. O 
“insan” mənzilindədir (bərabərindədir)”.

Dəlalət müəyyən bir şeyin digər bir 
şeyi gəstərməsidir: tüstünün varlığının 
odun yanmasını, divarın arxasındaKi danışı
ğın orada danışanın olmasını, svetaforun 
yaşıl işığının hərəKƏtə icazənin olmasını, 
“ah” iniltisinin ağrını, sözün onun mənada- 
şıyıcısını və s. Kİmi göstərməsi Kİmi. Mən
tiq elmində İİk olaraq dəlalətlər və onların 
növləri geniş şəKİldə araşdırılır. Bunların 
arasında xüsusən “vəzi” adlanan, “şərtləşil- 
miş”, “qəbul edilmiş” Kİmi mənalandırıla bi
lən dəlalətlər əsas diqqət mərKəzində olur
lar. Sözlər, onların birləşmələri, simvollar 
və s. Kİmi əldə edilən dəlalətlər bu biçim
dəndirlər. O cümlədən yazı da bu sıraya aid
dir. YazıdaKi ibarə zehndə uyğun assosiasya 
ilə müşayiət olunur. Bu assosiasiya da xa
rici aləmdəKİlər ilə uyğunluqda olur. “Ət
raflar” dedİKdə daha uzaqdaKilar, iİKİn ol
mayanlar nəzərdə tutulur. İİKİn olmayan 
şeylərin öyrənilməsi müəyyən bir vasitələrlə 
iİKİn bilgilərdən əldə edilirlər.

İfadə sözlərdən təşKİl edilmiş tərKİb- 
dir. Onlar bitKİn və qeyri-bitKİn mənalı ola 
bilərlər. BitKİn mənalı olmayanlardan təq
yidi olanlarda bir hissə digər hissə ilə şərt- 
ləşilib, məhdudlaşaraq, qaydalanmış biçim 
əldə edirlər. QrammatİK тйгэккэЬ tərKİbli 
olmasına baxmayaraq, onlar sadə olana də
lalət edirlər. Buna görə də onlar sadə olan
lar misalmdadırlar. Bunlar təriflərdə, təs
viri təriflərdə istifadə edilirlər. Məsələn, 
“nitq qabiliyyəti olan canlı” söz birləşməsi 
“insan” məfhumuna dəlalət edir. Bunlar 
“qəti ifadə” adlanırlar. Müasir riyaziyyatda 
hansısa bir məfhumun və ya çoxluğun təyin 
edilməsində bu üsuldan çox istifadə edilir. 
Məsələn, “İKİyə bölünən ədədlər”, “adi Kəsr 
şəKİində göstərilə bilən ədədlər” və s. Kİmi. 
Birinci misalda cüt ədədlər, İKİnci misalda 
isə rasional ədədlər nəzərdə tutulur.

“Onlar arasında xəbəri (nəqli) olan
lar doğru və ya yalan olmaqla səciyyələnir 
lər və “qəti ifadə” və “tƏKlif” adlanırlar. Bu 
İKİsi elmlərə xasdırlar. Digər növlər — sual, 
əmr, təəccüb və qeyriləri - danışığa xasdır
lar. Hər bir tƏKlif İkİ hissədən ibarət olur: 
haqqında hÖKm edilən (şey) və o şey Kİ, 
onunla hÖKm edilir. İlKin KonstruKsiya bit
Kİn mənalı olub, sadə ünsürlərdən (fərdlər
dən) təşKİl edilir. Onun hissələrindən (birin
cisi) şərtsiz olaraq isim olur kİ, mövzu, (iKin- 
cisi isə) prediKat (atribut olan) müəyyən ra
bitə ilə onunla (mövzu ilə) əlaqəli olur. Bə
zən bu rabitə söylənmir. Onda tƏKlif İKitər- 
Kibli olur. “Zeyd Katib(dir)” deyimində söylə
diyimiz Kimi. Bəzən də söylənir. Onda (tƏK
lif) üçtərKİlbli olur. “Zeyd o Katibdir” misa
lında söylədiyimiz Kimi. Fars dilində isə 
onun olması labüddür. Bu onların dilində 
“əst” ləfzidir. Bu KonstruKsiya predİKativ 
(tƏKlif) adlanır. Ya təsdiqi olur Ki, onda pre- 
dİKatla mövzuya aid olmaqdan xəbər verilir, 
istər onun (mövzunun) özü, istərsə onun əla
məti işlədilsin, “insan - və ya güləyən - ya 
zardır” misalında söylədiyimiz Kimi; ya da 
imcari olur — “insan -və ya güləyən — yazar 
deyil” deyimində söylədiyimiz Kimi”.

“Onlar” dedİKdə qəti mənalı ifadə və 
özündə hÖKm daşıyan bitKİn mənalı xəbər 
cümləsi nəzərdə tutulur. Müəyyən bir şey 
haqqında doğru ya da yalan olan istənilən 
hÖKm İKİnciyə misaldır. Bunları “təKİiflər” 
adlandıracağıq. Qeyd edildiyi Kİmi elmlərdə 
yalnız bu İkİ qismdən olan ibarələrdən isti
fadə edilirlər. Sual, arzu, istəK, təmənna, 
rica Kİmi deyim və söyləmlər elmlərin təd
qiq mövzusundan hesab edilmirlər.

Deyimlər (ibarələr)
1

Qəti ifadələr Təkliflər (qəziyyələr) 
-höknı edilən nəqli 

cümlə
i

Təsdiqi (Mııcib, 
icabi) təkliflər:

Inkari (səlbi) təkliflər: 
“A B deyil"

TəKİiflərdən ən sadə KonstruKSİyalı 
olanlar “Kitab böyÜKdür”, “İKİ cütdür” və

s. Kİmi şəKİində sadə nəqli cümlələrlə ifa
də edilirlər. Bu tip təKİiflər ərəb dilində 
“həmliyyə” (“daşıyıcı”, “yÜKİənmiş”, “atri- 
butiv”) təKİiflər adlanırlar. Biz isə onları 
predİKativ təKİiflər adlandırırıq. PredİKa
tiv təKİifin İİk hissəsi - yəni haqqında da
nışılan - onun mövzusu (subyeKti) adlanır. 
İKİnci hissədə isə mövzu haqqında xəbər 
verilir. Bu hissə prediKat (ərəb dilində 
“məhmul” - hərfən daşınılan, yÜKİənmiş, 
aparılan) adlanır. SxematİK olaraq bunu 
aşağıdaKi Kİmi yazacağıq: B (□). Bu
rada A və B arasında müxtəlif münasibət
lər ola bilər: aid olma, implİKasiya, хагак- 
teristİK xüsusiyyət, əlamətlə təsvir edilmə 
və s. Kİmi.

TəKİifin İkİ, üç tərKİbli olaraq sinif
lərə bölünməsi ərəb dilinin xüsusiyyətlərin- 
dəndir. Ərəb dilində “Zeyd Katib” ifadəsi 
“Zeyd Katibdir” Kİmi anlaşılır. Şeyxin özü
nün də söylədiyi Kİmi fars dilində bu belə 
deyil. Belə Kİ, fars dilində də -dır, -dir, - 
dur, -dür xəbər şəKİlçiləri “əst” (rus dilin- 
dəKİ, “est”, ingilis dilindəKİ “ist” Kİmi) ləf- 
zi ilə ifadə edilir. Buna görə də azərbay
can, fars, ingilis dillərində İKİtərKİbli 
KonstruKsiyalar mövcud deyildirlər. Rus 
dilində isə bu mümKÜndür.

PredİKatla mövzuda müəyyən bir şeyin 
olması haqqında xəbər verilirsə, təKİif təs
diqi, mövzuda mövcud olmaması haqqında 
xəbər verilirsə, təKİif inKari təKİif adlanır.

Şərti təKİiflər və onların növləri. 
“İKİnci KonstruKsiya isə tƏKliflərdən tərtib 
edilir. Bunlardan biri şərti (olandır). 
Onun cüzləri (hissələri) müqəddimə və nə
ticə adlanırlar. O ya “günəş çıxmışsa, gün
düzdür” təsdiqi, “günəş çıxmışsa, yarasa 
görən deyil” inKari misalında olduğu Kimi 
həmahəngliKlə olur və müttəsil (bitişİK) ad
lanır. Ya da qarşılıqlı ayırıcılıqla olur Kİ, 
ayırıcı (münfəsil) adlanır - “Ədəd ya cüt, 
ya da təK olur” təsdiqi, “ədəd ya cüt olur, 
ya da İKİ bərabər hissəyə bölünmür” inKari 
misallarında olduğu Kİmi. Onun bağlayıcı- 
ları şərt, ayırıcı, və qarşıqoyma ədatlarıdır. 
Şərtiyyətlər bir neçə şərti və predİKativ 
olanlardan tərKİb oluna bilərlər”.

PredİKativ təKİliflərdən fərqli olaraq, 
şərti təKİiflərdə xəbər iİKİn hissədə danışılan 
şərtlərlə bağlı olur: A^> B. İİKİn hissə (A)

müqəddimə (antesedent), İKİnci hissə (fi) isə 
nəticə (KonseKvent) adlanır. Nəticə forma 
etibarı ilə İKİ təbiətdə ola bilər: 1) nəticə bir 
halla əhatə edilir. Yəni, nəticə dizyunKtiv 
təKİif deyil, sadə təKİifdir Л=>5. Bunlar 
bitişİK (müttəsil) şərti təKİiflər adlanırlar. 
2) nəticə qarşılıq təşKİl edən bir neçə halla 
əhatə edilir. Yəni, nəticə тйгэккэЬ diz
yunKtiv tərKİbli təKİifdən ibarət olur: 
A=>(B{v B2\/ ...v Bn). Bunlar ayırıcı (mün
fəsil) şərti təKİiflər adlanırlar.

Şərti təKİiflərdə rabitə rolunda 
“əgər”, “onda”, “ya ...ya” bağlayıcıları işti- 
гак edirlər. Şərti təKİiflər hər İKİsi predİKa
tiv, hər İKİsi şərti, biri predİKativ, digəri 
şərti olan hissələrdən təşKİl edilə bilərlər.

“Bu KonstruKsiya özünün tərKİb hissə
lərini müstəqil tƏKlif olmaqdan xaric edir. 
Təsdiqi ya inKariliK və onların qarşılığı yal
nız rabitə ilə bağlı olur. Onun hissələrinin 
halına diqqət yetirilmir".

“Günəş çıxmışsa, gündüzdür” şərti 
təKİifinin müqəddimələri olan - “günəş çıx
mışdır” və “gündüz olmuşdur” - hissələri 
müstəqil təKİif olmaqdan xaricdirlər. İkİ 
yalan təKİifdən doğru təKİif tərKİb edilə bi
lər: “insan daşdırsa, o cansızdır” şərti təK- 
lifinin hər İKİ hissəsi yalan təKİiflərdir. 
Ancaq baxılan təKİif doğru təKİifdir. Bu
rada hissələrin halına deyil, nəticənin necə 
alınmasına diqqət yetirilir.

BitişİK təKİiflərin (müttəsil olanla
rın) qismləri. “Müttəsil olanlar “Zeyd ya
zırsa, onun əli hərəKət edir” misalında ol
duğu Kİmi lüzumi, “insan danışırsa (na 
tiq), uzunqulaq anqırır” misalında olduğu 
Kimi ittifaqi (təsadüfi, razılaşma ilə) olur
lar. (Lüzumi müttəsillərdə) yalan doğru və 
yalanı lazım edə bilər (vacib olaraq doğura 
bilər). Doğru isə yalanı lazım edə bilməz 
(doğrudan isə yalan alına bilməz). Onlar
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üçün тйткйп və qeyri-mümKÜnlüyün qay
dasına əsasən. (İttifaqi müttəsil isə) yalnız 
hər İKisinin doğru olması halında (məna 
Kəsb edir)”

BitişİK şərti təKİiflərdə müqəddimə və 
nəticə səbəb-nəticə ilə bağlıdırlarsa, lü- 
zumi, onlar arasında səbəb-nəticə əlaqəsi 
olmadan, təsadüfi xaraKterli süni tərtib 
yaradılmışsa, ittifaqi (təsadüfi) şərti təKİif 
adlanırlar. Lüzumi təKİiflər müasir dildə 
implİKasiyaya uyğun gəlir. Dilimizdə qəbul 
edilmiş mənadan fərqli olaraq, ərəb dilində 
“lazım olmaq” ƏKSərən “ayrılmazlıq” məna
sında işlənir. Bu mənada lüzumi təKİiflər 
riyaziyyatda tez-tez rastlaşdığımız və nəti
cəsi şərti üçün zəruri olan teoremlərə uy
ğun gəlirlər. İttifaqi təKİiflərdə şərt ədatı- 
nın işlədilməsinə baxmayaraq, onlar bir-bi
rilə bağlı olmayan İkİ təKİifdən təşKİl edil
mişlər Kİ, bu da onların KonyunKsiyasına 
uyğun gəlir.

Lüzumi təKİiflərdə doğru müqəddimə
dən yalnız doğru nəticə, yalan müqəddimə
dən isə həm yalan, həm doğru nəticə alına 
bilər. “Zeyd yazırsa, onun əli hərəKət edir” 
təKİifində hər İİk hissə doğrudursa nəticə 
doğrudur. İİk hissə doğrudursa nəticə ya
lan ola bilməz. Hətta İİk hissə yalan olsa 
belə nəticə doğru ola bilər: Zeyd yazmadıq- 
da belə onun əli tərpənə bilər. İİk hissə ya
lan olduqda nəticə də yalan ola bilər: Zeyd 
yazmırsa, ola bilər onun əli hərəKət etmir. 
Həmçinin “İnsan daşdırsa, o cismdir” təKİi- 
fində müqəddimənin yalan olmasına bax
mayaraq, nəticə doğru təKİifdir.

Bunlara səbəb odur Kİ, eyni zamanda 
тйткйп olmamaqdan mümKÜn alına bilər, 
mümKÜn olmaqdan isə тйткйп olmamaq 
alına bilməz. Yəni, ola bilər bütün hallar 
İkİ Kəsişməyən hadisə ilə əhatə edilmirlər. 
Məsələn, AczB, C a B,Ar>C = 0 halında 
ЛпС = 0 şərti, A və C-nin eyni zamanda 

тйткйп olmasını qeyri тйткйп edir. Bu
nunla belə “hər bir A C-dirsə, hər bir 
A 5-dir” təKİifi doğrudur. Baxmayaraq 
Kİ, baxılan tƏKİifin müqəddiməsi yalandır, 
onun nəticəsi doğrudur. Doğru müqəddi
mədən isə yalan nəticə alına bilməz.

İttifaqi təKİiflər isə, yuxarıda söylədi
yimiz Kİmi, İkİ təKİifin KonyunKsiyasına 
uyğun gəlir. Onun doğru olması yalnız hər 
İKİ təKİifin doğru olması halında тйткйп 
olur.

Ayırıcı təKİiflərin (münfəsillərin) 
qismləri. “Münfəsillərdən

-həqiqi olanlarda - yuxarıda söylənmiş 
(misaldaKi) Kimi - cəm (eyni zamanda) ol
ma və olmamaq maneəlidir. Onlar İkİ qarşı
lıqlı inKar qüvvəsində olanlardan təşKİl 
edilirlər.

-yalnız cəm (eyni zamanda) olma qey
ri тйткйп olur. “Bu fərd ya daşdır, ya da 
ağacdır” deyimində söylədiyimiz Kimi. Tə
rəflərdən birinin xüsusi olması səbəbindən 
baş verir.

- yalnız olmamaq qeyri-тйткйп olur. 
“Zeyd ya sudadır, ya da boğulmur” deyimi
ndə söylədiyimiz Kimi. Onun ümumi olma
sından baş verir.

Son İKİsi həqiqi olana şamil olduqda 
sadə, qeyri halda isə тйгэккэЬ adlanırlar”.

Şərti təKİifin nəticəsindəKİ ayırıcılıq 
üç formada təzahür edə bilər: 1. hər İKİsi- 
nin eyni zamanda olması qeyri-mümKÜndür 
və həmçinin hər İKisinin olmaması qeyri- 
mümKÜndür; 2. hər İKisinin eyni zamanda 
olmaması qeyri-mümKÜndür; 3. hər İKisi
nin eyni zamanda mövcudluğu qeyri müm- 
Kündür. Bunlardan asılı olaraq münfəsil 
şərti təKİifin nəticəsi üç halla xaraKterizə 
edilə bilər. Bu da üç növ münfəsil təKİif 
formalaşdırır.

1. Birinci halda nəticədə iştiraK edən 
təKİiflərin eyni zamanda doğru olması da 
тйткйп deyil, həmçinin hər İKisinin eyni 
zamanda yalan olması da qeyri-тйткйп- 
dür. “(İstənilən natural) ədəd ya cütdür, ya 
da tƏKdir” təKİifində olduğu Kİmi. Başqa 
sözlə, bu halda nəticə Bv ~ B dizyunKsiya- 
smdan ibarət olur. “İkİ qarşılıqlı inKar 
qüvvəsində olan” ifadəsi ilə təKİif və onun 
шкап olan təKİifin eKvivalent formaları 
nəzərdə tutulur. “Ədəd ya cütdür, ya da

Ayırıcı (münfəsil) şərti təkliflər

Həqiqi 
münfəsil 

şərti 
təkliflər:

I —>

(Bv~B)

Cəm olması 
maneəli olan 

münfəsil şərti 
təkliflər:

A
Burada В л C 
konyunksiyası 

yalnız 
qiymətlər alır.

Olmaması 
maneəli olan 
münfəsil şərti 

təkliflər:
A—^BvC). 

Burada nəticə 
B v C həmişə 

doğrudur.

İKİ bərabər hissəyə bölünmür” təKİifində 
olduğu Kimi. Bu tip təKİiflər həqiqi münfə
sil təKİiflər adlanırlar.

İKİnci və üçüncü hallarda nəticənin 
tərəfləri qarşılıqlı inKar qüvvəsində olmur
lar. Bu da öz növbəsində İKİ cür ola bilər:

2. İkİ tərəfin eyni zamanda ödənilməsi 
qeyri-mümKÜndür. Bunları “cəm edilmənin 
maneəli olması” adlandırırlar. Gətirilən mi- 
saldaKi Kİmi. Burada ola bilər tərəflərdən 
heç biri olmasın. Ancaq onların birlİKdə 

ödənilməsi qeyri-mümKÜndür. Yəni, —-—BvC 
təKİifi doğru qiymətlər ala bilər, ancaq 
------- təKİifi yalnız yalan qiymətlər alır. 
В л C
Çoxluqlar dilində bu B,CczX, Bc\C = 0 və 
В u C * X Kİmi izah edilə bilər. Yəni, B və 
C Kəsişməyən, biri digərinin tamamlayıcısı 
olmayan çoxluqlardır.

3. Hər İkİ tərəfin eyni zamanda ödə- 
nilməməsi qeyri-mümKÜndür. Bunlar “ol
mamağın maneəli olması” adlanırlar. Bu 
halda nəticənin İKİ tərəfindən heç olmasa 

biri ödənilir. Yəni, —-— təKİifi yalnız
B\/C

doğru qiymətlər alır. Bununla yanaşı 
------- təKİifi də doğru qiymətlər ala bilər. 
B /\C
Çoxluqlar dilində bunu aşağıdaKi Kİmi 
ifadə etməK olar:

AcX.Bc X,Ar\ B *0,A<J В = X
HÖKinlərin çeşidliyi. “Cüzlərin çoxtər- 

Kİbliliyində, hÖKmlərdə çoxluq (çeşidlilİK) 
olarsa, onlar təKlifi çeşidləndirirlər, olmaz
sa onu çeşidləndirmirlər”.

“İkİ tam rasional ədəddir” təKİifinin 
nəticəsində olan çoxtərKİblilİKdən “İkİ tam 
ədəddir”, “İkİ rasional ədəddir” Kİmi İKİ 
təKİif alınır. Buna səbəb nəticədə iştiraK 
edən tərKİb hissələrinin çeşidliliyə imKan 
yaratmasıdır. Ancaq “beş İKİ və üçün cəmi
dir” təKİifinin nəticəsində çoxtərKİblilİK 
çeşidli hÖKmlərə imKan vermir.

“PrediKativ tƏKlifin mövzusu cüziyyət 
olduqda o individual təKlif olur və indivi
dual (müşəxxəs) (tƏKlif) adlanır. “Zeyd 
yazardır” və ya “yazar deyil" deyimində 
söylədiyimiz Kimi.

Külli olmaqla bərabər hÖKmün ümumi 
ya xüsusunda baş verməsi ariz olmursa, 
KonKretləşməmiş (mühməl (bəyənilməyən) 
təKlif) adlanır. “İnsan yazıçıdır” və ya “in
san yazıçı deyil” misalında söylədiyimiz 
Kimi. Baş verərsə, KonKretləşmiş (“məhsu- 
rah” və ya “musəvvər”) adlanır.

Əgər hÖKm mövcud olanın, fərz edilə
nin, varlığı inKar edilməyənin fərdlərinin 
hər birini əhatə edirsə, Külli (təKlif) adla
nır. “Hər bir insan” və ya “heç bir insan” 
misallarında söylədiyimiz Kimi. Yalnız qey
ri-müəyyən olan “bəzi” ilə xüsusiləşmişsə, 
cüziyyə adlanır. “Bəzi insanlar”, “onların 
bəzisi deyil”, “onların hamısı olmadan” mi
sallarında söylədiyimiz Kimi. ÇünKİ, ümu
minin ткап, ткапп ümumiliyi ehtimal 
edilsə də, qəti olaraq onun xüsusiliyini la
zım edir. Həmçinin xüsusiliK ilgisi də belə
dir. Onunla ümuminin doğru və ya yalan 
olması ehtimal edilsə də, yalnız xüsusa də
lalət edir. KonKretləşməmişdə də bu belədir. 
Ümumun ehtimalı olsa da belə, o ancaq xü 
susiliyi lazım edir. KonKretləşməmiş (təK- 
lif) cüziyyə qüvvəsindədir.

individual olanlar elmlərə xas deyil
dirlər. BeləlİKlə, (elmlərdə) hesablaşılası 
təKliflər dörddürlər”.

Individual və ya şəxsi təKİiflərdə möv
zu dəyişəndən asılı olmur. O yalnız копк- 
ret bir fərdi göstərir. “Zeyd yazıçıdır” mi
salında olduğu Kİmi.

“İnsan canlıdır”, “insan canlı deyil”' 
misallarında hÖKmün hər bir fərdi və ya 
müəyyən bir hissəni əhatə etməsi aşKar de
yil. Bunlar KonKretləşməmiş təKİiflərdir. 
“Hər bir insan canlıdır”, “bəzi insanlar ya

<321 >
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zıçıdırlar” misallarında isə hÖKmün əhatə 
dairəsi aydındır. Birinci təKİifdə bütün 
fərdlər haqqında, İKİnci misalda isə yalnız 
qeyri-müəyyən bəzi fərdlər haqqında Ьокт 
edilir. İİk misal Külli, İKİnci misal isə cüzi 
olan təKİiflərdəndirlər. Bunlar KonKretləş- 
miş təKİiflərdirlər.

KonKretləşməmişlərdə (ərəb dilində 
“mühməl” hərf ən bəyənilməyən, diqqətəlayiq 
olmayan Kİmi tərcümə edilir) ümumun ehti
malı olsa belə onlar cüziyyə qüwəsindədir- 
lər. “İnsan canlıdır” misalında olduğu Kİmi. 
TəKİifin hər bir insan üçün doğru olmasına 
baxmayaraq, o cüzilər hÖKmündədir.

individual təKİiflər elmlərə xas deyil
dirlər. Belə Kİ, bürhanlardaKi (isbatlarda- 
Ki, İKİnci analitİKadaKi) müqəddimələrdə 
fərdlərin davamlılığı deyil, doğruluğun da
imi olması şərtdir.

Nəticədə dörd təKİif almır: Külli təs
diq, Külli inKar, cüzi təsdiq, cüzi inKar.

“Zeyd yazıçıdır” Kİmi individual təK- 
liflərdən fərqli olaraq, predİKativ təKİifin 
hissələri “ixtiyari (bəzi) A (в)” Kİmi müəy
yən Kəmiyyətlə səciyyələnirlər.

““Ümumi” (“Külli) və “bəzi” (“cüzi” ) 
məhdudlaşdırım ədatları Kvantorlar adla
nırlar. Onun (tdKlifin) Külli ya cüzi olması 
onun (təKlifin) Kəmiyyəti, təsdiqi yoxsa in
Kari olması isə onun (tƏKlifin) Keyfiyyəti 
hesab edilir”.

Adı çəKİlən İkİ Kvantordan və tƏKİiflə- 
rin təsdiqi ya inKarı olmasından asılı ola
raq mövzu (A ) və predİKat (B) arasında 
dörd münasibət mümKÜndür:

Ümumi (küIİİ) təsdiqi təKİif: 
V(x)[^(x)-> ö(x)]. Bunu “ixtiyari A 5-dir” 
Kimi oxuyacağıq.

Təkliflər

Konkretləşməmiş 
(Mühəmnıəl) təkliflər

Konkretləşmiş 
(məhsurah) təkliflər

Cüzi təsdiqi təKİif: Э(х)[л(х)-> В(х)].

Külli
Külli 

təsdiq: 
"ixtiyari 
4 B-dir”

Cüzi 
təsdiq: 
“Bəzi 

A B-dir"

inkar: 
“İxtiyari 

A B 
deyil”

Cüzi 
inkar: 

“Bəzi A 
B deyil”

Bunu “bəzi A B -dir” Kİmi oxuyacağıq. 
Külli inKari təKİif: V(x)~ [л(х)-> B(x)]. Bu
nu “ixtiyari A B deyil” Kİmi oxuyacağıq.

Cüzi inKari təKİif: 3(x)~ [л(х)-> ö(x)]. 
Bunu “bəzi A B deyil” Kİmi oxuyacağıq.

“O predİKativ təKlif Ki, Kvantor onun 
prediKatına qoşulub, münhərif adlanır. Şər
tilərdə onun qurulmasında (quruluşunda) 
Kənara çıxma baş veribsə, - “belə olmur və 
ya belə olur” deyimində olduğu Kİmi-, mün- 
hərifdir”.

Münhərif yəni, inhirafa yol verilmiş, 
Kənara çıxmaya məruz qalmış mənasında
dır. “İnsan bəzi canlıdır” misalında Kvan
tor predİKatla işlənmişdir. Bu tip təKİiflər 
münhərif predİKativ təKİiflərdirlər. “Ədəd 
ya cüt deyil, ya da İkİ bərabər hissəyə bölü
nür” şərti ayırırcı təKİifi də münhərif ayı
rıcı təKİifdir.

TƏKLİFLƏRİN MADDƏLƏRİ 
VƏ CƏHƏTLƏRİ (MODALLIĞI)

“Hər bir məhmul (predİKat) hər bir 
mövzu ilə müəyyən bir münasibətdədir: ya 
vacib olaraq, ya тйткйп olaraq, ya da im
tina ilə. “İnsan heyvandır” və ya “yazar
dır” və ya “daşdır” deyimlərimizdə söylədi
yimiz Kimi. Bu nisbət öz-özlüyündə maddə
dir. Tələffüz edilməKlə, ya da tələffüz edil- 
mədİKdə belə təKlifdən nisbətlə başa düşü
lən isə cəhətdir (modallıqdır)”.

Predikatla mövzunun 
münasibəti

Vaci İmkan imtina - mümkünsüz

“İnsan canlıdır” misalında məhmulun 
mövzu ilə münasibəti vacib xaraKterlidir. 
“İncan Katibdir” misalında isə məhmulun 
mövzu ilə münasibəti imKan xaraKterlidir. 
Yəni, bəzi fərdlər üçün bu doğru, digər 
fərdlər üçün doğru olmaya bilər. “İnsan 
daşdır” misalında isə məhmulun mövzu ilə 
münasibti imtinalıdır. Yəni, qeyri-müm- 
Kündür. Bu münasibət təKİiflərin təsdiqilİK 
və inKariliyinin Keyfiyyət dərəcəsini səciy
yələndirir.

Bu Keyfiyyət yalnız öz-özlüyüyndə ba
xılırsa, maddə adlanır. Ancaq bu münasibət 
tələffüz edilirsə, və ya təsəvvür edilirsə cə
hət (modallıq) adlanır. “İnsan canlıdır” misa
lına ayrılıqda baxıldıqda, bu münasibətin va
cibliyi, mümKÜnlüyü, qeyri-mümKÜnlüyü 
söylənmədİKdə və ya nəzərdə tutulmadıqda 
qeyri-modal təKİifdir.

Modal və mütləq təKİiflər. “M o dallar 
dördtərKİblidirlər. Onun zİKr edilmədİKləri 
isə mütləqdirlər”.

Modal təKİiflərdə mövzu, predİKat, 
onlar arasında bağlayıcı ədat, və modallıq 
iştiraK etdiyi üçün dördtərKİblidirlər. Tək- 
lifdə cəhət (modallıq) qeyd edilmirsə, o 
mütləq təKİif adlanır.

Mütləq - 
nıodallığı 

qeyd 
edilməmişlər

Təkliflərin 
modallığa nəzərən 

imkan • 
mövzunun 
predikatla 

vəsf edilməsi 
mümkündür

Zəruri - 
mövzu 

predikatla 
vacib olaraq 
vəsf edilir

Modallığm əsasları. “VacibliK və imti- 
nalı olmaq hÖKmün zəruriliyində ortaq (ox
şar) olub, təsdiqilİK və inKariliKdə isə bir- 
birindən fərqlənirlər. TəKlif ya zəruri, ya 
тйткйп, ya da mütləq olur”.

Zəruri olmaq İkİ cür olur: ya təsdiqi, 
ya da inKari. Bu mənada vacibilİK və imti- 
nalı olmaq hÖKmün zəruriliyində ortaqdır
lar. “İnsan canlıdır” misalında nisbət təs
diqi doğru olaraq zəruri, “İnsan daşdır” 
misalında isə nisbət yalan olaraq zəruridir
lər. Vacib və imtinalılıqda zərurilİK yalnız 
təsdiqilİK və inKariliKdə fərqlənirlər.

Ümumi və xüsusi imKan. “Hər İKİ zə
rurət üçün qarşılıq (müqabil) imKanı digə
rinə də şamildir (digərini əhatə edir). Buna 
görə də ümumi olmaqla qaydalanmışdır 
(müqəyyəd edilmişdir)lər)). O Kİ, onların 
hər iKisinin (zərurətin) birliKdə (eyni za 
manda) olmasından xalidir xüsusidir. O 
İkİ imKandan tərKib tapmışdır”.

Təsdiqi və inKari zəruriliyinin qarşı
lığı imKandır. “Zəruri olaraq insan canlı
dır” təsdiqi zərurətin qarşılığı “mümKÜn
dür insan canlı deyil” təKİifi imKan хагак- 

terli olub, hər İKİ hala - insanın canlı və 
canlı olmamasına - şamil edilə bilər.

Hər İkİ zərurət (təsdiqi və inKari) 
üçün qarşılıq olan imKan digərinə də (təs
diqi və inKari) imKan yaradır. “A zəruri 
olaraq B-dir” təKİifinin qarşılığı “mümKÜn
dür A B deyil” təKİifidir. Bu təKİiflə 
“mümKÜndür A B-dir” təKİifinin imKanı da 
ortadan götürülmür.

Təsdiqiliyin zərurəti inKar edildİKdə 
“inKari ümumi mümKÜn”, inKariliyin zəru
riliyi inKar edildİKdə isə “təsdiqi ümumi 
тйткйп” adlanırlar.

“İnKari ümumi imKan” üç halı əhatə 
edə bilər: inKari zərurəti və hər İkİ tərəfin 
imKanını. Təsdiqi zəruri təKİif: “zəruri ola
raq A B-dir”.

Onun qarşılığı olan inKari ümumi 
тйткйп: “MümKÜndür A B deyil”. Bu 
təKİif üç formada reallaşa bilər: 1. “Zəruri 
olaraq A B deyil”; 2. “mümKÜndür A B de
yil” və “MümKÜndür A B-dir”.

“Təsdiqi ümumi imKan” isə təsdiqi zə
rurəti, və hər İkİ tərəfin imKanına şamil 
ola bilər. İnKari zəruri təKİif: “Zəruri ola
raq A B deyil”. Onun qarşılığı olan təsdiqi 
ümumi inKari təKİif: “MümKÜndür A B- 
dir”. Bu təKİifin aşağıdaKİ formada reallaş
maları ola bilər: 1. “Zəruri olaraq hər bir A 
B-dir”. 2. “A-nın B olması mümKÜndür”;

Ümumi 
imkanın 

reallaşması

C - —

s s b sT5 * X й o - -i C Ct- •"

Xüsusi 
imkanın 

reallaşması

e _ c —
я «

= s

T» •X pn C Й c
E- •t—1

Zərurətin 
qarşılığı

Ümunıi 
imkan

Zərurətimkanın 
qarşılığı

3. “A-nın B olmaması mümKÜndür”.
Buna görə də onların hər İKİsi ümumi 

adlanırlar.
İmKan ilə hər İkİ zərurət ortadan gö- 

türüldÜKdə isə o xüsusi adlanır. “MümKÜn
dür B C-dir” təKİifini bu mənada işlətdİKdə 
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anlaşılan “B-nin C olması vacib deyil və 
həmçinin bundan imtina da edilmir” təKİi- 
fidir. Bu mənada anlaşılan təKİifdə hər İkİ 
zərurət - “zəruri olaraq A B-dir” və “zə
ruri olaraq A B deyil” - ortadan götürül
müşdür. Deməli, təKİifin reallaşmasında 
yalnız İkİ hal - imnanlarla əhatə edilən - 
ola bilər. Buna görə də o xüsusi adlanır.

1ткап imtinanın qarşılığıdır. İşlənmə
sində isə İkİ zərurətdən birinin inKarının 
qarşılığı Kimi işlənir. “MümKÜndür 
C B-dir” təKİifi “B-nin C olmaması vacib 
deyil” təKİifinin тйткйп olmasına gətirib 
çıxarmır.

Təsdiqiliyin zəruri olmasının inKarı 
inKari ümumi mümKÜnlÜKdür.

Mütləqilikdə felilik
(faktikilik)

Daimi Qeyri 
daimi - vücudi

Şərhlərdə qeyd edilir kİ, hÜKəma “İm- 
кап” sözü hər İkİ zərurətin birlİKdə inKari 
üçün işlədildİKdə, öndəKİndən fərqli olaraq 
xüsusi olur. “C-nin B olması тйткйп- 
dür” təKİifinin mənası “B-nin C üçün ol
ması vacib deyil və ondan imtina da edil
mir” deyimidir. Bu əvvəİKİndən daha xüsu
sidir. Buna görə də xüsusi imKan adlanır.

Ümumi mütləqiIİK. “MütləqiIİK itci tə
rəfdən fəqət (yalnız) birinin faıctİKi (feli) 
olmağının isbatını tələb edir. Daimi və ya 
qeyri daimi olmağı əhatə edir. Fəqət (yal
nız bir) qarşılıq daimdən xali olan ümu
midir”.

PredİKatın mövzuya nisbəti təsdiqili
yin ya da inKariliyin daimi, ya da onların 
hər İKİsinin davamlı olmaması ilə ola bilər. 
Ümumi mütləqilİKdə nisbət feli - faKtİKİ, 
artıq şərtsiz olur.

TəKİiflərin digər üsulla təqsimatı. 
“Digər qövm təKliflərin təqsimatında müt
ləq, zəruri və mümKÜnlüyündə cəm olma və 
xülvun (boşluğun) maneəli olması üsulunu 
seçmişlər. Mütləqiliyi zəruri olmamaqla 
xüsuslandırmışlar. Feliliyi onların (İKİ- 
sinə) qismlənməsi üçün. O xüsusi mütləqi- 
lİKdir Kİ, vücudilİK ondan daha xüsusidir. 
Müqəyyəd zərurətlİK ona daxildir. Müm-

Künliyi isə fəqət qüvvədə olmaqla xüsuslan- 
dırmışlar. Belə Ki, feliliyə çıxış nəyinsə zə
rurəti olur. Daha xüsusi olmaqla müqəyyəd 
(şərtləndirməK üçün) etməK üçün. Bəzən 
də gələcəKlə müqəyyəd edilmişdir. ÇünKİ 
baş vermənin feliliyi (baş verməsi ) digər 
zamanlarda müntKÜnsüz olmur”.

İİk olaraq təKİiflər mütləq, zəruri və 
тйткйп olmaqla üç qrupa bölünmüşdür. 
Bu İkİ üsulla mümKÜndür:

Birincisi təKİifdə onun modallığı ya 
söylənir, ya da söylənmir. SöylənmədİKdə 
mütləq adlanır. Birincisi ya zəruri olur, ya 
da zəruri olmur. Birincisi zəruri, İKİncisi 
тйткйп olur.

İKİnci üsul isə aşağıdaxından ibarət
dir: Нокт ya feli (fantİKİ), ya da qüvvədə 
olan (potensial) olur. İKİncisi imKandır. Bi
rincisi isə zəruri, ya da qeyri-zəruri olur. 
İKİncisi mütləqdir.

Yuxarıda birinci üsulla təsnifata baxı
lıb. Mütləq olan zəruriliyə şamil də ola bi
lər, olmaya da bilər. Xülv (olmamaq) ma
neəli olur. Cəm haqqında isə bunu deməK 
olmaz. ÇünKİ, zərurət və mütləqiIİK, müm- 
KÜn və mütləqiIİK eyni zamanda mövcud 
ola bilərdilər.

İKİnci üsulla mütləqilİKdə təsdiqilİK 
və ya inKarilİK qeyri-zəruri olaraq hÖKm 
edilir. Burada cəm olma və xülvün hər 
İKİsi üçün eyni zamanda olması maneəlidir. 
BeləlİKİə, mütləqliyi qeyri-zərurilİKİə xa- 
raKterizə edərəK, feli olanları bu İKİsinə 
təqsim etmişlər. Bu mütləqiIİK qeyri-zəruri 
vücudiyyət adlandırılır. O qeyri-daimi vü- 
cudiyyətdən daha ümumidir.

QARŞILIQLI İNKAR VƏ ONUN 
MƏCRASINDA OLANLAR HAQQINDA

“Hər İkİ təKlifdən onların cüzlərində 
(tərKib hissələrində) və onlara qoşulanlar
da - izafədə, şərtdə, zamanda, məKanda, 
KÜllilİKdə, cüziliKdə, feldə və qüvvədə ■ itti
faqın olması (şərt edilir). Belə Kİ, onlardan 
(təKliflərdən) hər biri eyniliKlə digərinin 
özüdür. Və halı da o haldır”.

Onun məcrasında olanlar dedİKdə İKİ 
tƏKİifin aşağıda izahları veriləcəK - daxil 
olmaq, müqabillİK, təzad olmaq Kimi - qar
şılıqlı vəziyyətlərindən söhbət gedir.

Yuxarıda sadalanan şərtlərdən aydın 
olur Kİ, qarşılıqlı inKar üçün təKliflərin 
Keyfiyyət və Kəmiyyətində vəhdət tələb 
edilmir. İkİ tƏKİifin qarşılıqlı münasibitən- 
dən danışmaq üçün ən azı onların müqqədi- 
mələrində - mövzu və predİKatlarında - 
vəhdət olmalıdır. Əks halda onların qarşı
lıqlı vəziyyəti haqqında danışmağın mənası 
yoxdur. Belə Kİ, onlarla İKİ qarşılıqlı asılı 
olmayan hadisələr və xəbərlərdən söhbət 
aparılmış olardı.

Qarşılıqlı inKar üçün müqqədimələr- 
dəKİ vəhdətdən başqa digər altı ünsürdə də 
vəhdət şərt edilir.

1.İzafədə (mənsubiyyətdə) ittihad. 
Məsələn birinci təKİifdə “üçbucağın tərəfi

Təkliflər: 
II üsul

Faktiki -feli Qüvvədə olan - 
potensial: İmkan

Faktiki -feli Faktiki -feli

...” haqqında, İKİnci təKİifdə “dördbucağın 
tərəfi...” haqqında söhbət gedirsə, onların 
inKariliyi haqqında danışmağa dəyməz;

2. Şərtlərdə eynilİK. “A şərtləri ödə- 
nildİKdə B C-dir” və “В C deyil” təKİifləri- 
nin inKariliyindən danışmaq olmaz. ÇünKİ, 
təKliflərin şərtləri eyni deyildirlər;

3. Zamanda eynilİK. “Dünən yağış ya
ğırdı” və “İndi yağış yağmır” təKİiflərində 
zamanda eynilİK yoxdur. Onların qarşılıqlı 
inKar olması тйткйп deyil;

4. MəKanda eynilİK. “Kitab stolun üs
tündə deyil” və “Kitab rəfdədir” təKİiflərin- 
də məKanlar müxtilif olduqları üçün onlar 
qarşılıqlı inKar təşKİl etmirlər;

5. KiillİK və cüziliKdə eynilİK;
6. Fel və qüvvədə olmaqda eynilİK.
TəKliflərin qarşılıqlı vəziyyətləri: tə- 

qabül, tədaxül, təzad, tənaqüz. “Yalnız 
Kəmiyyətlərində müxtəlif olanlar mütədaxil 
(biri digərinə daxil olan) olanlardır. Key
fiyyətində (müxtəlif olanlar) mütəqabillər- 
dir; hər İKİsinin eyni zamanda doğruluğu 

тйткйп deyilsə, təzadlardırlar (Kontrar- 
lar); zatında (həqiqətlərində) qismlənmiş- 
lər isə tənaqüzlərdir (qarşılıqlı inKardırlar, 
KontradiKtorlar )".

Mütədaxil olanlar X/(x)[j(x) -> B(x)] və 
Э(х)[л(х)-> B(x)]. Çoxluqlar dilində A c B.

Mütəqabil olanlar
V ya Э(х)[л(х) —> B(x)] və

V ya 3(х)[л(х) £(x)]. Çoxluqlar dilində
Külli halında: A c B və A c CB ; cüziyyət 
halında isə А n В 0 və A n СВ Ф 0

Təzadlar Х/(х)[л(х)л #(x)] yalnız yalan 
qiymətlər alır.

Tənaqüzlər V(x)[/l(x)v tf(x)] dizyunKsi- 
yası doğru, V(x)[j(x)a ä(x)] Konyumcsiyası 
isə yalan qiymətlər alır.

Individual təKliflərin tənaqüzü (in- 
кап) onların təqabülüdür.

“Individual təKliflərin tənaqüzü (qar
şılıqlı inaKrı) onların təqabülüdür (müqabi
lidir). Onlar üçün təzad və tədaxül yox
dur”.

“A B-dir” individual təKİifinin inKarı 
“A B deyil” təKİifidir. Göründüyü Kimi on
lar yalnız Keyfiyyətləri ilə fərqlənirlər. De
məli onlar müqabildirlər Kİ, o da eyni za
manda verilən tƏKİifin inKarıdır. Məsələn, 
“Zeyd müəllimdir” individual təsdiqi təKİi- 
finin inKarı “Zeyd müəllim deyil” inKarı 
təKİifidir. Və onlar eyni zamanda müqabil 
təKİiflərdirlər.

KonKretləşmiş təKİiflər arasında mü
nasibət

Riyaziyyatda xüsusən KonKretləşmiş 
təKİiflərlə rastlaşırıq. Bu mənada KonKret
ləşmiş təKliflərin qarşılıqlı vəziyyətinin tə
yin edilməsi maraqlıdır.

“KonKretləşmişlərə gəldiKdə ■ 
Keyfiyyətlərində müvafiq olanlar 

mütədaxildirlər;
- Külliyyatlarında (müvafiq olanlar) 

təzadlardır.
- Cüziyyətlərində (müvafiqlər) təzad

lar altında daxil olanlardır. Onlar yalanlıq 
da cəm olmurlar.

Keyfiyyət və Kəmiyyətlərində müxtəlif 
olanlar tənaqüzlərdir. KonKretləşməmişlər 
İKİ cüziyyət Kimidirlər. Hamısında maddə
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lərdə etibar ediriK”.
Yuxarıda artıq bu formal dildə yazıl

mışdır. Cüziyyətlərində müvafiq olanlar tə
zadlar aldında daxil olma (subımotrarlıq) 
adlandırılmışlar. Bu münasibətlər ənənəvi 
olaraq aşağıdaKi sxem vasitəsilə verilir:

Külli təsdiq 
"Ixtiuari A B-dir"

Külli inkar
Təzadlar “ixtiuarı A B deuU'

2 
C: •—
ii
X

Təııaqüz
(kontradiktorluq)

Cüzi təsdiqi
"Bəzi A B-dir”

Təzadlar altı 
daxil olma

Cüzi inkar
"Bəzi A B deyil”

Sxemdən də göründüyü Kimi, Kontra- 
dİKtor KonKretləşmiş təKİiflər həm Keyfiy
yət, həm də Kəmiyyətlərində bir-biri ilə 
müxalifdirlər.

Modallıqların inKarı
“Modallıqlara gəldİKdə onların təna- 

qüzü (inKarı) ya onların modallığının in- 
кап (səlbi), ya da bərabərliK (müsavat) 
üsulu ilə olur. Mütləq zərurilİK ümumi mü- 
тйкйпШк ilə tənaqüzdür (ткаг təşKİl 
edir)”.

Mütləq zəruriliyin inKarı yuxarıda 
araşdırılmışdır: “Zəruri olaraq hər bir A 
B-dir” təKİifinin tənaqüzü “zəruri olaraq 
(mümKÜndür) bəzi A B deyil”, “zəruri ola
raq bəzi A B-dir” təKİifinin inKarı “zəruri 
olaraq istənilən A B deyil”, “MümKÜndür 
hər bir A B-dir” təKİifinin inKarı “zəruri 
olaraq bəzi A B deyil”, “mümKÜndür bəzi A 
B-dir” təKİifinin inKarı “zəruri olaraq bəzi 
A B deyil” Kimi təKİiflərdir. Buradan gö
ründüyü Kimi Kvantorların saxlanması şərt 
deyil. MümKÜnlüyün inKarı zərurətdir.

Digər üsul isə predİKat və mövzunun 
yerdəyişməsi ilə olur.

Şərti təKİiflərin inKarı.
Şərtiyyətlərdə isə, Keyfiyyət və Kəmiy

yətdə müxtəliflİKlə yanaşı, səlb (inKari) ol
malıdır - lüzumiyyətdə lüzumun səlbi. İtti- 
faqilərdə ittifaqın səlbi; inKari (səlbi) hə
qiqi inadilİKdə - hansındaKi cəm və xülvun 
imKanı doğru ola bilər - cəmsiz, xülvun 
maneəsi yolu ilə ümumi imKan ilə olmağı 
etibar edilir.

Cəm (birlİKdə olma) və xülvu (hər İKİ
sinin omaması) maneəli olan İkİ bəsit üçün 
- yəni həqiqilİKdən təşKİl edilmişlərdə - yal
nız onların ümumi imnanlığı;

İKİ mürəKKəbilİKdə - yəni, onlardan 
(həqiqilİKlərdən) təşKİl edilməmişlərdə -ya 
bu imKan ilə, ya da cəmsiz xülvun məni 
yolu ilə digərinin məni.

“A B olduqda C D-dir” istər lüzumu, 
istərsə ittifaqi təKİifinin inKarı “A B ol
duqda mümKÜndür C D olmasın” təKİifidir. 
“ya A B-dir, ya da C D-dir” münfəsil təKİi- 
finin inKarı “ya A B-dir, ya da C D-dır de
yil” təKİifidir.

Lüzumiyyətdə səlbin lüzumi deyil, 
lüzumun səlbi olmalıdır. Məsələn, “A B ol
duqda, C D-dir” lüzumi təKİifinin inKarın- 
da səlbin lüzumu ilə təşKİl edilən təKİif “A 
B olduqda C D deyil” təKİifidir. Bu heç də 
iİKİn təKİifin inKarı deyil. İİKİn təKİifin in- 
кап yuxarıda söyləndiyi Kimi lüzumun səl
bi ilə - yəni, “A B olduqda” ayrılmaz olan 
“C D-dir” nəticəsinin ayrılmazlığı aradan 
götürülməlidir. Bu isə “C-nin D olmaması
nın mümKÜnlüyüdür”.

ƏKSİLİKLƏR HAQQINDA

TəKlifin əksİ elə bir təKlifdir kİ, ya ilnin 
- hansı kİ, əsldir - cüzlərdən biri digərinin ye
rini tutmuşdur, ya da onların hər İKİsinin in- 
кагШк və təsdiqiliKdə müqabili olan - onun 
Keyfiyyətinin və doğruluğunun halının sax
lanması şərti ilə, hətta fərziyyə olsa da belə- 
digərinin məqamını tutmuş olur.

Orada Kəmiyyətin, modallığın və yala
nın saxlanması şərt edilmir.

Birincisi müstəvi ƏKSiliKdir (bərabər
liK, düzgün əksİUk, əks teorem). İKincisi 
isə inKari (nəqiz) ƏKSiliKdir (tərs teorem). 
Ayrılıqda (mütləq mənada) işlədildiKdə 
məhz birinci nəzərdə tutulur. İstənilən qə- 
ziyyəKi digərini bu sifətlə ayrılmaz edir o 
münəKsdir (ƏKSiliKdir, əks olandır).

TəKİifin əksİ İkİ üsulla əldə edilə bi
lər. 1) TəKİifin Keyfiyyətinin və onun doğ
ruluğu saxlanmaqla, hissələrinin yerdəyiş
məsi ilə. “Hər bir A B-dir” təKİifinin əksİ 
olaraq “bəzi B A-dır” təKİifi. İİKİn təKİif 
doğrudursa, İKinci təKİif də doğrudur. Bu 

halda Kəmiyyət artıq saxlanmır. Əsli olan
da “hər bir” əksİ olanda “bəzi” olur. Bu 
üsulla əldə edilən əksİİİk müstəvi əksİİİk 
adlanır. Riyaziyyatda biz bunu əks teorem 
adlandırırıq.

V(xp(x)-> B(x)] Э(х)[л(х)-> g(x)]
Э(х)[в(х) -> Л(х)] Э(-Ф(х)-> Я(х)]

У(х)~[л(х)-»В(х)] 
У(х)~[в(х)->Л(х)]

3(x)4.4(x)->B(x)]
Riyazi ədəbiyyatda bu tip teoremlər 

əks teoremlər adlanırlar.
2) Hissələrdən hər birinin digərinin 

inKari olan təKİiflə əvəz edilməsi ilə baş ve
rir. Bu üsulla alınan əksİİİk nəqiz əksİİİk 
adlanır. PredİKativ təKİiflər üçün mövzu 
predİKatın inKarı ilə, predİKat isə mövzu
nun inKarı olan təKİiflə əvəz edilir. “Hər 
bir A B-dir” təKİifinin nəqiz ƏKSiliyi “hər 
bir B olmayan A olmayandır” təKİifidir.

V(x)[j(x)-> B(x)] 3(rp(x)-> B(x)]
V(x)[~ B(x) Л(х)] V(x) ~ [ ]

Riyazi ədəbiyyatda bunları qarşılıqlı 
tərs teoremlər adlandırırlar.

Misallardan da Kəmiyyətin saxlanma- 
masının vacib olmadığı aşKardır. “Hər bir 
A B-dir” təKİifi doğru olmadıqda belə onun 
müstəvi əksİ olan “bəzi B A-dır” təKİifi 
doğru ola bilər.

Müstəvi ƏKS.
Müstəvi olandan başlayırıq. SöyləyirİK 

təsdiqi olan istər Külli, istər cüzi olsun, feli 
(faKtiKİ) olduqda, feli (faKtiKi) olanla ək- 
silİKləşdirilir. ÇünKİ, mövzu adlanan hər 
bir şey predİKatla vəsf edildiKdə, predİKat 
adlandırılanın özü də mövzu ilə vəsf edil
miş olur.

Feli olmaq yəni, faKtİKİ olaraq deməK
dir. “Hər bir A B-dir” Külli təsdiqi və “bəzi 
A B-dir” cüzi təsdiqi təKİiflərinin hər İKİ 
halda müstəvi ƏKSİəri “bəzi B A-dır” təKİi- 
fidir. Bundan artığını ümümi olaraq söylə- 
тэк mümKÜn deyil. Birinci halda ola bilər 
B A-dan daha ümumidir. İKinci halda isə 

ola bilər A və B heç biri digərindən ümumi 
deyil.

Müəyyən bir A mövzusu B predİKatı 
ilə vəsf edilmişsə, qarşılıqlı olaraq həmin B 
də A ilə vəsf edilmiş olur. “ÇünKİ, mövzu 
adlanan hər bir şey predİKatla vəsf edildİK- 
də, predİKat adlandırılan özü mövzu ilə 
vəsf edilmiş olur” dedİKdə bu məqam nə
zərdə tutulub.

Təsdiqi mümKÜnün əksİ cüzi ümumi 
mümKÜndür. Мйткйп olduqda isə müm 
Kün olur. ÇünKİ, həmin şeyin predİKatla 
vəsf edilməsi тйткйп olmuşsa, onun - ar
tıq faKtiKi mövzu ilə vəsf edilmiş olaraq - 
predİKat adlandırılması mümKÜndür. Bu 
şeyin feli (praKtiKi) predİKat adlandırıl
ması qeyri-тйткйп deyilsə, predİKat olanın 
feli olaraq mövzu Kimi vəsf edilməsi (ol
ması ) qeyri тйткйп deyil.

Müstəvi əKsdə Kəmiyyət. Bu ƏKSilİKdə 
maddədəKi Kəmiyyəti saxlanmır. Bu hər bir 
hissənin digərindən daha ümumi olması eh
timalından baş verir. “Hər bir insan canlı
dır” və “bəzi canlı insandır” deyimlərimiz
də söylədiyimiz Kimi. Külli olan bu misalı- 
mızdaKi maddədə olduğu Kimi cüziyyətlə və 
ƏKSinə inİKas edilir. Formaya (surətə) gəl- 
dİKdə isə cüziyyəti saxlayır. ÇünKİ o hər İKİ 
halda qəti olaraq doğrudur. Küllidə isə 
belə deyil”.

Bu yuxarıda baxılmış misallardan da 
aydındır. “Hər bir A B-dir”, “bəzi A B-dir” 
təKİiflərinin hər İKİsindən yalnız “bəzi B 
A-dır” təKİifini əldə etməK olar. Hər İKİ 
halda ola bilər B A-dan daha ümumidir.

İNKARİLİYİN ƏKSİLİKLƏRİ 
(ZƏRURİ KÜLLİ İNKARİLİK 

ÖZÜ KİMİ ƏKS EDİLİR)

Külli inKara gəldİKdə, zəruri olduqda 
özü Kimi inİKas edilir. ÇünKİ mövzu adlan
dırılan hər bir şeyin məhmulun sifəti ilə 
vəsf edilməsindəKİ imtina məhmul adlandı
rılan hər bir şeyin mövzunun sifəti ilə vəsf 
edilməsinin imtinasını tələb edir. edir. Bu 
ona görə belədir Ki, məhmul adlandırılan 
hər bir şeyin mövzunun sifəti ilə vəsf edil
məsinin mümKÜnlüyü ixtilaf tələb edir. O 
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bu şeyin mövzu adlandırılanın ailəsindən 
olmasından - yəni,o şeydən Ki, onun məh- 
mul adlandırılması aradan götürülüb iba
rətdir.

ÇünKİ, mövzunun sifəti ilə feli vəsf 
edilməsinin fərzində, o qəti olaraq həmin 
KÜllliyatdan (cümlədən, ailədən) olur. Belə- 
UkIə, fərzdən öncə onun özlüyündə həmin 
Külliyatdan (cümlədən) olması məlum olur. 
ÇünKİ imKanın vaqe olmasının fərzi mövzu
nun zatından qeyrisinin onun üçün zat ol
masına çevrilməyə imKan vermir. ƏKsinə 
(bəzən, çox vaxt) elm mövzunun özünün 
Külliyyatından (ailəsindən) olması məlum 
olmayan şeyin həmin o Külliyyatdan ol
ması ilə əldə edilir..”.

“İstənilən A B deyil” Külli inKari təK- 
lifinin müstəvi əksİ “İstənilən В A deyil” 
Külli inxari təKİifidir. ÇünKİ, əks halda - 
yəni, bəzi В A olsaydı - bəzi A B olardı. Bu 
da iİKİn təKİiflə ixtilaf təşKİl edir. Bu küI- 
İİİİk “Yəni, məhmul adlandırılanın hər bi
rindən aradan götürülür” şəKİində ifadə 
edilmişdir.

“Zəruri olaraq heç bir A B deyil” təK- 
lifinin əksİ “zəruri olaraq heç bir В A de
yil” təKİifidir.

SİLLOGİZMLƏR HAQQINDA

Sillogizmlər. Söylədiyimiz Kimi məqa
lədə yalnız predİKativ tərKİbli sillogizm- 
lərə baxılır və N.Tusinin fİKİrləri formal 
məntiqi yazılışda ifadə edilirlər.

Sillogizm bir neçə tƏKlifdən təşKİl edil
miş elə bir KonstruKsiyadır kİ, onun qurulu
şundan zəruri şəKİldə nəticə əldə edilməsi 
mümKÜndür. “Hər bir insan canlıdır, hər 
bir canlı cisimdir” misalında olduğu Kimi. 
Onların fərz edilməsindən “hər bir insan 
cismdir” nəticəsi əldə edilir. O (birincisi) 
silloqizmdir, bu isə (iKincisi) onun nəticəsi
dir. Bu (birincidə iştiraK edən) İkİ təKlif- 
dən hər biri müqəddimələrdir. Onlar sillo- 
qizmi təşKİl edənlərdir. Onların hədləri isə 
silloqizmin hədləridir”.

Silloqizm təKİiflərin elə KonyunKtiv 
KonstruKsiyasıdır kİ, bu KonstruKsiyadan 
birqiymətli nəticə əldə edilir. Silloqizmi 
təşKİl edən təKİiflər yalan təKİiflər də ola 

bilərlər. Əsas məsələ KonstruKSİyanm özün
dən nəticənin əldə edilməsidir. Məsələn, 
“İnsan daşdır. Hər bir daş cansızdır” misa
lında birinci müqəddimə və alınan nəticə
nin yalan təKİiflər olmalarına baxmayaraq, 
baxılan KonyunKtiv təKİifdən birqiymətli 
olaraq “insan cansızdır” nəticəsi alınır.

Silloqizmlərin növləri. “Silloqizmlər 
sadə və тйгэккэЬ ola bilərlər. Sadələr də öz 
növbəsində nəticəsi əks edilmədiKdə ilgili, 
əks halda isə istisna edilmiş (seçilmiş) 
olurlar”.

Sadə silloqizmlərin İKİ müqəddiməsi 
olur. Nəticə qeyd edilmədiKdə, ilgili adla
nır; nəticə qeyd edilmişsə, istisna edilmiş 
(bu mənada seçilmiş) adlanırlar. SxematİK
olaraq bunlar aşağıdaKi Kimi yazıla bilərlər:

ilgili istisna
A-B

A-B C-D
C-D E-F

A,C, E mövzuları B,D,F predİKatları 
ilə Kəmiyyət və Keyfiyyət baxımından 
müəyyən münasibətdə olurlar. İrəlidə görə- 
cəyİK Kİ, müqəddimələrin hədləri arasında 
müyyən bir ortaqlıq olmalıdır. Əks halda, 
asılı olmayan hədlərdən müəyyən bir nəti
cənin hasil olması mümKün deyil.

“... PredİKativ olanlardan başlayaca
ğıq. (Yuxarıda) misal Kimi baxdığımız il
gili prediKativlərdəndir. Onun nəticəsi hər 
İkİ müqəddimə ilə, həmçinin hər İkİ müqəd
dimə də öz aralarında ortaq hissəyə malİK
dirlər. Nəticənin mövzusu “kİçİk hədd”, 
bunda ortaq olan (müqəddimə) “kİçİk mü
qəddimə”, onun (nəticənin) prediKatı “bö
yÜK hədd”, bunda ortaq olan isə “böyÜK 
müqəddimə” adlanır. Müqəddimələrin ortaq 
həddi isə “orta hədd” adlanır. Onun rolu 
İkİ müqəddimə arasında əlaqə yaratmaq
dan ibarətdir və nəticədə ortadan gedir. 
Onun İkİ müqəddimədə iştiraKi isə fiqurları 
müəyyən edir”.

Yuxarıda baxılan “hər bir insan canlı
dır, hər bir canlı cismdir” və “hər bir insan 
cismdir” misalında nəticənin mövzusu olan 
“insan” birinci müqəddimədə iştiraK edir yə 
o kİçİk həddir. Birinci müqəddəmə isə kİçİk 
müqəddimədir. Nəticənin prediKatı olan 

“cism” isə İKİnci müqəddimədə iştiraK edir, 
İKİnci müqəddimənin özü isə böyÜK müqəd
dimədir. Birinci və İKİnci müqəddimələrin 
ortaq həddi olan “canlı” məfhumu isə orta 
hədd adlanır və nəticədə aradan çıxır.

Dörd fiqur haqqında. “Kiçiyin predi- 
Katı böyüyün mövzusu olarsa, birinci , pre 
dİKatları ortaq olarsa, İKİnci fiqur, mövzu
lar ortaq olarsa, üçüncü fiqur, birinci fiqu
run əksİ olan isə dördüncü fiqur adlanır”.

BeləliKİə, orta həddən asılı olaraq 
dörd məntiqi fiqur almır:

\—ci fiqur 2-ci fiqur 3-cü fiqur 4 -cü fiqur

A-B A-B A-B A-B

B-C C-B A-C C-A

A-C A-C B-C B-C

“Hər bir fiqur müqəddimələr üzərində 
тйткйп olan məhdudiyyətlərdən asılı ola
raq on altı formaya malİKdirlər. Bu aşKar- 
dır. Onlardan yalnız bəzilri nəticəyə malİK
dirlər, digərləri isə nəticəsizdirlər”.

Məhdudiyyətlər dedİKdə, Kəmiyyət eti
barı ilə hÖKmün ümumi (küIİİ), ya cüzi ol
ması, Keyfiyyət etibarı ilə isə təsdiqi, yoxsa 
шкап olması nəzərdə tutulur. Müasir mən
tiq və məntiqin tarixinə həsr edilmiş Kitab
larda dördüncü fiqur ayrılıqda deyil, brinici 
fiqurla birlİKdə baxılır. İbn Sinaya şərhlə
rində Tusi bu məsələyə toxunaraq yazır: 
“Söyləməliyəm Ki, qədim alimlər onları aşa- 
ğıdaKi Kimi siniflərə bölmüşlər: Orta hədd 
İkİ müqəddimədən biri üçün prediKat, digəri 
üçün isə mövzudur; ya hər İKİsi üçün möv
zudur; ya da hər İKİsi üçün predİKatdır. Be- 
ləlİKlə, üç fiqura baxmışlar. Birinci fiqurun 
İKİ növə bölünməsini qanunauyğun hesab et
məmişlər. Nəticədə dördüncü fiqur onlarda 
olmamışdır. SonraKi alimlər onların qəbul 
etmədiyi dördüncü fiqurun təbii olmaması 
fiKrinə etiraz etmişlər.”([3], səh.434-435 
ərəb, səh. 285-286 az.)

İbn Sinanın əsərində də üç fiqura ba
xılır. FİKrimizcə, burada elə bir prinsipial 
fərq yoxdur. Sadəcə Tusinin təsnifatında 
birinci müqəddimə həmişə kİçİk müqəd
dimə, İKİnci müqəddimə isə böyÜK müqəd
dimə Kimi iştiraK edir.

Nəticəli olanlar. Bu barədə Tusi aşağı - 
daKinı söyləyir: “PredİKativ halında Uk İKİ 
fiqur üçün dörd, üçüncü fiqur üçün altı, dör
düncü fiqur üçün isə beş nəticəli forma var”.

Birinci fiqurun nəticəli formaları 
haqqında. “İIk forma İKİ təsdiqi Külli halı
dır, nəticədə Külli təsdiq əldə edilir; İKİnci 
forma böyüyü inKari olmaqla, İKİ Külli olan 
halıdır.. Nəticədə Külli ткаг əldə edilir; 
Üçüncü forma Kiçiyi cüzi ol maqla, hər iKisi- 
nin təsdiqi halıdır. Nəticəsi cüzi təsdiqi olur. 
Dördüncü forma cüzi kİçİk, inKari böyÜK 
olandır. Nəticə cüzi inKari olur. Bununla bü
tün hallar əhatə edilir. Və bütün məhdudiy
yətlər verilmişdir. Və bu mütləqdir”.

BeləliKİə, birinci fiqur dörd nəticəli 
formaya malİKdir: Birinci forma “İxtiyari 
A B-dir. İxtiyari В C-dir”. Nəticə “İxti
yari A C -dir” Külli təsdiqi təKİifidir.

1- ci forma:
V(xp(x) -> B(x)J 
V(x)[b(x)-»C(x)] 
V(xp(x)->C(x)]

İKİnci forma: “İxtiyari A B -dir. İxti
yari В C deyil”. Nəticə “İxtiyari A C de
yil” Külli inKari təKİifidir.

2- ci forma:
Х/(х)[л(х) -> В(х)] 
X/(x) ~ [b(x) —> C(x)] 
X/(x) ~ [Л(х) -> C(x)]

Üçüncü forma “Bəzi A -lar B -dir. İx
tiyari В C-dir”. Nəticəsi cüzi təsdiqi “Bəzi 
Л-lar C-dir” təKİifidir.

3- cü forma:
3(xp(x)-> B(x)] 
V(x)[b(x) —> C(x)] 
3(x)[/l(x) —> C(x)]

Dördüncü forma “Bəzi A -lar B -dir. 
İxtiyari В C deyil”. Nəticəsi “Bəzi A -lar 
C deyil” cüzi inKari təKİifidir. Bunları 
aşağıdaKi Kimi yazmaq olar.
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4-cü  forma:
3(х)[я(х)-> в(х)] 
У(х)~[д(х)->С(х)] 
Э(х)~[л(х)->С(х)]

İKİnci fiqurun nəticəli formaları haq
qında. “Birinci forma Kiçiyi təsdiqi olan 
İKİ Külli halıdır. “Hər bir insan gülə bilən
dir, hər bir at gülə bilməyəndir” misalın- 
danı Kimi. Bunun nəticəsi “heç bir insan at 
deyildir” təKlifidir. İKİnci forma Kiçiyi in
Kari olan İkİ Küllidir. Nəticə yuxarıdaKi Ki
midir. Üçüncü forma Kiçiyin cüzi təsdiqi ol
masından cüzi olan nəticə alınır. Dördüncü 
forma Kiçiyin cüzi İnKarı olmasından ana
loji nəticə alınır”.

BeləlİKİə, İKİnci fiqurun yalnız dörd 
nəticəli forması var. Birinci forma “İxti
yari A B -dir. İxtiyari C B deyil” şəKİində 
təKİifdir. Nəticəsi “İxtiyari A C deyil” 
Külli inKari təKlifidir.

1- ci forma:
Х/(х)[л(х)-> Xх)] 
V(x)~[c(x)->g(x)] 
Xx)~[Xx)">Xx)]

İKİnci forma “İxtiyari A B deyil. İxti
yari C B -dir” şəKİində təKİifdir. Nəticəsi 
“İxtiyari A C deyil” Külli inKari təKlifidir.

2- ci forma:
Xx)~[Xx)->Xx)] 
Xх XXх) Xх)] 
V(x)~ [л(х)~> C(x)]

Üçüncü forma “Bəzi A -lar B -dir. İx
tiyari C B deyil” şəKİində təKİifdir. Nəti
cəsi “Bəzi A -lar C deyil” şəKİində cüzi in
Kari təKİifdir.

3- cü forma:
XxXXx) -> Xх)] 
V(x)~[c(x)-> Д(х)] 

3(x)~[Xx)~>Xx)]
Dördüncü forma “Bəzi A -lar B deyil. 

İxtiyari C B -dir” şəKİində təKİifdir. Nəti

cəsi “Bəzi A -lar C deyil” şəKİində cüzi in 
Kari təKİifindən ibarətdir.

4-cü  forma:
3(x)~ [л(х)—> Xх)] 
V(x)[c(x)—> 7?(x)] 
з(х) ~ [л(х) -*■ Xх)!

Üçüncü fiqurun nəticəli formaları. 
“Birinci forma İKİ təsdiqi KÜllidən ibarət 
olandır. “Hər bir insan canlıdır. Hər bir in
san yazardır” misalında olduğu Kimi. iKİn- 
ci forma böyüyü inKari olan İKİ KÜllidən 
ibarət olandır. Üçüncü forma Kiçiyi cüzi 
olan İkİ təsdiqdən ibarət olan haldır. Dör
düncü forma böyüyü cüzi olan İKİ təsdiqdən 
ibarət olandır. Beşinci forma Kiçiyi Külli 
təsdiqi, böyüyü cüzi inKari olandır. Altıncı 
forma Kiçiyi cüzi, böyüyü inKari olandır”.

BeləlİKİə, üçüncü fiqur altı silloqizm- 
lə səciyyələnir. Birinci forma “İxtiyari A 
B -dir. İxtiyari A C-dir” şəKİində təKİif - 
dir. Nəticəsi “Bəzi B -lər C -dir” cüzi təs
diqi təKlifidir.

1- ci forma:
XXXх) Xх)] 
XXXх) Xх)] 
3(xM)->C(x)]

İKİnci forma “İxiyari A B -dir. İxiyari 
A C deyil” şəKİində təKİifdir. Nəticə olaraq 
“Bəzi B -lər C deyil” cüzi inKari təKİifi alı
nır.

2- ci forma:

XXXх)—> Xх)] 
V(x) ~ [Xх) —> Xх)] 
з(х)~[Хх)->Хх)]

Üçüncü forma “Bəzi A -lar B -dir. İx
tiyari A C -dir” şəKİində təKİifdir. Nəticəsi 
“Bəzi B -lər C-dir” cüzi təsdiqi təKİifdir.

3- cü forma:
XXXх) -> Xх)] 
v(XXx)-»Xx)] 
э(ХХх)->Хх)]

Dördüncü forma “İxtiyari A B -dir. 
Bəzi A -lar C -dir” şəKİində təKİifdir. Nəticəsi 
“Bəzi B -lər C -dir” cüzi təsdiqi təKİifdir.

4- cü forma:
v(XXx)->Xx)] 
XXXх) -> Xх)] 
XXXх) -Ə- Xх)]

Beşinci forma “İxtiyari A B -dir. Bəzi 
A -lar C deyil” şəKİində təKİifdir. Nəticəsi 
“Bəzi B -lər C deyil” cüzi inKari təKlifidir.

5- ci forma:
XXXх) -> Xх)] 
з(х)~[Хх)-»Хх)] 
з(х)~[Хх)-^Хх)]

Altıncı forma “Bəzi A -lar 5-dir. İx
tiyari A C deyil” şəKİində təKİifdir. Nəti
cə olaraq “Bəzi B -lər C deyil” cüzi inKari 
təKİifi alınır.

6- cı forma:
з(х)[4х)-> Xх)] 
V(x)~ [л(х)—> Xх)] 
з(х)~[Хх)->Хх)]

Dördüncü fiqurun nəticəli formaları. 
“Birinci forma İKİ KÜllidən ibarətdir. “Hər 
bir insan canlıdır. Hər bir natiq insandır” 
misalındaKi Kimi. İKİnci forma böyüyü cüzi 
olan İKİ təsdiqdən ibarətdir. Nəticəsi cüzi
dir. Böyüyün ortaq olmayıb, Kiçiyin ortaq 
olmasının mümKin olması səbəbindən. 
Üçüncü forma böyüyü inKari olan İKİ KÜlli
dən ibarətdir. Nəticə Küllidir. Dördüncü 
forma böyüyü inKari olan İkİ KÜllidən iba
rətdir. Beşinci forma Kiçiyi cüzi təsdiqi, bö
yüyü Külli inKari olandır. Nəticəsi cüzidir”.

BeləlİKİə, dördüncü fiqurun beş nəti
cəli forması var. Birinci forma “İxtiyari 
A B -dir. İxtiyari C A -dır” şəKİində təKİif- 
dir. Nəticəsi “Bəzi B -lər C-dir” şəKİində 
cüzi təsdiqi təKİifdir.

1- ci forma:
XXXx)->XX 
XXXх) Xх) 
з(ХХх)-> XX]

İKİnci forma “İxtiyari A B -dir. Bəzi 
C -lər A -dır” şəKİində təKİifdir. Nəticəsi 
“Bəzi B -lər C -dir” şəKİində cüzi təsdiqi 
təKİifdir.

2- ci forma:
XXXх)-> Xх)] 
3(x)[c(x)->Xx)] 
з(ХХХ->Хх)]

Üçüncü forma “ İxtiyari A B deyil. 
İxtiyari C A -dır” şəKİində təKİifdir. Nəti
cəsi “İxtiyari В C deyil” şəKİində Külli in
Kari təKİifdir.

3- cü forma:
Xх) ~ [Xх) Xх)] 
V(x)[C(x) -> Xх)] 
Xх) ~ [Xх)Xх)]

Dördüncü forma “ İxtiyari A B -dir. 
İxtiyari C A deyil” şəKİində təKİifdir. Nə
ticəsi “Bəzi B -lər C deyil” şəKİində cüzi 
inKari təKİifdir.

4- cü forma:
XXXх) Xх)] 
XX ~ (XXх) —* Xх)] 
3(x)~[Xx)->Xx)]

Beşinci forma “ Bəzi A -lar B -dir. İx
tiyari C A deyil” şəKİində təKİifdir. Nəti
cəsi “Bəzi B -lər C deyil” şəKİində cüzi in
Kari təKİifdir.

5- ci forma:
з(ХХх)-> Xх)] 
Xх) ~ [Xх) Xх)] 
Xх) ~ [Xх) Xх)] 
з(ХХх)-> Xх)] 
Xх) ~ [Xх) Xх)] 
з(х) ~ [Xх) -> Xх)]
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KOMPYUTER TEOREM İSBAT EDİR

Riyaziyyatı çoxluqlar nəzəriyyəsinin 
aKSİomatİKasının və predİKatların hesablan
masının vasitələri ilə formallaşdırmaq im- 
каш riyaziyyatçıların işini şahmat oynama
ğa bənzər edir: ciddi qaydalar var və sadəcə 
onlara əməl etməK gərəKdir. BeləlİKİə, teo
remlərin maşın isbatına dərhal yol açılır.

Kompyuter üçün predİKatların hesab
lanmasında düsturun çıxarılmasının düz
günlüyünü yoxlayan proqram yazmaq тй
гэккэЬ olmayacaq - bu, təxminən şahmat 
gedişlərinin düzgünlüyünü yoxlamaq Kimi
dir. Yeni teoremlərin isbatını tapmaq üçün 
zarafatla “yüz min meymun alqoritmi” adla
nan üsul tətbiq etməK olar. Təsəvvür edin: 
yüz min meymun Kompyuterlərin Kİaviatür- 
lərini döyəcləməyi öyrənib, Kompyuterlərsə 
yoxlayırlar kİ, meymunların “yığdıqları” is
batdır, yoxsa yox. Aydındır Kİ, meymunla
rın yerinə təsadüfi mətnlərin mexanİKİ və

ya eleKtron generatorlarından istifadə et- 
тэк, ya da tərsinə, Kompyuteri isbat olma
yanı ələməyə vadar etməKİə sistematiK 
olaraq bütün тйткйп mətnləri yığmaq olar 
Kİ, bu da isbat deyil. XX əsrin 50-ci illərin
də teoremlərin isbatı üçün yazılmış İİk ma
şın proqramlarında məhz belə ког yığım 
üsulu reallaşmışdı. Təbiidir Kİ, az güclü ma
şınlar onda ancaq çox sadə teoremləri isbat 
edə bildilər.

Sonralar teoremlərin maşın isbatı me
todu təsadüfiliyin və ya ког-когапэ yığımın 
daha effeKtiv üsullarla əvəz olunması yolu 
ilə getdi. Bu zaman məlum oldu Kİ, predi- 
Katların riyazi isbatların formal şərhi üçün 
işlənilmiş ənənəvi hesablanması onların ax
tarışı üçün o qədər də yaramır. Axtarışa və 
və onun insanın deyil, maşının aparmasına 
yönəlmiş digər formal sistemlər təKİif olun
du. Teoremlərin maşın isbatında müəyyən 
tərəqqi əldə olundusa da, bu, şahmat proq- 
ramlarındaKi Kİmi təsirli olmadı.

HESABLAMA SƏNƏTİ
TƏQRİBİ HESABLAMALAR

Məlumdur kİ, riyaziyyat dəqiq 
elmdir. LaKİn praKtİKİ məsələ
lərin həlli zamanı tez-tez təqribi 

hesablamalar etməK lazım gəlir. Məsələn, 
ı>0= 32,1 rtı/s sürətlə şaquli aşağı atılmış cis
min 4,2 s ərzindəKİ yolunu hesablayaq:

S = uo(+^ = 32,142 + ^^ =
2 2 

= 221,3442(m)
LaKİn burada g » 9,81 m/s2 Kəmiyyəti 

- qravitasiya sabiti - yuvarlaq götürülüb. 
Cismin başlanğıc sürətini və onun uçuş za
manını mütləq dəqiq təyin etməK olmaz, bu, 
ölçü cihazlarının imKanlarından asılıdır. 
Sual doğur: alınmış 221,3442 qiyməti nə qə
dər dəqiqdir? Bu ədəddə neçə doğru rəqəm 
var? Onun dəqiq qiyməti hansı hüdudlarda- 
dır? Təqribi Kəmiyyətlərlə işləmə qaydaları
nı düsturlaşdıran xətalar nəzəriyyəsi bu 
suallara cavab verir.

TƏQRİBİ ƏDƏDLƏR VƏ XƏTALAR

Qədim zamanlarda insanlar dəqiq və 
təqribi ədədləri fərqləndirmirdilər. Belə Kİ, 
Babil mixi lövhələrində bildirilirdi Kİ, İKİ- 
nin Kvadrat kökü 7/5-ə bərabərdir və ya o, 
17/12-yə bərabərdir. Babilistanda Süleyma
nın məbədinin təsviri zamanı diametri 10 
dirsəK, çevrəsi 30 dirsəK olan metal camdan 
danışılır, yəni çevrə uzunluğunun diametrə 
nisbətinin 3-ə bərabər (təqribi yox) olduğu 
hesab edilirdi. O vaxtlar elə də dəqiq hesab
lamalara (əKİnçilİK və ya tİKİnti işlərində) 
ehtiyac yox idi.

Təqribi qiymətlər anlayışı çox sonra
lar, pifaqorçular irrasional ədədləri Kəşf 
edəndən sonra meydana gəldi. Qədim yunan 
alimləri “bərabərdir” və “təqribən bərabər
dir” anlayışlarını dəqiq fərqləndirirdilər. 
Bu anlayışlar son İkİ min ildə əsaslı dəyişİK- 
lİKİərə məruz qalmamışlar.

Dəqiq A ədədindən cüzi meyl edən və 
onu hesablamalarda əvəz edən a ədədi A ədə
dinin təqribi qiyməti adlanır. Əgər a<A-dır- 
sa, onda a-nı A ədədinin əsKİyi ilə təqribi 
qiyməti, a > A-dırsa, artığı ilə təqribi qiy

məti adlandırırlar. Məsələn, tt » 3,14 - əskİ- 
yi ilə, л » 3,1416 - artığı ilə yaxınlaşmadır.

a ədədinin səhvi və ya xətası: 
Aa = A - a - bu, dəqiq və təqribi qiymətlər 
arasındaKi fərqdir. A ədədi dəqiq hesabla- 
nıbsa, onda Ла - 0. Məsələn, 55/lll»l/2 
yaxınlaşmasının xətası 55/111-1/2= 
=-l/222-dir.

A = |Дд| = |A - a| a təqribi qiymətinin 
mütləq xətası adlanır. Belə Kİ, 
55/111« 1/2 yaxınlaşmasının mütləq xəta
sı |- 1/222İ = 1/222-dir.

LaKİn bir çox hallarda A ədədi bizə mə
lum deyil və buna görə də onun yaxınlaşma
sının xətasını hesablamaq olmaz. Belə halda 
Aa|-nı yuxarıdan müəyyən ədədlə qiymətlən- 
dirməK olar: bu Aa > Aa| = |A - a| ədədi son 
mütləq xəta adlanır, a - Aa < A< a + Aa.

Son mütləq xəta birqiymətli təyin 
olunmur: əgər Aa-nm bir qiyməti məlum- 
dursa, onda ixtiyari daha böyÜK ədəd də son 
mütləq xəta olacaq. Təbiidir Kİ, hesablama
larda Aa-nın тйткйт qədər kİçİk olmasına 
çalışmaq lazımdır.

Bəzən onluq Kəsrlərdə hesablamanın 
rahatlığı üçün mütləq xətanı son mütləq 
xəta ilə əvəz edirlər. Məsələn, 1/222= 
=0,00450450450450... olduğundan məsələ
ni nə qədər dəqiq həll edilməli olmasından 
asılı olaraq 55/111 = 1/2 yaxınlaşmasının 
son mütləq xətası Kİmi 0,005, ya 0,0046, ya 
da 0, 004504504501 götürməK olar.

Son mütləq xəta öz-özlüyündə hesabla
manın dəqiqliyini tam səciyyələndirmir. Be
lə Kİ, biz əgər Yerin və Ayın mərKəzləri ara
sındam məsafəni ölçürÜKSə, Aa = 1 m çox kİ- 
çİk xətadır, yaşayış otağının uzunluğunu 
ölçürlərsə, həmin Да = 1 m çox böyÜK xəta 
olur.

ö = A / |A| nisbəti a yaxınlaşmasının nis
bi xətası, öa = Aa / |A| isə a yaxınlaşmasının 
son nisbi xətası adlanır. Əgər Aa « |a və de
məli, 5a « 1 (« işarəsi “çox-çox kİçİk” mə
nasındadır), onda hesab etməK olar Kİ, 
öo « Ла /|a|, Aa « ja|50.

Xəta anlayışı nisbətən cavandır - o yal
nız XV əsrdə meydana gəlib. Qədim zaman
larda əgər ədədi dəqiq hesablaya bilmirdi-
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lərsə, laKİn hesablamalarda səhvi bilməK zə
ruri idisə, riyaziyyatçılar bu ədədin yerləş
diyi dəqiq hüdudları təyin edirdilər. Məsə
lən, Arximed я ədədi üçün Kifayət qədər də
qiq hüdudları hesablamışdır:

Sağ və sol yaxınlaşmaların səhvi 
1/71-dən KİçİKdir. Təqribi ədədlər daha çox 
onluq say sistemində yazılır. Ədədin İİk n 
rəqəmi (onluq işarəsi) o zaman doğru sayılır 
Kİ, səhv n-ci rəqəmlə ifadə olunan mərtəbə 
vahidinin yarısını aşmasın. Məsələn, 
1,00 «0,997 yaxınlaşmasında bütün rəqəm
lər doğrudur. Ədədin onluq yazılışda veril
miş son mütləq xətasını və ya son nisbi 
xətasını bilməKİə onun doğru rəqəmlərinin 
sayını müəyyənləşdirməK olar.

ONLUQ ƏDƏDLƏRİ NECƏ 
YUVARLAQLAŞDIRIRLAR?

Onluq ədədlərlə işləyən zaman tez-tez 
ədədin sonunda rəqəmlərin bir qisminin 
atıldığı yaxınlaşmalardan istifadə etməK la
zım gəlir. Məsələn, coğrafiyanı оугэпэгкэп 
biz bu ədəddə onluq və vahidləri ataraq de- 
yirİK Kİ, Yerin diametri 6400кти ətrafında- 
dır. Burada bizə dəqiq ədədi deyil, onun 
tərtibi - onlarla, yüzlərlə, yoxsa minlərlə 
Kilometrlərlə ölçülməsini bilməK zəruridir.

AşağıdaKi yuvarlaqlaşdırma qaydaları
na əməl edilir:

1. Atılan ədədlərin soldan birincisi
5-dən  KİçİKdirsə, qalan onluq işarələr dəyiş
mir.

2. Atılan ədədlərin soldan birincisi
5-dən  böyÜKdürsə, qalan axırıncı rəqəmə 1 
əlavə olunur.

3. Əgər atılan ədədlərin soldan birinci
si 5-ə bərabərdirsə və qalan atılan ədədlər 
arasında sıfırdan fərqlilər varsa, onda qalan 
axırıncı rəqəmə 1 əlavə olunur.

4. Əgər atılan ədədlərin soldan birinci
si 5-ə bərabərdirsə və qalan atılan ədədlər sı
fıra bərabərdirsə, onda qalan axırıncı rəqəm 
cütdürsə, saxlanılır, təKdirsə, ona 1 əlavə 
olunur.

Bu şərtlər ödənilərKən yuvarlaqlaşdır- 
maların уекип səhvi orta qiymətcə 0-a ya
xın olacaq.

Aydındır Kİ, “cüt ədəd qaydası” əvəzi
nə “təK ədəd qaydasından” da istifadə etməK 

olardı, laKİn bu İkİ qayda arasında seçim 
bizə qədər edilib və biz ən yaxın cüt rəqəm 
tərəfə yuvarlaqlaşdırırıq.

л = 3,1415926531.. ədədinin düzgün yu- 
varlaqlaşdırılması belədir: я »3,14159265, 
я « 3,1415927, я « 3,141593, я « 3,14159, 
я » 3,1416, я « 3,142, я « 3,14.

HESAB ƏMƏLLƏRİNİN 
NƏTİCƏLƏRİNİN XƏTALARI

Təqribi ədədlər üzərində hesab əməlləri 
edərKən hansı qaydalara riayət edirlər? He
sablama nəticələrinin son mütləq və son nis
bi xətasını necə təyin etməli?

Təqribi ədədləri toplayıb-çıxarKən on
ların son mütləq xətaları cəmlənir. Məsələn, 
son mütləq xətaları Ax = 0,06 və Aw = 0,00001 
olan x=121,3 və ı/=128,7 təqribi Kəmiyyət
lərini toplayarKən onların x+j/=121,3+ 
+128,7=250 cəminin son mütləq xətası

&x+y = Ax + Ay = 0,06 + 0,00001 =
= 0,06001 « 0,06

8x+y 250

olacaq.
Bu cəmin son nisbi xətası

= 0.06 + 0,00001 ^
x + y 250

olacaq.
Yaxın təqribi ədədləri çıxarKən son 

nisbi xəta güclü şəKİldə artır. Belə kİ, müt
ləq xətaları Ax =0,06 və A„ =0,00001 olan 
həmin x = 121,3 və y = 128,7 təqribi Kəmiy
yətlərinin son mütləq xətaları

A_x_+ 0,06 + 0,00001
7,4

« 0,08 > 33,35 X+!Z 
olacaq.

Təqribi ədədləri vurub-bölərKən onla
rın son nisbi xətaları toplanır. Məsələn, son 
mütləq xətaları Ax = 0,05 və Av = 0,01 və son 
nisbi xətaları 5X = 0,05/100 = 0,0005 və 
5^=0,01/250 = 0,00004 olan x=100 və 
t/=250 təqribi ədədlərini vuraraq 
xy- 25000 hasili üçün 5XJ)=5x+5!/ = 
= 0,0005 + 0,00004 = 0,00054 son nisbi xəta 
alırıq. Biz indi bu hasilin mütləq xətasını 
qiymətləndirə bilərİK:

A =5 x y = 0,00054-25000 = 13,5
Təqribi ədəd qüvvətə yÜKsəldilirsə, 

onun son nisbi xətası qüvvətin dərəcəsinə 

vurulur. Təqribi ədəddən kök alman zaman 
onun son nisbi xətası кокйп dərəcəsinə bö
lünür.

v0 = 32,1 m/s sürəti ilə şaquli aşağı 
atılmış cismin 4,2 s ərzində Keçdiyi yol haq
qında məsələdə bütün verilən rəqəmlərin 
doğru olduğunu fərz edərəK aşağıdaKi son 
mütləq xətaları götürə bilərİK;

AUo = 0,05, A( = 0,05, Ag = 0,005.
Deməli, son nisbi xətalar belədir: 

_ 0,05 =000]55763 
v° 32,1

= 0,00119047,

— °5 = 0,000509684
9,81

Onda
ö =öu +5( =0,01346233, 

5g(2 =5g + °25t + 52 =0,024319084

(dəqiq ədədin xətası həmişə sıfıra bərabər
dir: O:62 = 0). Daha sonra,

\ =ı>o't-5Uot =1,815, 
A 2 =^--5 2 =2,1042,

ur 2 -
2 2

A^A^ + A^ =3,9192
2

yəni bizim təqribi verilənlərimiz üçün son 
nisbi xəta

5S =0,0177063< 2%
S Kəmiyyəti isə

217,425 < S < 225,2634 
hüdudlarındadır.

Hesablamalarımızın nəticəsi İKİ doğru 
rəqəmə malİKdir: S « 221-in xətası 5%-dən 
KİçİKdir.

Bəzən qat-qat тйгэккэЬ məsələni həll 
edirlər: nəticənin son yol verilən səhvini bi- 
1эгэк iİKİn verilənlərin hansı dəqiqlİKİə he
sablanmasını (ölçülməsini) təyin edirlər. İİk 
dəfə əvvəlcədən verilmiş dəqiqlİKİə hesabla
maları Teymurləngin nəvəsi, XV əsrdə Sə
mərqəndin haKİmi olmuş Uluqbəyin rəsəd
xanasında işləyən ərəbdilli riyaziyyatçı və 
astronom Məsud əl-Kaşi uğurla həyata Ke
çirdi. Göy qübbəsinin 600 000 Yer diametri- 
nə bərabər olduğuna əmin olan əl-Kaşi onun 
çevrəsinin uzunluğunu at yalından götürül
müş tÜKÜn qalınlığı (0,06 mm ətrafı) dəqiq
liyi ilə hesablamağı qət etdi. Alim əvvəlcə 
aydınlaşdırdı Kİ, belə böyÜK diametrli çevrə

yə çəKİlmiş 805 306 368-bucaqlı onun uzun
luğundan tÜKÜn yarısı qədər fərqlənən peri- 
metrə malİKdir. Sonra o, 805 306 368-bu- 
caqlınm tərəfini və perimetrini dəqiq təyin 
etdi və beləlİKİə, я ədədinin 17 düzgün on
luq işarəsini təyin etdi.

Əl-Kaşi altmışlıq sistemin 18 mərtəbə
sində yazılmış ədədlərlə əməliyyat aparırdı 
və hər bir əməliyyatı İKİ-üç dəfə yoxlayırdı. 
Bu böyÜK hesablayıcı həqiqətən nəhəng iş 
görmüşdü.

KVADRAT KÖKÜN QİYMƏTİNİ NECƏ 
TƏYİN ETMƏLİ

Hətta riyazi məsələlərin həllində belə 
heç də həmişə mütləq dəqiq cavabı bilməK 
lazım olmur, onun məqbul dəqiqlİKİə təqribi 
həllini tapmaq Kifayət edir. ÜstəlİK, çox 
vaxt dəqiq nəticəni sonlu ədəd şəKİində gös
tərməK тйткйп olmur. Məsələn, x2+x-l=0 
Kvadrat tənliyini həll edib cavabı adətən 

-ı±7ö
x =---------

2 
şəKİində yazırlar.

LaKİn praKtİK nəzər nöqtəsindən bu 
yalnız yarımcavabdır. Sonlu cavab almaq 
üçün Kvadrat KÖKİər cədvəlinə boylanmaq, 
ya da KaİKUİyatorla silahlanmaq gərəKdir. 
LaKİn lazım olan anda əl altda onların heç 
biri yoxdursa, ancaq öz qüvvələrinə arxa
lanmaq lazım gəlir.

KÖKİəri təqribi hesablamağın çox üsul
ları var. Tam müsbət ədədlərdən Kvadrat 
KÖKİərin ən yaxşı rasional yaxınlaşmasını 
tapmağa imKan verən biri haqqında “Sonsuz 
Kəsrlər” məqaləsində danışılıb. Təcrübədə 
faydalı olan daha bir neçə üsula baxaq.

Fərz edəK Kİ, л/1998 - in təqribi qiymə
tini tapmaq tələb olunur. Ən adi üsul Kvad
ratı 1998-ə yaxınlaşan ədədləri seçməKdir.
44 ədədini yoxlayaq: 442 = 1936 - azdır. Bəs
45 götürsəK? 452 = 2025 - çoxdur. Deməli, 
axtarılan ədəd Kəsrdir və haradasa 44-lə 45 
arasındadır. SonraKi fəaliyyət кокйп həqiqi 
qiymətini özündə saxlayan intervalı 44,6 - 
44,7 hüdudlarınadəK daraltmağa imKan ve
rir. Əlbəttə, bu prosesi davam etdirməK 
olar. LaKİn nəticə dəqiqləşdİKCə aralıq he
sablamalar bir o qədər böyÜK olur və hesab
lamalar ləng gedir.

İKİnci məşhur metod məqsədə daha tez 
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aparır. O, ixtiyari İkİ müsbət a və b ədədlə
rinin üç orta - harmonİK orta, həndəsi orta 
və ədədi orta qiymətləri arasındanı KİassİK 
bərabərsizliyə əsaslanıb (“Orta qiymətlər” 
məqaləsinə bax):

2ab г— a + b < slab <  
a + b---------------2

HarmonİK orta 2ab/(a + b) və ədədi or
ta (a + b)/2 onunla əlamətdardırlar kİ, on
lar üçün, öz növbəsində, yeni harmonİK orta 
və ədədi orta tapılsa, onlar Jab üçün 
a * b-yə əvvəİKİ orta qiymətlərdən daha ya
xın yerləşmiş olarlar. sfA-nın təqribi hesab
lanmasının metodu bundan ibarətdir.

Verilmiş A ədədini İkİ ixtiyari a0 < b0 
vuruğunun hasili şəKİində göstərəK: 
A=aobo. Bu, 7A-ya iİKİn yaxınlaşma olacaq, 
özü də a0 s/A-nı əsKİyi, b0 isə artığı ilə ya
xınlaşdırır.

SonraKi (birinci) yaxınlaşmanı
= _gao6o t b

a0 + b0 2
düsturu ilə hesablayaq. Sonra eyni qayda ilə 
İKİnci, ücüncü, dördüncü və s. yaxınlaşma 
alaraq TA-пт düşəcəyi “darvazanı” tədri
cən daraldırıq.

Bu üsulu 71998-un hesablanmasına 
tətbiq edəK. 1998 ədədini sonsuz sayda üsul
la İkİ müsbət vuruğun hasilinə ayırmaq 
olar: 1998 = 50 39,96 = 100 • 19,98 və s. Tə
biidir Kİ, nə qədər “sıx” cüt seçsəK, yaxşı 
yaxınlaşmanı daha tez taparıq. Məsələn, 
ao=4O, 60=49,95 qoyaq. Ardıcıl olaraq alırıq

Addım
sayı n

HarmonİK 
orta an

Ədədi

orta bn
&rı

0 40 49,95 9,95

1 44,42468 44,975 0,55032

2 44,698146 44,69984 0,001694

3 44,698993 44,699065 0,000072

n-in artması ilə (an,bn) intervalı sürətlə 
daralır, buna görə də intervalm sərhədləri - 
an və ya bn ədədləri 71998-ə daha dəqiq ya
xınlaşma Kimi çıxış edirlər.

Təqribi Kvadrat kök alınmasının növ
bəti üsulu çoxdanKi tarixə malİKdir. Ondan 
hələ II əsr əvvəl qədim yunan riyaziyyatçısı 

və astronomu Klavdi Ptolomey astronomİK 
cədvəlləri tərtib edərKən istifadə edirdi. 
Üsul cəmin Kvadratının məlum düsturuna 
əsaslanıb:

(a+b)2=a2+2ab+b2'
Fərz edəK kİ, Kobud hesablama yolu ilə 

biz 71998-in onluq ədədini - 4-ü təyin etmi- 
şİK və indi bizim vəzifəmiz təKİİK x rəqəmi
ni tapmaqdır. (40 + x)2 = 1600 + 80x + x2 
olduğundan 80x + x2 = x(80 + x) Kəmiyyəti 
1998 - 1600 = 398-dən az fərqlənməlidir. 
Yəni elə x Kəmiyyətini seçməK lazımdır Kİ, 

8x
x

x
??? 

hasilinin nəticəsi 398 ədədinə yaxın olsun. 
Aydındır kİ, bundan ötrü x = 4 götürmən 
gərəKdir: 84 4 = 336. BeləlİKİə, 71998 » 44.

Uğurdan qanadlanaraq öz ədədi axta
rışlarımızı davam etdirsəK, təbiidir Kİ, son- 
гак1 addımda axtarılan KÖKÜn onluq 
Kəsrində onda birlərin rəqəmini dəqiqləşdir- 
тэк istəyəcəyİK. Artıq sınanmış sxemdən 
istifadə edəK.

| 44 + — I = 1936 + 2-44—+
l ıoj 10 100

ifadəsinin qiyməti 1998-dən az fərqlənməli
dir, bundan ötrü isə zəruridir Kİ,

ədədi 1998-1936=62=62,00

(z/-in onda birlərin rəqəmi olduğuna və onda 
birlərin Kvadrata yÜKSələrKən yüzdə birlə
rin mərtəbəsinə Keçdiyinə görə İKİ sıfır əla
və edirİK) ədədinə yaxın olsun.

Hansı y-də
88, z/

x

__ У_ 
??,??

hasili 62,00 ədədinə ən yaxındır? Əlbəttə, 
z/=6-da, belə kİ, 88,6 0,6 = 53,16. Deməli, 
71998 « 44,6.

Yüzdə bir, mində bir və s. rəqəmləri ar
dıcıl təyin etməKİə hesablamaları davam 
etirməK olar. KöməKçi hesablamaları təx
minən, ədədin “bucaqlı” bölünməsində edil
diyi Kimi aparmaq rahatdır. Fərq ondadır 
Kİ, burada hər addımda sonraKi mərtəbənin 

bir yeni rəqəmi deyil, İkİ kİçİk mərtəbənin 
ədədlər cütü cəlb olunur (aşağıya yazılır). 
Bundan ötrü əvvəlcə KÖKaltı ədədin bütün 
rəqəmlərini tam hissədə sağdan sola, Kəsr 
hissədə isə soldan sağa cütlərə bölməK mü
nasibdir (кэпаг sol rəqəm cütsüz də qala bi
lər).

1998 ədədindən Kvadrat kök almağın 
İİk bir neçə addımını göstərəK:

V1998 = 44,698...
16

8881600

84 398
x 4 336

886 6200
x 6 5316

8929 88400
x 9 80361
89388 803900

x 8 715084

Təqribi Kvadrat KÖKalmanın maraqlı 
bir üsulu aşağıdaKi sadə faKta əsaslanıb. 
Əgər sİA-a ifadəsini Nyuton binomu düs
turu ilə natural n-ci dərəcəyə yüKSəltsəK, 
sonra isə cüt dərəcəli KÖKİəri atsaq, M və 
А-in tam ədədlər olduğu Ms/a + N tipli ifa
də alınacaq. Məsələn:

(71998 - 44) ’ = 3934 - 8871998, 

(V1998 -44)3 =780671998 -348920,

1998 -44Y =30948868-69238471998

Qeyd edəK Kİ, A-nın Kvadrat кокйпйп 
elə a yaxınlaşmasını götürsəK Kİ, 
|7a - a1, onda sonra Ta - a fərqini Kvad

rata, Kuba, dördüncü dərəcəyə və s. yÜKSəl- 
dərəK biz sıfıra getdİKCə yaxın olan 
qiymətlər alacağıq. Buna görə də onları təq
ribən sıfıra bərabər hesab edərəK ardıcıl su
rətdə alırıq:

71998 = -934 « 44,704545,
88

71998 = 348920 « 44,698949,
7806

71998 = 30948868 Ä 44,698993
692384

Axırıncı halda vergüldən sonra bütün 

altı işarə dəqiqdir.
İndi isə praKtİKİ olaraq bütün müasir 

Kompyuterlərin “öyrəndiyi” alqoritm üzə
rində dayanaq. Bu üsulun İKİ min il yaşı 
var. Onun haqqında riyazi işləri antİK tətbi
qi riyaziyyatın özünəməxsus ensİKİopediya- 
sı olan qədim yunan alimi İSKəndəriyyəli 
Heron danışıb. Fərz edəK Kİ, A müsbət ədə
dinin Kvadrat кокйпйп əsKİyi ilə müəyyən 
a0 yaxınlaşması məlumdur. Onda A/a0-ı 
s/А-уа artığı ilə yaxınlaşma hesab etməK 
olar. 7А-шп həqiqi qiyməti onların arasın
dadır və İkİ ədədin - a0 və A/a0 -ın a} ədədi 
ortasını götürsəK:

„ _ a0 + A/ a0
Uı —

2
arin alınmış qiymətini daha dəqiq etməK 
üçün yaxınlaşmaları davam etdirməK olar 
(İİKİn a0 yaxınlaşması əsKİyi ilə yox, artığı 
ilə götürüləndə də bütün deyilənlər doğru
dur. Bu halda A/a0-m qiyməti 7a əsKİyi ilə 
yaxınlaşma olacaq. Yeni alınmış a, qiyməti
nə sonraKi dəqiqləşmə prosesini tətbiq et- 
тэк olar və s.). __

Məsələn, 71998 kökü üçün a0 = 44 gö- 
türərəK ardıcıl surətdə alırıq:

Yaxınlaşmanın 
sayı

Yaxınlaşmanın 
qiyməti

0 44,0000000000000
1 44,7045454545455
2 44,6989936220363
3 44,6989932772540
4 44,6989932772540

Cədvəldən göründüyü Kimi, yaxınlaş
manın xətası hər bir addımla sürətlə azalır 
- sayca dördüncü qiymət vergüldən sonra 
13-cü işarəyə Kimi üçüncü ilə üst-üstə düşür.

•k -k -k

Jül Vernin “Sirli ada” romanının qəh
rəmanları taleyin hÖKmü ilə SaKİt океапш 
ənginlİKİərində itib-batmış bir quru parçası
na düşürlər. Onların heç bir hesablama aləti 
yox idi, laKİn bununla belə mühəndis Sayros 
Smitin ixtiraçılığı və qabiliyyəti nəticəsində 
onlar düşdÜKİəri adanın dəqiq Koordinatla
rını qiymətləndirə bildilər. Mühəndis bunu 
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ancaq ona görə edə bildi Kİ, təqribi hesabla
malar metodları, xüsusi halda Kvadrat 
KÖKalmanm bir üsulu ilə tanış idi.

HESABLAMA MAŞINLARI NƏDİR?

Maşın nədir sualına ən adi cavab, deyə
sən, aşağıdaKidır: maşın hər hansı işi insa
nın iştiraKi olmadan görən qurğudur. 
MəKtəb fizİKa Kursundan bildiyimiz Kİmi, 
işə fizİKİ, mexanİKİ, eleKtrİK, istilİK enerji
si sərf olunur. Çox vaxt belə işləri yerinə ye- 
tirərKən bir enerji növünü digərinə: 
eleKtrİK plitəsini qızdırmaq üçün eleKtrİK 
enerjisini istilİK enerjisinə, avtomobili və ya 
teplovozu hərəKətə gətirməK üçün istilİK 
enerjisini mexanİKİ enerjiyə və s. çevirməK 
lazım gəlir. LaKİn heç də hər bir iş təKcə 
enerji sərfi ilə bitmir. Saatsazın, mağazada- 
Ki Kassirin və ya çətin məsələni həll edən şa
girdin işini sərf olunmuş fizİKİ qüvvələrin 
miqdarı ilə ölçməK olarmı?

İş - gedişində müxtəlif əməllər yerinə 
yetirilən prosesdir. Onların bəziləri əhəmiy
yətli enerji sərfi tələb edir - уйк qaldırmaq, 
qayKa burmaq, KÖtÜK yarmaq. Bu əməllər 
energetİK və ya fizİKİ əməllərdir.

Digər əməllər fizİKİ qüvvənin tətbiqin
dən birbaşa asılı deyillər. Məsələn, şifahi 
hesablamalar və lüğətdə lazımi sözü axtar
maq belələrindəndir. Bu iş enerji ilə deyil, 
informasiya ilə bağlıdır. İnformasiya ilə 
nə etməK olar? Onu axtarmaq (sözü lüğətdə, 
telefonu məlumat Kitabçasında, Kitabı Ki
tabxana Kataloqunda), yadda saxlamaq 
(ağılda, Kağıza və ya eleKtron yaddaşa yaz
maqla), ötürməK (yazılı və ya şifahi forma
da, telefon və ya teleqrafla), çevirməK (ri
yazi əməliyyatlar yolu ilə bir qism ədədlər
dən digərlərini almaq, mətnləri bir dildən 
digərinə tərcümə etməK) olar.

Nəhayət, məqsədi başqa əməllərə təsir 
etməK və ya bir əməli digəri ilə birləşdir- 
тэк, nəyisə qoşmaq və ya açmaq, televizo
run səsini yÜKSəltməK, digər işçiyə daha 
sonra nə etməK barədə göstəriş verməK olan 
əməllər də mövcuddur. Belə əməllər idarəe- 
dici adlanır. Onların nəticəsi sərf olunan 
enerjinin miqdarından asılı deyil. Düyməni 
hansı qüvvə ilə basmaq vacib deyil - əsası 
basmaqdır. Bu yavaşca basmaq böyÜK ener
getİK effeKt doğura bilər: motor işə düşər, 
Körpü partlayar və ya lift qalxar. Digər tə

rəfdən, mənası informasiya ötürülməsində 
olan əməl baş verə bilər: məKtəb zəngi çalı
nar (“dərs başlayır”), sirena uğuldayar (“hə
yəcan”), həKİmin Kabinetinin qapısı üstün- 
dəKİ lampa yanar (“daxil olmaq olar”).

Uzun müddət maşın yalnız bir və ya bir 
neçə əməl yerinə yetirə bilirdi, məsələn, 
уйкй qaldırmaq və ya endirməK. Bir əməli 
digəri ilə yalnız bu maşını idarə edən adam 
birləşdirə bilirdi. İnsanların iştiraKi olma
dan müəyyən əməliyyatlar ardıcıllığını yeri
nə yetirə bilən maşınların, məsələn, toxucu 
dəzgahı, icadı mühüm hadisə oldu. Avto
matlaşdırma elə müxtəlif əməliyyatların 
тйгэккэЬ ardıcıllıqlarını yerinə yetirməyə 
qadir olan maşınları yaratmaqdadır.

BeləliKİə, hesablama maşını hesabla
maları avtomatlaşdıran maşındır; informa
siya hesablama maşınlarının işlədiyi nəsə- 
dir; idarəetmə informasiyalar üzərində ayrı
ca sadə əməlliyyatları тйгэккэЬ hesablama 
proseslərinə birləşdirməyə imKan verir.

ALQORİTM

Bu və ya digər işi avtomatlaşdırmaq 
üçün onu sadə əməllərin dəqiq təyin olun
muş ardıcıllığı Kİmi təqdim etməK lazımdır 
kİ, burada da işçi əməllər öz aralarında ida- 
rəedici göstərişlərin Köməyi ilə birləşirlər. 
Sonra nə etməli? Hesablama maşınının yeri
nə yetirməli olduğu iş hesablama prosesidir. 
Bu prosesin sadə əməlləri riyazi obyeKtlərlə 
müxtəlif sadə əməllər: İkİ rəqəmin toplan
ması, düsturda dəyişənin yerinə ədədin qo
yulması və başqalarıdır. İdarəedici göstə
rişlər, məsələn, düsturda mötərizələrin dü- 
zülməsində (əvvəlcə daxili mötərizələri he
sablamaq lazımdır), bölmə zamanı əməllər 
ardıcıllığını təsvir edən qaydalarda, ən Kİ- 
çİk ortaq bölünənin tapılmasında və başqa
larında olur. Sadə əməllər ardıcıllığı 
şəKİində təqdim olunmuş hesablama prosesi 
üçün riyaziyyatda xüsusi alqoritm adı möv
cuddur. Buna görə də bizim iİKİn tərifimizi 
dəqiqləşdirərəK deməK olar Kİ, hesablama 
maşını və ya riyazi maşın alqoritmləri yeri
nə yetirməyə qadir olan qurğudur. Əlbəttə, 
riyaziyyatda alqoritm anlayışı hesablama 
maşınları ilə əlaqədar yox, çox-çox əvvəllər 
meydana gəlmişdi. LaKİn məhz o, Kompyu
terlər haqqında bütün elmin əsasında durur.

Hər bir alqoritmin yaradılması üç mər
hələdən Keçir. Əvvəl alqoritmi fİKİrləşirlər. 
Sonra isbat etməK lazımdır Kİ, o, həqiqətən 
“işləyir”, yəni qarşıya qoyulan məsələni həll 
edir. Nəhayət, riyaziyyatçı öz alqoritmini 
elə yazmalıdır Kİ, onu hətta o qədər də biliyə 
və istedada maliK olmayan istənilən adam 
yerinə yetirə bilsin. Verilmiş alqoritmin ri
yaziyyatın hansı sahəsinə aid olmasından 
asılı olmayaraq alqoritmin təsviri tamamilə 
təyin olunmuş tələblərə cavab verir. Bu tə
ləblər hansılardır?

1. Alqoritmin hər bir əməli elementar, 
yəni Kifayət qədər sadə olmalıdır. Sadə 
əməlləri, adətən, alqoritmlərin addımları 
adlandırırlar. Belə Kİ, İKİ birrəqəmli ədədin 
toplanmasını elementar (bundan da sadəsi 
varmı?) hesab etməK olar, İkİ çoxrəqəmli 
ədədin “sütunla” toplanması isə birinci si
nifdə öyrədilən tam alqoritmdir. Ədədləri 
bir-birinin altında (mərtəbə vahidlərinə uy
ğun) yazmaq və sağdan sola ardıcıl olaraq 
onların rəqəmlərini toplamaq lazımdır. İkİ- 
rəqəmli ədəd alınırsa, onun yuxarı mərtəbə 
vahidlərini İkİ sonraKi rəqəmin cəminə əla
və edirlər.

2. Addımların ardıcıllığı dəqiq təyin 
olunmalıdır. Yəni təsvirdə hansı addımdan 
başlamaq, hər bir növbəti addımdan sonra 
hansı addımı yerinə yetirməK və sonuncu 
addım hansı olacağını göstərməK lazımdır. 
Məsələn, 23 və 45 ədədlərini cəmləyərKən 
axırıncı addım böyÜK mərtəbə vahidlərinin 
toplanması olacaq: 2 -I- 4 = 6. 23 və 49-u top
layan zaman axırıncı addımda böyÜK mərtə
bə vahidlərinin cəminə “Köçürməni”, 
əvvəİKİ addımda yadda saxladığımız vahidi 
(“İkİ yazırıq, bir yadda”) əlavə edirİK. 83 və 
45-i cəmlərKən axırıncı addım nəticəyə sol
dan 8 və 4-ü cəmlərKən alınmış böyÜK mər
təbə vahidini əlavə etməKdir.

Nəzərdən qaçırmayın Kİ, bizim üç 
müxtəlif çüt üçün olan sadə misalımızda 
axırıncı addımlar müxtəlif oldu. LaKİn alqo
ritm bütün toplananlar üçün yararlı olmalı
dır! Və bunu təmin etməK, yəni “ümumi 
halda” alqoritm təsvir etməK onu fİKİrləşə- 
nin işidir. Sütunla toplama alqoritmində 
axırıncı addımı təyin etməK üçün: böyÜK 
mərtəbə vahidlərinin toplanmasından sonra 
Köçürmə varmı şərtinin yoxlanmasını daxil 
etməK lazımdır. Yoxdursa, bununla hər şey 
qurtarır. Varsa, Köçürmənin qiymətini (va

hidi) cəmin böyÜK həddi edirİK. Alqoritmlə
rin ümumi təsvirinin ən yayılmış növlərin
dən biri də cəbri ifadələrdir, (a + ö)(2c + d) 
tipli ifadələrdə əməllərin ardıcıllığı hərflə
rin yerinə hansı ədədlərin qoyulacağından 
asılı deyil. Bu ardıcıllıq mötərizələrin yer
ləşməsi və mötərizələr olmadıqda vurma və 
bölmənin toplama və çıxmadan qabaq yerinə 
yetirilməsini tələb edən qayda ilə təyin olu
nur.

3. Verilənləri, yəni bütövlÜKdə alqorit
min işlədiyi obyeKtləri və onun ayrı-ayrı 
addımlarını dəqiq təyin etməK gərəKdir. Mə
sələn, həndəsi məsələlərdə obyeKtlərin bir 
neçə növü və onların elementləri (bucaqlar, 
hündürlÜKİər, diaqonallar), ədədlər (bucaq
ların qiymətləri, parçaların uzunluğu və s.) 
iştiraK edir. Hər bir əməl obyeKtlərin ancaq 
müəyyən növünə tətbiq oluna bilər. Fiqurla
rın yerini dəyişməK və onları döndərməK 
olar. Ədədləri toplamaq və vurmaq olar, an
caq heç də həmişə yox - bucağın qiymətinin 
parçanın uzunluğu ilə toplanmasının mə
nası yoxdur.

Müxtəlif ədəd növləri üçün eyni bir 
prosedur (deyəK Kİ, toplama) müxtəlif cür 
təşKİl olunacaq. 111 + 11 neçə edəcəK? Siz - 
122 deyəcəKSİniz? Əgər bu ədədlər onluq say 
sistemində təqdim olunsalar, hə. LaKİn on
lar İkİİİk də ola bilərlər. Onda

111+11=1010
Başqa misal: tam ədədlər toplanırsa, 

sütunla yazılış zamanı toplananlar sağ Kə
nara (kİçİk mərtəbə vahidi) görə düzlənir. 
Onluq Kəsrlər başqa cür yerləşir, onları tam 
hissəni Kəsr hissədən ayıran vergülə (və ya 
nöqtəyə) görə düzləndirirlər. Adi Kəsrləri 
isə ümumiyyətlə sütunlarla toplamaq müm
KÜn deyil. Onların cəmlənməsi üçün tamam 
başqa alqoritm - ortaq məxrəcə gətirməK 
tətbiq olunur.

Gördüyümüz Kİmi, ədədlərlə işləyər- 
кэп onların təqdim formasını (say sistemi
ni), tam və ya Kəsrli olmalarını və Kəsrli- 
dirlərsə, onluq və ya adi olmalarını göstər- 
тэк lazımdır.

4. Alqoritm yaddaşın - iİKİn verilənlə
rin, aralıq hesablamaların və son nəticənin 
yazıldığı yerin olmasını nəzərdə tutur. Ar
tıq sadə toplama alqoritmində yazılması 
(“İKİ yazırıq”) və yadda saxlanılması (“bir 
yadda”) lazım gələn aralıq nəticələr peyda 
olur. GündəlİK hesablamalarda bizə bəzən öz 
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yaddaşımız Kifayət edir. Onda alqoritmlər, 
onlar üçün müəyyən verilənlər (məsələn, 
vurma cədvəli), şifahi hesablamalarda isə - 
bütün aralıq hesablamalar yerləşir. LaKİn 
tez-tez yaddaş “çatmır” və biz Kağızdan isti
fadə edirİK: çoxrəqəmli ədədləri Kağızsız 
vurub-bölməK çətindir.

BöyüK miqdarlı iİKİn və aralıq nəticələ
rin olduğu hesablamalarda (məsələn, müəs
sisələrdə və mağazalarda pul hesablamaları, 
hava proqnozu, təyyarələrin layihələndiril
məsi zamanı hesablamalar) yaddaşa arxayın 
olmaq olmaz. Verilənlərin yazılması üçün 
nəinKİ çoxlu miqdarda Kağız lazımdır, həm 
də bu yazılışı müəyyən şəKİldə təşKİl etməK 
- onları cədvəllərdə qruplaşdırmaq, nömrə
lənmiş qovluqlara yığmaq, heç nəyin itmə- 
məsi və zəruri verilənlərin cəld axtarılması 
üçün KartoteKalar aparmaq lazım gəlir.

Alqoritmin son dərəcədə dəqiq olması 
üçün onun təsviri zamanı Kənara meyl etmə
yə, təsadüfən nəyi isə düz etməməyə, səhv 
eyməyə imKan verməyən çoxlu xırda detal
ları göstərməK lazımdır. Buna görə də bü
tün dəqiqlİK və birqiymətlilİK tələblərinə 
cavab verən “əsil” alqoritm həmişə uzun, iri 
və “xırdaçı” olur.

Riyaziyyat Kitablarında şərh olunan al- 
qoritmlərdə, adətən, bir çox detallar buraxı
lır. Hesab olunur kİ, bəzi hesablamaları 
oxucu müfəssəl izahatsız edə bilər. Belə təs
virlərdə “sonra dördüncü dərəcəli hansısa 
tənliyi həll etməK lazımdır” və ya indi məsə
lə hansısa qrafda ən qısa yolu axtarmağa gə
tirilir” tipli ifadələrə rast gəlməK olur. 
Aydındır Kİ, dördüncü dərəcəli tənliyi həll 
edə bilməyən və ya qrafda ən qısa yolu ax
tarmağı bacarmayan şəxs verilmiş təsvirdən 
istifadə edə bilməz, deməli, bu, ciddi desəK, 
“əsil” alqoritm deyil.

MəKtəb dərslİKİərində alqoritmlərin 
təsviri zamanı da (ortaq məxrəcin tapılması, 
düsturlarla hesablamalar, bucaqlı bölmə) 
bütün təfsilat göstərilmir. Fərz edilir Kİ, şa
gird vurma cədvəlini əzbərləyib, sütunla 
toplamağı, loqarifmİK cədvəllərdən istifadə 
etməyi bacarır, bilir Kİ, c + 2d ifadəsində 2 
və d arasında vurma işarəsi durur: c + 2 ■ d 
(özü də burada vurmanı toplamadan əvvəl 
yerinə yetirməK lazımdır) və s.

Bəs o bütün bunları bilmirsə? O, alqo- 
ritmlərlə işləyə bilərmi? Əgər “fərz edilən” 
bilİKİər son dərəcə müfəssəl şəKİldə alqorit

min təsvirinə salınsa, bəli. Darıxdırıcıdır? 
Əsil alqoritm darıxdırıcı olmalıdır. Onda 
fantaziyaya yer yoxdur, o nə isə biliK və is
tedad tələb etmir (və etməyə haqqı da yox
dur). Deyiləni elə və artıq heç nə. Etibarlı 
maşın Kimi diqqətli və mexanİKİ işlə.

Budur, bizim üçün mühüm söz - maşın 
sözü deyildi. İstənilən alqoritmin mahiyyəti 
ondadır Kİ, o o qədər dəqiq və müfəssəl təs
vir olunmalı və elə sadə addımlardan ibarət 
olmalıdır kİ, onu maşın yerinə yetirə bilsin.

İLK HESABLAMA MAŞINLARINDAN 
FƏRDİ KOMPYUTERƏ

ELEKTRON ERASINA QƏDƏRKİ 
HESABLAMA MAŞINLARI

Yəqin kİ, çoxları fİKİrləşir kİ, riyaziy
yatçılar saymağı xoşlayırlar. Əslindəsə riya
ziyyatçılar teorem isbat edir, ədədlərin, 
fiqurların və digər obyeKtlərin xassələrini 
öyrənirlər. Və KonKret əməllərlə edilən 
uzun hesablamalar, onlar üçün, adətən, ma
raqlı deyil. Hesablamalarda asanca səhv et- 
тэк olur, onlar çoxlu vaxt aparır və heç də 
həmişə yeni riyazi bilİK vermirlər. Eyni za
manda тйгэккэЬ və dəqiq hesablamalar ri
yaziyyatdan istifadə olunan digər elmlərdə - 
əvvəlcə astronomiya, sonra fizİKada - zəru
ri oldular. Buna görə də riyaziyyatçılar ma
şınların Köməyi ilə hesablamaları necə asan
laşdırmaq üzərində fİKİrləşdilər.

1642-ci ildə fransız alimi Blez PasKal 
birinci mexanİKİ hesablama maşınını yarat
dı. O hər biri onluq ədədin bir mərtəbəsinə 
uyğun gələn və üzərində O-dan 9-dəK rəqəm
ləri saxlayan qarşılıqlı təsirdə olan təKərlər 
sistemindən ibarət idi. Тэкэг tam bir dövr 
edəndə, digəri bir rəqəm yerini dəyişirdi 
(bu, əl hesablaması prinsipinə oxşayır). Pas- 
Kalın maşını yalnız toplamaq və çıxmaq ba
carırdı.

Alman riyaziyyatçısı Qotfrid Vilhelm 
Leybnis hesablamaların mexanİKİəşdirilmə- 
si işinə böyüK diqqət ayırırdı. Onun 1694-cü 
ildə yaratdığı hesab maşını daha böyüK im- 
Kanlara malİK idi - bütün hesab əməllərini 
yerinə yetirirdi. LaKİn o çox böyüK idi və 
ləng işləyirdi.

XIX əsrdə ingilis riyaziyyatçısı və ix
tiraçısı Çarlz Bebbic hesablama texnİKası- 
nın inKİşafına böyüK töhfə verdi. O, qırx 

ildən artıq analitİK adlandırdığı proqram
laşdırılan hesablama maşınının layihəsi üzə
rində işlədi. Hesablamaları proqramlaşdır
maq ideyası, eləcə də onun reallaşdırılması 
üsulu: proqramın maşına perfoKartlarla da
xil edilməsi Bebbicə məxsus idi. O İİk dəfə 
olaraq aralıq hesablamalar üçün yaddaşı da
xil etdi, maşında İkİİİk say sistemindən isti
fadə etməyi də o təKİif etdi.

Bebbicin maşını sırf mexanİKİ idi və 
böyüK miqdarda ifrat dəqiq detalların hazır
lanmasını tələb edirdi. Layihə yarımçıq qal
dı. Artıq Bebbicin ölümündən sonra onun 
bəzi ideyaları eleKtromexanİKİ say maşınla
rının yaradılması zamanı istifadə edildilər. 
XX əsrin ortalarına qədər belə maşınlarda 
тйгэккэЬ mühasibat əməlləri edir və statis- 
tİK verilənləri emal edirdilər.

İLK ELEKTRON HESABLAMA 
MAŞINLARI (EHM)

XX əsrin 30-cu illərinin sonuna тй
гэккэЬ hesablamaların avtomatlaşdırılması- 
na tələb xeyli artdı. Onlar həm təyyarələrin 
layihələndirilməsində, həm atom fizİKasın- 
da, İKinci dünya müharibəsinin başlanması 
ilə isə bir çox hərbi məqsədlərdə: artilleriya 
atəşi zamanı hesablamalarda, düşmən Kəş
fiyyatının Kodlarının deşifrlənməsində, 
atom bombasının hazırlanmasında və s. la
zım oldular. Təbiidir Kİ, hərbi tələbat üçün

CON FON NEYMAN

Jon Fon Neyman (1903 - 1957) Budapeştdə 
varlı macar banKirinin ailəsində doğulub. Valideyn
ləri ona Yanoş adı vermişdilər, İsveçrədə və Alma
niyada təhsil və iş illərində o özünü İohan, ABŞ-a 
Köçəndən (1930) sonra isə Con adlandırdı.

1933-cü ildə Prinstonda (ABŞ) Perspektiv araş
dırmalar institutu işə başladı. İnstitutun əməkdaşla
rı, xüsusən professorlar heç kim qarşısında hesa
bat vermir və onları maraqlandıran problemləri işlə
yir, institutsa onların araşdırmalarını maliyyələşdirir
di. Fon Neyman 1933-cü ildə, Albert Eynşteynin 
ardınca instituta qəbul edilmişdi.

İkinci dünya müharibəsi zamanı amerikalı alim
lər hərbi sifarişləri yerinə yetirməyə başladılar. Fon 
Neymanı atom bombasının yaradılması üzrə ən 
məxfi və iri “Manhetten” layihəsində iştiraka cəlb et
dilər.

Eyni zamanda o, digər hərbi layihə - “ENİAK” 
elektron hesablama maşını ilə tanış oldu. Onun qu
ruluşunu təhlil edən fon Neyman EHM-nın yeni növ 

olan işlər ciddi şəKİldə məxfiləşdirilmişdi, 
laKİn əvəzində onlara ən yaxşı mütəxəssis
lər cəlb edilirdi, eləcə də maliyyələşdirmə ilə 
problemlər olmurdu (Axı məhz pul çatışma- 
mazlığına görə Çarlz Bebbic işlərini yarım
çıq qoymuşdu).

1944-cü ildə Harvard (ABŞ) Universi
tetinin professoru Qovard Аукепт rəhbər
liyi altında axırıncı eleKtromexanİKİ maşın 
“Магк 1” işlənib-hazırlandı. O, 15 m uzun
luğunda idi və İkİ 23 mərtəbəli ədədi 4 sani
yəyə sələflərindən qat-qat tez vururdu.

Artıq 1945-ci ildə ABŞ-da Con Mouçli 
və Con EKKertin rəhbərlİK etdiyi KolleKtiv 
İİk eleKtron hesablama maşını “ENİAK” ya
ratdı. Ölçülərinə görə (30 m) о, “Магк l”-dən 
İkİ dəfə böyüK idi və min dəfə tez sayırdı: 
saniyədə 300 vurma edirdi. Hesablamaları 
eleKtron lampa sxemləri yerinə yetirirdi. 
Proqramı isə maşına bilavasitə onun yerinə 
yetirilməsindən əvvəl daxil etməK lazım gə
lirdi. Bu, ştener üsulu ilə edilirdi: şteKerləri 
müvafiq oyuqlara taxaraq maşın blOKİarını 
lazımi ardıcıllıqla birləşdirirdilər.

1946-cı ildə XX əsrin ən böyüK riya
ziyyatçılarından biri olan Con Fon Neyman 
hesablama maşınının əsas cəhətlərinə görə 
indi də saxlanılan yeni struKturunu təKİif 
etdi. O, Macarıstanda doğulmuşdu, bir müd
dət Almaniyada işləmişdi, ömrünün böyüK 
hissəsini isə ABŞ-da Keçirmişdi. Fon Ney- 
manın riyaziyyatın ən müxtəlif oblastların- 
da: riyazi fizİKada, riyazi iqtisadiyyatda 

məntiqi təşkili ideyasına gəldi. O vaxtdan saxlanan proqram 
(yəni yaddaş qurğusunda ədədi formada saxlanan) prinsipi 
əsas prinsip olaraq qalır və ehtimal ki, o heç vaxt şübhə 
altına düşməyəcək. Layihələndirilməsində fon Neymanın 
bilavasitə iştirak etdiyi və onun şərəfinə "CONİAK” adlandı
rılan EHM-lərin biri (1954) hidrogen bombasının yaradılma
sı zamanı informasiyanın emalında həlledici rol oynadı.

Avtomatların nəzəriyyəsinin qurulması müharibədən 
sonrakı dövrdə fon Neymanın ən böyük elmi uğuru oldu. 
1952-ci ildə “Ehtimallı məntiq və etibarsız elementlərdən 
etibarlı orqanizmlərin sintezi” işində o, etibarlı EHM və digər 
avtomatların yaradılması yolunu göstərmişdir.

1954-cü ildə fon Neymanı ABŞ-ın atom enerjisi üzrə ko
missiyasının üzvü təyin etdilər və 1955-ci ilin yazında o, 
Prinstondan Vaşinqtona köçdü. Bir neçə ay sonra həkimlər 
onda sümük xərçəngi aşkar etdilər. 1957-ci il fevralın 8-də 
Con fon Neyman həyat yolunu vaxtsız başa vurdu. Onun iş
lədiyi axırıncı kitab - “Hesablama maşını və beyin” - ta
mamlanmamış qaldı.



Riyaziyyat ensiklopediyası - 2 Riyaziyyat ensiklopediyası - 2

işləri var. 0, elmin yeni istiqamətlərini - 
oyunlar nəzəriyyəsini yaratmış, riyazi mən
tiq və alqoritmlər nəzəriyyəsi ilə məşğul ol
muşdur.

Onun hesablama maşınları layihəsinin 
başlıca ideyalarından biri saxlanılan proq
ram prinsipidir. Bu proqram verilənlər və 
aralıq nəticələrlə birgə maşının yaddaşında 
saxlanılır. Bu prinsipin nəticəsində maşında 
eyni zamanda istənilən qədər proqram (təKİ 
yaddaş Kifayət etsin) saxlanılır və onların 
ixtiyari birini dərhal işə buraxmaq olur. 
Saxlanılan proqramlı İİk maşın 1949-cu ildə 
M. ViİKSin rəhbərliyi altında BöyÜK Britani
yada qurulmuşdu.

Rusiyada İİk EHM - “MESM” (kİçİk 
eleKtron hesablama maşını) 1951-ci ildə 
aKademİK Sergey AleKseyeviç Lebedevin 
rəhbərliyi altında yaradılmışdı. Bu vaxta- 
dəK bütün maşınlar bir nüsxədə hazırlanır
dı, 50-ci illərdəsə EHM-lərin Kütləvi isteh
salı və onların dünyanı fəth etməsi başladı.

Ötən yarım əsr ərzində hesablama ma
şınları xeyli dəyişmiş və daha çox da cəmiy
yəti dəyişdirmişdir. Onların imKanları İİk 
EHM yaradıcılarının arzuları hüdudlarını 
xeyli aşmışdır. Müasir Kompyuterlər nəinKİ 
hesablayır, eləcə də idarə edir, informasiya 
yığır, Kitab çap etməyə, film çəKməyə kö- 
тэк edir və hətta əyləndirirlər.

Bəs bu illər ərzində Kompyuterdə yeni 
nə peyda olub və nə dəyişməz qalıb?

EHM ARXİTEKTURASI

EHM-in struKturu və ya deyildiyi Kimi 
arxiteKturası (yəni funKsional Ь1ок1аг və 
onların aralarındaKi əlaqələr dəsti) 50 il ər
zində praKtİKİ olaraq dəyişməyib. Müasir 
Kompyuterlər “fon-neyman” arxiteKturası- 
nı saxlayırlar kİ, bu da aşağıdaKiları ehtiva 
edir:

- hesabi-məntiqi qurğu (HMQ) və ya 
elementar əməliyyatların (maşın Komanda
larının) yerinə yetirilməsi Ыоки;

- addımların sırasını göstərən, yəni 
hesablama prosesini idarə edən idarəetmə 
bloKu;

- verilənlərin daxil edilməsi və nəticə
lərin çıxarılması qurğusu;

- yaddaş.
Verilənlər və proqramlar daxil edilmə 

qurğusu vasitəsi ilə yaddaşa daxil edilir və 

orada saxlanılır. Proqram maşın 
Komandalarından ibarətdir. Hər Komanda, 
öz növbəsində, yerinə yetirilməli əməliyya
tın Kodun- dan, bu əməliyyatların arqument 
və ya operandalarından (KonKret ədədlərdən 
və ya onların yerləşdiyi oyuqların ünvanla
rından) və nəhayət, nəticənin “qoyulmalı” 
olduğu oyuq ünvanından ibarətdir. Proqra
mın hər bir hesablama Komandasını yerinə 
yetirməK üçün idarəetmə Ыоки aşağıdaKi 
əməllər ardıcıllığını həyata Keçirir:

1) növbəti Komandanın ünvanını (yad- 
daşdaKi yerini) müəyyən edir;

2) Komandanı yaddaşdan oxuyur və şif
rini açır;

3) operandanı yaddaşdan çağırır və onu 
HMQ-na göndərir;

4) HMQ-nu lazımi əməliyyatın yerinə 
yetirilməsinə KÖKİəyir;

5) alınmış nəticəni Komandada göstəri
lən ünvana göndərir.

Hesablama Komandalarından başqa 
idarəetmə Ыоки digər: informasiyanın yad
daşın bir yerindən başqasına ötürülməsi, 
eləcə də informasiyanın daxil və xaric edil
məsi Komandalarını da yerinə yetirir.

Kompyuterdə yaddaş belə təşKİl olu
nub: hər bir oyuq öz nömrəsinə (ünvanına) 
malİKdir, bu ünvanlar İkİİİk Kodlar şəKİində 
maşın Komandaları operandaları Kimi göstə
rilir, xüsusi cihaz (deşifrator) isə girişdə 
ünvanın Kodunu alaraq müvafiq oyuğa da
xilolma Kanalını açır. Yaddaşa ünvanlı da
xilolmanın mövcudluğu fon-neyman arxi- 
teKturasının mühüm toplananıdır.

Hər cür alqoritmləri yerinə yetirməK 
iddiasında olan universal maşın sonsuz yad
daşa malİK olmalıdır, laKİn ünvanların sayı 
həmişə sonludur. Bir halda Kİ, ünvana da
xilolma cihazla reallaşır, onda ünvanlanan 
(ünvana malİK olan) oyuqların sayı maşın la- 
yihələndirilərKən qeyd olunmalıdır. O, ve
rilmiş növ bütün maşınlar üçün eynidir və 
maşının iş prosesində dəyişə bilməz. Necə 
olsun?

Belə bir çıxış tapdılar: yaddaşı daxili 
və xarici yaddaşa böldülər. Operativ yaddaş 
adlanan daxili yaddaş ünvanlıdır və deməli, 
fİKSƏ olunmuş həcmə malİKdir. Operativ 
yaddaşın həcmi ixtiyari Kompyuterin ən 
mühüm xaraKteristİKalarından biridir. Xa
rici yaddaş sayları dəyişə bilən maqnit disK- 
ləri və lentləridir. Maşın yalnız operativ 

yaddaşda olan verilənlərlə işləyir. Xarici 
yaddaşdan olan informasiyadan istifadə et
məzdən əvvəl onu operativ yaddaşa yazmaq 
lazımdır. Operativ yaddaşın həddən artıq 
dolmaması üşün onun təmizlənməsi əməliy
yatını KeçirməK: cari hesablamalar üçün is
tifadə olunmayan informasiyanı xarici 
yaddaşa yazmaq, lazım olmayanı (Köhnəlmiş 
verilənləri və proqramları, aralıq hesabla
maların nəticələrini və s.) sadəcə Kənarlaş
dırmaq lazımdır. Bununla əlaqədar olaraq 
maşın Komandalarının yeni növü - daxili və 
xarici yaddaş arasında informasiya mübadi
ləsi əməlliyyatları meydana gəlir.

Ünvanlaşma ilə bağlı digər məsələ, ün
van oyuğun ölçüsünün necə olmasıdır. Yad
daşın minimal vahidi bit - ya 0, ya 1-in 
saxlandığı oyuqdur. O, İkİİİk ədədin bir də
rəcəsinə uyğundur. LaKİn hər bir bit öz ün
vanına malİK olmalıdırmı? Bu, nə proqram- 
çılara, nə də layihəçilərə münasibdir. Proq- 
ramçılara bir ədədin yazılışı və oxunması 
üçün yaddaşa bu ədəddəKİ İkİİİk dərəcələr 
(sıfırlar və vahidlər) qədər müraciət etməK 
lazımdır. Layihəçilərə, hər bir bitə daxilol
manı təmin etməK üçün, həddən artıq çox 
cihaz lazımdır.

Yaddaşın və saxlanan informasiyanın 
daha iri vahidi 8 ardıcıl bitdən ibarət olan 
baytdır. Klaviaturun simvollarının (böyÜK 
və kİçİk hərflər, rəqəmlər, durğu işarələri, 
çoxlu müxtəlif və rəngbərəng şriftlər daxil 
olmaqla latın və rus hərfləri) sayı bu ədəd
dən kİçİk olduğundan, bir baytda adi mət
nin ixtiyari simvolunu (eləsini Kİ, onda 
çoxlu müxtəlif şriftlərdən və rəngbərəng 
hərflərdən istifadə edilmir) yerləşdirməK 
olar. Bu, baytı nəinKİ maşın, ümumiyyətlə 
mətn informasiyasının rahat ölçü vahidi 
edir - adi çap olunmuş mətndə simvolların 
sayı təxminən onun maşın təqdimatındaKi 
baytların sayına bərabərdir. BöyÜK infor
masiya həcmlərinin yazılışı zamanı yaddaş
da yerə qənaət etməK lazım gələrsə, onun 
daha yığcam İkİİİk Kodlaşdırılmasından (on
lar yerləşdirmə adlanır) istifadə olunur. Axı 
ona ancaq səKKİzdərəcəli İkİİİk ədəd və ya üç 
onluq rəqəmdən artıq olmayan tam ədəd və 
ya Kəsr yazmaq mümKÜndür, özü də hamısı
nı yox. BöyÜK rəqəmlərlə işləməK və ya уйк- 
sək dəqiqlİK tələb edən hesablamalar, yəni 
Kəsrdə vergüldən sonra böyÜK miqdarda işa
rələr üçün bu, aşKar Kifayət deyil. Bax, 

buna görə də əsas ünvanlanan vahid olaraq 
32 İkİİİk dərəcə saxlayan maşın sözü götü
rülür.

EHM NƏSİLLƏRİ

50-ci illərin əvvəllərindən hesablama 
maşınlarının sənaye buraxılışı qərarlaşdı. 
Onda da onların parlaq inKİşafı və təKmil- 
ləşməsi başladı. Onların əsas funKsional 
bloKİarı ümumi cəhətlərinə görə əwəİKİ 
Kimi qalsa da, EHM-lərin imKanları xeyli 
dəyişdi. İstifadəçi baxımından İİk hesabla
ma maşınlarının və müasir Kompyuterlərin 
oxşar heç nəyi yoxdur.

50-ci illərin EHM-ı böyÜK zal tutur, 
ona yÜKSƏK ixtisaslı mühəndislərin, proq- 
ramçıların və operatorların bütöv Komanda
sı xidmət edirdi. İstifadəçilər bu zala bura
xılmırdı. Onlar öz proqramlarını perfoKart- 
lara “vurur” (özləri və ya xüsusi perforasiya 
xidməti), onları operatorlara verir və bir 
neçə saatdan sonra böyÜK Kağız vərəqlərin
də çap olunmuş nəticəni alırdılar. Proqram
da səhvlər olanda (böyÜK proqramı birinci 
dəfədən səhvsiz yazmaq praKtİKİ cəhətdən 
mümKün deyil) səhv Kartların vurulmasın
dan başlayaraq maşınla bütün iş prosesi təK- 
rarlanırdı. Bir maşında bir neçə istifadəçi 
işləyirdi. Onlar maşın vaxtını və maşın yad
daşını bölməli olurdular. O illərin EHM-ları 
isə, indİKİ ölçülərə görə çox ləng, saniyədə 
cəmisi bir neçə min əməliyyatı sürətlə he
sablayırdılar.

Müasir fərdi Kompyuter yığcam stolüs
tü cihazdır. Ondan, adətən, bir nəfər istifa
də edir. Екгап vasitəsi ilə o, verilənlərin 
daxilolmasına nəzarət edir, hesablamalar 
qurtaran Kimi onların nəticəsini görür, cəld 
düzəlişlər edir və özünə lazım olan şeyləri 
çap edir. Normal işləyən Kompyuterə heç bir 
daimi xidmət tələb olunmur.

Belə radİKal dəyişİKİİKİər necə və nəyin 
hesabına baş verib? Hər şeydən əvvəl onlar 
eleKtronİKanın nəhəng uğurları ilə bağlıdır. 
EHM-in eleKtron aparaturasının əsasında 
element bazası, yəni maşının əsas bloKİarı- 
nın qurulduğu eleKtron elementlər dayanır. 
Və maşının ölçüləri son nəticədə onun ele
mentlərinin ölçüləri ilə ölçülür.

Birunci nəsil EHM-lərdə (40-cı illərin 
sonları, 50-ci illərin əvvəlləri) element ba
zası rolunu adi eleKtron - vaKuum lampala- 
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n oynayırdı kİ, onlardan da son dövrlərədəK 
televizorlarda istifadə olunurdu. Bir 
EHM-də naqillərlə birləşdirilmiş bir neçə 
min lampa olurdu. Lampalar tez-tez sıradan 
çıxırdı (hər ay lampaların 10%-ni dəyişmən 
lazım gəlirdi) və böyün miqdarda enerji sərf 
edilirdi. Buna görə də maşının blonlarını 
qızmadan qorumaq ayrıca problem idi. Sü
rət saniyədə on minlərlə əməliyyatlarla öl
çülürdü. Riyaziyyatçı-proqramçı bilavasitə 
maşının pultu arxasında proqramı tərtib 
edir, nomandalarda iştiran edən yaddaş 
oyuqlarının bilavasitə ünvanını göstərərən 
nomandaların nodlarını yazırdı. İş həddən 
artıq zəhmət tələb edən idi və ona heç cür 
nəzarət etmən olmurdu.

İninci nəsil EHM-lər (50-ci illərin orta
sı, 60-cı illərin ortası) yarımneçirici elemen
tlər - tranzistorlar və diodlar bazasında 
işləyirdilər. Ölçülərinə görə onlar lampalar
dan xeyli niçindirlər və az enerji sərf edir
lər. Elementlər çap plataları vasitəsi ilə 
birləşdirilirdi. Plata, elementlərin qoyuldu
ğu yuvaları və bu yuvaları birləşdirən me- 
tallin zolaqları (naqil yerinə) olan lövhədir. 
Platalar maşınların yığılması üçün əsas no- 
nstruntiv vahidlər idilər (bu, ayrı-ayrı ele
mentlərin əllə montajından xeyli sadədir). 
EHM-lərin istehsalı xeyli ucuzlaşdı, onların 
etibarlılığı artdı. Təmir də sadələşdi, nasaz
lıq olanda ayrıca elementi yox, platanı dəyi
şirdilər. Sürət saniyədə yüz min əməliyyata- 
dəK artdı.

Üçüncü nəsildən başlayaraq (60-cı illə
rin ortası - 70-ci illərin ortası) EHM-lərin 
element bazası mİKroeleKttron oldu. Onla
rın əsasında inteqral sxemlər - bir silisium 
Kristalında reallaşmış sxemlər durur. Onla
rın ölçüləri bir neçə Kvadrat miilimetrdir, 
belə Kİ, ayrıca element artıq adi gözlə gö
rünmür. Belə sxemi əllə hazırlamaq müm
KÜn deyil. Onların istehsalı üçün tam 
avtomatlaşdırılma və yÜKSƏK istehsal mədə
niyyəti (məsələn, istehsal yerlərinin təmiz
liyinə tələblər çox yÜKSƏKdir) lazımdır. 
Üçüncü nəsil maşınlarda belə sxemlərdən is
tifadə sürəti 10 - 20 dəfə yÜKSəltməyə, eti
barlılığı artırmağa, hər bir elementin maya 
dəyərini və sxemlərin ölçülərini azaltmağa 
imKan verdi.

Sonralar element bazası inteqrasiya də
rəcəsini artırmaq, yəni bir Kristalda elemen
tlərin sayını artırmaq hesabına təKmilləşdi. 

İİk inteqral sxemlər onlarla elementdən iba
rət idi. Sonra böyÜK inteqral sxemlər (BİS)
- 10 min elementə qədər və ifrat böyÜK in
teqral sxemlər (İBİS) - on minlərlə element
- meydana gəldi. Bu o deməndir Kİ, bir 
İBİS-də bütöv birinci nəsil maşınında olan 
qədər element var. 70-ci illərin əvvəllərində 
yaradılan İBİS-ləri həm idarəetmə blonuna, 
həm də HMQ-ya yerləşdirirdilər. O vaxtdan 
Kompüterin ini mərnəzi Ыоки ümumi - pro
sessor adı altında birləşir, onların yerləşdiyi 
İBİS isə mİKroprosessor adlanır.

İBİS yarananadəK elementlərin ölçülə
rinin Kİçilməsi EHM-nın ümimi ölçüsünə o 
qədər də təsir etmirdi. Ayrı-ayrı sxemlər 
xeyli Kiçilsələr də, cihazların sayı artırdı və 
üçüncü nəsil maşınlar əwəİKİ Kİmi böyÜK 
yer tuturdular. EHM-in arxitenturası da 
mürəKKəbləşdi, onların imnanları genişlən
di: operativ və xarici yaddaş artdı, yeni Ko
mandalar əlavə edildi. Maşınlar eyni zaman
da müxtəlif istifadəçilərin bir neçə məsələ
sini həll edirdi və işi elə təşKİl etməK lazım 
idi Kİ, bir proses o birinə mane olmasın.

İBİS-lərin meydana gəlməsiylə vəziy
yət KƏSKİn dəyişdi. İBİS-lərə əsaslanan he
sablama texninası bir neçə müxtəlif istiqa
mətdə innişaf etdi.

Ənənəvi innişaf xətti - yÜKSƏK səmərə
li bahalı maşınların işlənib-hazırlanması 
qaldı. Belə maşınlarda paralel hesablamalar, 
yəni eyni məsələnin (məsələn, tənlİKİər sis
teminin) müxtəlif hissələrinin ümumi yad
daşla işləyən müxtəlif prosessorlarda eyni 
zamanda hesablanmaları mümKÜndür. Bu 
maşınlar тйгэккэЬ hesablamalarsız Keçin- 
тэк тйткйп olmayan sahələrə: nüvə fizi- 
Kasına, Kosmosa, geoloji-Kəşfiyyata xidmət 
edir.

Digər tərəfdən, Kompyuterin ölçülərini 
radİKal azaltmaq imKanı hesablama texnİKa- 
sı üçün tamamilə yeni tətbiq oblastları açdı.

Əvvəla, stolüstü (fərdi) Kompyuterlər 
meydana gəldi. Sürətlərinə və yaddaşlarının 
həcminə görə onlar üçüncü nəsil böyÜK ma
şınlarından geri qalmırlar, laKİn eyni za
manda daha ucuzdurlar və xüsusi xidmət 
tələb etmirlər. İstifadəçi öz proqram təsər
rüfatını sərbəst apara və bu zaman heç Kəs
dən asılı olmaya bilər. Məhz Kompyuter 
təşKİlat texnİKası Kİmi - mətnlərin və sə
nədlərin hazırlanması və çapı üçün istifadə 
etməK sərfəli oldu. Onun adi yazı maKİnala

rına nisbətən böyÜK üstünlÜKİəri var, tez 
düzəlişlər etməK, ixtiyari mətn parçalarını 
qoymaq, yerini dəyişməK, ləğv etməK, şrift
ləri dəyişmən, əvvəllər yaradılmış və ya da
xil edilmiş hər şeyi saxlamaq, lazımi sayda 
surət çap etməK və s. mümKÜndür. Hər bir 
kİçİk firmanın indi müasir hesablama texni- 
Kası var. Həm də hər bir adam istər evdə iş
ləməyə, istərsə də şəxsi ehtiyacları üçün 
Kompyuter ala bilər.

İKİncisi, hesablama texnİKası sənaye
nin müxtəlif sahələrində tətbiq olunmağa 
başladı. İndi müxtəlif cihazlarda, dəzgah
larda, idarəetmə pultlarında, rabitə qurğu
larında və s. mİKroprosessorlardan istifadə 
olunur. Əvvəllər ayrı-ayrı elentromexanİKİ 
və elentron sxemlərdə işləyən bütün avto- 
matina tədricən mİKroprosessorlara Keçdi. 
KonKret sxemlərin layihələndirilməsi, mon- 
tajı və sazlanması mİKroprosessorlara qo
yulmuş idarəetmə proqramlarının işlənməsi 
və sahmanlanması ilə əvəz edilir. Mühən- 
dis-elentrİKİərin əməyi mühəndis-proqram- 
çıların əməyi ilə xeyli dərəcədə sıxışdırılıb- 
çıxarılır. Və nəhayət, innişafın xüsusən son 
on illərdə fəallaşan üçüncü istiqaməti he
sablama şəbəKələrinin yaradılmasıdır. He
sablama şəbəKƏSİ ümumi əlaqə ilə birləşdi
rilən Kompyuterlər məcmusudur. Ayrı-ayrı 
Kompyuterlərin müstəqilliyini və “fərdiliyi
ni” pozmayan belə əlaqə onlara bir-biriylə 
informasiya mübadiləsi etməK imKanı verir. 
Bu, ümumi informasiyadan istifadə etməyə 
və birgə işi - istər bir müəssisə hüdudların
da, istərsə də müxtəlif müəssisələr və təşKİ- 
latlar (məsələn, bir Korporasiyaya daxil 
olan) arasında Koordinasiya etməyə imKan 
verir. Bundan başqa, qlobal İnternet şəbəKƏ- 
si peyda oldu və sürətlə innişaf edir. O, həm 
xəbərləri KonKret ünvanlara göndərmən 
(elentron poçt), həm müxtəlif informasiya 
axtarışı, həm də müxtəlif Kommersiya məq
sədləri üçün istifadə edilir.

Əlbəttə, belə sürətli tərəqqi təncə ele
ment bazasının təKmilləşdirilməsi hesabına 
yaranmamışdı. Hesablama texninasının di
gər tərəfləri də eyni zamanda innişaf edirdi. 
Bu, iln növbədə yaddaşa aiddir. Operativ 
yaddaşın həcmləri və onunla təmas sürətləri 
min dəfələrlə artdı. Xarici yaddaş da əsaslı 
surətdə dəyişdi. Hələ EHM-lərin üçüncü 
nəslində maşın zalında ayrıca dirənlər üzə
rində yerləşdirilən iri maqnit disnlərindən 

istifadə olunurdu. Fərdi Kompyuter ancaq 
Kompyuterin Korpusunda yerləşdirilən bö
yÜK tutumlu və kİçİk ölçülü müasir “vinçes- 
ter” disKİ, eləcə də elastİK disKİər yaradılan
dan sonra тйткйп oldu.

Artıq üçüncü nəsildə “interfeysin” ra
hat екгап vasitələri (Kompyuterlə təmas) - 
displeylər meydana gəldi, indi onları daha 
çox monitor adlandırırlar. Onlar istifadəçi
yə hətta böyÜK maşınla belə birbaşa, opera- 
torlarsız təmasda olmağa, proqram və ve
rilənləri daxil və islah etməyə, proqramların 
yerinə yetirilməsini izləməyə və enranda nə
ticələr almağa imKan verir. Monitorların 
meydana gəlməsi ilə verilənlərin perfoKart- 
da hazırlanması Keçmişdə qaldı. Fərdi Kom
pyuteri isə ümumiyyətlə monitorsuz təsəv
vür etməK тйткйп deyil.

“DƏMİR” VƏ “KAĞIZ”

Bu vaxtadəK söhbət elentron və mexa- 
nİKİ cihazların tarixindən gedirdi. Lanin 
bu, müasir Kompyuterin yalnız bir hissəsi
dir. O, rəsmi olaraq aparat təminatı, profes
sionalların jarqonunda isə “dəmir” və ya 
ingilis sözü ilə “hardver” (hardware) adla
nır. Hesablama maşınlarının bütün tarixi 
boyu onların işində “Kağız” - proqram təmi
natı, “softver” (software) get-gedə böyÜK 
əhəmiyyət Kəsb edib. Burada söhbət KonKret 
hesablamalar üçün olan və hər bir istifadəçi
nin özününKÜ olan proqramlardan (tətbiqi 
proqramlar) yox, ümumi təyinatlı proqram
lardan gedir. Onlar maşının özünün işini 
idarə edir və istifadəçinin Kİaviaturda yığ
dığı və Kompyuter cihazları arasında əla
qəni həyata Keçirirlər.

Birinci nəsil EHM-lər dövründə belə 
ümumi proqramlar yox idi və istifadəçi-pro- 
qramçı bilavasitə aparatura ilə işləyirdi. O 
öz proqramlarını maşın Kodlarında yazırdı: 
Komanda (deyəK Kİ, toplama) yerinə onun 
Kodunu, sonra bu Komandanın operandası- 
nın yerləşdiyi oyuqların ünvanlarını, nəti
cənin qoyulacağı oyuğun ünvanını göstə
rirdi. Ininci və üçüncü nəsillərdə proqram
laşdırma dillərində proqramlar yazmağa 
başladılar. Proqramların mətnləri artıq ma
şın Kodları ardıcıllıqları deyildilər və daha 
çox, bu dillərin sərt tələbləri əsasında yazıl
salar da, daha çox adi riyazi mətnlərə bənzə
yirdilər.
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Hər bir dil üçün xüsusi proqram - 
translyator yaradılıb Kİ, o da səhvsiz mətni 
maşın Kodları ardıcıllığına çevirir. Mətndə 
səhvlər varsa, onda translyator onları göstə
rir. Aydındır kİ, belə translyator bu dildə 
yazanların hamısına lazımdır və o, maşının 
yaddaşında saxlanmalıdır. Bundan başqa, 
müxtəlif standart hesablamalar: triqono
metrİK funKsiyalar, loqarifmlər və s. üçün 
tədricən proqram Kitabxanaları yığılırdı. 
Buna görə də xidməti proqramlar - “Kitab
xanaçılar” lazım gəldi kİ, onlar da ümumi 
Kitabxanada və müxtəlif istifadəçilərin xü
susi Kitabxanalarında nizam yaradır, avto- 
matİK olaraq onları yaddaşda yerləşdirir və 
lazım olan proqramı tez tapmaqda котэк 
edirlər.

Üçüncü nəsildən başlayaraq maşında 
eyni zamanda bir neçə proqramın emalı adi 
iş oldu. Bununla maşın bloKİarınm tam уйк- 
lənməsi əldə olunur: bir proqramı prosessor 
hesablayır, İKİnci öz nəticələrini çap edir, 
üçüncü xarici yaddaşla informasiya mübadi
ləsi edir. Belə iş rejiminin təşKİli üçün xü
susi proqramlar - əməliyyat sistemləri yara
dıldı. Sonralar əməliyyat sistemləri hesabla
ma proseslərinin idarəedilməsinin bütün 
əsas funKsiyalarını, Kitabxanalara proqram 
xidməti, istifadəçinin Kompyuterlə qarşılıq
lı əlaqəsinin təşKİlini, eləcə də proqramların 
(onların iş prosesində) xarici qurğularla 
(disKİərlə, eKranla, printerlə və s.) əlaqəsini 
özlərində birləşdirdilər.

Əməliyyat sistemləri olmadan müasir 
Kompyuterdə iş ргакйк olaraq тйткйп ol
mazdı. İstifadəçi öz əməliyyat sisteminin 
menyüsünü çağırarKən düyməni bir dəfə 
basmaqla proqram və ya mətndən ibarət 
olan lazımi faylı seçir və bir daha düymə 
basmaqla proqramı işə salır və ya mətn çap 
eləməyə başlayırsə, hər dəfə minlərlə (müba
liğəsiz!) ondan “gizlədilən” Komanda yerinə 
yetirilir. Onları əməliyyat sistemi həyata 
Keçirir.

LaKİn istifadəçinin özü də xeyli dəyi
şib. İndi proqramçılar öz proqramlarını işlə- 
yib-hazırlarKən müxtəlif KÖməKçi proqram
lardan, hazır proqram Kitabxanalarından, 
proqramların düzənlənməsi və onlara nəza
rət vasitələrindən istifadə edirlər. İstfadəçi- 
lərin böyÜK ƏKSəriyyəti isə ümumiyyətlə heç 
vaxt proqramçı olmamış və proqramlaşdır- 
manın nə olduğunu bilmirlər. Son 20 ildə 

Kompyuter bazarı ilə yanaşı mətnlərin yazı
lışı və tərtibi (mətn redaKtorları), şəKİllərin 
və cizgilərin hazırlanması, mühasibat he
sablamaları, statistİK verilənlərin emalı, ve
rilənlər bazasının yaradılması və s. hazır 
proqramlarının (“proqram məhsullarının”) 
bazarı yarandı. İstifadəçiyə yalnız öz veri
lənlərini daxil etməK və екгапа baxıb vacib 
düyməni basmaqla proqramın işini idarə et- 
тэк qalır. Yeni proqramların işlənib-hazır
lanması ilə isə xüsusi firmalarda işləyən 
professional proqramçıların böyÜK ко11ек- 
tivləri məşğul olur.

BeləlİKİə, Kompyuterlərin istifadəsi za
manı proqram təminatının rolu durmadan 
artır. İndi yaxşı Kompyuter almaq hələ Kifa
yət deyil. Əməliyyat sistemindən başlayaraq 
lazımi proqramlar dəstinə malİK olmadan 
siz sadəcə onda işləyə bilməyəcəKsiniz. Cid
di peşəKar iş üçün istifadə olunan proqram
ların dəyəri, adətən, Kompyuter aparatu- 
rasınm dəyərindən xeyli yÜKSƏKdir.

* * *

Aydındır Kİ, hesablamalarla bağlı hər 
şeydə Kompyuter riyaziyyatçının işini xeyli 
asanlaşdırır. LaKİn bu, işin yalnız bir tərəfi
dir. Riyaziyyatçılar İİK dəfə hesablamaların 
avtomatlaşdırılması ideyasını irəli sürdü
lər. Və Kompyuter işlərində onların rolu bu
nunla bitmədi, ƏKSinə, artmaqda davam 
etdi. Kompyuterlərin aparat və proqram tə
minatının işlənib-hazırlanması tamamilə ye
ni riyazi məsələlər qoydu Kİ, onlar da riya
ziyyatın ümumiyyətlə informatİKa (ingilis
cə Computer Science) adlanan yeni oblas- 
tının yaranmasına gətirdi.

ÇARLZ BEBBİC

Çarlz Bebbic 1791-ci il deKabrın 26-da 
İngiltərənin cənub-şərqində, London ətra- 
fındaKi Volvortda anadan olub. Onun atası 
“Pred, MaKvort və Bebbic” Ьапк firmasının 
sahibi idi və ölümündən sora oğluna böyÜK 
sərvət qoyub-getmişdi. Çarlzla 11 yaşına 
Kİmi anası məşğul olurdu, sonra o, özəl 
məKtəblərdə oxumuşdu. Uşaqlıqdan Çarlz 
İkİ şeylə - riyaziyyat və hər cür mexanizm- 
lərlə məşğul olmağı xoşlayırdı.

19 yaşında o, Kembric universitetinin 
Triniti - Kollecinə daxil oldu. Onda məlum

oldu Kİ, Bebbic riyaziyyatı öz yaşıdlarından 
yaxşı bilir.

1812- ci ildə 
Çarlz və onun ya
xın dostları Con 
Herşel və Corc Pi- 
кок digər cavan ri
yaziyyatçılarla bir
gə “AnalitİK cəmiy
yət” təsis etdilər. 
Onun təşKİli BöyÜK 
Britaniyada riya
ziyyatın inKİşafın- 
da mühüm hadisə 
oldu.

1813- cü ildə 
“AnalitİK cəmiyyə
tin qeydlərində” 
Bebbic öz İİk elmi

Çarlz Bebbic məqaləsini - “Son
suz hasillər haq

qında” - dərc et
dirdi və tezlİKİə baKalavr dərəcəsi aldı. 
Onun “FunK- sional hesab oçerKİ” adlı İKİnci 
məqaləsi ümumi şəkİİİİ funKsional tənlİKİə- 
rin öyrənilməsinə həsr olunub. O, London 
Kral cəmiyyətinin (aKademiya) iclasında 
oxunmuş və Bebbic cəmiyyətin üzvü seçil
mişdi.

1817 - 1820-ci illərdə o, əsasən funKsi
onal analiz sahəsində daha bir neçə iş dərc 
etdirdi. XX əsrin 60-cı illərində isə Britani
ya muzeyində Bebbicin 1821-ci ildə yazdığı 
çap edilməmiş “Analizin fəlsəfəsi” Kitabı ta
pılır. Burada C. PİKOKun cəbrdə aKSİomatİK 
prinsiplərin inKİşafına İİk ciddi cəhd olan 
“Cəbr üzrə traKtatında” şərh etdiyi ideyala
ra yaxın fİKİrlər var.

1821-ci ildən sonra Bebbic riyaziyyatla 
az məşğul olmuş və əsasən, onun işləri tətbi
qi məsələlərlə bağlı olmuşdu. Bir sıra işləri 
ehtimal nəzəriyyəsinə həsr olunub. ’’Möcü
zələr haqqında Yum arqumentinə dair qeyd
lər” (1837) xüsusilə maraqlıdır Kİ, burada 
eKstraordinar hadisələr ehtimalı şahid ifa
dələri əsasında - şahidlərin sayını və onlara 
etibarlılıq dərəcəsini nəzərə almaqla hesab
lanır.

Bebbic hesablama maşınları qurmağa 
başladı və bu onun həyatının mənası oldu. 
1822-ci ildə o, mexanİKİ hesablama maşını
nın işləyən modelini - fərqlər maşını adla
nan maşını qurdu. LaKİn o, fİKrini tam real

laşdıra bilmədi. O zaman belə maşının detal
larını hazırlamağa, sadəcə, avadanlıq yox 
idi (məsələn, Bebbic 18-ci onluq işarələr də
qiqliyi ilə hesablamaları layihələndirmişdi).

Fərqlər maşını üzərində işləyən Bebbic 
cizgilərdə daim dəyişİKİİKİər edir, hazır his
sələrə yenidən baxırdı. Və 1834-cü ildə onun 
analitİK adlandırdığı universal hesablama 
maşını yaratmaq fİKri baş qaldırdı. Bu layi
hədə Bebbic İİk dəfə hesablama prosesini 
proqramla idarə etməK ideyasına gəldi. O, 
ədəd və Komandaları maşına daxil etməK 
üçün perfoKartlardan istifadə etdi və başlı
cası, şərti Keçid operatorları daxil etdi. Ma
şını dörd əsas Ь1ок: hesabi (“dəyirman”), 
yaddaş (“ambar”), idarəetmə və giriş-çıxış 
bloKİarı formalaşdırırdı. Bebbic onun üzə
rində ömrünün son günlərinədəK işlədi. 
Amma hər halda layihə yarımçıq qaldı.

AnalitİK maşın layihəsi öz zamanını 
yüz il qabaqlamışdı. Yalnız XX əsrin 30 - 
40-cı illərində Almaniyada Konrad Puze, 
ABŞ-da Hovard Аукеп və Corc Stibiç е1ек- 
tromexanİKİ reledən istifadə etməKİə im- 
Kanlarına görə Bebbicin maşını ilə müqayisə 
oluna bilən Kompyuterlər qura bildilər.

Bebbic ömrü boyu ən müxtəlif elmi 
problemlərlə ciddi maraqlanıb. 1832-ci ildə 
o, “Maşınların və istehsalın iqtisadiyyatı” 
Kitabını nəşr etdirmişdi. Bu monoqrafiya is
tehsalın elmi əsasda təşKİlinə həsr olunmuş 
İİk iş idi. Kitab böyÜK uğur qazandı, bir 
neçə dəfə təKrar nəşr olundu. Onu ABŞ-da 
çap etdilər, alman, fransız, italyan və ispan 
dillərinə tərcümə etdilər.

1851-ci il Günəş tutulmasından sonra 
Bebbic Günəş tacının və prottuberansların 
tədqiqi ilə məşğul oldu. Bundan başqa o, 
“Ayın səthinin fizİKİ halı haqqında fərziy
yələr” işini yazdı (buna görə XX əsrdə Ay 
Kraterlərinin birini Bebbicin adı ilə adlan
dırdılar).

Bebbic geofizİKa və geologiyada bir 
sıra ideyalar irəli sürüb. O, buzlaqların ya
ranması ideyasını söyləmiş, fərz etmişdir 
Kİ, uzaq Keçmişdə Yerdə ayrı iqlim olub. Öz 
fəhmini təsdiq etməK üçün o hələ qalan qə
dim meşələrdəKİ ağacların illİK halqalarını 
tədqiq və müqayisə etmişdi.

Bebbic həmişə araşdırmalarda hesabla
ma üsullarını tətbiq etməyə can atırdı. Mə
sələn, müxtəlif dillərdə bu və ya digər 
hərflərin və hərf birləşmələrinin hansı tez-
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lİKİə rast gəlindiyini təhlil edərəK o, mətnlə
rin şifrlənməsi və deşifrlənməsi metodİKa- 
sını işləyib-hazırladı.

1855-ci ildə Bebbic cizgilərlə və sualtı 
qayığın təsviri ilə məqalə çap etdirdi kİ, bu 
qayıq hərbi məqsədlərdə istifadə olunmalıy- 
dı. Onun içində dörd nəfər İkİ gün ərzində 
suyun altında qala bilərdi.

Bebbic elmin gücünə dərindən inanırdı. 
O, hesab edirdi kİ, dünyada baş verən hər 
şeyi riyazi metodların Köməyi ilə idarə et- 
тэк olar. İnsan zəKasının qüdrətinə inam

Bebbici istər İntibah dövrü, istərsə də Maa
rifçilin əsri ilə doğmalaşdırır.

O çoxlu məşhur müasirləri ilə tanış idi. 
Adətən şənbə günləri Bebbic 200-300 qona
ğın gəldiyi ziyafətlər verirdi. Onun dostları 
və tanışları arasında Pyer Simon Laplas, Jan 
Fuko, Alensandr Humbolt, Çarlz Darvin, 
Çarlz DİKKens, Vilyam Теккегеу, Henri Loq- 
fello, hersoq Vellinqton və başqaları vardı.

Alim ener j i və itiağıllığını qocalığına qə
dər saxlamışdı. O, 1871-ciilin 18 ontyabrın- 
da 80 illiyinə cəmi İkİ ay qalmış vəfat etdi.

LAMƏKAN RİYAZİYYAT

RİYAZİYYAT VƏ FİZİKA

Riyaziyyatın özünü tam gücü ilə 
göstərdiyi mühüm sahələrdən biri 
qanunların, yəni müxtəlif fizini 

Kəmiyyətlərin arasındanı asılılıqların, baş
qa sözlə, funnsiyaların təsviridir. Buna son
suz sayda misallar göstərmən olar. Ancaq 
inisinə baxaq.

RADİUMUN PARÇALANMASI VƏ YA 
BİRİNCİ TƏRTİB DİFERENSİAL 

TƏNLİKLƏR

Məlumdur ni, bəzi Kimyəvi elementlə
rin atomları zaman KeçdİKCə öz-özünə par
çalanırlar. Bu hadisə radioaKtivlİK adlanır. 
RadioaKtiv parçalanmanın qəribə xüsusiy
yəti ondan ibarətdir ni, hər bir ayrılıqda 
götürülmüş atomun nə vaxt - bir saniyə
dən, yoxsa min ildən sonra parçalanmasını 
öncə görmən mümKÜn deyilsə də, radioaKtiv 
maddələrin böyÜK miqdarı üçün vahid za
man ərzində parçalanan atomların payı hey
ranedici sabitliyi ilə fərqlənir. Məsələn, 
radioaKtiv maddənin hər Kiloqramından bir 
saat ərzində bir qram parçalanırsa, bu, tem
peraturdan, təzyiqdən, ilin fəslindən asılı 
olmayaraq həmişə belə olacaq.

RadioaKtiv maddənin atomlarının A 
sayının zamana görə necə dəyişməsinə ba
xaq. Onların sayının başlanğıc t = 0 anında 
No olduğu (A0-ın çox böyÜK ədəd olduğu 
fərz edilir) qəbul edilir. HələlİK biz ancaq 
bir şey deyə bilərİK: N(t) monoton azalan 
funKSİyadır, axı atomlar daima parçalanır. 
Fərz edəK Kİ, bir saat ərzində maddənin bir 
Kiloqramından bir qramı parçalanır. Uyğun 
olaraq İkİ Kiloqramından İkİ qramı parçala
nır və s.

t anından t + At anınadəK kİçİk zaman 
aralığı götürəK. N f-nin müəyyən funKsiya- 
sı olduğundan atomların sayı bu zaman 
A-dən A - AA-ə qədər dəyişəcəK, burada AA 
A£ zamanı ərzində parçalanmış atomların sa
yıdır. Parçalanma sürəti parçalanan atomla
rın sayının onların parçalandığı zaman 
parçasına nisbətinin limitidir, yəni

AA lT„ „ hm = -N (t) 
m •" At

Eyni zaman aralığı üçün parçalanan 
atomların payı sabit olduğundan N'(t) parça
lanma sürəti müəyyən к > 0 əmsalı ilə A(<) 
Kəmiyyətinə mütənasibdir:

-A'(0 - xN(t) yaxud,
A'(0 = -KN(t) (*)

Biz radioaKtiv maddənin “hələ yaşar” 
atomlarının t zaman anındaKi sayını onların 
azalma sürəti ilə bağlayan düstur aldıq. Mə
lum və məchul Kəmiyyətlərin ədədlər oldu
ğu cəbri tənlİKİərdən fərqli olaraq burada 
məchul Kİmi A(£) funKsiyasi və onun törə
məsi çıxış edir. Belə tənlİKİər birinci tərtib 
diferensial tənlİKİər adlanır. “Birunci tər
tib” sözləri o deməKdir Kİ, tənlİKdə yalnız 
axtarılan funKsiyanın birinci törəməsi işti- 
гак edir.

Diferensial tənlİKİərin müxtəlif həll 
üsulları mövcuddur, laKİn biz onların üzə
rində dayanmayacağıq. Verilmiş halda bizə 
adi müşahidə котэк edəcəK: (*) tənliyindən 
göründüyü Kİmi, N(t) funKsiyasınm törə
məsi funKsiyanın özündən yalnız к sabit vu- 
ruğu qədər fərqlənir. Məhz üstlü funKsiya 
özünü belə aparır (“Törəmə” məqaləsinə 
bax), buna görə də (*) tənliyinin həllini

N(f) = A eBt 
şəKİində axtaracağıq, burada A və B müəy
yən sabitlərdir.

Bu funKsiyanın törəməsini tapıb (*) 
tənliyində yerinə qoyaraq alırıq kİ, ixtiyari 
t üçün

ABeBt = -KAeBt
Buradan В = -к tapırıq və deməli, 

N(t)=AeKt
Budur, atomların A sayının t zamanın

dan asılılığı alındı. Yalnız A sabitindən xi
las olmaq qalır. Bundan ötrü başlanğıc 
şərtlər adlanan şərtləri nəzərə almaq lazım 
gəlir. Onlar ondan ibarətdir Kİ, başlanğıc 
t=0 anında atomların sayı Ao olmalıdır. Bu 
qiyməti (**) ifadəsinə qoyub Ao = Ae° alırıq, 
buradan A = Ao və nəhayət (şəkİİ 1),

A(t) = NoeKt.
Bəs к nədir? Biz onu yalnız müəyyən 

mütənasiblİK əmsalı Kİmi təyin etmişdİK. 
FaKtİKİ olaraq isə onu təcrübədən təyin et- 
тэк gərəKdir, çünKİ o, KonKret radioaKtiv 
maddənin xassələrindən asılıdır. Maddə nə
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qədər sürətlə parçalanırsa, к o qədər 
N

Nu

N(t)=Nne kl

O t
ŞiKİl 1.

böyÜKdür. Təcrübədə tez-tez T yarımparça- 
lanma periodu adlanan Kəmiyyətdən istifa
də edilir. Bu, maddə miqdarının İKİqat 
azaldığı zaman aralığıdır, к və T arasında 
əlaqə tapmaq çox asandır: tərifə görə, 
N(T)=N0/2. N(t) üçün ifadəni bura qoyaraq 
alırıq:

NoeKT = N0/2,
buradan da

ln2
K =

T

İKİNCİ TƏRTİB DİFERENSİAL 
TƏNLİKLƏR

MexanİKada, fizixada, eleKtrotexnİKa- 
da müxtəlif proseslərin təsvirləri tez-tez 
İKİnci tərtib diferensial tənlİKİərə gətirir. 
Məsələn, mexanİKada tez-tez müəyyən cis
min bu və ya digər qüvvələrin təsiri altında 
hərəKət qanununu tapmaq tələb olunur. 
Nyutonun İKİnci qanununa əsasən qüvvə tə
cillə düz mütənasibdir, təcil isə yolun zama
na görə İKİnci tərtib törəməsidir.

İllüstrasiya Kİmi rəqqasın hərəKətinə 
baxaq. Tutaq kİ, bu l uzunluqlu dartılma
yan ipdən asılmış m KÜtləli KÜrəcİK olsun. 
SadəlİK üçün fərz edəK Kİ, ipin Kütləsi sıfıra 
bərabərdir, Kürəciyin ölçüləri isə o qədər Kİ
çİKdir Kİ, onu nöqtə hesab etməK olar.

Kürəciyi t = 0 anında şaquli istiqamət
dən a 0 bucağı qədər meyl etdirəK və ona sər
bəst rəqs etməK imKanı verərəK buraxaq. 
KürəcİK aşağı епэсэк, laKİn sürətlənərəK 
aşağı vəziyyəti ötüb-KeçəcəK, bundan sonra 
yavaşıyaraq əks istiqamətə həmin a 0 bucağı 
qədər meyl edənə Kİmi qalxacaq. Sonra o, 

eləcə geriyə qayıdacaq və s. Bizi Kürəciyin 
hərəKət qanunu maraqlandırır.

Aydındır Kİ, Kürəciyin trayeKtoriyası l 
radiuslu çevrə qövsüdür, buna görə də bu 
qövs boyunca əyrixətli ədəd oxu daxil etməK 
lazım gəlir. Bu oxun sıfır nöqtəsi Kİmi Kürə
ciyin aşağı vəziyyətini, müsbət istiqamət 
Kİmi isə Kürəciyin iİKİn vəziyyətinə istiqa
məti götürəK (şəkİİ 2). Kürəciyin hər bir və
ziyyətinə əyri ox üzərində müəyyən s Koor
dinatı (müsbət və ya mənfi) uyğun gəlir kİ, 
ona da mərKəzi a bucağını (həmin işarəli) 
qarşı qoymaq olar.

Zərrəciyin Koordinatı s-ə bərabər ol
duqda ona hansı qüvvələr təsir edir? Onlar 
cəmisi İKİdir: mg ağırlıq qüvvəsi və ipin N 
gərilmə qüvvəsi (şəkİİ 3). LaKİn bizim üçün 
bu qüvvələr yox, s nöqtəsundə onların əyri 
oxa toxunana proyeKSİyası vacibdir, belə kİ, 
biz eninə yox, ox boyunca hərəKətə baxırıq.

BeləlİKİə, N qüvvəsi “düşür”, o, ədəd oxuna 
perpendİKulyar olduğundan onun proyeKsi- 
yası sıfıra bərabərdir. LaKİn şəkİİ 3-dən 
göründüyü Kİmi ağırlıq qüvvəsinin ргоуек- 
siyası ədədi qiymətcə mg sin a-ya bərabər
dir. Deməli, yalnız bu qüvvə trayeKtoriya 

boyu gsina təcilli hərəKət yaradır. Sonra, 
təcilin istiqamətinə diqqət yetirəK. Müsbət s 
üçün təcil ədəd oxunun ƏKSinə, mənfi s üçün 
ox boyunca yönəlib. Buna görə də ədəd oxu
na proyeKSİyada Kürəciyin təcili ixtiyari 
anda gsina olacaq. Nəhayət, nəzərə alaq Kİ, 
təcil yolun (verilmiş halda s Koordinatının) 
İKİnci törəməsidir, yəni

BeləlİKİə, təcil üçün İkİ ifadəmiz var. 
Birinci a bucağının, İKİnci s yerdəyişməsi
nin qiymətini ehtiva edir. Ya a-dan, ya 
s-dən qurtulmaq yaxşı olar. XoşbəxtlİKdən, 
bunu etməK asandır, çünKİ onlar bir-biriylə 
aşKar s — la münasibəti ilə bağlıdırlar. Sabit 
vuruğu törəmə işarəsi xaricinə çıxarmaq 
mümKÜn olduğundan belə bir bərabərlİK ya
zırıq:

la"(t) = -g sina(t).
Biz İKİnci tərtib diferensial tənlİK al

dıq. Başlanğıc şərtlər də var. Əvvəla, biz 
rəqqası a 0 bucağı qədər meyl etdirib burax
dıq, deməli, a(0) = a 0. İKİncisi, t = 0 anında 
KürəcİK hələ sürət yığa bilməmişdi, deməli, 
a'(0) = 0.

Adətən rəqqasın rəqs amplitudu onun 
uzunluğuna nəzərən kİçİk olur, yəni a 0 sıfı
ra yaxındır. Bu halda sina « a hesab etməK 
olar. Buradan yeni tənlİK alırıq:

aff(t) =- —a(t) (***)

İndi yada salaq Kİ, sin t və cos t triqo- 
nometrİK funKsiyaları oxşar xassəyə malİK- 
dirlər: onların İKİnci törəməsi əks işarə ilə 
özlərinə bərabərdir. Buna görə də (***) tən
liyinin həllini, məsələn,

a(t) = Acos(Bt + C) 
şəKİində axtaraq Kİ, burada A, B və C 
müəyyən sabitlərdir.
a"(t) = -AB2cos(Bt + C) - ' Acos(Bt + C)

Alınmış tənlİKdən tapırıq:

Bu Kəmiyyət dairəvi tezlİK adlanır və 
yunan hərfi со (“omeqa”) ilə işarə edilir, 

a (t) - Acos(o>t + C) 
başlanğıc şərtlərindən istifadə etməK qaldı, 

a (0) = AcosC = a 0, 
a'(0) = -AmsinC = 0

Buradan C = 0 və A = a0 tapırıq. Deməli, 
a(t) = a0cosa>t

burada со =

Bu cür rəqslər harmonİK rəqslər adla
nır.

KOMPLEKS ƏDƏDLƏR VƏ 
ELEKTROTEXNİKA

Dövrümüzün əlamətlərindən biri də 
eleKtrİK cihazlarından hərtərəfli istifadədir 
Kİ, onların da ƏKSəriyyəti dəyişən cərəyanla 
işləyir. Hər cür audio və videoaparatlarda 
təsvirin və səsin ötürülməsinə cavabdeh 
olan eleKtrİK cərəyanı da dəyişəndir: o güc
lənir və zəifləyir, şlyagerlərin ritminə və ya 
televizorun eKranında Kadrların sayrışması- 
na uyğun döyünür.

Siqnalın zamana görə dəyişməsinin 
sonsuz müxtəlif dəyişməsi içərisində sinu
soidal və ya harmonİK rəqslər xüsusi yer tu
tur (şəkİİ 1). Onlar

U(t) = U0cos(ıot + (p0) (*)
düsturu ilə ifadə olunur. Burada U(t) dəyi
şən siqnalın, məsələn eleKtrİK gərginliyinin 
t anında qiyməti; Uo rəqslərin amplitudu; co 
rəqslərin dairəvi tezliyi; cp0 başlanğıc faza
dır. co dairəvi tezliyi 2nf -ə bərabərdir, bura
da f herslərlə ölçülən adi tezlİK, yəni bir 
saniyədəKİ rəqslərin sayıdır.

Biz məhz niyə harmonİK rəqsləri ayırı
rıq? Əvvəla, bu, rəqslərin ən sadə növüdür. 
DövrədəKİ gərginlİK, Kamerton, ideal rəq
qas belə rəqs edir. İKİncisi, hər hansı Kə
miyyətin periodİK dəyişməsini istənilən 
dəqiqlİKİə harmonİK rəqslərin cəmi Kİmi 
göstərməK olar.

u„
u U( t )-Ц,со»( rut+«>0 )

/
1 л Фо 

(О

ŞjkII l.

Fərz edəK Kİ, (*) qanunu ilə dəyişən 
eleKtrİK gərginliyinin mənbəyi var və ona R 
aKtiv müqaviməti, məsələn, eleKtrİK lampa
sı qoşulub (şəkİİ 2). Həmin lampadan Keçən 
I cərəyan şiddəti necə dəyişəcəK? Om qanu
nuna görə I = U/R. Buna görə də

I(t) = — cos((£>l + фо)

351
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GörürÜK Kİ, dəyişmə qanunu həminKİ- 
dir, laKİn bu halda cərəyan şiddətinin am- 
plitudu gərginliyin amplitudunun müqavi
mətə nisbətinə bərabərdir:

MəKtəb fizİKa Kursunda aKtiv müqavi
mətdən əlavə reaKtiv müqavimətə də baxı
lır. O, cərəyanın qiymətinə təsir etsə də, 
eleKtrİK enerjisi sərf etmir. Ən sadə misal 
eleKtrİK Kondensatoru - bir-birindən müəy
yən məsafədə yerləşdirilmiş İkİ lövhədir 
(şəkİİ 3). Kondensator eleKtrİK tutumu ilə

U
səciyyələnir, burada q Kondensatorun уйкй- 
dür.

ŞdKİl 3. ŞdKİl 4.

Dəyişən cərəyan mənbəyinə qoşulmuş 
Kondensatordan axan cərəyanın şiddətini 
necə təyin etməli? Kondensatorun tutumu 
üçün ifadəni

q = CU 
şəKİində yazaq və q'(t) - I(t) nəzərə alaraq 
onu diferensiallayaq:

I(t) = CU'(t)
yalnız (*) düsturundan və cos'(t) - -sin(t) - 
dən istifadə etməK qalır:

I(t) = CU\t) = CU Qsin(d>t + cp0)

-sina = cos(a + n / 2) çevrilmə düstur
ları vasitəsi ilə son nəticədə alırıq:

( 71 A
7(0 = coC(70cos^cot + <Po + | (**)

BeləliKİə, bu halda cərəyan şiddətinin 
amplitudu

/0 = coCt70
tezlİKdən asılıdır. LaKİn bu da hamısı deyil. 
AKtiv müqavimətdən fərqli olaraq Konden
satordan Keçən cərəyan şiddətinin rəqsləri 
gərginliyin rəqslərini fazaca n / 2 qədər qa
baqlayır.

İnduKtivlİK dolağı - metallİK nüvəyə 
sarılmış mis və ya gümüş naqil də özünü 
oxşar aparır (şəkİİ 4). LaKİn burada cərəyan 
şiddətinin rəqsləri gərginliyin rəqslərini fa
zaca qabaqlamır, ƏKSinə, ondan n / 2 qədər 
geri qalır:

71
— I
2)

Burada, L - dolağın induKtivliyidir. 
BeləliKİə, reaKtiv elementlərə (Kondensator
lar və İnduKtivlİK dolaqları) malİK eleKtrİK 
dövrələrindəKİ prosesləri təsvir etməK üçün 
təKcə I=U/R Om qanunu Kifayət deyil. Bu, 
eleKtrİK cərəyanı rəqslərinin fazasının gər- 
ginlİK rəqsləri fazasına nəzərən dəyişməsi 
ilə əlaqədardır. Təbii sual doğur: dəyişən 
siqnalın həm amplitudunu, həm də fazasını 
hansısa bir düsturla səciyyələndirməK olar
mı? Sən demə, olarmış.

KOMPLEKS AMPLİTUDLAR METODU

(*) düsturunun sağ tərəfinə xəyali 
i(70sin(cot + <p0) toplananını əlavə edəK və 
alınmış Kəmiyyəti KompleKS gərginlİK ad
landıraq:

(7(0 = (70cos((öt + cp0) + iUosin((ät + cp0) =

= U0(cos(mt + cp0) + isin(a>t + cp0))
Bu düstura əsasən adi gərginlİK кот- 

pleKS gərginliyin həqiqi hissəsidir. e'x = cos 
x + isin x Eyler düsturundan istifadə etsəK 
və U(t) KompleKS ədəddinin triqonometrİK 
şəKİindən eKsponensional şəKİinə kəçsək, 

(7(0 = (7oei(“'+4>o) = (70ei<₽°eto' 
alırıq.

U()eh!,n KompleKS ədədi (7(0 dəyişən siq
nalının həm amplitudu, həm də fazası haq
qında informasiyaya malİKdir və onun 
KompleKS amplitudu adlanır.

Eyni qayda ilə (**) düsturunu çevirəK: 
7(0 = со Сиое‘(ш,+^т = со CUoei’l/2ei<шt+,₽^,.

İndi qeyd edəK Kİ,
71 . . 71e = cos —i- ısın — = ı.
2 2

Buna görə də son nəticədə alırıq: 
7(0 = iaCU/a“'f‘> = i®CU(f).

Belə çıxır Kİ, KompleKS cərəyan şiddəti 
KompleKS gərginliyin ia> C Kəmiyyətinə hasi
linə bərabərdir, belə Kİ, KompleKS gərginlİK 
və cərəyanın Om qanuna müəyyən analo
qundan danışmaq olar.

id) C со C
KompleKS ədədini C Kondensatorunun Kom
pleKS müqaviməti adlandırmaq təbiidir. 
İnduKtivlİK dolağının da KompleKS müqavi
mətini tapmaq çətin deyil:

XL = itü L.
BeləliKİə, KompleKS müqavimətlərdən 

istifadə etməKİə dəyişən cərəyanlı eleKtrİK 
dövrələrinin hesablanmasını xeyli sadələş- 
dirməK olar. Misal olaraq Kondensator və 
dolağın ardıcıl birləşməsinə baxaq (şəkİİ 5). 
Əvvəlcə X ümumi KompleKS müqaviməti ta
pırıq:

X =X,+XC = JcoL----M
L I coCj

Bu düsturdan görünür Kİ, müəyyən

tezliyində rezonans baş verir - tam müqavi
mət sıfır olur.

Kondensator və İnduKtivlİK dolağını 
paralel birləşdirərKən (şəkİİ 6) daha heyrə
tamiz faKtlar açılır. Burada ümumi 7 cərə
yanı dövrə budaqlarındaKi IC və IL cərəyan
larının cəminə bərabərdir. Kondensatordan

ŞdKİl 5. ŞdKİl 6.

7r =---- = ico CU
Xc

cərəyanı və induKtivlİKdən

cərəyanı axdığından tam cərəyan
( „ i \i&C------ U-ya
4

bərabər olacaq. <o0 rezonans tezliyində döv
rədə tam cərəyan mövcud deyil, bununla 
belə dövrə budaqlarında mövcuddur. Bu cə
rəyanlar quymətcə bərabər, istiqamətcə əks- 
dir.

KOMPLEKS ƏDƏDLƏR VƏ ÜÇFAZALI 
GƏRGİNLİK

Üçfazalı generator adlanan güclü eleK
trİK maşını bir deyil, düz üç sinusoidal gər
ginlİK istehsal edir kİ, onları da faza 
gərginliyi adlandırır və UA, UB, Uc ilə işarə 
edirlər (şəkİİ 7). Mütləq qiymətcə onlar 
bir-birinə bərabərdir, laKİn fazaca UB 
(7Ä-dan 2ıı/3(120°) qədər geri qalır, Uc isə 
bir o qədər (7x-nı qabaqlayır. Deməli, əgər 
UA faza gərginliyinin KompleKS amplitudu 
(70e,,₽o-a bərabərdirsə, onda UB və Uc faza 
gərginlİKİəri üçün bu, uyğun olaraq

yə ^е/(Фо+&/3)

EleKtrİK enerjisi istifadəçiləri, adətən, 
faza gərginliyindən “qidalanaraq” sıfıra və 
üç fazadan birinə qoşulurlar. LaKİn avadan
lıq iş üçün yÜKSƏK gərginlİK tələb edəndə 
onu fazaya və sıfıra yox, İKİ fazaya (məsə
lən, A və C-yə) birləşdirirlər. Xətti gərgin
lİK adlanan bu gərginliyin KompleKS ampli
tudu

ŞdKİl 7.
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= Uoe^

UAC =UC-UA = uoe^M - Uoe^ =
' 2t >
e 3 -1

v 7
Eyler düsturundan istifadə edərəK mö- 

tərizədəKİ ifadənin qiymətini hesablayaq.
'T -• 2л . . 2n „ 
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Buna görə də UAC xətti gərginliyinin 
KompleKS amplitudu

л/з • [zoet(l₽»+5"/6)
bərabərdir.

Digər xətti gərginlİKİər üçün də oxşar 
ifadələr almır.

Məişət eleKtrİK şəbəKələrində gərgin- 
İİk 220 voltdur (bu, gərginliyin İşIək qiymə
ti adlanır). Birfazalı, deməli xətti gərginlİK 
220 • \3 = 380 voltdur.

Qeyd etməK lazımdır kİ, KompleKS 
ədədlər eleKrotexnİKaya nüfuz edəndə, i 
hərfi artıq orada var idi. Onunla verilmiş 
zaman anında cərəyan şiddətinin qiymətini 
işarə edirdilər. Qarışıqlıqdan qaçmaq üçün 
xəyali vahidi eleKtrotexnİKada j hərfi ilə 
işarə etdilər. Prinsipial fərq yoxdur, laKİn 
bunu bilməK lazımdır.

* * *

EleKtrİK açarını şaqqıldadaraq və ya 
ştepseli rozetKaya salaraq siz Ьэ1кэ də xatır
layacaqsınız: eleKtrİKİə bağlı hər şeyin iş
lənməsində və hazırlanmasında KompleKS 
ədədlərsiz KeçinməK olmadı. Rəqslərdən 
söhbət getdiyi hər yerdə nəzəri hesablama
larda KompleKS ədədlərdən istifadə etməK 
çox münasibdir. XVII - XVIII əsr alimləri 
bilsəydilər Kİ, bu “qeyri-тйткйп” obyeKtlə

rin tətbiqi necə adiləşəcəK, riyaziyyatda, eh
timal kİ, “xəyali ədəd” Kimi qəribə termin 
peyda olmazdı.

İNFORMASİYA NƏZƏRİYYƏSİ

İstənilən cəmiyyətdə insanlar informa
siyanı ötürür, saxlayır və emal edirlər. Ra
dio ilə məlumat, dərsə çağıran zəng, işıqfo
run işığı - bütün bunlar informasiyanın 
ötürülməsidir. GündəlİKdə yazılar, qədim 
papiruslar, Kitabxanalar, arxivlər, məlumat 
sistemləri - bunlar informasiyanın saxlanıl
masıdır. Hesablamalar, lazımi arayışın ax
tarılması, elmi məqalənin yazılması zamanı 
informasiyanın emalı baş verir. İnformasiya 
ilə müxtəlif əməllər və onların Kombinasiya
ları informasiya prosesləri adlanır.

İnsanlar Keçmiş zamanlardan texnİKİ 
vasitələr və informasiyanın Köməyilə işlə
məyi sadələşdirməK və sürətləndirməK üzə
rində düşünmüşlər. Kitab çapının icadı 
informasiyanın surətini tez çıxarmağa im- 
кап verdi və onun saxlanılmasını asanlaş
dırdı. XIX əsrdə informasiya ötürülməsi 
sürəti xeyli yÜKsəldi: əvvəlcə gəmi və paro
vozlar poçtu daşımağa başladı, sonra tele
qraf, əsrin axırında telefon peyda oldu. XX 
əsrdə informasiya qlobal oldu - nəinKİ mətn
ləri, həm də informasiyaları, bir neçə dəqi
qəyə Yer Kürəsinin istənilən nöqtəsinə 
ötürməK тйткйп oldu. İnformasiya indi 
Kağızda yazılarda, maqnit lentlərdə, кот- 
paKt disKİərdə, Kompyuterin yaddaşında 
saxlanılır.

XX əsrdə informasiyanın emalı üçün 
texnİKİ qurğular və cihazlar meydana gəldi. 
İxtiyari avtomatİK qurğu informasiya emal 
edir: qatar relsin müəyyən hissəsinə basaraq 
işıqforun qırmızı işığını qoşan siqnal verir, 
avtomat telefon stansiyasının (ATS) cihazla
rı yığdığımız nömrəni lazımi abonentlə bir
ləşdirməyə çevirir. İnformasiya ilə iş sahə
sində texnİKİ uğurların zirvəsi Kompyuter
dir.

Bəşəriyyət informasiyadan həmişə isti
fadə etmişdir, laKİn yalnız XX əsrin ortala
rında informasiya prosesləri elmi araşdır
maların predmeti oldu. İnformasiya proses
ləri haqqında elmlər məcmusu informatİKa 
adlanır. Onlardan biri - informasiyanın öl
çülməsi və ötürülməsi haqqında elm - infor
masiya nəzəriyyəsi adlanır.

İNFORMASİYANIN ÖTÜRÜLMƏSİ 
NECƏ BAŞ VERİR

İxtiyari informasiya ötürülməsi prose
sini, şəkİİ 1-də olduğu Kimi, sadə sxemlə 
təsvir etməK olar. Sxemdə göstərilmiş üç 
hissədən hər biri müəyyən xassələrə (necə 
deyərlər, parametrlərə) malİKdir. ötürül
mənin Keyfiyyəti bu xassələrdən asılıdır.

İnformasiya 
ötürücüsü

Əlaqə 
Kanalı

İnformasiya 
qəbuledicisi

ŞəkİI 1.

Siz qeyd yazıb ünvana ötürən zaman 
həm ötürücü, həm də əlaqə Kanalı rolunda 
çıxış edirsiniz. Bu halda informasiyanın 
şəkİİ dəyişmir: yazılmış mətn həmin şəKİldə 
lazım olan anda və təhrifsiz ötürülür və qə
bul edilir. Yox, əgər siz tanışınızla məKtu- 
bunuzu göndərirsinizsə, onda əlaqə Kanalı 
sxemin müstəqil hissəsi olur və onda sizdən 
asılı olmayan proseslər baş verə bilər. Məsə
lən, məKtub itə və ya yağışa düşə bilər. Belə 
halda deyirlər: Kanalda əngəllər baş verib. 
Ya da tanış, ünvanı dərhal tapmasa, ötürmə 
ləngiyəcəK. Deməli, ötürmə müddəti arta
caq. Ya da tanış məKtubu oxuyub məzmunu
nu sözlə ünvana xəbər verəcəK. Nəticədə 
informasiyanın şəkİİ dəyişəcəK (çevriləcəK) 
- o, yazılı şəKİldən şifahi şəkİə kəçəcək. Bu 
zaman informasiyanın məzmununun təhrif 
olunacağı istisna deyil - “əlaqə Kanalı” ya 
hamısını deməz, ya da elə deməz. Və sonda, 
sizi, ehtimal Kİ, o da məyus edər Kİ, məKtu- 
bu oxuyan təKcə ünvan olmaz, yəni informa
siyaya sanKsiyalaşdırılmamış (ötürücü tərə
findən icazə verilməmiş) daxilolma baş 
verər.

Bu misaldan görünür kİ, informasiya
nın ötürülməsi prosesi hansı parametrlərə 

malİK ola bilər və onunla bağlı hansı pro
blemləri həll etməK lazım gəlir. Bizi infor
masiyanın etibarlılığı, ötürmə, çevrilmə 
müddəti və müdafiəsi maraqlandırır, ötür
mə sxeminin hissələri çox тйгэккэЬ ola bi
lər. Məsələn, telefon rabitəsi Kanalı təxcə 
naqillər deyil, həm də ATS-də abonentləri 
birləşdirən qurğular, uzaq məsafələrə ötür
mələrdə siqnalı gücləndirən cihazlar və sair
dir.

Müxtəlif texnİKİ vasitələr hər bir коп- 
Kret halda ötürmə Keyfiyyətini təmin edir. 
Onları rabitə texnİKası üzrə mütəxəssislər 
işləyib-hazırlayır. LaKİn riyazi metodlar in
formasiya nəzəriyyəsində böyÜK rol oyna
yır. Onların əsasında informasiyanın ölçül
məsi prinsipləri dayanır kİ, informasiya nə
zəriyyəsi elə onların Kəşfi ilə başlayıb.

İNFORMASİYANIN ÖLÇÜLMƏSİ - 
BİTLƏR VƏ BAYTLAR

Aydındır kİ, informasiya çox və ya az 
olur. LaKİn informasiya ötürülməsi sistemi
nin layihələndirilməsi üçün bacardıqca də
qiq bilməK lazımdır Kİ, o, nə qədər infor
masiya və nə müddətə ötürə bilər. Hətta adi 
poçt rabitəsi də daşınmalar üçün hansı nəq
liyyatın lazım olduğuna, neçə poçt şöbəsi və 
poçtalyonun tələb olunacağına dair məlu- 
matlarsız işləməyə qadir deyil.

Poçt informasiya miqdarının hesablan
ması zamanı ənənəvi fizİKİ ölçülər - məKtub 
və bağlamaların çəkİsİ və həcmi ilə Kifayət
lənə bilər. LaKİn müasir sistemlər üçün belə 
“Kobud” ölçülər Kifayət deyil. Teleqram 
göndərərKən biz hər bir sözə görə ödəyirİK. 
Teleqram nə qədər uzundursa, bir o qədər 
bahadır - özü də təKcə bizə yox, həm də te
leqraf xidmətinə: uzun mətn ötürücüdə 
uzun müddətə Kodlaşdırılır (yəni eleKtrİK 
siqnallarına çevrilir), qəbuledicidə də uzun 
müddətə Kodlaşdırılır, rabitə Kanalı ilə 
uzun müddətə ötürülür. Onda onu sözlərin 
sayı ilə yox, hərf və rəqəmlərin sayı, qısası, 
simvolların (işarələrin) sayı ilə ölçməK daha 
dəqiq olar. LaKİn burada hər şey elədə sadə 
deyil.

Fərz edəK Kİ, biz ədədləri ötürürÜK. 
Onda 25 ədədini eleKtrİK siqnallarına çevir- 
dİKdən sonra İkİİİk sistemdə beş işarə ilə - 
11001 ifadə olunacaq. Hər İKİ halda infor
masiyanın məzmunu eynidir, laKİn yazılışın 
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uzunluğu fərqlidir. O, istifadə olunan işarə
lərin sayından, yəni, necə deyərlər, istifadə 
olunan əlifbanın gücündən asılıdır. Onluq 
sistemdə əlifbanın gücü 10-a (on rəqəm), 
İkİİİk sistemdə 2-yə bərabərdir. Əlifba güclü 
olduqca yazılış qısa olur. Ən Kasıb əlifba İKİ- 
İİk sisteminKİdir: o ixi simvoldan (hansılar 
olması əsas deyil) ibarətdir. Həm böyüK, 
həm kİçİk əlifbanın öz müsbət və mənfi tə
rəfləri var. Böyüx əlifbanın məziyyəti qısa 
yazılışlardır, laxin o, Kodlaşdırma üçün 
daha тйгэккэЬ qurğular tələb edir. Əbəs 
yerə deyil kİ, İİk teleqraf Kodlarında - Mor- 
ze əlifbasında - ancaq üç işarədən (nöqtə, 
tire, pauza) istifadə edilirdi, bütün Kom
pyuter texnixasında isə İkİİİk sistem qəbul 
olunub.

Hansı əlifbanın seçilməsini Konxret 
ötürülmə sisteminin layihəçiləri həll edir. 
LaKİn informasiyanın ölçülməsi üçün əlifba
dan asılı olmayan vahidlərə malİK olmaq ar- 
zuolunandır. Belə vahid Kimi bit - İkİİİk 
Kodlaşdırma sisteminin simvollarının sayı
na görə minimal olan vahid seçilib (“bit” 
sözü “İkİİİk rəqəm” mənasında olan ingilis 
ifadəsi binary digit-in qısaldılmasından ya
ranıb).

Bit İkİİİk sistemin bir simvoludur. İkİ
İİk sistemdə yazılmış məlumat üçün ondaKi 
informasiyanın miqdarı sadəcə İkİİİk sim
volların sayıdır. İkİİİk sistemdə 11001 Kimi 
ifadə olunmuş 25 ədədi 5 simvol, deməli, 5 
bit informasiya daşıyır. Doğrudur, həmin 
sistemdəcə onu 0011001 ximi də yazmaq 
olar. Belə məlumat 7 bit informasya daşıya
caq. Bir bitlə ixi məlumatın - 0 və ya 1 - 
ancaq birini ötürməK olar. Bu qısa məlumat
lar bəzən böyüK məna уйкй daşıyır - “hə” 
və ya “yox” cavabını, eleKtrİK enerjisinin 
qoşulması və ya açılmasını bildirə bilərlər. 
LaKİn ötürülmə üçün onlar son dərəcədə sa
dədir. Dörd məlumatı - 00, 01, 10, 11 - 
ötürməK üçün İkİ bit Kifayətdir. Kombina- 
torixa qaydalarına əsasən, n İkİİİk simvol
dan ibarət yazını 2n İkİİİk simvoldan biri 
Kimi ötürməK olar.

İnformasiyanın daha böyÜK vahidi 
bayt - səkkİz bitdən ibarət yazılışdır. Adi 
mətnlərdəKİ simvolların sayı 27=128-dən 
çox, laKİn 28=256-dan azdır (Kompyuterin 
Kİaviatüründə 150-yə yaxın işarə saymaq 
olar). Buna görə də İkİİİk sistemdə adi mət
nin ixtiyari simvolunu Kodlaşdırmaq üçün 

bir bayt Kifayətdir. МйгэккэЬ riyazi sim
vollar üçün (xvadrat kök, inteqral və s.), 
müxtəlif şriftlər və əlifbalar (məsələn, yu
nan əlifbası) üçün bir bayt Kifayət deyil.

Bəs informasiya İkİİİk sistemdə yazıl
mışsa, onu necə ölçməli? Və niyə bu infor
masiyanı bit və baytlarla ölçməx lazımdır? 
Ona görə Kİ, məlumatı İkİİİk əlifba ilə Kod
laşdırdıqda onda neçə simvolun olduğunu 
bilməK тйткйп olsun. Əlbəttə, gördüyü
müz Kimi, İkİİİk sistemdə də eyni ədədi 
müxtəlif cür Kodlaşdırmaq olar. LaKİn hər 
bir məlumat üçün bitlərin minimal sayı 
mövcudddur. Onu necə təyin etməli?

Onluq ədədlərin İkİİİk sistemdə yazılı
şına baxaq. 0-dan 2" - 1-ə Kimi İİk 2n ədədi n 
bitlə yazmaq olar. Məsələn, 0-dan 7-dəK 
ədədlərin yazılışı üçün üç, 0-dan 31-dəK beş 
və s. bit Kifayətdir. Əgər N, 2 ədədinin 
qüwətidirsə (N = 2"), onda onun yazılışı 
üçün n+1 bit lazımdır. Belə xi, 32=25= 
=100000 (6 bit). Digər ədədlər üçün bitlərin 
sayı - İKİnin bu ədədi aşmayan ən böyüK 
qüvvəti plyus 1-ə bərabərdir. Məsələn, 57 
ədədi üçün bu dərəcə 5-ə bərabərdir, 57 
32-dən böyüK, 64-dənsə KİçİKdir. İxtiyari N 
üçün 2 ədədinin maxsimal qüvvətini tapmaq 
üçün log2N-i hesablamaq və onun tam hissə
sini götürməK zəruridir, tam hissəni Kvad
rat mötərizələrlə işarə edirlər: [Zog2A]. Be- 
ləlİKİə, ixtiyari onluq ədədin yazılışı üçün 
bitlərin minimal sayı [Zog2A]+l-ə bərabər
dir.

Adi mətnlərin yazılışı zamanı hər bir 
simvol, adətən, bir baytla Kodlaşdırılır. De
məli, baytların sayı təxminən simvolların 
sayına bərabərdir, laKİn baytlar mətndəKİ 
boş buraxılmaların hesabına çox ola bilər.

MəlumatdaKi simvolların sayılmasına 
əsaslanan informasiya ölçülməsi onunla iş
ləyən texnİKİ qurğuların imKanlarını qiy- 
mətləndirməK üçün zəruridir. Belə üsulla 
təyin olunan informasiya miqdarı informa
siya həcmi adlanır. Yaddaş qurğuları - Kom
pyuterin operativ yaddaşı, disKİər və s. - 
üçün onlarda saxlanan informasiyanın miq
darı Kİlobaytlarla (min bayt) və meqabayt- 
larla (milyon bayt) ölçülür. Kompyuterin 
yaddaş həcmi böyüK olduqca onun imKanları 
da geniş olur. Məlumatın rabitə Kanalı ilə 
ötürülməsi təKcə mətnin uzunluğundan 
yox, həm də vahid zaman ərzində hansı in
formasiya həcminin ötürülə biləcəyindən və 

ya buraxma qabiliyyətindən asılıdır. Bu Kə
miyyət adətən, saniyədə Kİlobaytlarla öl
çülür.

LaKİn informasiyanı başqa cür də ölç- 
тэк olar.

İNFORMASİYA VƏ 
QEYRİ-MÜƏYYƏNLİK: 

ENTROPİYA ANLAYIŞI

Bəzən eşitməli olursan: “Sən mənə elə 
şeyi xəbər verdin Kİ, mən bilirdim”. LaKİn 
bir başqası bunları bilmirsə, bu xəbər onun 
üçün qiymətli məlumat tutumuna malİK ola 
bilər. Bu halda artıq simvolların sayı əsas 
deyil. Məlumat biliyi artırırsa, informativ
dir. Başqa sözlə, o, bilixsizliyi - hər hansı 
hadisələrin baş verib-vermədiyini, hər hansı 
faKtların düz olub-olmadığına nəzərən qey
ri-müəyyənliyi azaldır. Buna görə də məlu
matın həcmini deyil, onun informativliyini, 
yəni alan üçün qeyri-müəyyənliyin azaldıl
ması ölçüsünü ölçməK arzu olunur. Ən sadə 
informativ məlumat yenə də 0 və ya 1, yəni 
1 bitdir. Belə məlumat ixili: “hə” (1) və ya 
“yox” (0) cavab nəzərdə tutur. LaKİn ixili 
cavabı adi mətn: “düzdür” və ya “düz de
yil”, “olar” ya olmaz” şəKİində də verməK 
olar. Belə mətnlər müxtəlif uzunluğa malİK- 
dirlər, laKİn bir bitlə ölçülən eyni informasi
ya daşıyırlar.

Daha ümumi halda informasiya alıcısı 
C = {Cp-.Cn} çoxluğunda hadisə baş verməsi 
haqqında informasiya alır. Əgər C çoxluğu 
İkİ ünsürdən (elementdən) ibarətdirsə 
(A=2), KonKret hadisə haqqında informasi
yanı bir bitlə ötürməK тйткйп olur (0 - bi
rinci hadisə, 1 - İKinci hadisə). LaKİn əgər 
N>2 - dirsə, bir bit yetməz. Burada belə bir 
ideya Köməyə gəlir.

Təsəvvür edin kİ, müxtəlif məsələlərin 
həvəsKarı olan dostunuz yanınıza gəlir və 
deyir: “Salam! Futboldan gəlirəm. “Neftçi” 
və “Qarabağ” oynayırdılar.” Siz: “Bəs hesab 
neçə oldu?” - soruşursunuz. “Ay dedim ha! 
Ancaq onu deyim Kİ, heç biri üçdən artıq top 
vura bilmədi. Hesabı bilməK istəyirsənsə, 
sual ver, mən “hə”, ya “yox” cavabı verəcə
yəm. LaKİn cəmisi dörd suala cavab verəcə
yəm. Belə Kİ, nə soruşacağını fİKİrləş”. Və 
siz də fixrə daldınız. Oyunun hesabının 
тйткйп variantları 16-dır:

0 : 0 0 : 1 0 : 2 0 : 3
1 : 0 1 : 1 1 : 2 1 : 3
2 : 0 2: 1 2 : 2 2 : 3
3 : 0 3 : 1 3 : 2 3 : 3

KonKret hesab soruşularsa (“Onlar 1:1
oynadılar?”), onda tapana ximi, ola bilsin 
Kİ, 15 sual verilsin (16-cını verməməK də 
olar - aydındır Kİ, axırıncı hesab doğru ola
caq). “Heç-heçəmi?” soruşsanız necə? “Hə” 
cavabında cəmisi dörd variant qalır: 0 : 0, 
1:1,2:2,3:3. Burada hesab haqqında so
ruşmaq olar. 3 sual Kifayət edər.Cavab 
“yox” olsa necə? Onda 3 suala 12 variant qa
lır - çoxdur. Ümumi halda hər sual varian
tlar çoxluğunu İkİ alt çoxluğa bölür: biri 
“hə” cavabına, biri “yox” cavabına uyğun 
gəlir. “Hə” cavabı alınıbsa, “yox” çoxluğu
nun variantlarına baxmaq gərəKsizdir. Kon
Kret hesab haqqında soruşmaq niyə lazım 
deyil? Məsələ bundadır Kİ, bu sual çoxluğu 
İKİ qeyri-bərabər hissəyə bölür: 1-i 1, digəri 
15 variantdan ibarətdir. Hesabı tapmadın
sa, yerdə qalan variantlar çoxluğu cəmisi 
bir vahid azalır. İKinci sual da (heç-heçə 
haqqında) variantlar çoxluğunu qeyri-bəra
bər hissələrə bölür (4 və 12). Deməli, sualı 
elə verməK lazımdır kİ, variantlar çoxluğu 
yarıya və ya sanKİ yarıya bölünsün. BeləlİK- 
lə, sualları sayırıq:

1. “Neftçi” bir topdan çoxmu vurmuş
dur?” Dostunuz - “Hə”, - deyir. Əla, 8 vari
ant qalır:

2:0, 2:1, 2:2, 2:3
3:0, 3:1, 3:2, 3:3

(Əgər o, “yox” cavabı versəydi, qalan vari
antlar yenə 8 olardı, əsası budur!).

2. “Neftçi” 3 topmu vurmuşdur?” Dos
tunuz - “Yox”, - deyir. 4 variant qalır (o 
biri cavabda da):

2:0, 2:1, 2:2 və 2:3.

3. “O, bir topdan çox buraxmışdır?”. - 
“Hə”. İkİ variant qalır: 2 : 2 və 2 : 3.

4. “O, üç top buraxmışdır?” - “Yox”, - 
“Deməli, 2 : 2.”

“Əhsən, - deyir dostunuz, - indi de gö
rüm, mən niyə qərara gəldim Kİ, 4 sual ver- 
тэк lazımdır? Bəİkə 3 sual da bəs edərdi?”

Aydındır Kİ, dostunuzun məsələsi N 
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hadisədən ibarət çoxluqdaKi KonKret hadisə
ni bilməK üçün neçə İKİli sual verməK zəruri 
olması haqqındadır. N=16 halında onun həl
li metodunun nədən ibarət olmasına baxaq. 
Hər dəfə qalan çoxluğun elementləri 2-yə 
bölünürdü. Dörd dəfə bölməK lazım gəldi
yindən nəticədə biz N-i 24-ə, yəni 16-ya 
böldÜK. İxtiyari halda biz bir elementdən, 
axtarılan cavabdan ibarət çoxluğa rast gə- 
lirdİK. Verilmiş İKİli sualların sayı bölmələ
rin sayına bərabərdir. Bizim halımızda ol
duğu Kİmi, N 2 ədədinin qüwətidirsə, sual
ların sayı onun üstünə bərabərdir, yəni 
log2 24=4. Buna görə də N=16 üçün üç sual 
azdır. Əgər N 2 ədədinin qüvvəti deyilsə, 
məsələn N=20, onda 2 ədədinin növbəti 
qüvvətini, yəni 5-i götürməK gərəKdir. De
məli, ümumi həll belədir: əgər N 2 ədədinin 
qüwətidirsə, log2N, əks halda [log2N] + 1 
İKİli sual verməK Kifayətdir.

Bu həll onluq ədədlərin İKİli Kodlaşdı
rılması zamanı neçə bitin zəruri olmasını 
aydınlaşdırdığımız zaman aldığımız həll ilə 
sanKİ üst-üstə düşür. (Kİçİk fərq ondadır 
Kİ, ədədlər içində biz O-ı da Kodlaşdırırıq, 
yəni 16 ədədi on yeddincidir, on altıncı de
yil). Bu niyə belə baş verir? Və çoxluğun 
ünsürlərinin tapılmasının məlumatların 
Kodlaşdırılmasına nə dəxli var?

Sən demə, birbaşa dəxli var. Oyunun 
nəticələri haqqında dörd sualı elə ifadə et- 
тэк olar kİ, onlar ixtiyari cavab üçün ya
rarlı olacaq və hər hesaba İKİli cavabların 
müəyyən ardıcıllığı uyğun gələcəK. GörəK 
suallar iİKİn variantlar Kvadratını necə par
çalayır (şəkİİ 2). İİk İKİ sual onu üfüqi xət
lərlə parçalayır (əvvəlcə sətirlər cütlərinə, 
sonra cütü İkİ sətirə), İkİ axırıncı isə seçil
miş sətiri şaquli xətlərlə parçalayır.). “Hə” 
cavabında aşağı (İİk İkİ sual üçün) və ya sağ 
(İKİnci İkİ sual üçün) çoxluq seçilir. Məsə
lən, 2 : 2 hesabına 1010 (hə, yox, hə, yox), 
3 : 1 hesabına 1101, 1 : 2 hesabına isə 0110 
ardıcıllığı uyğundur. Sualların belə ardıcıl
lığını oyunun nəticələri haqqında məlumat
ları Kodlaşdırma qaydası illüstrasiya edir. 
Məlumatları alan bu qaydanı bilirsə, nəticə
ni ona dörd İKİli simvolla bildirməK olar.

İndi isə C = {cp..., cN}, çoxluğundaKi 
hansı hadisənin baş verməsi haqqında məlu
matın müntəzəm olaraq ötürülməsinin la
zım olduğu hala baxaq. Təsvir olunmuş 
Kodlaşdırma metodunda onların ötürülməsi 

üçün hər dəfə log2N və ya |7og2N] + 1 bit la
zım gələcəK. Məlumat, fərz edəK Kİ, 200 
dəfə verilibsə, 200 dəfə çox bit sərf oluna
caq. LaKİn, məlum olmuşdur kİ, hadisələr 
müxtəlif ehtimallıdırlarsa (yəni müxtəlif
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peyda olma tezlİKİərinə malİKdirlərsə), 
ötürülən bitlərin ümumi sayını azaltmaq 
olar. Məsələn, fərz edəK Kİ, C çoxluğu dörd 
Cp...,c4 hadisələrindən ibarətdir və onların 
başvermə ehtimalları pj=l/2, p2=l/4,
P3=p4=l/8-dir (bütün dörd ehtimalın cəmi 
vahidə bərabər olmalıdır). Onda hadisəni 
tapmaq üçün sualı başqa cür verməK yaxşı
dır. Əvvəlcə soruşmağa dəyər xi, hadisəsi 
baş verməyib Kİ? - axı o, bütün halların ya
rısında baş verir və deməli, bütün imxanlar 
çoxluğu (laKİn {Cp..., c4} çoxluğu yox!) yarı 
bölünür. “Yox”cavabmda c2 haqqında (qa
lan imKanlar çoxluğu yenə yarı bölünür) və 
uğursuzluq halında c3 haqqında soruşaq. 
Belə bir Kodlaşdırma alırıq: c, -> L c2 -> OL 
c3 -> 00 L c4 -> 000. Adama elə gəlir kİ, bu 
Kodlaşdırma metodu əvvəİKİndən pisdir: bir 
sıra Kodlar log24=2-dən uzundur. LaKİn mə
lumatı tez-tez, məsələn 200 dəfə ötürdÜKdə 
nə olacağına baxaq. 200 dəfədə təxminən 
100 dəfə, c2 50 dəfə, c3 və c4 25 dəfə peyda 
olacaq. Əwəİkİ (müntəzəm) Kodlaşdırma 
üçün hadisələrin peyda olma tezliyi əhə
miyyət Kəsb etmir: ixtiyari məlumat İkİ bit
dən ibarətdir və cəmisi 400 bit sərf etməK 
lazımdır. Yeni Kodlaşdırmada qısa Kodlar 
daha tez-tez ötürüləcəK. Cəmisi təxminən 
100-1 + 50 2 + 25-3 + 25 3 = 350 bit, orta 

hesabla bir məlumata 2 əvəzinə 350/200 = 
= 1,75 bit sərf olunacaq.

Belə qənaət ona görə baş verir Kİ, Kod- 
laşdırmanı seçərxən hadisələrin peyda olma 
ehtimalı nəzərə alınmışdı. İnformasiya nə
zəriyyəsində informasiya miqdarının ölçül
məsində belə ehtimallı yanaşma qəbul edi
lib. Məhz beləsi: C = {c4,..., cN} hadisələr çox
luğunun qeyri-müəyyənlİK ölçüsü anlayışı 
daxil edilir. O, entropiya adlanır, H(C) ilə 
işarə olunur və aşağıdaKi düsturla hesabla
nır:

H(C) = PılogzP! + p2log2p2 +...+pNlog2pN 
burada p;-lər hadisələrin ehtimallarıdır. Lo- 
qarifm işarəsi altında olan Kəmiyyətlər va
hiddən kİçİk olduğundan entropiya həmişə 
mənfidir. Mahiyyətcə o, informasiyaya ək- 
sdir, belə kİ, informasiya qeyri-müəyyənliyi 
aradan qaldırır. Buna görə də C çoxluğunda 
informasiyanın orta miqdarı, yəni C -dəxi 
hadisəyə dair bir məlumata düşən orta in
formasiya miqdarı 1(C) = -H(C) düsturu ilə 
hesablanır. Deməli, misalımız üçün infor
masiya miqdarı aşağıdaKina bərabərdir:

yəni əwəllər aldığımız məlumatın bitlərlə 
orta uzunluğu ilə üst-üstə düşür.

Bəs futbol oyunu misalında necə? Ona 
Ьахагкэп biz faxtixi olaraq fərz edirdix Kİ, 
bütün 16 hadisə bərabərehtimallıdır: hər 
biri 1/16 ehtimala malİKdir. Onun üçün

1(0=-ıefi log Д1 = -16 — (-4) = 4
^16 16/ 16

yəni burada aldığımız nəticə əwəlxi ilə ey
nidir. İnformasiya nəzəriyyəsində isbat edi
lir kİ, 1(C) Kəmiyyəti maxsimaldır və 
log2N-a ( və ya [log2N] + 1-ə) bərabərdir.

Nəticəyə gələK. İnformasiyanı məlu
matın bitlərlə uzunluğu ilə ölçməx olar. 
Belə üsul məlumatın informativliyi barədə 
heç nə demir (o, az informativ və hətta mə
nasız ola bilər), laxin hər halda ötürmə za
manı rabitə sisteminin iş həcmini səciyyə
ləndirir. Məlumatın nə qədər qənaətlə Kod
laşdırıldığını bilməK lazımdırsa, onda infor

masiyanın ölçülməsinə entropiya 
yanaşmasından istifadə etməK gərəxdir. Bu 
zaman dəqiqləşdirməx lazımdır Kİ, hansı ha
disələr çoxluğu haqqında məlumat verilə- 
cək, onların ehtimalları necədir, bundan 
sonra 1(C) hesablanmalıdır.

İNFORMASİYANIN 
KODLAŞDIRILMASI

“İnformasiyanın Kodlaşdırılması” söz 
birləşməsinin mənasını dəqiqləşdirəK. İn
formasiya nəzəriyyəsində Kodlaşdırma de
dİKdə informasiyanın müəyyən qaydalarla 
yazılışını nəzərdə tuturlar. Elementar va
hidlər çoxluğunda (əlifba) mətn və ya təsvi
rin tərtib edildiyi qaydaların mövcudluğu 
hər bir dil üçün səciyyəvidir. Bir halda bun
lar təbii dillər, digər halda müəyyən məhdu
diyyətlə təbii dillərdir (məsələn, teleqramı 
adi dildə yazır, amma sözönləri buraxır, 
nöqtə və vergül yerinə onların qısaldılmış 
adlarını yazırlar), öz qaydaları olan formal 
dillər də var: İKİli Kodlaşdırma dili, proq
ramlaşdırma dili və s.

Kodlaşdırma dili seçimi KonKret məq
sədlərdən asılıdır. O, yaxşılaşdırılması la
zım olan parametrlərlə (xaraKteristixalarla) 
təyin edilir. İnformasiya ötürülüşündə onun 
həcmi, ötürülmə müddəti, etibarlılığı (əng
əllərdən müdafiəsi), ötürülmənin texnİKİ 
rahatlılığı, sanKSİyalaşdırılmamış daxilol
madan, məsələn dinlənilmədən müdafiəsi 
əsasdır. Bütün parametrlərin Keyfiyyətini 
eyni zamanda artırmaq olmaz: adətən onla
rın birinin yaxşılaşdırılması o birini Korla
yır. Vəziyyətdən çıxışı onda tapdılar kİ, 
informasiya ötürülüşünün müxtəlif mərhə
lələrində müxtəlif parametrləri təKmilləşdi- 
rirlər, yəni ötürülmə prosesində informa
siyanı bir neçə dəfə Kodlaşdırırlar. Məsələn, 
adi dildə yazılmış teleqramı ötürmənin ra
hat olduğu teleqraf Kodlarının birinə çevi
rirlər, qəbul zamanı isə yenidən adi dilə 
çevirirlər. LaKİn bəzən ən mühüm paramet
ri seçir və onu Kodlaşdırırlar. İnformasiya
nın Kodlaşdırılması zamanı tez-tez ötürül
mənin qənaətcilliyi və etibarlılığı arasında 
ziddiyyətlə rastlaşırlar. Bu barədə bir az 
müfəssəl danışaq. İkİİİk Kodlaşdırma zama
nı adətən bir parametrlə - yazılışın qənaət- 
çilliyi ilə maraqlanırlar: məlumatlarda artıq 
simvol olmamalıdır. Laxin elə bu da infor
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masiya ötürülüşünü etibarsız edir: əgər heç 
olmazsa bir simvol düşür və ya dəyişirsə, in
formasiyanın bir hissəsi itir və ya təhrif 
olunur. Köməyə riyazi Kodlaşdırma metod
ları gəlir, onlar ötürülmədə üzə çıxan səhv
ləri aşKar etməyə və düzəltməyə imKan ve
rir. Belə Kodlaşdırmanı əngələ qarşı daya
nıqlı Kodlaşdırma adlandırırlar.

Əngəlin mövcudluğu zamanı məluma
tın izafiliyi onu səhvsiz qəbul etməyə imKan 
verir. Məlumat qeyri-izafidirsə, izafiliyi 
xüsusi olaraq daxil edirlər: eyni şeyi bir 
neçə dəfə təKrar edir, ya da, məsələn soyadı
nı “hərflərlə” verirlər (Cavid: Cəfər - Arif - 
Vahid - İİKİn - Davud).

İkİİİk informasiyada səhvlərlə ən sadə 
və qənaətcil mübarizə üsulu cütlüyün nəza
rətidir Kİ, bu zaman sıfırlar və vahidlər ar
dıcıllığını eyni saylı simvollar qruplarına 
bölürlər. Hər qrupda vahidlər sayılır. O, 
cütdürsə, sağdan 0, təKdirsə, 1 əlavə olu
nur. Bütün hallarda vahidlərin sayı cüt 
olmalıdır. Əlavə olunan simvol informasiya 
daşımır, əvəzində səhvi aşKar etməK imKanı 
verir. Ötürülmə zamanı səhv baş verirsə, 0 
1-lə, ya da 1 0-la əvəz olunur və deməli, va
hidlərin sayı təK olur. Məlumatları qəbul 
edən zaman yenə hər simvollar qrupunda 
vahidlərin sayı hesablanır. Əlbəttə, belə nə
ticə ancaq onda doğrudur Kİ, bir qrupda cüt 
səhvlərin praKtİKİ olaraq qeyri-mümKÜn- 
lüyü əvvəlcədən məlum olsun. Buna görə də 
qruplarda simvolların sayını səhvlərin üzə 
çıxması tezliyindən asılı olaraq seçilir. Bu 
zaman qrupların özlərinin və əlavə edilən 
simvolların sayı, deməli izafilİK də azalır. 
Bu metod səhv ehtimalı kİçİk olan Kompyu
terlərdə geniş tətbiq olunur.

Elə Kodlar var Kİ, səhvləri nəinKİ aşKar 
edir, həm də düzəldirlər. Belə Kodlaşdırma 
metodlarının birincilərindən olan bir metod
dan indi də istifadə edilir. Onda da yalnız 
təK-təK səhvlərin mümKÜnlüyü yolverilən 
saylır və cütlÜK nəzarətinin daha тйгэккэЬ 
sxemindən istifadə olunur. Bu metodu izah 
edəK (şəkİə bax).

İnformasiyanı dörd a, b, c, d İkİİİk sim
vollar qruplarına ayırırlar. Hər qrupa üç e, 
f, g yoxlama simvolu əlavə olunur. Onları 
elə seçirlər kİ, a + b + c + e (birinci sətir), 
a+ b + d (İKİnci sətir), a + c + d + g (üçüncü 
sətir) cəmləri cüt olsun. Qəbuledici bu üç 
cəmi hesablayır və təhlil edir. Onlar hamısı 

cütdürlərsə, səhv yoxdur; əgər biri təKdir- 
sə, səhv yoxlama simvolundadır. İkİ cəm 
təKdirsə, səhv onlara daxil olan, laKİn üçün
cü cəmə daxil olmayan simvoldadır. Əgər 
hər üç cəm təKdirsə, səhv a simvolundadır.

Səhvləri düzəldən müasir Kodlaşdırma 
metodları ali cəbrdən, ədədlər nəzəriyyəsin
dən və s. istifadə edir. Simvollar artıq infor
masiya və yoxlama Kateqoriyalarına ayrıl
mır; Kod bütövlÜKdə təhlil edilir və deKod- 
laşdırılır.

Tez-tez tərs məsələni həll etməK - 
mətnlərin təbii izafiliyini azaltmaq lazım 
gəlir. Belə prosedur informasiyanın sıxıl
ması və ya qablaşdırılması adlanır. Onu in
formasiyanı uzun müddətə saxlamaq, onun
la işləməK isə nadir hallarda lazım gələndə, 
eləcə də uzun mətnlərin ötürülməsində tət
biq edirlər.

İnformasiyanın sanKSİyalaşdırılmamış 
daxilolmalardan müdafiəsi ilə informasiya 
nəzəriyyəsi yaranmamışdan çox əvvəl ma
raqlanmağa başlamışdılar. İnformasiyanın 
şifrlənməsi Kəşfiyyatçılara, diplomatlara, 
müxtəlif hÖKÜmət xidmətlərinə həmişə gə- 
гэк olub. Uzun müddət şifrləmə metodları 
onların yaradıcılarının ustalığından və fəh
mindən asılı idi və informasiyanın özü Kİmi 
məxfi idi. Müasir dövrdə informasiyanın 
müdafiəsi nəzəriyyəsi (Kriptoqrafiya) dəqiq 
riyazi elm olmuşdur.

RİYAZİYYAT VƏ KRİSTALLOQRAFİYA

“Kristallos” sözü qədim yunanlarda 
“buz” deməK idi. Homer yunanların Troyanı 
mühasirəyə almasını təsvir edərəK deyir kİ, 
İİk şaxtalı gecədə qəhrəmanların qalxanları 
“Kristallos” - buzla örtüldü. Sonralar, dağ
larda buza bənzəyən mineral taparKən onu 
dağ bülluru - dağ buzu adlandırdılar.

XVIII əsrdən başlayaraq çoxüzlü for
maya maliK cisimləri Kristal adlandırmağa 
başladılar. Onlara təbiətdə rast gəlinir və ya 
onları süni yolla laboratoriyalarda alırlar.

Bu gün çoxları elə hesab edir Kİ, Kris
tallara təbiətdə nadir hallarda rast gəlinir. 
LaKİn bu belə deyil: Kristallar hərfi mənada 
bizi əhatə edir. Əgər ixtiyari Kələ-Kötür 
qəmbəri götürərəK ona böyüdücü şüşə altın
da baxsaq, görməK olar Kİ, o, ayrı-ayrı kİ- 
çİk, bir-biriylə bitişmiş xırda Kristallardan 
ibarətdir.

SABİT BUCAQLAR QANUNU

Kristalların xassələrinin öyrənilməsi 
ilə Kristalloqrafiya elmi məşğul olur. Onun 
yaranmasını sabit bucaqlar qanununun Kəş
fi ilə bağlayırlar. Çoxdan məlum idi Kİ, Kris
talları məhlullarda yetişdirməK olar. Bunu 
doyma həddini Keçmiş duzla dolu qabın di
bində kİçİk Kristalların necə yaranmasını 
müşahidə edərəK yoxlamaq olar. Uzaq Keç
mişdə düşünürdülər Kİ, Kristallar, canlılar 
və bitKİlər Kİmi sanKİ içəridən qidalanır və 
böyüyürlər.

XVII əsrdə Florensiyada yaşayan Dani- 
тагка alimi Nils Stensi (Steno, 1638 - 
1686) Kvars Kristallarının çoxsaylı formala
rını araşdırdı. Onlar bir-birindən üzlərinin 
sayı, forması və ölçüləri ilə fərqlənirdilər 
(şəkİİ 1).

ŞəkİI 1.

Kristallarda bucaqların sabitliyi haq
qında Stensen qanununda deyilir Kİ, eyni 
bir maddənin Kristallarının üzlərinin sayı 
və forması, eləcə də onların ölçüləri müxtə
lif ola bilər, laKİn müvafiq üzlər arasındaKi 
bucaqlar sabitdir.

Kristalların üzləri arasındaKi bucaqla
rın sabitliyini görməK asan deyildi, çünKİ 
heç də həmişə bir Kristalda hər hansı bir üzə 
həmin maddənin başqa Kristalında üz uyğun 
gəlmir. Stensen qanununu belə bir misalda 
izah edəK. Şəkİİ 1-dəKİ müxtəlif çoxbucaqlı

lar arasında ümumi olan nədir? Onların 
müxtəlifliyinə baxmayaraq qeyd etməK olar 
Kİ, ixtiyari çoxbucaqlının hər bir tərəfi düz
gün səKKİzbucaqlının bir tərəfinə paralel
dir. Buna görə də çoxbucaqlının tərəfləri 
arasındaKi bucaq düzgün səKKİzbucaqlının 
uyğun tərəfləri arasındaKi bucağa bərabər 
olacaq.

Şəkİİ 2-də Kalsitin (island şpatının) bir 
neçə Kristalı göstərilib. Müxtəlif Kristalla
rın uyğun bucaqları eyni rənglə ayrılıb. Belə 
üzlər arasındaKi bucaqlar bərabərdir.

ŞäKİl 2.

Stensen bucaqların bərabərliyinin sə
bəbini izah etdi. Maddə Kristalın səthinə 
lay-lay yığılır kİ, bunun nəticəsində də o 
böyüyür, üzlərin müstəviləri isə böyümə 
prosesində özlərinə paralel qalır və deməli, 
onların arasındaKi bucaq dəyişmir.

Üzlər arasındaKi bucaqlara əsasən 
Kristalın maddəsinin hansı maddədən ibarət 
olduğunu təyin etməK olar. Bu, mineralogi
yanın əsas məsələlərindən biridir. Mineral
ların tanınması üçün Köhnə mineralogiya 
Kitablarında 23 xarici əlaməti nəzərə alan 
təsnifat təKİif edilirdi. Onların arasında 
rəng, xarici görKəm, parlaqlıq, şəffaflıq, ci- 
ngiltililİK, qoxu, dad, hətta soyuqluq, eləcə 
də dilə yapışma var idi. İkİ tədqiqatçının 
mübahisəsini təsəvvür edin: birinə minera
lın dadı acı, o birinə Kəmşirin gəlir. Bucaq
ların sabitliyi qanununun Kəşfindən sonra 
mineralın hansı maddədən ibarət olduğunu 
təyin etməK sadələşdi.

İndİKİ dövrümüzdə üzlər arasındaKi 
bucaqları qoniometr adlanan cihazla ölçür
lər. ölçmə nəticələrini müxtəlif maddələrin 
bucaqlarının тйткйп qiymətlərinin mine- 
raloji cədvəllərindəKİ nəticələrlə tutuşdu
rurlar (atlası rus Kristalloqraf və minera- 
loqu N. İ. KoKşarov tərtib edib).
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KRİSTALLARDAN QƏFƏSLƏRƏ

Fransız Kristalloqrafı abbat Röne Jüst 
Lyüi (1743 - 1822) tanışları arasında Kris- 
talbölən ləqəbi qazanmışdı. Bir dəfə, mine
ral KolleKsiyaçısının qonağı olarxən o, 
Kalsitin prizmatİK Kristallar druzunu döşə
məyə saldı. Druz - ortaq tərəfə bitişiK bir

ŞdKİl 4. Şənil 5.

Abbat-Kristalloqraf düzgün nəticə çı
xardı: Kristal bərabər KİçicİK paralelepiped- 
lərin birləşməsidir. BeləlİKİə, XIX əsrin 
birinci yarısından başlayaraq Kristala atom
larının mərKəzləri fəza qəfəsi yaradan Ьэгк 
cisim Kİmi baxmağa başladılar (şəkİİ 5).

Qəfəs nədir? Damalı dəftəri açaq. Üfiqi 
xətlərin şaqulilərlə KƏSİşdİKİəri nöqtələri 
ayıraq. Bu nöqtələrin çoxluğu müstəvi qəfə
sə misaldır. Ümumi müstəvi qəfəsi isə belə 
təyin etməK olar: İkİ elə düz xətlər ailəsi 
götürəK Kİ, hər birində düz xətlər bir-birlə
rinə paraleldir və bir-birlərindən bərabər 
məsafədə yerləşir. Bir ailədəKİ düz xətlərin 
digərindəKİlərlə Kəsişməsi qovşaqları çoxlu
ğu elə qəfəsdir.

Qəfəs sadə, laKİn mühüm anlayışdır, 
özü də həm Kristalloqrafiyada, həm riya
ziyyatda. Onu veKtorların Köməyi ilə ver- 
тэк olar. Bir nöqtədən bir düz xətt 
üzərində yerləşməyən İKİ a və b veKtorları 
KeçirəK. mä + nb şəKİində bütün тйткйп 
cəmlərə baxaq; burada m və n ixtiyari tam

yə baxaq. Bu Köçürmədə A nöqtəsi yerini B 
nöqtəsinə dəyişir, öz növbəsində B nöqtəsi 
B' nöqtəsinə hərəKət edir Kİ, axırıncı da hə
min qəfəsə məxsusdur. Və ümumiyyətlə, pa
ralel Köçürmədə qəfəsin ixtiyari nöqtəsi 
mütləq qəfəsin müəyyən nöqtəsinə Köçür. 
BeləlİKİə, qəfəsin ixtiyari nöqtəsinə paralel 
Köçürmə qəfəsi öz-özüylə üst- üstə salır, ya
xud, başqa sözlə, bu qəfəs simmetriyasıdır. 
“Simmetriya” sözü altında təKcə mərKƏzi və 
ox simmetriyası yox, qəfəsi öz-özünə Köç
ürən ixtiyari hərəKət başa düşülür. Xüsusi 
halda, baxılan simmetriya - Köçürmə trans- 
lyasiya simmetriyası (translyasiya paralel 
Köçürmənin digər adıdır) adlanır. Bundan 
başqa qəfəsin öz ixtiyari nöqtəsinə nəzərən 
mərxəzi simmetriyaları da var. Belə sim
metriyalar ixtiyari qəfəsdə mövcuddur.

İndi isə qarşılıqlı perpendİKulyar ä və 
b veKtorlarında qurulmuş qəfəsə baxaq. 
Belə qəfəsdə mövcud olanlardan başqa əlavə 
simmetriyalar da üzə çıxır. Bunlar qarşılıqlı 
perpendİKulyar oxların İKİ ailəsinə nəzərən 
simmetriyadır (şəkİİ 7, a).

Qarşılıqlı perpendİKulyar ä və ö veK- 
torlarının uzunluqlarını dəyişəK (şəkİİ 7, b),

rafı Ogüst Brave göstərdi Kİ, bütün fəza 
qəfəslərini 14 tip üzrə ayırmaq olar.

İkİ qarşılıqlı perpendİKulyar, laKİn 
müxtəlif uzunluqlu veKtorlar üzərində qu
rulmuş bütün müstəvi qəfəslər bir Brave ti
pinə məxsusdur. Düzbucaqlı qəfəsin a və b 
veKtorlarının uzunluğu eynidirsə, yəni o, 
Kvadratdırsa, onun düzbucaqlı simmetriya
dan başqa əlavə simmetriyalar üzə çıxır. 
Buna görə də bu yeni qəfəs başqa Brave ti
pinə düşür.

Kvadrat qəfəs düzbucaqlıdan daha 
simmetrİKdir: onun daha çox simmetriya 
elementləri var: 2л / 4 bucağı qədər dönmə 
onların arasındadır. 2л / 3 və ya 2л / 6 bu
caqları qədər dönmə-simmetriyaları olan qə
fəsləri də asanca qurmaq olar. LaKİn 
asanlıqla göstərməK olar kİ, 2л / 5 bucağı və 
ya n > 6 olduqda 2л / n bucağı qədər dön- 
mə-simmetriyalı qəfəslər yoxdur.

neçə Kristal - romboedr formasına malİK 
xırda qəlpələrə bölündü. Kalsitin qəlpələri 
içində romboedr Kİmi bucaqları olan, laKİn 
müxtəlif üzunluqlu tilləri olan paralelepi- 
pedlər də vardı. (Kubun öz fəza diaqonalı 
boyunca dartılmasından və ya sıxılmasın- 
dan alınan paralelepiped romboedr adlanır. 
Onun bütün üzləri eyni romblardır. Adı da 
buradandır: o, bütün üzləri romblar olan 
çoxüzlüyə deyilir; şəkİİ 3).

Evə qayıdan abbat Kalsit Kristallarını - 
bu dəfə öz KOİleKSİyasından - parçalamağa 
başladı. Və onlar yenə də daha balaca parale- 
lepipedlərə, onlar da öz növbələrində həmin 
şəkİİİİ daha xırda çoxüzlülərə bölündülər. 
Lyüi fİKİrləşdi kİ, belə xırda paralelepiped- 
lərdən, Kərpiclər Kİmi, istənilən ölçülü Kris
tal yığmaq olar (şəkİİ 4).

Şənil 7.ədədlərdir (şəkİİ 6, a). Belə veKtorların 
ucları da elə müstəvi qəfəsi təşKİl edəcəK.

Fəza qəfəsi də tamamilə oxşar təyin 
olunur. Bunun üçün bir müstəvidə yerləş
məyən üç ä,b,c veKtoru götürməK və bir 
nöqtədən onların tam əmsallı тйткйп cəm
lərini: mä + nb + pc ayırmaq lazımdır. Belə 
cəmlərin ucları elə fəza qəfəsini təşKİl edir.

QƏFƏSLƏRİN SİMMETRİYASI

Qəfəsdə İKİ ixtiyari A və B nöqtələri 
götürəK. AB veKtoru üzrə paralel KÖçürmə-

yeni qəfəs alınacaq. Aydındır Kİ, qəfəsin 
simmetriyasının xaraKteri eyni ilə qalacaq. 
Onun simmetriyaları qrupuna əwəİKİ Kİmi 
paralel Köçürmələr, qəfəsin nöqtələrinə nə
zərən simmetriyalar, qarşılıqlı perpendİKul
yar düz xətlərə nəzərən simmetriyalar daxil 
olacaq.

Oxşar və ya həm də, necə deyərlər, izo- 
morf simmetriya qrupları adlanan qəfəslər 
Kristalloqrafiyada Brave tipi adlanan bir si
nifdə birləşir. XIX əsrdə fransız Kristalloq-

14 Brave tipindən ən az simmetrİK ola
nı yalnız paralel Köçürmələr və nöqtələrə 
nəzərən simmetriyaları olan bütün ən ümu
mi qəfəsləri birləşdirən simmetriyalardır.

Kristal qəfəsin simmetriyasını öyrən- 
тэк niyə vacibdir? Əvvəla, o, çox mənada 
Kristalın xarici görKəmini, onun cilalanma- 
sını müəyyən edir. İKİncisi, simmetriyadan 
Kristalın fizİKİ xassələri asılıdır.

KristallİK maddənin həndəsi quruluşu
nun, o cümlədən onun simmetriyasının Kris
talın fizİKİ xassələrinə necə təsir etməsi 
almaz və qrafit misalında yaxşı görünür. İİk 
baxışdan onların arasında ümumi heç nə 
yoxdur. Almaz ən Ьэгк mineraldır. Təsadü
fi deyil Kİ bu nadir qiymətli maddə deşici,
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frez və digər doğrayıcı alətlər üçün istifadə 
olunur. Qrafit elə yumşaqdır kİ, ondan Ka
randaş çubuqları düzəldilir. Qrafit çubuğun 
ucu Kağızla kİçİk təmasdan sınaraq onda iz 
qoyur. Almaz şəffafdır, qrafit yox. Almaz 
dieleKtrİK, qrafit naqildir.
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Şənil 9. Almazın həndəsi sxemi.

Şənil 10. Qraf itin həndəsi sxemi.

Bununla belə, Kimyaçı baxımından al
maz və qrafit ən yaxın qohumlardır. Hər 
İKİsi təmiz Karbondur. Bundan əlavə, hər 
İKİ maddə Kristaldır, yəni, Kristalloqrafla- 
rın dediyi Kİmi, qəfəs qanunu ilə qurulub. 
Onların fizİKİ xassələrində bu fərq haradan
dır? O, onların həndəsi quruluşlarının müx
təlifliyindən doğub (şəkİİ 9 və şəkİİ 10).

Əgər qrafitdə və almazda atomların qu
ruluşuna baxsaq, hər İkİ Kristalda translya- 
siya simmetriyası görərİK. LaKİn onların 
atomları artıq qəfəs yox, daha тйгэккэЬ 
struKturu təşKİl edir.

DÜZGÜN NÖQTƏLƏR SİSTEMLƏRİ

Kristalın quruluşunu təyin etməK im- 
каш yalnız XX əsrin əvvəllərində yarandı. 
Hələ XIX əsrin sonlarında Kristalloqraflar 
bəzi dolayı əlamətlərə görə ancaq hiss edə 
bilərdilər Kİ, Kristallar sadəcə qəfəsdən da
ha тйгэккэЬ quruluşa malİKdirlər. Belə 
fərziyyəni İİk dəfə 1879-cu ildə alman xris- 
talloqrafı L. ZonKe söylədi. O, fərz etdi Kİ, 
atomlar Kristallarda düzgün sistem təşKİl 
edirlər.

Düzgün sistemlərin tam riyazi nəzə
riyyəsi KristallİK maddənin həndəsəsi haq
qında müasir təsəvvürlərin bünövrəsidir. 
Bu nəzəriyyəni rus Kristalloqrafı Yevqraf 
Stepanoviç Fyodorov (1853 - 1919) yaradıb. 
XX əsrdə Kristalloqrafiyanın inxişafı Fyo- 
dorovun nəzəriyyəsini təsdiq etdi.

Atomu müəyyən r radiuslu KürəcİK 
şəKİində təsəvvür edəK. Onda ixtiyari Kris
talın struKturu bir-birlərinə daxil olmayan 
belə KÜrəcİKİər çoxluğu Kİmi görünəcəK. La
Kİn təbiət boşluğu sevmir və aşağıdaKiları 
fərz etməK olar:

1) İKİ “Kürəciyin” mərKəzləri arasmda- 
Ki məsafə 2r-dən kİçİk deyil;

2) ixtiyari “boş” (“atomların” mərKƏzi- 
ni saxlamayan) “KürəcİK” müəyyən R qiy
mətindən kİçİk radiusa malİKdir.

Sadalanan şərtlərə cavab verən nöqtə
lər çoxluğu (r, R) nöqtələr çoxluğu və ya rus 
riyaziyyatçısı Boris NİKolayeviç Delonenin 
şərəfinə Delone çoxluğu adlanır. O bu çox
luqların xassələrini öyrənmiş və riyazi Kris- 
talloqrafiyaya böyÜK töhfə vermişdir.

Şənil 11.

Tərifdən göründüyü Kİmi Delone çox
luğu son dərəcədə ixtiyari çoxluqdur. Onda 
nə atomların hədsiz sıx topluları, nə də həd
siz böyÜK boşluqlar var (şəkİİ 11). Vahid ad
dımla qurulmuş qəfəsə r- 1/ 2 və R= yİ2 / 2 
para- metrləri ilə (r, R)-çoxluq Kİmi baxmaq 
olar.

İndi isə daha bir şərtə - düzgünlÜK şər
tinə baxaq.

3) düzgün çoxluğun nöqtəsi ixtiyari di
gər nöqtə Kİmi bu çoxluğun digər nöqtələri 
ilə əhatə olunub.

Hər üç şərti ödəyən sistemə düzgün 
sistem deyilir. Düzgün sistemə ən sadə mi
sal bizə tanış olan qəfəsdir. Onun bütün 
nöqtələri eyni əhatəyə malİKdir. LaKİn qə
fəslərdən başqa digər düzgün sistemlər də 
mövcuddur. Belə sistemdə olan Kimsə bu 
dünyanın yeKnəsəKİiyindən bezərəK yuxuya 
gedərsə, sonra digər nöqtədə ayılarsa, o, 
qeyri-iradi səyahəti hiss etməz: ətrafdaKi 
mənzərə həminKİ olacaq.

Kristalın quruluşunun düzgünlüyü 
şərtinin təbiiliyini izah etməyə çalışaq. Tə
səvvür edəK Kİ, Kristallar, içində hansısa 
atomlar üzən məhluldan əmələ gəlir. Bir-bi
rinin yanında düzülərəK, onlar tez və ya gec 
ən az potensial enerjiyə cavab verən vəziy
yəti tapırlar. Əgər bir atomun ətrafında 
oxşar atomlar qrupu yığışıbsa, onda digər 
ixtiyari atomun ətrafındaKi atomlar qrupu 
da belə olmalıdır - axı atomlar eynidirlər.

Düzgün sistemdə bütün nöqtələrin ey
ni əhatəyə malİK olması və beləcə sonsuzlu
ğa qədər davam etməsi onu göstərir Kİ, sis
temin hər bir A nöqtəsi simmetriyanın Kö
məyilə ixtiyari B nöqtəsinə Köçürülür. Xa
tırladaq kİ, qəfəs belə xassəyə malİKdir. özü 
də qəfəs halında A-nı B-yə Keçirən səciyyəvi 
simmetriya AB veKtoruna paralel Köçürmə
dir. LaKİn düzgün sistem qəfəsdən fərqlə
nirsə, onun verilmiş bir nöqtəsini o birinə 
Keçirən simmetriya Köçürmə olmaya da bi
lər. Bu hərəKət dönmə, müstəviyə nəzərən 
simmetriya və ya onların Kombinasiyası ola 
bilər.

Düzgün sistemin bütün simmetriyalar 
çoxluğu KristalloqrafİK qrup adlanan qrup 
əmələ gətirir. Xüsusi halda, paralel Kö
çürmə qrupu - qəfəsin simmetriyası - Kris
talloqrafİK qruplardan biridir. LaKİn digər 
KristalloqrafİK qruplar da var. Onlara dön
mələr, düz xətlərə, müstəvilərə nəzərən 

simmetriyalar, onların Kombinasiyaları da
xildir. Düzgün fəza sistemlərinin bütün 
тйткйп simmetriyalarını təsvir etməK 
üçün əvvəlcə fəzada bütün KristallİK qrupla
rı təyin etməK lazım idi.

Bu çətin riyazi məsələni Y. S. Fyodo
rov həll elədi. Alim əvvəlcə müstəvi üzərin
də mövcud olan bütün KristalloqrafİK qrup
ları təyin etdi. Onlar 17 idilər. Müstəvi 
qruplar əsrlər boyu məlumdur. XIV əsrdə, 
İspaniyada naxışlar sənətinin ən yÜKSƏK çi- 
çəKİənmə dövründə mavritan naxışlarında 
bütün 17 müstəvi qrup vardı. Buna görə də 
deməK doğru olar Kİ, Fyodorov müstəvi 
qrupların siyahısının tamlığını sübut etdi.

1891-ci ildə Fyodorov bütün fəza qrup
larını təyin etdi. Onlar 230 idilər. Fyodorov- 
la bir vaxtda alman riyaziyyatçısı Artur 
Şönflis (1853 - 1928) də KristalloqrafİK 
qrupları Kəşf etdi. BeləlİKİə, hər İkİ alim 
Kristalların simmetriyasının bütün müm
KÜn növlərinin tam təsvirini verdilər.

Maddənin KristalloqrafİK qrupa əsasla
nan Kristallaşma nəzəriyyəsi translyasiya 
simmetriyasının mövcudluğunu aradan gö
türmür. İxtiyari fəza KristalloqrafİK qrupu
nun mühüm xassəsi ondadır Kİ, onda həmişə 
bir müstəviyə paralel olmayan üç istiqamət
də paralel Köçürmələr var. Bu xassəni İİk 
dəfə 1891-ci ildə Şönflis isbat edib. BeləlİK- 
lə, Şönflis teoreminə görə, düzgün nöqtə 
sistemləri qəfəslərdən, laKİn bir yox, bir-bi
rinə bərabər olan və paralel yerləşən qəfəs
lərdən ibarətdir.

1912-ci ildə alman fizİKİ MaKS fon 
Laue fərz etdi: Kristal həqiqətən qəfəs quru
luşuna malİKdirsə, ondan Keçən rentgen 
şüalarının difraKsiyası baş verməlidir. 
Onun fəhmi parlaq isbatını tapdı. Artıq bir 
neçə ay sonra ingilis fizİKİəri Vilyam Henri 
Breq və Vilyam Lorens Breq (ata və oğul) 
rentgen şüalarının Köməyi ilə İİk dəfə bir 
neçə Kristalın struKturunu deşifrlədilər.

Kristalın struKturunu deşifrləməK 
тйгэккэЬ experimental məsələdir. Bunun
la belə hal-hazıradəK çoxminli Kristalların 
“portretlər qalereyası”yaradılıb.

BeləlİKİə, bir tərəfdən Kristalın düz
gün sistem Kİmi təyini, onun öyrənilməsinə 
riyazi metodların cəlb edilməsi imKanı ya
ratdı. Digər tərəfdən, düzgün sistemin təri
findən çıxdığı Kİmi, bütün atomların 
sonsuzluğa qədər digər tamamilə eyni atom-
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larla əhatə olunması zəruridir. Bəs onda 
niyə Kristallaşma prosesində atomlar öz ara
larında Kimyəvi rabitələrin uzunluqlarına 
uyğun olan nisbi kİçİk məsafələrdə qarşılıq
lı təsirdə olsalar da, düzgün sistemə 
düzülürlər? Axı qarşılıqlı təsirin belə xa- 
raKterindən atomların əhatəsinin sonsuzlu
ğa qədər yox, yalnız müəyyən ətrafa qədər 
identİKİiyi çıxır. 1976-cı ildə B. N. Delone- 
nin rəhbərliyi altında onun tələbələri R.V. 
Qaliulin, N.P. Dolbilin və M.İ. Ştoqrin belə 
bir teorem isbat etdilər: əgər (r,R) sistemdə 

bütün nöqtələr 
eyni əhatəyə 
malİKdirlərsə, 
sistem düzgün
dür. Yada salaq 
Kİ, R bizim nöq
tələr sistemi
mizdə ən böyÜK, 
boş Kürənin ra
diusudur. De
məli, Kristallar
da uzaq perio
diK tərtib atom
ların 1ока1 əha
təsinin identİK- 
liyindən çıxarı
lır.

Nöqtələrin 
əhatəsinin çox 
kİçİk ətrafda 

identİKİiyi tələb olunarsa, nöqtələr sistemi 
son dərəcə ixtiyari ola bilər. Bu halda, elə 
bil, heç bir uzaq tərtibdən danışmaq lazım 
gəlmir. LaKİn 1978-ci ildə ingilis fizİKİ Ro- 
cer Penrouz uzaq nizamın aşKar mövcud 
olduğu mozaİKaları Kəşf etdi, laKİn bu, Kris
tallarda müşahidə olunandan tam fərqli xa- 
raKterli idi (“Çoxbucaqlılar” məqaləsinə 
bax). Penrouzun mozaİKalarında, məsələn, 
5-ci tərtib oxa malİK Kifayət qədər böyÜK 
fraqmentlərə rast gəlinir. Yeni simmetriya 
növü elə bil Kİ, ağlın real varlıqlara heç bir 
aidiyyatı olmayan oyunu idi. İsrail fizİKİ 
Şextmanın və onun əməKdaşlarının 1984-cü 
ildə etdİKİəri Kəşf əsl sensasiya oldu. Onlar 
alüminium və maqneziumun sürətlə soyu
dulmuş ərintisini rentgen analizinə məruz 
qoydular. DifraKsiya şəKİində alimlər aydın 
ifadə olunan... 5 qat simmetriya aldılar. 
Ərinti amorf maddə olsaydı, onun “portreti” 
tamamilə yayılmış olardı. LaKİn onu Kristal 

da hesab etməK olmaz, belə kİ, Kristallarda 
5 tərtibli ox тйткйп deyil. Yəqin Kİ, bu 
ərintinin struKturu yeni simmetriya növünə 
malİKdir.

Təbiətdə uzaq tərtibli qeyri-Kristal 
struKturların Kəşfi yeni elmi istiqamətə - 
KvazİKristalloqrafiyaya güclü təKan verdi.

ŞAHMAT TAXTASI ÜZƏRİNDƏ 
RİYAZİYYAT

Şahmat və riyaziyyatın doğma olan çox 
şeyi var. İstedadlı riyaziyyatçı Qodfri Ha
rold Hardi bir dəfə qeyd etmişdir kİ, şahmat 
oyununun problemlərinin həlli riyazi çalış
madan başqa bir şey deyil, oyun isə riyazi 
melodiyaların fitlə çalınmasıdır. Riyaziy
yatçı və şahmatçının təfəKKÜr formaları Ki
fayət qədər yaxındır və təsadüfi deyil Kİ, ri
yaziyyatçılar tez-tez bacarıqlı şahmatçılar 
olurlar.

Şahmat daima müxtəlif riyazi anlayış 
və ideyaların illüstrasiyası üçün istifadə 
olunur. KibernetİKa, oyunlar nəzəriyyəsi, 
qraflar nəzəriyyəsi, KombinatorİKa və s. 
üzrə ədəbiyyatda şahmat misallarına və ter
minlərə rast gəlməK olar. Şahmat “Kompyu
ter elmində” də mühüm yer tutur.

ŞAHMAT TAPMACALARI

Şahmat riyaziyyatı əyləncəli riyaziyya
tın, məntiqi oyun və əyləncələrin ən popul
yar janrlarındandır. özü də bir sıra şahmat- 
riyaziyyat tapmacaları elə mürəKKəbdir kİ, 
görKəmli riyaziyyatçılar onlar üçün xüsusi 
riyazi aparat işləyib-hazırlamışlar.

Ən əvvəl şahmatın yaranması haqqında 
bir gözlənilməz hesablama ilə bağlı olan qə
dim əfsanəni xatırlayaq.

Şahmat oyununa görə mÜKafat. Hind 
şahı şahmatla İİk dəfə tanış olarKən onun 
özünəməxsusluğuna və gözəl Kombinasiya
ların bolluğuna heyran qaldı. Əlamətdar 
oyunun yaradıcısının onun təbəəsi olduğu
nu biləndə şah icada görə bu müdrÜKÜ şəx
sən mÜKafatlandırmaq məqsədi ilə onu ya
nına çağırdı. HÖKmdar onun istənilən arzu
sunu yerinə yetirməyə söz verdi və onun 
mÜKafat Kimi müəyyən miqdarda buğda 
dəni istəməyindən heyrətləndi. Alim birinci 
xanaya bir dən, İKİnciyə İKİ və beləlİKİə hər 

sonraKi xanaya əwəİKİndən İkİ dəfə çox dən 
qoyulmasını istəyirdi. Şah tez ixiiraçıya 
onun azacıq mÜKafatının verilməsini əmr 
etdi. LaKİn o biri gün saray riyaziyyatçıları 
hÖKmdarlarına xəbər verdilər Kİ, onun əm
rini yerinə yetirməK üçün nəinKİ səltənətin 
ambarlarında, heç dünya ambarlarında da 
saxlanılan buğda Kİfavət deyil. MüdrİK cə
misi 1 + 2 + 23+...+ 2<’3 = 26' — 1 buğda dəni 
tələb etmişdi. Bu ədəd iyirmi rəqəmlə yazı
lır və fantastİK böyÜKdür.

tndi isə şahmat taxtasının riyazi məsə
lələrin həllində tətbiqinə dair İKİ misal gös
tərəK.

Pifaqor teoreminin isbatı. Şahmat 
Kralı qrossmeyster Mixail Tal bir dəfə etiraf 
etmişdir kİ, uşaqlıqda tənbəl məKtəblilərin 
“Pifaqor şalvarı hər tərəfə bərabərdir” Kimi 
ifadə etdİKİəri teoremin isbatından təsir
lənmişdir.

Şahmat taxtasında şəkİİ 1-də göstəril
diyi Kimi Kvadrat çəkək. Burada taxta beş 
yerə bölünüb - Kvadratın özü və dörd eyni 
düzbucaqlı üçbucaq. İndi isə şəkİİ 2-ni 
düzəldəK. Qarşımızda həmin dörd üçbucaq, 
laKİn birinin yerinə İKİ, özü də kİçİk ölçülü 
Kvadrat var. Hər İkİ halda üçbucaqlar eyni
dir, deməli sahələri bərabərdir. Belə çıxır 
kİ, taxtanın yerdə qalan hissələri də eyni 
sahə tuturlar. Bunlar birinci şəKİldə bir, 
İKİncidə İKİ Kvadratdır. BöyÜK Kvadrat düz
bucaqlı üçbucağın hipotenuzunda, KİçİKİər 
isə onun Katetlərində; hipotenuzun Kvadratı 
Katetlərin Kvadratları cəminə bərabərdir nə
ticəsinə gəlirİK.

Domino ilə tapmaca, ölçüləri 2x1 

ŞəkİI 3.

olan domino daşları ilə qarşı bucaq Kvadrat
ları Kəsilən 8x8 Kvadratlı taxtanı örtməK 
olarmı?

Cəbri mühaKİmələrlə məşğul olmaq 
olar, laKİn şahmat həlli həm sadə, həm də 
incədir. Kəsilmiş Kvadratı qara və ağ rəng
lərlə boyayaraq onu al və h8 xanalarsız şah
mat taxtasına çevirəK (şəkİİ 4). Taxtanın 
axtarılan örtülməsində hər bir domino daşı 
bir ağ və bir qara xana tutur və deməli, daş
ların tam dəsti (31 ədəd) eyni sayda ağ və 
qara xanaları örtür. LaKİn Kəsilmiş taxtada 
qara xanalar ağlardan İkİ ədəd azdır (Kəsil
miş xanalar qaradırlar) deməli, taxtanın 
zəruri örtülməsi mövcud deyil!

BeləlİKİə, taxtanın rənglənməsi şah
matçıya nəinKİ oyun ərzində taxtada baş aç
mağa imxan verir, həm də qeyri-adi tapma
calar həll etməyə şərait yaradır.

Riyaziyyatçı baxımından şahmat tax
tasının ən maraqlı xassəsi ondan ibarətdir 
Kİ, onda məsafə o qədər də adi deyil, İKİ nöq
tə (xana) arasındam məsafə heç də həmişə 
düz xətt boyunca ölçülmür.

Heç-heçə. Retinin məşhur etüdünə 
(1921-ci il) baxaq. Burada taxtanın bu xüsu
siyyəti daha effeKtiv üzə çıxır. O, şəkİİ 5-də 
göstərilib. Tələb olunur Kİ, ağlar partiyanı 
heç-heçəyə gətirsinlər. Ağ şahın qara piya
danı tutacağı inanılmaz görünür. LaKİn o 
“adi” h8 - hl düz xətti boyunca deyil, “şah 
xətti” boyunca (onun ziqzaqı şəKİldə göstə
rilib) yola düşsə, mütləq məqsədə çatar.

1. Ş g7! h4. Şf6! Şb6. 2..h3. 3. Şe7 h2. 
4. c7 Şb7. 5. Şd7-dən sonra piyadalar hər 
İKİsi eyni zamanda vəzirə çevrilirlər. Ağ şah 
rəqib piyadası ardınca düz xətt üzrə, h xətti
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ŞdKİl 4.

üçbucağın Katetləri cəmi hipotenuza bəra
bərdir! Reti etüdü öz dövründə şahmat alə
mində böyÜK sensasiya doğurmuşdu. Forma 
təmizliyi və materialın laKonİKİiyinə görə 
bu həndəsi inci əvəzsizdir.

boyunca hərəKət etsəydi, belə təhlüxə ya
ranmazdı.

2. Şe5! Ş:c6. Yenə 3..h3 4. Şd6 h2 5. c7 
Şb7 6. Şd7 taxtada İKİ vəzirin peyda olması
na gətirir.

3. Şf4 h3. 5. Şg3 h2. 6. Ş:h2. Şah çev
rilmə ərəfəsində piyadaya çatır. Heç-heçə! 
İnanılmaz - həqiqət oldu.

Aydındır Kİ, ağ şahın “nəzər nöqtəsin
dən” şəkİİ 5-də təsvir edilmiş düzbucaqlı

ŞdKİl 5.

ŞdKİl 6.
ŞdKİl 9.

Attilanın atı haqqında məsələ. Taxta
da İkİ fiqur var - ağ at və qara şah. Bəzi xa
nalar “yanan” elan edilir. At düşmən şahma 
çatmalı, onu devirməli və iİKİn vəziyyətə 
qayıtmalıdır. Ona “yanan” xanaları, eləcə də 
bir dəfə Keçdiyi xanaları tutmaq qadağan 
edilir.

Hunların rəhbəri Attila öyünürdü: 
“Atımın ayaq basdığı yerdə ot bitmir!” Bu 
zaman o deməK istəyirdi Kİ, onun qoşunları 
yolunun üstündəKİ hər şeyi məhv edirlər. 
Şəkİİ 6-da Attilanın atı g4-də, düşmən şahı 
isə ЬЗ-də yerləşib. Yanan xanalar ayrılıb.

Atın gedə biləcəyi, aralarında onun ge
dişinin mümKün olduğu bütün cütləri düz 
xətt parşaları ilə birləşdirərəK verilmiş mə
sələ üçün atın qrafını alırıq (taxtanın xana
larına qrafın təpələri uyğundur) - şəkİİ 7 
(“Qraflar” məqaləsinə bax). Nəticədə iş 
qrafda elə yolun tapılmasına gətirilir Kİ, o, 
bir təpəni bir dəfədən artıq saxlamır və bun
dan əlavə, hər İkİ ayrılmış təpədən Keçir (şə
Kİldə onlar dairəcİKİərlə çəKİlib).

Labirint adlanan belə məsələlərin həlli 
metodları qraflar nəzəriyyəsində yaxşı mə
lumdur. Attilanın atı üçün axtarılan yolu

ŞdKİl 7.

ŞdKİl 8.

bilavasitə tapmaq da asandır. O, 18 gediş
dən ibarətdir: Ag4 - f6 - c8 - g7 - e6 - f8 - 
g6 - e7 - c6 - a5:b3 - d2 - bl - a3 - b5 - d6 
- f7 - h6 g4. Məqsədə çatmaq üçün atın 35 
xanadan, döyüşün əvvəlində yandırılmamış 
18-ində olması lazım gəldi.

Əyləncəli riyaziyyat Kitablarında şah
mat fiqurlarının nəinKİ atın, eləcə də filin, 
topun, şahın, vəzirin marşrutu haqqında 
məsələlər çoxluğuna rast gəlməK olar. Bu 

zaman vəzirə bəzi xanaların yanından İKİ də
fə qaçmağa imKan verilərsə, bir gedişə qəna
ət etməK olar. BeləliKİə, vəzirin şahmat tax
tasında yolu 14 gedişdən ibarətdir (şəkİİ 9).

Gözətçi vəzirlər haqqında məsələ. Hər 
bir həbsxana Kamerasının yanında gözətçi 
qoymaq olar. Kameraların birinin yanında 
olan gözətçi verilən Kameraya, dəhlizlərin 
apardığı digər Kameralara da nəzarət edə bi
lər. Bütün Kameralara nəzarət etməK üçün 
zəruri olan gözətçilərin ən az sayı nəyə bəra
bərdir?

Şahmat taxtasına həbsxana Kimi bax
saq (qoy şahmatşılar bu müqayisəyə görə 
bizi bağışlasın), özü də onun xanalarını Ka
meralar, vertİKallar, horizontallar və diaqo
nalları dəhlizlər hesab etsəK, onda gözətçi 
olaraq, əlbəttə Kİ, bütün istiqamətlərdə mü
şahidə aparmağa qabil olan vəzirləri təyin 
etməK daha təbii olar Onda gözətçilər haq
qında məsələ belə ifadə olunur: şahmat tax
tasında ən az neçə vəzir saxlamaq lazımdır 
kİ, onlar bütün sərbəst xanaları atəş altında 
saxlaya bilsin.

Sən demə bütün şahmat “həbsxanası
na” beş vəzir Kifayətdir (şəkİİ 10). Bundan 
başqa, isbat edilmişdir Kİ, 8 top, ya 8 fil, ya 
9 şah, ya da 12 at taxtanın bütün xanalarını 
nəzarətdə saxlamağa qadirdirlər. Maraqlı
dır Kİ, ixtiyari n x n ölçülü taxtalarda heç də 
bütün hallarda həll tapılmayıb.
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İndi isə taxtada fiqurların tam riyazi 
səciyyə daşıyan yerdəyişmələri haqqında 
məsələlərə baxaq.

Qədim tapmaca. Bu məsələni italyan 
Quarini hələ XVI əsrdə fİKİrləşib tapıb. Ona 
tez-tez əyləncəli riyaziyyat üzrə Kitablarda 
rast gəlməK olar. 3x3 ölçülü taxtanın 
Künclərində İKİ ağ və İkİ qara at durur 
(şəkİİ 11, a). Ən az gediş sayı ilə ağ və qara 
atların yerini dəyişməK tələb olunur.

Məsələ, ən zərif yolla məşhur riyazi 
tapmacalar ustası Q. Düdeninin Kəşf etdiyi 
“düymə və sap” metodunun Köməyi ilə həll 
olunur. Xırda taxtanın mərKəzi xanasından 

a b

ŞəkİI 11.

başqa (ora atlar düşə bilmir) bütün xanaları
na düymələr düzəK (şəkİİ 11, b). İkİ xana 
arasında atın gedişi mümKÜndürsə, müva
fiq düymələri saplarla bağlayaq (şəKİldə 
saplar düz xət parçalarıdır).Alınmış düymə 
və sap Kələfini elə qarışdıraq Kİ, bütün 
düymələr dairəvi yerləşsin (şəkİİ 11, c).

İndi məsələ sanKİ avtomatİK həll olu
nur. Dairə üzrə hərəKət istiqamətlərindən 
birini götürərəK atların yerini o qədər dəyi- 
şəcəyİK Kİ, onlar yerlərini dəyişsinlər. At
ların taxta üzərində yerlərini dəyişmən 
üçün düymələri müvafiq xanalarla əvəz et- 
тэк gərəKdir. Asanca əmin olmaq olar Kİ, 
həll atların 16 yerdəyişməsindən (səkkİz ağ 
və səkkİz qara) ibarətdir, özü də əks rəngli 
atlar növbə ilə gedə bilərlər. Əlavə olaraq tə
ləb etsəK kİ, müxtəlif rəngli atlar hərəKət 
zamanı bir-birini təhdid etməsin (bu zaman 
gediş növbəliliyini pozmaq olar), onda həlli 
şəkİİ 11, c-dən tapmaq olar. Yalnız onu göz- 
ləməK zəruridir Kİ, ağ və qara atlar Kələfdə 
qonşu olmasınlar. Dairəvi hərəKəti (saat əq
rəbinin əksİ istiqamətində) al ağ at başla
yırsa, həll belə olacaq: Aal - ЬЗ, Aa3 - c2, 
Ac3 - bl - a3, Acl - a2 - c3, Ab3 - cl - a2, 
Ac2 -al - ЬЗ, Aa3 - c2 - al, Ac3 - bl - a3, 
Aa2 - c3, Ab3 - cl.

Düymələr və saplar metodunu qraflar 
nəzəriyyəsi terminlərində asanca izah et- 
тэк olar. Həqiqətən, atların yerdəyişməsi 
məsələsinə təpəsi taxtanın xanalarına (düy
mələrə), tərəfləri isə atın xanalar arasında 
тйткйп gedişlərinə (saplara) uyğun olan 
qraf qarşı qoymaq olar.

Təbiidir Kİ, düymələr və saplar metodu 
nəinKİ təKcə Quarini məsələsinin, eləcə də 
yerdəyişmə məsələləri və tapmacaların (təK- 
cə şahmata aid yox) bütöv sinfinin həllində 
istifadə oluna bilər.

Sonda əyləncəli riyaziyyat qrossmey
steri Sem Loydun fİKİrləşib tapdığı fiqurla
rın yerdəyişməsi haqqında daha bir mə
sələyə baxaq.

Dunayı KeçməK. Şəkİİ 12-də ən az say
da gedişlə dörd ağ atın vəzir cinahından şah 
cinahına (a, b, c, d vertİKallarından e, f, g 
və h vertİKallarına) , üç qara atın isə şah ci
nahından vəzir cinahına (f, g, h vertİKalla- 
rından a, b və c vertİKallarına) yerdəyişməsi 
tələb olunur. Qısası, atlar cinahları - “Du
nay çayının sahillərini” dəyişməlidirlər. Ge
dişlərin növbəliliyini gözləməK lazım deyil, 
laKİn atlara geri çəKİlməK (ağlara sola, qara
lara sağa) qadağan edilib. Bundan başqa, 
hər vertİKalda həmişə bir at var.

ŞəkİI 12.

Loyd bu tapmacanı ən çətinlərdən sa
yırdı və həmişə fəxr edirdi Kİ, onun dostla
rının az qisminə atları “Dunaydan Keçir- 
тэк” (c vertİKalı) nəsib olub. Məqsəd 19 ge
dişə əldə edilir, özü də qraflar nəzəriyyəsi
nin dilinə Keçirən zaman məsələ tamam sa
dələşir.

Məsələ “düymələr və saplar” metodu
nun Köməyi ilə həll oluna bilər. Atların tax
tanın hansı - yuxarı, yoxsa aşağı hissəsinə 
düşəcəyinin fərqi olmadığından həlldə yal

nız taxtanın vertİKallarını göstərməK Kifa
yətdir. BeləlİKİə, atlar üzməyə yola düşür
lər: de, fd, gf, eg, ce, be, db, fd, hf, gh, eg, 
ce, ac, ba, dh, fd, ef, ce, de. Dunay çayı fəth 
olundu!

KOMPYUTER ŞAHMAT 
TAPMACALARINI HƏLL EDİR

Şahmat taxtası üzərində variantların 
böyÜK sərf-nəzər edilməsi tələb olunan riya
zi tapmacaları həll edərKən insan çoxdandır 
Kİ, Kompyuterə uduzur.

Səkkİz vəzir haqqında məşhur məsələ
dən başlayaq: şahmat taxtası üzərində bir- 
birlərini hədələməyən, yəni eyni vertİKal, 
horizontal diaqonalda dayanmayan (fiqurla
rın rəngi məna Kəsb eləmir) səkkİz vəzirin 
müxtəlif yerləşmələrini hesablamaq tələb 
olunur. Bu tapmaca ilə Karl Fridrix Qauss 
maraqlanıb, laKİn o da bütün тйткйп həl
ləri tapa bilməyib. Sonralar sübut edildi Kİ, 
8 vəzirin yerləşmələrinin ümumi sayı 92-yə 
bərabərdir (onların biri şəkİİ 13-də göstə- 
rilb).

ŞdKil 13.

Nə zamansa bu məsələnin həllərinin sa
yını hesablamaq çox çətin idi. Bizim günlə
rimizdə Kompyuterə uyğun proqramı daxil 
etməKİə yerləşmələrin tam dəstini bir neçə 
saniyəyə tapmaq olar. Təsadüfi deyil Kİ, və
zirlər haqqında tapmacaya proqramlaşdırma 
üzrə bir çox vəsaitlərdə səmərəli məsələ 
Kimi rast gəlməK olar.
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Daha bir qeyri-adi oyun bu məsələ ilə 
birbaşa əlaqəlidir. İkİ oyunçü növbə ilə və
zirləri a, b, c və s. vertİKallara qoyur, özü də 
vəzirlər bir-birinə hücum etməməlidirlər. 
Növbəti gedişi edə bilməyən oyunçu uduzur 
- taxtada artıq 8 vəzir var və ya göstərilən 
şərti pozmadan yeni vəziri qoymaq olmur.

Şəkİİ 14-də ağlar udmuşlar: f vertİKalı- 
nın bütün xanaları vəzirlərin nəzarəti altın
dadır və qaraların gedişi yoxdur. Şəkİİ 
15-dəKİ vəziyyətdə isə qaralar qalib gəlib: e 
vertİKalında ağ vəzirin gedə biləcəyi bir 
xana da yoxdur.

Həmin oyunun başqa variantı da var: 
axırıncı gedişi edən oyunçu taxtada qalmış 
boş vertİKalların sayı qədər xal yığır. Onda 
birinci misalda ağlar üç xal, İKİncidə qara
lar dörd xal yığıblar.

Hər İkİ tərəfin ən yaxşı davranışında 
belə oyunların nəticəsi nədir? Bu suala ca
vab verməK üçün bütün partiyaları (onlar 
bir neçə mindir) saf-çürÜK etməK lazımdır. 
İşi Kompyuterə tapşırdılar və o, aşağıdaKi 
nəticəyə gəldi:

Oyunun birinci variantında qaralar qa
lib gəlir: İKİnci partiya isə heç-heçə qurta
rır. Axırıncı gediş qaraların olsa da onların 
uduşu sıfır xaldır! Heç-heçə partiyalarından 
biri şəkİİ 13-də göstərilib.

Atın şahmat taxtası boyunca səyahəti 
ilə bağlı digər populyar tapmaca atın gedişi

ŞdKİl 14.

haqqında məsələ adlanır. Atın bir xanada 
İkİ dəfə dayanmadan şahmat taxtasının 
bütün xanlarından Keçməsi lazımdır.

Bu tapmaca ilə də bir çox məşhur riya- 
ziyyatşılar məşğul olmuş, böyÜK Eyler isə 
ona hətta böyÜK tədqiqat həsr etmişdir. 
Atın marşrutlarının ümumi sayı çox böyÜK
dür. Özü də Kompyuter atın Keçmə marşrut
larının axtarışı metoduna düzəlişlər daxil 
edib.

Hələ XIX əsrin ortalarından Varisdorf 
qaydası məlumdur: Atın taxtanı Keçməsi 
üçün hər bir gedişdə onu elə xanaya qoymaq 
lazımdır kİ, o hələ olmadığı xanalara ən az 
sayda “tullanışlar” edə bilsin. Belə xanalar 
bir neçə dənədirsə, onda onların ixtiyari biri 
seçilir.

150 il ərzində Varisdorf qaydası qənir
siz hesab olunurdu. LaKİn artıq bizim 
dövrümüzdə Keçirilmiş maşın eKsperimenti 
göstərdi: qaydanın İKİnci hissəsinin tətbiqi 
bəzən atı dalana dirəndirir. Atın olduğu xa
naları ardıcıl nömrələyərəK (şəkİİ 16) görü- 
гйк Kİ, b7 xanasından marşrutu başlayaraq 
o, 55 gediş etmiş, b8-ə çatmış, sonra isə hə- 
rəKət edə bilmir. Varisdorf qaydasına əsa
sən, at d7-dən b8-ə (nömrə 56) getməyə 
məcbur olmuşdur, çünKİ məhz b8-də o, hə- 
rəKət etməK üçün ən az imKana malİKdir: 
onların sayı 0-dır. Nəticədə xanaların bir 

hissəsi - a8, b6, c7, d5, c8, f4, f6, h5 - Keçil
məmiş qalmışdır.

Əlbəttə, Kompyuter bu halda Varisdorf 
qaydasını ткаг etmədi, yalnız onu dəqiqləş
dirdi. Sadəcə aydın oldu Kİ, qaydanın İKİnci 
hissəsindən səliqəli istifadə etməK gərəKdir. 
b4 xanasından at a6 və ya d5-ə gedə bilər,

a b c d ef ğ h

• 56 15 12 • 32 17 10

14 • 55 11 34 31

53 • 13 48' 33 9 18

n 25 54 • 50 35 30 •

39 52 49 26 47 • 19 .8

24 3 48 51 36 27 44 29

41 38 5 22 43 46 7 20

4 23 42 37 6 21 28 45

ŞdKİl 16.

laKİn onun f4 xanasındaKi seçimi d5 və 
h5-dir. Axırıncı gedişə üstünlÜK verməK la
zımdır. Onda at axtarılan marşrutu asanca 
başa vurur: öncə əvvəllər Keçmədiyi bütün 
xanalarda: Af4 — h5 — f6 — c8 — c7 - a8 — b6 
- d5, sonra əwəİKİ marşrutun 52 -56 xana
larında: Ad5 - Ь4 - a6 - b8 - d7 - c5 olur. 
Nəticədə taxta üzərində atın bir dəfə olma
dığı bir xana da qalmır.

Atın şahmat taxtasında hərəKəti ilə 
bağlı daha bir əyləncəli tapmaca. Onun taxta 
üzərində hər bir hərəKətini müvafiq xanala
rın mərxəzlərini birləşdirən düz xətt parçası 
Kİmi təsvir etsəK, alınmış marşrut qrafİKİ 
əvvəl-axır öz-özüylə kəsİşəcək. Sual ortaya 
çıxır: atın şahmat taxtası üzərində ən uzun, 
yəni ən çox gedişdən ibarət, öz-özüylə Kəsiş
məyən yolu hansıdır?

Bu sualla əlləşməyə heç də hamının 
hövsələsi çatmaz. Maşınsa başqa aləmdir. 
Məhz o, 35 gedişdən ibarət reKord yolu ta
pıb. Atın Kələ-Kötür marşrutu şəkİİ 17-də 
göstərilib. İxtiyari o biri gediş qrafİKİn öz- 
özüylə Kəsişməsinə aparır.

Yada salaq Kİ, şahmat sonluqlarının 

Kompyuter tədqiqinin əsasında retroanaliz 
durur - variantların sərf-nəzər edilməsi 
partiyada olduğu Kİmi irəliyə deyil, geri, 
mat vəziyyətindən iİKİn vəziyyətə gedir. Fi- 
zİKa-riyaziyyat elmləri doKtoru A. Brudno- 
nun fİKİrləşib tapdığı retroanaliz metodu 
İİk dəfə şahmat və riyazi tapmacalar hüdud
larında dayanan misalda yoxlanılmışdır.

ŞdKİl 17.

Toxunulmaz şah haqqında məsələ. Ağ 
şah c6 xanasında dayanıb və onun hərəKət 
etməyə ixtiyarı yoxdur. Taxta üzərində elə
cə də ağ vəzir və qara şah var (şəkİİ 18). Hə- 
mişəmi ağlar qara şaha mat elan edə bi
lərlər?

Şah haqqında tapmaca formaca əylən
cəli olsa da, o, ciddi analiz tələb edir. Bəzi 
qrossmeysterlər fərz edirdilər Kİ, göstərilən 
şərtlərdə mat vəziyyəti həmişə yaranmır. 
Onda Brudno buna maşının Köməyi ilə əmin 
olmağı qət etdi. Nəticələr gözlənilməz oldu.

Kompyuterdə ağ şahın müxtəlif iİKİn 
vəziyyətlərində partiyalar araşdırıldı. Və 
məlum oldu Kİ, mat o zaman qaçılmazdır Kİ, 
ağların toxunulmaz şahı dörd сЗ, c6, f3, f6 
xanalarının birini tutur. O, 3-cü və 6-cı ho- 
rizontalların, c və f vertİKallarının digər 
xanalarında durursa, mat yenə də, ancaq is
tisna hallarda, mümKÜndür. Ağ şah taxta
nın digər xanalarında durarsa, mat elan 
etməK olmaz.

BeləlİKİə, bizim halda ağ şah сб-da olar
sa, qara şahın mat olması qaçılmazdır. Kom
pyuter isbat etmişdir Kİ, bu zaman qara
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ŞəkİI 18.

şah harada olursa-olsun, o, 23-cü gedişdən 
gec olmayaraq mat alır. Göstərilən partiya 
da oyunun uzunluğuna görə reKord vurub.

1. Vh6+ Şg2 2. Vh4 Şgl 3. Vh3 Şf2. 4. 
Vg4 Şfl. 5. Vg3 Şe2. 6. Vf4 Şel. 7. Vf3 Şd2. 
8. Ve4 Şdl. 9. V e3 Şe2. 10. Vd4 Şel. 11. 
Vd3 Şb2. 12. Vc4 Şal. 13. Vb4 Şa2. 14. Vd4! 
Şbl. 15. Vc3 Şa2. 16. Vcl Şb3. 17. Vd2 Şc4. 
18. Ve3 Şb4. 19. Vd3 Şa4. 20. Vb5+ Şa3. 21. 
Vbl Şa4 22. Vb2 Şa5 23. Va3x.

Gördüyünüz Kİmi, ağ vəzir qara şahı 
ram etməK üçün böyÜK qabiliyyət göstərmə
li oldu. Bu misal onunla əlamətdardır kİ, 
həm şahmat tarixində, həm də Kompyuter 
tarixində İİk dəfə olaraq maşın məsələni in
sandan qabaq həll etmişdir. Doğrudur, sə
viyyəli şahmatçıya deyəndə Kİ, mat var (mə
sələn ağ şaha сб-da) o onu nəhayət tapır.

Toxunulmaz şah haqqında tapmaca çox 
əyləncəlidir, laKİn şahmatçı baxımından bir 
nöqsana malİKdir: adi oyunda şaha gediş et
məyi qadağan edə bilməzsən, deməli, bu mə
sələni sırf şahmat məsələlərinə aid etməK 
olmaz. LaKİn avstriyalı riyaziyyat professo
ru İ. Halumberq elə bir qeyri-adi KonstruK- 
siya hazırlamışdır Kİ, onda toxunulmaz şah 
haqqında ideya artıq şahmat KodeKsinə əməl 
etməKİə reallaşır.

Şəkİİ 19-da fiqurlar qrupu qeyd olu
nub, ağ vəzirə və qara şaha harada istəyirlər 
olmağa icazə verilib. Ağ fiqurların baş- çısı- 

na hərəKət etməyi heç kəs qadağan etməsə 
də (formal qadağalar yoxdur), o belə bir 
təmtərağı özünə rəva bilməz: Şc2(e2) dlV 
gedişindən sonra qara fiqurlar azadlığa qo
vuşurlar.

ŞəkİI 19.

15 il ərzində, 1947-ci ildən 1962-ci ilə- 
dəK Halumberq ağ vəzir və qara şahın 
müxtəlif vəziyyətləri ilə 20-dən artıq məqa
lə çap etdirmişdir. Onlardan biri şahmat 
müsabiqəsində mÜKafat da alıb.

17 gedişə mat (şəkİİ 20). Bütün yaxın 
məsələlərdə olduğu Kİmi, burada vəzir şahı 
h2 xanasına qovur, bundan sonra Vh4x baş 
verir.

1. Ve7! Şh8. 2. Vg5 Şh7. 3. Ve5! Şg8. 4. 
Vf6 Şh7. 5.Vf8 Şg6. 6. Ve7 Şf5. 7. Vd6 Şc4. 
8. Vc5 Şd3. 9. Vb4 Şc3. 10. Vc4 Şf3. 11. Vd4 
Şg3. 12. Ve4 Şh3. 13. Ve6+! Şg3. 14. Vf5 
Şh4. 15. Vg6 Şh3. 16. Vg5 Şh2. 17. Vh4x.

Aydındır Kİ, 50 il əvvəl mat pozisiyası- 
na qısa yolu EHM-in Köməyi olmadan axta
rırdılar. LaKİn Kİmpüter retroanalizi icad 
olunandan sonra Halumberq sxemlərinin 
öyrənilməsi Kompyuterə tapşırıldı. Və nəti
cədə, bir tərəfdən, əvvəllər təKİif olunmuş 
bütün məsələlərin KorreKtliyinə əmin oldu
lar, digər tərəfdən bir sıra yeni maraqlı 
müddəalar tapdılar kİ, bunlardan biri də 
oyunun uzunluğuna görə reKord vururdu:

həll yuxarıda gətiriləndən sanKİ İKİ dəfə 
uzun idi - mat 32-ci gedişdə elan olunmuş
du (şəkİİ 21). Hər İkİ tərəfin ən yaxşı oyu
nunda vəzir qara şahı h2 xanasında belə 
tələyə salır: 1. Va8+ Şb3. 2. Val Şb4. 3. Va2 
Şb5. 4. Va3 Şb6. 5. Va4 Şb7. 6. Va5 Şb8. 7.

Va6 Şşe7. 8, Vb5 Şc8. 9. Vb6 Şd7. 10. Vc5 
Şd8. 11. Vc6 Şe7. 12. Vd5 Şe8. 13. Vd6 Şf7. 
14. Ve5 Şf8. 15. Ve6 Şg7 16. Vf5 Şh8. 17. 
Vg5 Şh7 və taxtada əwəİKİ həllin İKİ gedi
şindən sonra olan pozisiyadır. Toplayaraq 
alırıq: 17 + 15 = 32.
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RİYAZİYYAT ALƏMİ

1995-ci ildə alman şəhəri Axendə 
“Avropa sivilizasiyasının və elminin 1200 
illiyi” adı altında Konfrans Keçirildi. Baş
lanğıc nöqtə Kİmi 795-ci il qəbul edilmişdi 
Kİ, o zaman Воуик Karl öz paytaxtı Axendə 
məKtəb təşKİl etməyi əmr etmişdi. Orada ri
yaziyyatı da öyrənirdilər. Ən məşhur müəl
lim Britaniyadan olan AİKUin idi. O, orta 
əsrlər Avropasında məKtəblilər üçün İİk Ki
tab olan “Gənclərin ağıllarını itiləşdirməK 
üçün məsələlər” yazmışdır (AİKuinin məsə
lələrinin çoxu hamıya məlumdur. Məsələn,

RİYAZİYYAT TƏHSİLİ

MƏKTƏBDƏ RİYAZİYYAT

Riyaziyyatla İİKin tanışııq егкэп 
uşaqlıqda baş verir kİ, bu zaman 
valideynlər, babalar və nənələr, 

böyÜK bacılar və qardaşlar bizə saymağı, 
toplamağı, vurmağı, çıxmağı, bölməyi öyrə
dir və ən sadə məsələlər təKİif edirlər. Sonra 
məKtəb, gimnaziya, lisey gəlir kİ, burada da 
hesab, cəbr, həndəsə və analizin başlanğıcı
nı tədris edirlər. Riyaziyyatın əsaslarını 
indi hamı öyrənir. Ancaq birinə bu iş asan 
başa gəlir, digəri isə böyÜK qüvvə sərf etmə
li olur. Rusiyada riyazi tədris ənənələri hər 
şeydən əvvəl alman pedaqoji ideyalarının tə
siri altında formalaşmışdır kİ, bunlar da öz
lərində böyÜK Qaussun izlərini daşıyırdılar. 
Təhsilə İİk növbədə praKtİKİ yön verməyə 
çalışırdılar. Bəİkə də buna görə də yüz min
lərlə gimnazist, sonralar milyonlarla sovet 
məKtəblisi triqonometrİK düsturları əzbər
ləyir və triqonometrİK ifadələri “loqarifmlə- 
mə üçün münasib” şəkİə gətirirdilər (bütün 
bu müdrİKİiyi Qauss öz geodezİK araşdırma
larında tətbiq edib).

Orta məKtəb problemi hələ XIX əsrdə 
elmi ictimaiyyət tərəfindən geniş müzaKİrə 
edilirdi. Ona rüs təbiətşünasları və həKİmlə- 
rinin ümumrusiya qurutaylarının riyaziyy
at seKSİyasının iclaslarında böyÜK diqqət 
ayrılırdı. BöyÜK riyaziyyatçılarla birgə bu 

qayıqla digər sahilə Keçirilmələri lazım olan 
canavar, Keçi və ot haqqında məsələ). Axen 
məKtəbində ona yaxın şagird vardı, bu gün
sə bütün ölKələrin şagirdləri riyaziyyatın 
əsasları ilə tanış olur. Dünyada bir neçə yüz 
min adamsa riyaziyyatla peşəKarcasma 
məşğul olur. Onlar riyaziyyat təhsili alır, 
tədqiqat işləri aparır, öz əsərlərini jurnal
larda dərc elətdirir, dissertasiya müdafiə 
edir, həmKarları ilə təmasda olurlar. Bütün 
bunlar bir yerdə riyaziyyat aləmini təşKİl 
edir.

VƏ PEŞƏKAR ARTIM

iclaslarda orta məKtəb xadimləri, xüsusi 
halda dərslİKİərini babalarımız və nənələri
miz, ata və analarımızın oxuduğu Andrey 
Petroviç Kiselyov da iştiraK edirdi.

XIX yüzilliyin sonunda alman alimi 
FelİKS Kleynin başçılığı altında riyaziyyat
çılar və pedaqoqlar qrupu məKtəb riyaziyyat 
təhsilinin islahatına hazırlıqlar üzrə işlərə 
başladı. İslahatın məqsədi riyaziyyatın təd
risini o vaxtKi elmin səviyyəsinə yaxınlaş- 
dırmaqdı. 1908-ci ildə Kleyn riyaziyyatın 
tədrisinin yenidən təşKİli üzrə, tərKİbinə 
rüs alimləri də daxil olan beynəlxalq Komis
siya təşKİl etdi. Komissiya böyÜK iş gördü, 
laKİn islahatların həyata Keçirilməsinə tez- 
İİkİə qızışan Birinci dünya müharibəsi, son
ra müharibədən sonraKi bərbad vəziyyət, 
Hitler dİKtaturası və daha dağıdıcı İKİnci 
dünya müharibəsi imKan vermədi.

LaKİn o qurtarandan sonra alimlər 
yenə də islahatların müzaKİrəsinə qayıtdı
lar. Bu dəfə fransız riyaziyyatçıları və hər 
şeydən əvvəl NİKOİa BurbaKİ təxəllüsü ilə 
çıxış edən qrup lider rolunu öz üzərlərinə 
götürdülər. MəKtəb tədrisində formalistİKa- 
ya meyllİK başlandı. Bu zaman 2 + 3 neçəyə 
bərabərdir sualına 2 + 3; 3 + 2-yə bərabər
dir, ya da toplama Kommutativdir deyə ca
vab verməK lazım idi. Axırda formalistİKa- 
dan imtina edildi və bu vaxta Kİmi riyaziy

yatın məKtəbdə ölçülüb-biçilmiş tədris Kon
sepsiyası yoxdur. MəKtəb təhsilinin məqsədi 
nədir - riyaziyyatın praKtİKada tətbiqinin 
öyrədilməsi, yoxsa oğlan və qızların “ağılla
rının itiləşdirilməsi” üçün qida verilməsi - 
bunu gələcəK nəsillər araşdıracaq.

UNİVERSİTETLƏR

Adətən məKtəbdən sonra gənclərin ma
raqları təyin olunur. Bəziləri humanitar el
mləri seçir və daha riyaziyyatla məşğul 
olmur, digərləri isə öz həyatlarını təbiət el
mləri: texnİKa, tibb, iqtisadiyyatla bağlayır 
və onda onların riyaziyyat təhsili bu və ya 
digər həcmdə ali təhsil müəssisələrində da
vam edir.

Universitetlər həm də nəhəng elmi 
mərKəzlərdir. Orada iş elmi seminarlar şəK
İində təşKİl olunub. Onlarda riyaziyyat jur
nallarında dərc olunmuş məqalələri müza
Kİrə edir və seminar iştiraKÇiları və qonaq
ların aldığı nəticələr müzaKİrə edilir.

Rusiyanın universitetlərində elmi se
minarlar XX əsrin əvvəllərində yarandı, 
onda onlar “seminari” adlanırdı. Belə “se- 
minarini” 1914-cü ildə MosKva universite
tində professor Dmitri Fyodoroviç Yeqorov 
təşKİl etmişdi. O biri il onun tələbəsi Nİko- 
lay NİKOİayeviç Luzin seminar aparmağa 
başladı. İİk seminarların iştiraKÇiları ara
sında gələcəyin məşhur riyaziyyatçıları 
P. S. AleKsandrov, D. E. Menşov, M. Y. Sus
lin və A. Y. Xinçin var idi. 30-cu illərdə 
MosKva universitetində elmi seminarların 
unİKal sistemi formalaşdı Kİ, onların çoxu 
da bu və ya digər elmi istiqamətdəKİ araş
dırmalara təKan verirdi.

Yeri gəlmişKən, elmi seminarlarda adə
tən riyazi istedadlar üzə çıxır. Bəzən tələbə
nin aldığı nəticə haqqında samballı riyazi 
jurnalda danışılır. Belə Kİ, 1916-cı ilin ya
yında MosKva universitetinin tələbəsi Mixa- 
il YaKOvleviç Suslin A-çoxluqlar adlanan 
yeni çoxluqlar sinfi Kəşf etdi. Öz Kəşfi haq
qında o, “Fransız elmlər aKademiyası- 
mn məruzələrinə” məqalə yazdı və bu ona 
istedadlı riyaziyyatçı şöhrəti gətirdi. 
(M. Y. Susli n 1919-cu ildə səpmə yatalağın
dan vəfat etmişdir,) Vladimir İqoroviç Ar
nold isə hələ üçüncü Kurs tələbəsi olarKən 
Hilbertin məşhur 13-cü problemini həll et
mişdi.

RİYAZİYYATÇI KARYERASI

Universiteti bitirən məzun ya orta 
məKtəbdə riyaziyyatı tədris edə, ya da elmi- 
tədqiqat institutlarının birində işləyə bilər. 
Ən istedadlılar təhsillərini doKtoranturada 
davam etdirirlər (XIX əsrdə deyirdilər Kİ, 
tələbə professor adına hazırlanmaq üçün 
universitetdə saxlanılıb). Oxuduğu dövrdə 
doKtorant minimum adlanan imtahanlar ve
rir və yeni elmi nəticələri olan elmi tədqiqat 
hazırlayır. Bu tədqiqatı o, dissertasiya Kİmi 
səviyyəli riyaziyyatçılardan ibarət olan elmi 
şurada müdafiə edir, öz İİk elmi dərəcəsi 
olan fizİKa-riyaziyyat elmləri üzrə fəlsəfə 
doKtoru adını alır (1917-ci il inqilabına qə
dər Rusiyada o, başqa cür - təmiz və ya tət
biqi riyaziyyat magistri adlanırdı).

Müdafiədən sonra gənc alim ali məK
təbdə dərs deyə və dosent adına iddialı ola, 
ya da elmi-tədqiqat institutunun əməKdaşı 
ola bilər. Onlardan biri Azərbaycan Milli 
Elmlər AKademiyasının Riyaziyyat institu
tudur.

Professor adı almaq üçün fizİKa-riya- 
ziyyat elmləri doKtoru dərəcəsinə disserta
siya yazmaq və müdafiə etməK gərəKdir.

Riyazi Olimpin digər fəthləri vətən və 
ya xarici aKademiyaların müxbir və həqiqi 
üzvü seçilməK, bu və ya digər elmi mÜKafat 
almaq alimin elmi uğurlarından asılıdır. Bu 
uğurlar adətən elmi jurnallarda və Kitablar
da çap etdirilən nəticələrlə təsdiq olunur.

DÜNYA RİYAZİYYAT BİRLİYİNİN 
HƏYATI

XVII-XVIII əsrlərdə aparıcı elmi 
müəssisələr aKademiyalar idilər. Yeni Avro
pa elmi məhz onların ətrafında boy atırdı. 
XVIII əsrdə Peterburq Elmlər AKademiyası 
xüsusi yer tuturdu. Onun üzvləri arasında o 
dövrün nəhəng riyaziyyatçısı, əfsanəvi Leo
nard Eyler var idi. Eləcə də London Kral cə
miyyəti, Paris və Berlin elmlər aKademi- 
yaları çiçəKİənirdilər.

AKademiyalar müxtəlif sahələr üzrə - 
tarixdən riyaziyyat və tibbədəK işlərin çap 
olunduğu elmi jurnallar buraxırdılar. Mə
sələn, cildlərinin bu gün dünyanın bütün iri 
Kitabxanalarında rast gəlindiyi “Peterburq 
Elmlər AKademiyasının şərhləri” belələrin- 
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dəndir. Sırf riyaziyyat jurnalları XIX əsrdə 
meydana gəldi.

İİk riyazi jurnallardan biri - “Təmiz və 
tətbiqi riyaziyyat annalları” - XIX əsrin əv
vəllərində Fransada çıxırdı. O, 1831-ci ilə 
Kİmi nəşr olunurdu. Onun əvəzinə məşhur 
fransız riyaziyyatçısı Jozef Liuvilin burax
dırdığı “Təmiz və tətbiqi riyaziyyat jurnalı” 
gəldi. O, indi də mövcuddur. Riyaziyyatçı
lar, təbii Kİ, ona “Liuvil jurnalı” adı qoy
muşlar. Eyni ilə bizim günlərdə də çıxan 
alman “Təmiz və tətbiqi riyaziyyat jurnalı” 
“Krelle jurnalı” adlanır. 1868-ci ildən Al
maniyada aparıcı riyazi nəşrlərdən biri - 
“Riyazi annallar” çap olunur. İndi mövcud 
olan rus riyazi jurnallarından birincisi - 
“Riyazi toplu” 1866-cı ildə yaranıb. Onu 
MosKva riyaziyyat cəmiyyəti buraxmağa 
başlayıb.

Riyazi nəşrlərin sayı sürətlə artdığın
dan və onları izləməK getdİKCə çətinləşdi
yindən referativ jurnallar yaratmaq lazım 
gəldi. Bunlar referatların - müxtəlif öIkə- 
lərdə çap olunmuş işlərin qısa xülasəsinin 
çap olunduğu xüsusi nəşrlərdir. Belə nəşri 
İİk dəfə - “İl ərzində riyaziyyatın uğurları” 
- 1871-ci ildə alman riyaziyyatçıları burax
mışdılar.

Bu gün bir neçə aparıcı dünya refera
tiv riyaziyyat jurnalları mövcuddur. Bunlar 
hər şeydən əvvəl amerİKan “Riyazi icmalı”, 
alman “MərKƏZi qəzeti” və rus “Referativ 
jurnalıdır”. Onları dünyanın istənilən riyazi 
Kitabxanasında tapmaq olar.

Elmi jurnallarla tanışlıq riyaziyyatçı
ların şəxsi KontaKtlarını, canlı disKussiya- 
ları əvəz eləmir. XIX əsrdə belə görüşlər 
əvvəlcə bir öİkə hüdudlarında normaya çev
rildi. AKademiyaların riyaziyyat sinifləri, 
aparıcı universitetlərin riyaziyyat Kafedra
ları, riyaziyyat cəmiyyətləri, milli riyaziy
yat cəmiyyətlərinin və beynəlxalq əməKdaş- 
lığın təşKİlini öz üzərlərinə götürdülər.

Dünyanın ən qocaman cəmiyyətlərindən 
biri MosKva riyazi cəmiyyətidir. O, 1864-cü 
ildə MosKva universitetində təsis olunub. 
London riyazi cəmiyyəti 1865-ci ildə, Fran
sız - 1872-ci ildə, Palermoda (İtaliya) riya
ziyyat dərnəyi 1884-cü ildə, 1888-ci ildə 
Nyu-YorK, 1890-cı ildə Alman riyaziyyatçı
lar birliyi təsis olunub.

XX əsrin əvvəllərinə riyaziyyat elə 
əhəmiyyətli uğurlara çatdı Kİ, beynəlxalq ri

yaziyyat Konqreslərinin təşKİlinə tələbat ya
randı. İİk belə Konqres 1897-ci ildə Sürixdə 
Keçirildi. İKİnci Konqres 1900-cü ildə Paris
də oldu. Onda dünyanın ən nəhəng riyaziy
yatçısı Hilbert iştiraK etdi. O öz məruzə
sində, onun fİKrincə, XX əsrdə riyaziyyatın 
inKİşafını təyin etməli olan problemləri ifa
də etdi. (“XX əsr” məqaləsinə bax).

Birinci dünya müharibəsinə qədər Kon
qreslər hər dörd ildən bir Keçirilirdi. 
1914-cü ildə alovlanan müharibə elmi həya
tın normal axarını uzun müddətə Kəsdi. 
Onu qaydaya salmaq üçün illər və xeyli 
qüvvə lazım gəldi. 1919-cu ildə Beynəlxalq 
riyaziyyat ittifaqı yarandı. LaKİn o yalnız 
qalib ölKələrin riyaziyyatçılarını birləşdirir
di. İttifaqın 1920-ci ildə Strasburqda Keçir
diyi riyazi Konqresə alman alimləri heç 
çağrılmamışdılar da. O biri Beynəlxalq riya
zi Konqres 1924-cü ildə Kanada şəhəri To
rontoda toplaşdı, ötən müharibənin hadisə
lərindən uzaq olan öİKənin seçimi də, Kon
qresə bütün ölKələrin çağrılması da, təşKİlat 
Komitəsinin sədri Con Fildsin səyləri də ona 
gətirdi Kİ, Konqres dünya riyaziyyat birliyi
nin tarixində əhəmiyyətli mərhələ oldu. 
Sonra Konqreslər Bolonya (1928), Sürix 
(1932), Osloda (1936) Keçirildi.

LaKİn Birinci dünya müharibəsi qarşı
durması dünya riyaziyyat birliyinin həyatı
na təsirsiz ötüşmürdü. Buna görə də Sürix 
Konqresi Beynəlxalq riyaziyyat ittifaqının 
ləğvi barədə qərar çıxartdı. Riyaziyyatçıla
rın yeni beynəlxalq ittifaqının təşKİli üzrə 
Komissiya yaradıldı. LaKİn Oslo Konqresinə 
qədər bu Komissiya məqbul təKİiflər işlə
yib-hazırlaya bilmədi. Bununla belə faciəli 
hadisələr gəlirdi: Avropa üzərində faşist ni
şanı Kölgəsi asılmışdı, qarşıda İKİnci dünya 
müharibəsi dururdu.

Növbəti riyazi Konqresi 1950-ci ilədəK 
gözləməK lazım gəldi. Və o yenə də Av
ropadan Kənarda - ABŞ-da, Harvardda top
landı. Onda da Beynəlxalq riyaziyyat itti
faqı öz fəaliyyətini bərpa etdi. O vaxtdan 
Konqreslər dörd ildən bir müntəzəm olaraq 
çağrılır.

Konqreslərdə aparıcı alimlər müasir ri
yaziyyatın ən mühüm istiqamətləri haqqın
da icmal məruzələri edir, son illərdə alınmış 
nəticələr haqqında məlumat verir, riyaziy
yat birliyini həyəcanlandıran problem və la
yihələri müzaKİrə edirlər. Oradaca ən şərəfli 

riyazi mÜKafatların təqdim olunması baş ve
rir kİ, onların da ən nüfuzlusu C. Filds mü- 
Kafatı və medalıdır.

RİYAZİYYATÇILARA MÜKAFATLAR

Elmi Kəşf özü-özlüyündə ən böyÜK səa
dətdir. İohan Kepler planetlərin hərəKət qa
nununu açarKən yazırdı: “Mən şadlıq için
dəyəm və insanlar qarşısında fəxr etməKdən 
utanmıram: mən misirlilərin qızıl qablarını 
oğurlamışam Kİ, Misirin sərhədlərindən 
uzaqda onlardan öz məbuduma məbəd yara
dım. Bu Kitabı mənim müasirlərimin, yaxud 
xələflərimin oxuyacağı əsas deyil, əsas odur 
Kİ, Kitab öz oxucusunu tapacaq. Məgər Cə
nab Allah altı min il öz yaratdığının sirrini 
açanı gözləməmişdimi?”

Alim əməyi böyÜK həzz hissi gətirir, 
eyni zamanda həqiqəti axtaran insan mənəvi 
və bir çox hallarda maddi dəstəyə möhtac
dır. Tərif və hörmət alimi qanadlandırır, 
buna görə də dövlət struKturları da, ayrı- 
ayrı adamlar da alimlərə котэк edir. Gör
Kəmli elmi nailiyyətlərə görə medal və 
mÜKafatlar belə himayənin formalarından 
biridir. Alimləri İİk dəfə Kim və haçan 

mÜKafatlandırıb 
sualına cavab 
verməK çətindir. 
LaKİn XIX əsrdə 
artıq Kifayət qə
dər medal və 
mÜKafatlar təltif 
edirdilər və belə 
təqdimedilmə 
faKtları özü milli 
qürur hissinə 
çevrilirdi. XIX 
əsrdə rus riya
ziyyatçılarının 
layiq görüldüyü 
şərəflərdən biri 

S. V. KovalevsKaya də ₽aris elmlər 
aKademiyasınm 

Borden mÜKafatı idi. Onu 1888-ci ildə Sofya 
Vasilyevna KovalevsKayaya vermişlər.

Hal-hazırda Rusiya Elmlər AKademi- 
yası riyaziyyat üzrə üç medal və doqquz 
mÜKafatla təltif edir: medallar L. Eyler, 
P. L. Çebışev və M. V. Keldışın, mÜKa
fatlar İ. M. Vinoqradov, S. V. KovalevsKa
ya, A. N. Kolmoqorov, M. A. Lavrentyev,

N. İ. LobaçevsKİ, A. M. Lyapunov, A. 1. Malt
sev, A. A. Marxov (böyÜK) və İ. Q. Pet- 
rovsKİnin şərəfinə təsis olunub.

LobaçevsKİ mÜKafatının tarixi maraq
lıdır. Kazan fizİKa-riyaziyyat cəmiyyəti öz 
qarşısına LobaçevsKİ adına beynəlxalq mü- 
Kafatın təqdim olunması üçün Kapital yarat
maq məqsədi qoydu. Cəmiyyətin böyÜK rus 
həndəsəçisinin 100 illİK yubileyinin təşKİlat 
Komitəsinin fəxri üzvləri olmaq təKİifinə ri
yaziyyatçılar Helmhols, Ermit, Çebışev, Sil- 
vestr, Keli, Риапкаге, Beltrami, Kleyn, 
Darbu, Li səs verdilər. O dövrün ən böyÜK 
alimləri! İanələrdə və pul yığılmasında Lon
don Kral cəmiyyəti də, Fransız elmlər faKÜl- 
təsinin üzvləri də, Rusiyanın əyalət şəhərlə
rinin orta təhsil müəssisələri də, fərdlər də 
iştiraK etdilər. 9071 rubl 86 qəpİK yığıldı. 
Bu vəsaitə yubiley təntənəsi Keçirdilər, Lo- 
baçevsKİyə Kazanda heyKƏİ qoydular, 6000 
rubl isə N. İ. LobaçevsKİ adına beynəlxalq 
mÜKafatın toxunulmaz fondu elan edildi. 
“MÜKafat haqqında qaydalardan” sətirlər: 
“MÜKafatın əsas Kapitalı əbədi müddətə to
xunulmaz qalır...”. Məhz belə - əbədi müd
dətə!

İİk təqdim 1897-ci ildə oldu. MÜKafatı 
(FelİKS Kleynin rəyinə əsasən) Sofue Li aldı. 
Digər mÜKafat (1900) V. Killinqə təqdim 
olundu. 1903-cü ildə mÜKafata David Hil
bert layiq görüldü. Onun işinə rəyi Anri Ри
апкаге yazmışdı. 1906-cı ildə mÜKafatla B. 
Levi, 1909-cu ildə isə L. Şlezinger təltif 
olundular. 1912-ci ildə F. Şur laureat ol
du... Və “əbədi müddət” qurtardı. Birinci 
dünya müharibəsi, ardınca Rusiyada 1917-ci 
il inqilabı alovlandı.

Ən təəccüblüsü isə odur Kİ, mÜKafat 
bərpa olundu. 1927-ci ildə onu Q. Veyl, 
1937-ci ildə E. Kartan və sovet həndəsəçisi 
V. V. Vaqner aldılar. Yenə müharibə başla
dı və yenə ara Kəsildi. 1950-ci ildə SSRİ 
Elmlər AKademiyası N. İ. LobaçevsKİ adına 
mÜKafatı bərpa etdi. Ona A. D. AleKsan- 
drov, А. V. Poqorelov, L. S. Pontryagin, 
X. Xopf, P. S. AleKsandrov, B. N. Delone,
S. P. Novİkov, Q. Buzeman, A. N. Kolmoqo
rov, F. Hirsebrux, V. İ. Arnold və Q. A. Mar- 
qulis layiq görülmüşlər. Çox istəyirİK Kİ, bu 
siyahı qırılmasın və belə şərəfli adlarla - 
əbədi müddətə - davam etsin!
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CON FİLDS MEDALI

Riyaziyyatçıların təltif edildiyi ən 
məşhur beynəlxalq medal Filds medalıdır. 
Onun təsisçisi Con Filds 1863-cü ildə Kana
dada doğulmuş, Torontoda universitet qur
tarmış, sonra uzun müddət Avropada ya
şamış, laKİn Torontoya qayıdaraq ömrünün 
sonuna Kimi orada işləmişdir. Onun elmi iş
ləri cəbri funKsiyalar nəzəriyyəsi və cəbrlə 
bağlıdır. LaKİn Filds daha çox ictimai xadim 
Kimi məşhurdur. Məhz onun aKtivliyi sayə
sində 1924-cü ildə Torontoda Beynəlxalq ri
yazi Konqres Keçirildi. Bu Konqresdə Fildsin 
riyaziyyat sahəsində beynəlxalq mÜKafat və 
medal təsis etməK ideyası müzaKİrə olundu. 
Filds yazırdı: “Mən xüsusi qeyd edirəm kİ, 
medal mümKün qədər beynəlxalq və оЬуек- 
tiv olmalıdır... O heç bir vəchlə hər hansı 
öİkə, institut və ya şəxs haqqında özünə 
xatırlatma daxil etməməlidir”.

Bu təltif İİk dəfə 1936-cı ildə Osloda 
Beynəlxalq Konqresdə təqdim olundu. O 
vaxtdan hər beynəlxalq Konqresdə onu ən is
tedadlı riyaziyyatçılara təqdim edirlər. Me
dalda ancaq laureatın soyadı və mÜKafatın 
verilmə ili oyulub. Orada Filds barədə heç 
bir xatırlatma yoxdur. Bununla belə тйка- 
fatı da, medalı da onun adıyla adlandırırlar.

Filds hesab edirdi Kİ, mÜKafat nəinKİ 
əldə edilmiş uğurları qeyd etməli, həm də la
ureatın yaradıcı fəaliyyətini stimullaşdır
malıdır. Fildsin müasirləri bu frazanı belə 
qələmə verirdilər kİ, nisbətən cavan alimləri 
təltif etməK lazımdır. Bir az sonra yaş həddi 
müəyyən edildi: laureat 40 yaşdan qoca ol
mamalıdır.

MƏKTƏBLİLƏRİN RİYAZİYYAT 
OLİMPİADALARI

MəKtəblilərin riyaziyyat olimpiadası 
rus ixtirasıdır. İndi onlar dünyanın, deməK 
olar Kİ, bütün öİKələrində Keçirilir, laKİn 
vaxt vardı Kİ...

30-cu illərin ortaları. SSRİ-də təyyarə
çilər və geoloqlar, inşaatşılar və metallur- 
qlar hörmət və şöhrətlə əhatə olunmuşdu
lar. Bəs alimlər, məsələn riyaziyyatçılar? 
Otto Yulyeviç Şmidtin adı dillər əzbəridir, 
laKİn az adam bilirdi Kİ, o, istedadlı cəbrçi- 
dir. Qütb eKspedisiyalarının rəhbəri? Hə. 
LaKİn riyaziyyatçı? Alim peşəsi, özü də ri

yaziyyat Kimi qeyri-romantİK sahədə, az 
cəlbedici idi. Leninqrad universitetinin ri- 
yaziyyat-mexanİKa və MosKva universiteti
nin mexanİKa-riyaziyyat faKÜltələrinə ildə 
ancaq 20-30 abituriyent ərizə verir, 
məzunlarsa işləməyə məxtəbə gedirdilər.

Riyaziyyatı gələcəK mühəndislərə, geo- 
dezistlərə, şturmanlara, müəllimlərə Kim 
tədris edəcəK? Dünya şöhrətli Peterburq və 
MosKva riyaziyyat məKtəblərinin şöhrətini 
Kİm davam etdirəcəK? Öİkə riyaziyyatçıları
nı bu problemlər narahat edirdi. Elmlər 
AKademiyasının müxbir üzvü Boris NİKola- 
yeviç Delone onların həllinə İİK addım atdı. 
1934-cü ildə o, Leninqrad məKtəblilərini ri
yaziyyat olimpiadasına - qeyri-standart tər
tib olunmuş çətin məsələlərin həlli yarışma 
dəvət etdi. Riyazi istedadı olan məKtəbliləri 
beləcə aşKar etməK mümKün oldu Kİ, onları 
da sonralar universitetdə oxumağa dəvət 
etdilər.

O biri il Boris NİKolayeviçin təşəb
büsünü MosKva riyaziyyatçıları dəstəKİədi- 
lər. Özü də yarışlardan əlavə riyaziyyat üzrə 
bazar günü mühazirələr oxunur, MosKva 
universiteti nəzdində riyaziyyat dərnəyi iş
ləyirdi. Onu tələbələr, aspirantlar və cavan 
müəllimlər aparırdılar.

Bu fəaliyyətin nə qədər məhsuldar ol
ması haqqında “Riyaziyyat üzrə populyar 
mühazirələr” seriyasından onlarla broşür və 
mühazirələr və dərnəyin məşğələlərinin ma
terialları əsasında yazılmış və müxtəlif döv
rlərdə “NauKa” nəşriyyatının nəşr etdiyi 
“Riyaziyyat dərnəyinin Kitabxanası” seriya
sından iyirmiyə yaxın Kitab əsasında müha- 
Kİmə yürütməK olar.

BöyÜK Vətən müharibəsi qurtardıqdan 
sonra bu iş daha böyÜK vüsət aldı. MəKtəbli
lərin riyaziyyat olimpiadaları Tbilisi, Ki
yev, SmolensK və digər şəhərlərdə Keçiril
məyə başladı. Riyaziyyatdan başqa fizİKa, 
Kimya, dil və s. üzrə də olimpiadalar quru
lurdu. LaKİn yalnız böyÜK şəhərlərin məK
təbliləri olimpiadalarda iştiraK edə bilir
dilər. Axı bütün öİkə üzrə şagirdləri elmə 
cəlb etməK mümKün olsaydı, istedadlı gənc- 
İİk təKcə ən məşhur ali məKtəblərə deyil, 
yeni yarananlara da, məsələn NovosibirsK 
universitetinə gedərdi.

Və alimlər yenə olimpiadalara müraciət 
etdilər. Bu hərəKata istedadlı riyaziyyatçı, 
aKademİK İsrail Moiseyeviç Gelfand rəhbər- 

İİK etdi. Daha çox məKtəbli cəlb etməK üçün 
qiyabi olimpiadalar təşKİl edilirdi. Bu olim
piadaların məsələləri “KomsomolsKaya prav- 
danın” və “UçitelSKaya qazetanın” səhifələ
rində dərc edilirdi. Rayon və vilayət olimpi
adaları təşKİl olunur, 1965-ci ildən isə 
Ümumrusiya riyaziyyat olimpiadaları Keçi
rilməyə başladı. O, bir neçə turdan ibarət 
idi: məKtəb, rayon, vilayət olimpiadaları, 
nəhayət уекип tur. Hər bir sonraKi turda 
əwəKİnin qalibləri iştiraK edirdilər.

Vaxt KeçdİKCƏ olimpiadaların reqla
menti dəyişdi. 1970-ci ildən 1991-ci ilə Kimi 
o, Ümumittifaq olimpiadası oldu. Bu dövr 
ərzində iştiraKcıların sayı 800-dən 150-yə- 
dəK azaldı. Ümumrusiya riyaziyyat olimpia
dası beş mərhələdə Keçirilir: 1) məKtəb 
olimpiadaları; 2) rayon və şəhər olimpiada
ları; 3) vilayət (diyar, respublİKa) olimpia
daları; 4) zona (dörd zona ayrılıb: Şimali- 
Qərb, MərKəzi, Cənubi-Qərb, Sibir və Uzaq 
Şərq) olimpiadaları; 5) son mərhələ. Son 
mərhələnin nəticələrinə əsasən Beynəlxalq 
riyaziyyat olimpiadasına Komanda forma
laşdırılır. DeməK lazımdır Kİ, heç də bütün 
nəhəng riyaziyyatçılar olimpiadalarda par
laq nəticələr göstərməmişlər. Axı belə mü
sabiqədə İİk növbədə qısa müddət ərzində 
böyÜK miqdarda məsələ həll etməK bacarığı 
tələb olunur. Professional fəaliyyətdə isə ri- 
yaziyyatşılar çox vaxt ifrat тйгэккэЬ məsə
lələrlə işləyir və onların həllinə onlarla, 
bəzən isə yüzlərlə saat vaxt sərf edirlər.

Beynəlxalq riyaziyyat olimpiadası 
(BRO) 1958-ci ildən Rumıniyanın təşəbbüsü 
ilə Keçirilməyə başlayıb. I1k on ildə onda 
ancaq Şərqi Avropa öİKələri və Monqolustan 
iştiraK edirdi, özü də SSRİ öz Komandasını 
yalnız beşinci olimpiadaya göndərmişdi. La
Kİn zaman KeçdİKCƏ BRO Qərbi Avropa öIkə- 
lərində maraq doğurdu. İndi iştiraKçı öİkə- 
lərin sayı yüzə yaxınlaşır.

Beynəlxalq olimpiada İKİ gün davam 
edir Kİ, bunların hər birində də iştiraKçılara 
3 məsələ təKİif olunur. Onların həllinə 4,5 
saat ayrılır. Təkcə yarış özü deyil, həm də 
Komandaların üzvlərinin və onların rəhbər
lərinin təmasda olması, məsələlər, müsabi
qələrin Keçirilməsi təcrübəsi mübadiləsi, 
olimpiada Keçirilən öİkə ilə tanışlıq əsasdır. 
Beynəlxalq riyaziyyat olimpiadası üç dəfə 
MosKvada Keçirilib. Rusiyanın Komandası, 
əvvəllər SSRİ-nin KomandalariKİmi, BRO-da 

həmişə mÜKafatçıların birinci beşliyində 
fəxri yer tutur.

Beynəlxalq olimpiadaların Keçirilmə
sində əsas nöqsan müxtəlif ölKələrin hazır
lıqlarından əhəmiyyətli fərqdir. BRO-da iş
tiraK etməK nüfuzludur, laKİn burada eyni 
məsələni Rusiya, ABŞ, Çin və deyəK Kİ, 
MərKəzi AmerİKa respublİKalarının və SaKİt 
океапш ada dövlətlərinin Komandaları həll 
edir. Ona görə də indi bir neçə regional: Bal- 
кап (Yunanıstan, Kipr, Bolqarıstan, Yuqos
laviya), İber-AmerİKa (İspaniya, Portuqali
ya və AmerİKanm ispan, ya portuqal dilində 
danışan ÖİKələri), SaKİt океап və bir sıra di
gər olimpiadalar Keçirilir. Qalibləri şəhərlər 
olan “Şəhərlərin turniri” olimpiadası qeyri- 
adidir. Müsabiqə iştiraKçıları məsələləri ey
ni zamanda, laKİn hərə öz şəhərində həll 
edir. Qalibi təyin edərKən isə şəhərlərin 
saKİnlərinin sayı nəzərə almır: o nə qədər 
KİçİKdirsə, bu şəhərin Komandasının üzvlə
rinin topladığı orta bal daha böyÜK əmsala 
vurulur. Belə turnirin Keçirilməsi təşəb- 
büsKarları MosKva riyaziyyatçıları olmuş
lar. Onların təşəbbüsünü Bolqarıstan və 
Avstraliya dəstəKİədi. İndi turnirdə onlarla 
öİKənin şəhərləri iştiraK edir.

RİYAZİYYAT OLİMPİADALARINDAN 
MƏSƏLƏ NÜMUNƏLƏRİ

1. n ədədini üç tam müsbət toplananın cəmi Kimi 
neçə üsulla göstərməK mümKündür?

2. Nohura tədricən bir-birini yeyən 30 naqqa balı
ğı buraxdılar. Üç naqqanı (doymuş və ya ac) yeyən 
naqqa doymuş sayılır. Doymuş naqqaların ən böyÜK 
sayı neçədir? (“Şəhərlər turniri”, 1981-ci il.)

3. 10x10 dama taxtasının baş diaqonalında 
on dama dayanıb. Bir gediş ərzində ixtiyari dama 
cütünü götürməK və onların hər birini bir xana aşağı 
hərəKət etdirməyə icazə verilir. Bir neçə belə gedişlə 
bütün damaları taxtanın aşağı horizontalına qoymaq 
olarmı? (20-ci Ümumrusiya olimpiadası, vilayət turu, 
9-cu sinif.)

Cavablar və həllər.
1. Üsulların sayı (n-2)+(n-3) +...+1-Ə bəra

bərdir. Həqiqətən, x + y + z =n-dirsə, onda x 1,2, 3, 
...,n-2 ola bilər; y + z = n- xvə qeyd olunmuş x üçün 
bizim y və z-in qiymətləri üçün n - x - 1 imxanımız 
var.

2. Bir doymuş naqqanın olması üçün azı 
dörd naqqa lazımdır. 30 ədədi 30 = 7 ■ 4 + 2, yəni 
doymuş naqqaların sayı dörddən çox deyil.

3. Damaları aşağı horizontala qoymaq üçün 
0 +1 + 2 + 3...+ 8 + 9 = 45 təK gediş lazımdır. Laxin 45 
ədədi təxdir, buna görə də məsələdə göstərilən ge
dişlərlə bunu etməK olmaz.
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“RİYAZİ KENQURU”

“Riyazi Kenquru” olimpiadası çox maraqlıdır. 
Adından aydındır kİ, o, Avstraliyada doğulub. Av
ropada onu Fransa təbliğ edir. O, bir neçə dəfə Mos- 
Kvada Keçirilib.

Bu nə olimpiadadır? Əvvəla, onda 5 - 8-ci sinif
lərin şagirdləri iştiraK edir, halbuKi o biri olimpiadalar 
9 - 11-ci sinif şagirdlərinə hesablanıb. İKİncisi, onda 
ayrı-ayrı məKtəblərin Komandaları iştiraK edir, özü də 
iştiraKçı məKtəblərin sayı və şagirdlərin sayı məh
dudlaşdırılmayıb. Nəticələr həm Komanda (məKtəb), 
həm də şəxsi olmaqla hesablanır.

Üçüncüsü, KonKurs məsələsi test xaraxteri daşı
yır, yəni hər bir sual-məsələ üçün içərilərindən 
düzgün cavab seçilməli olan bir neçə cavab variantı 
gətirilir. Aşağıda göstərilən İkİ məsələdən biri 
1997-ci il (5 - 7-ci siniflər), İKİncisi 1998-ci il (7 - 8-ci 
siniflər) “Riyazi Kenquru” olimpiadasında təKİif olun
muşdur.

1. Merinin 5 Karandaşı var, Tomda onlar Me- 
rinKİndən azdır, NiKdə isə Meri və Tomda birlİKdə 
olan qədərdir. AşağıdaKi ədədlərdən hansı biri hər üç 
uşağın birlİKdə Karandaşlarının sayını göstərir?

ƏSAS İŞARƏLƏRİN SİYAHISI
a) 8; b) 11; c) 13; d) 14; e) 20

2. Kolya və Vasya hər pilləKən qəfəsində 4 mənzil 
olan bir evdə yaşayırlar. Kolya 5-ci mərtəbədə 83 saylı 
mənzildə, Vasya isə 3-cü mərtəbədə 169 saylı mənzildə 
yaşayır. Evdə neçə mərtəbə var?

a) 15; b) 10; c) 8; d) 9; e) təyin etməK olmaz.
Cavablar və həllər.
1. Qeyd edəK Ki, Karandaşların ümumi sayı cütdür. 

8 Karandaş ola bilməz, çünKİ Meri və NİKin birlİKdə azı 10 
Karandaşı var. 20 Karandaş da ola bilməz, çünKİ Meri və 
Tomun Karandaşlarının birgə sayı 9-dan çox deyil, deməli, 
NİKin Karandaşlarının sayı da 9-dan çox deyil, birlİKdə isə 
Karandaşların sayı 18-dən çox deyil.

2. EvdəKi mərtəbələrin sayını x-lə işarə edəK. On
da bir bloKdaKi mənzillərin sayı 4x olacaq. Əgər n Kolya 
yaşayan, Vasya yaşayan Ыокип nömrəsidirsə, onda 
4x(n -1) + 4 • 4 + y = 83 və 4x(m -1) + 2 ■ 4 + z = 169. Bu
rada y və z 1,2, 3 və ya 4 ədədləridir, buna görə də y = 3 
və z =1.4x(n -1) + 4 4 = 80 və 4x(m -1) + 2 4 = 168 və 
ya x(n -1) = 16 və x(m -1) = 40 alırıq. BeləlİKİə, x 16 və ya 
40 ədədlərin ortaq böləni, yəni ya 1, ya 2, ya 4, ya 8-dir. La
Kİn bilirİK Ki, mərtəbələrin sayı 5-dən az deyil, deməli, x = 8.

Bəzi riyazi sabitlər

e = 2,7182819... natural loqarifmlərin 
əsası

л = 3,141593... çevrə uzunluğunun dia- 
metrə nisbəti

C = 0,577216 ... Eyler - MasKeroni sabi
ti

Ф = (Vö - 1) / 2 = qızıl kəsİk

= 0,618034..

Ümumriyazi simvollar
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[а] a
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Я5

>
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a ədədinin modulu (mütləq 
qiyməti)
ədədinin tam hissəsi 
bərabərdir 
qeyri-bərabərdir (bərabər deyil) 
eynilİKİə bərabərdir 
təqribən bərabərdir
böyÜKdür
böyÜK və ya bərabərdir
KİçİKdir
kİçİk və ya bərabərdir
Kvadrat kök

n-ci dərəcəli kök

cəm işarəsi

hasil işarəsi
“deməli” 
eynigüclüdür 
sistem (tənlİKİər, bərabərsizlİK- 

lər) işarəsi
məcmu (tənlİKİər, bərabərsizlİK- 

lər) işarəsi

KombinatorİKa

n! n faKtorial
Pn n elementdən ibarət yerdəyiş

mələrin sayı
A,7 n elementdən m aranjemanla

rın sayı
Cnm n elementdən m Kombinezon

ların sayı

Çoxluqlar

{aIt a2, ..., an} alt a2.... an ünsürlərindən
(elementlərindən) ibarət 
çoxluq

yası

0 boş çoxluq
N natural ədədlər
Z tam ədədlər
Q rasional ədədlər
R həqiqi ədədlər
[a, ö| parça
(a, b) interval
a e A a A çoxluğuna daxildir (mən

subdur)
a <£ A a A çoxluğuna daxil deyil
AcB A B-nin alt çoxluğudur
A çt B A B-nin alt çoxluğu deyil
A UB A və B çoxluqlarının birləşməsi
АПВ A və B çoxluqlarının Kəsişməsi
A f -> В A çoxluğunun B çoxluğuna f 

inİKası
r1 tərs inİKas
g°f f və g inİKaslarının Kompozisi-

KompleKS ədədlər

i
Re z

Im z

z
|z|
argz

Həndəsə

xəyali vahid
z KompleKS ədədinin həqiqi 
hissəsi
z KompleKS ədədinin xəyali 
hissəsi
z-ə qoşma olan KompleKS ədəd 
z KompleKS ədədinin modulu 
z KompleKS ədədinin arqumenti

ZA A bucağı
AABC ABC üçbucağı
a<b a b-yə paraleldir

A(x;y) x və y Koordinatlı A nöqtəsi

ä, AB veKtor

ö ä veKtorunun uzunluğu

382
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Ardıcıllıqlar və funKsiyalar

{an} ardıcıllıq

lim an ardıcıllığın limiti
n-KO

lim f(x) x0 nöqtəsində f funKsiyasının
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Abel Nils HenrİK (1802 - 1829), Norveç ri
yaziyyatçısı, 4-cü dərəcədən yuxarı cəbri 
tənlİKİərin ümumi halda radİKallarda həll 
edilmədiyini sübut etmiş, cəbri funnsiyala- 
rın inteqrallarını öyrənmişdir (abel inteq- 
ralları), elliptİK funKsiyalar nəzəriyyəsinin 
yaradıcılarından biridir.
Adamar JaK (1865 - 1963), fransız riya
ziyyatçısı, La Valle Pussenlə birgə sadə 
ədədlərin paylanması qanununu əsaslandır
mışdır; diferensial tənlİKİər, funKsiyalar 
nəzəriyyəsi, ədədlər nəzəriyyəsi, mexanina 
üzrə əsərlərin müəllifidir.
AleKsandrov Pavel Sergeyeviç (1896 - 
1982), sovet riyaziyyatçısı, topologiya elmi 
məKtəbinin banisi; eləcə də çoxluqlar nəzə
riyyəsi və funKsiyalar nəzəriyyəsi sahələrin
də işləmişdir.
Appoloni, PerqlsKİy (e.ə. 260 ətrafı, - 170 
ətrafı), qədim yunan riyaziyyatçısı və astro
nomu, “KonİK KəsİKİər” əsərində KonİK kə- 
sİKİərin tam təfsirini verib; planetlərin 
görünən hərəKətini izah edən nəzəriyyənin 
müəllifi.
Ariabhata (475 ətrafı - ?) hind astronomu 
və riyaziyyatçısı, “Ariabhatiam” astrono- 
mİK traKtatmın müəllifi.
Aristotel (e. ə. 384 - 322), əsərləri o dövrün 
deməK olar Kİ, bütün biliK sahələrini əhatə 
edən, xüsusi halda, məntiq üzrə İİk sistemli 
tədqiqat aparan qədim yunan filosofu.
Arnold Vladimir İqoryeviç (1937-ci ildə 
anadan olub), Rusiya riyaziyyatçısı, diferen
sial tənlİKİər, funKsional analiz və həqiqi 
dəyişənli funKsiyalar nəzəriyyəsi üzrə əsər
lərin müəllifi, 1957-ci ildə hələ tələbə İKən 
Hilbertin 13-cü problemini həll etmişdi. 
Arximed (e. ə. təxminən 287 - 212-ci illər), 
qədim yunan riyaziyyatçısı və filosofu, 
müxtəlif fiqur və cisimlərin sahələrinin, 
səthlərinin və həcmlərinin hesablanması 
metodlarını, eləcə də inteqral və diferensial 
hesablarının sələfi olan toxunanlar və ens- 
tremumlar metodlarını inKİşaf etdirmişdir; 
riyazi metodları təbiətşünaslıqda və texni- 
Kada geniş tətbiq etmişdir.
Ayyui (Hayui) Röne Jüst (1743 - 1822), 
fransız mineroloq və Kristalloqrafı; Kristal- 
loqrafiyanın əsas qanunlarından birini Kəşf 
etmişdir.

Barrou İsaaK (1630 - 1677), ingilis riya
ziyyatçısı, filoloqu, ilahiyyatçısı, Kembric 
universitetinin professoru, sonsuz Kiçilən
lərin hesabının işlənib-hazırlanmasında 
Nyuton və Leybnisin sələflərindən biri. 
Beda Dostopoçtenni (622 və ya 623, - 735 
ətrafı), anqlosaKS salnaməçisi, rahib; Pasxa
nın günlərinin hesablanmasına həsr olun
muş “Vaxtın hesablanmasına dair” tranta- 
tında barmaq hesabı sisteminin təsvirini 
vermişdir.
Beltrami Eucenno (1835 - 1900), italyan ri
yaziyyatçısı; göstərmişdir Kİ, LobaçevsKİ 
həndəsəsi psevdosfera adlanan səth üzərin
də reallaşır.
Bernulli Daniil (1700-1782), öz dövrü tə
biətşünaslığının bütün sahələrinə öz payını 
vermiş İsveçrə alimi, 1. Bernullinin oğlu, 
məşhur “HidrodinamİKa” (1738) əsərinin 
müəllifi; riyaziyyatçı Kimi sıralar nəzəriy
yəsi, ehtimal nəzəriyyəsi sahələrində işlə
miş, riyazi fizİKanın İİk qaranquşlarından 
olmuşdur.
Bernulli İohann (1667 - 1748), İsveçrə riya
ziyyatçısı, Y. Bernullinin qardaşı, diferen
sial və inteqral hesabının yaradıcılarından 
biri, variasiya hesabının banisi; riyazi ana
liz metodlarını tətbiq etməKİə mexaninaya 
böyüK töhfə vermişdir.
Bernulli YaKob (1654 - 1705), İsveçrə riya
ziyyatçısı, Leybnisin sonsuz kİçİk Kəmiy
yətlər hesabı metodlarını inKİşaf etdirmiş, 
ehtimal nəzəriyyəsinin bünövrəsini qoymuş 
və bu nəzəriyyədə böyüK ədədlər qanununun 
sadə halını isbat etmişdir; variasiya hesabı
nın yaradıcılarından biri.
Bertran Jozef Lui Fransua (1822 - 1900), 
fransız riyaziyyatçısı; sadə ədədlərin pay
lanması haqqında fərziyyə söyləmişdir 
(Bertran postulatı); riyazi analiz və qruplar 
nəzəriyyəsi üzrə əsərlərin müəllifi.
BoltyansKİ Vladimir Qriqoryeviç (1925-ci 
ildə anadan olub), Rusiya riyaziyyatçısı; to
pologiya və topoloji metodlar, Kombinator 
həndəsə, differensial tənlİKİər sahəsində bö- 
уйк uğurlar qazanıb.
Bolsano Bernard (1781 - 1848) çex riyaziy
yatçısı və filosofu; XIX əsrin əvvəllərində 
Koşi ilə bir vaxtda limit, diferensial və in- 
teqralın tərifini vermiş, parçada Kəsilməz 
funKsiya teoreminin dəqiq riyazi isbatını
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təKİif etmişdir; sonsuz çoxluqların tədqi
qində Kantorun sələfi olmuşdur.
Bolyay (Boyai) FarKaş (1775 - 1856), macar 
riyaziyyatçısı; 1832-ci ildə sübut etmişdir 
Kİ, ixtiyari İkİ eyni böyÜKİÜKdə olan çoxbu
caqlılar eynitərKİblidir.
Bolyay (Boyai) Yanoş (1802 - 1860), macar 
riyaziyyatçısı, F. Bolyayın oğlu, LobaçevsKİ 
və Qaussdan asılı olmadan qeyri-evKİid nə
zəriyyəsini yaratmışdır.
Bombelli Rafaelle (1526 ətrafı - 1572) 
italyan riyaziyyatçısı və mühəndisi; müəlli
fi olduğu “Cəbr” əsərində riyaziyyata İİk 
dəfə KompleKS ədədlər daxil etmişdir.
Borel Emil (1871 - 1956), fransız riyaziy
yatçısı; riyazi analiz, funKSİyalar nəzəriy
yəsi, riyazi fizİKa və ehtimal nəzəriyyəsi 
üzrə əsərlərin müəllifi.
Boesi Anisi Maili Severin TorKvat (480 ət
rafı - 524), neoplatonİK filosof və Roma 
dövlət xadimi; PİKomaxın “Hesabını” və 
EvKİidin “Başlanğıclar”ının İİk üç Kitabını, 
Aristotel və Porfirinin məntiqi əsərlərini 
latın dilinə tərcümə etmişdir.
Brave Ogüst (1811 - 1863), fransız Kristal- 
loqrafı; Kristalların fəza qəfəsləri nəzəriy
yəsinin banisi.
Bradvardin Tomas (1290 ətrafı, 1349), in
gilis riyaziyyatçısı və ilahiyyatçısı; onun 
“Nəzəri həndəsə” əsəri daha böyÜK əhəmiy
yət Kəsb edirdi Kİ, burada o, ulduzvari çox- 
bucaqlılara, izoperimetriya məsələlərinə 
baxmış, İİk dəfə riyazi mənada “irrasional” 
terminini işlətmişdir.
Brahmaqunta (Bramaquta, 598 ətrafı - 
660), hind elminin riyaziyyatçısı və astro
nomu; “Braxman elminin təKmilləşdirilmə- 
si” əsərinin müəllifi; bu əsərin əhəmiyyətli 
hissəsi hesab və cəbrə həsr edilib.
Brianşon Şarl Jülen (1785 - 1864), fransız 
riyaziyyatçısı; proyeKtiv həndəsə sahəsində 
işləmişdir Kİ, burada da Brianşten teoremi 
məşhurdur.
Вгоипкег Vilyam (1620 - 1684) ingilis riya
ziyyatçısı; London Kral cəmiyyətinin təsis
çilərindən biri və İİk prezidenti; 1668-ci İdə 
rasional ədədin loqarifminin sonsuz sıraya 
ayrılış üsulunu çap etdirmiş, bununla da 
(MerKator və Nyutonla birgə) funKSİyaların 
sonsuz sıralar vasitəsi ilə verilməsinin əsa
sını qoymuşdur.
Breqq Vilyam Henri (1862 - 1942); ingilis 
fizİKİ, rentgenostruKtur analizin banilərin

dən biri, oğlu V.L. Breqqlə birgə bir sıra 
Kristalların atom quruluşunu deşifrə etmiş
dir.
Breqq Vilyam Lorens (1890 - 1971) ingilis 
fizİKİ; V. H. Breqqin oğlu, rentgenostruK
tur analizin banilərindən biri.
Bul Corc (1815 - 1804) ingilis riyaziyyatçı
sı; riyazi məntiqin yaradıcılarından biri.
BurbaKİ NİKola - fransız riyaziyyatçıları
nın yığma təxəllüsü; onlar 1939-cu ildə 
bütün riyaziyyatı aKsiomatİK əsasla qurmaq 
ideyası ilə çıxış etmişlər.
BhasKara Anarya (1114- 1185), hind riya
ziyyatçısı və astronomu; “Elm tacı” əsərinin 
müəllifi, bu əsərə müxtəlif cəbri məsələlərin 
həlli daxildir.
Bebbic Carlz (1791-1871), ingilis riyaziy
yatçısı; İİk hesablama maşınını quraşdır
mışdır.
Ber Röne Lui (1874 - 1932), fransız riya
ziyyatçısı; Kəsilən funKsiyaları öyrənmiş, 
Kəsilmə nöqtələrinin təsnifatını vermişdir.

Çebışev Pafnuti Lvoviç (1821 - 1894), rus 
riyaziyyatçısı; Peterburq elmi məKtəbinin 
banisi; funKSİyaların ən yaxşı yaxınlaşması 
nəzəriyyəsini yaradıb, ehtimal nəzəriyyə
sində ümumi halda böyÜK ədədlər nəzəriy
yəsini, ədədlər nəzəriyyəsində isə sadə ədəd
lərin paylanmasının asimptotİK qanununu 
isbat edib.

D’Alamber Jan Leron (1717 - 1883), fran
sız riyaziyyatçısı, mexanİKİ və filosof-maa
rifçisi; maddi sistemlərin diferensial hərə
Kət tənlİKİərinin tərtibi qaydalarını formula 
etmişdir, riyazi analiz, diferensial tənlİKİər 
nəzəriyyəsi, cəbrdə sıralar nəzəriyyəsi əsər
lərinin müəllifi.
DedeKind Yulius Vilhem Rixard (1831 - 
1916), alman riyaziyyatçısı; həqiqi ədədlər 
nəzəriyyəsinin əsaslandırılmasını vermiş
dir, cəbri ədədlər nəzəriyyəsi üzrə əsərlərin 
müəllifi.
Dezarq Jerar (1593 - 1662 və ya 1591 - 
1661), fransız riyaziyyatçısı, memar, mü
həndis, proyeKtiv həndəsənin banilərindən 
biri.
DeKart Rene (1596 - 1650), fransız filosofu 
və riyaziyyatçısı, analitİK həndəsənin əsas
larını qoymuşdur, dəyişən Kəmiyyətin və 

funKsiya anlayışlarını vermişdir, bir çox ri
yazi işarələri daxil etmişdir.
Delone Boris NİKolayeviç (1890 - 1980), 
rus riyaziyyatçısı, həndəsə, ədədlər nəzə
riyyəsi, riyazi Kristalloqrafiyaya dair əsər
lərin müəllifi.
Den Маке (1878 - 1952), alman riyaziyyat
çısı; Hilbertin eyni böyÜKİÜKdə çoxüzlülər 
haqqında 3-cü problemini həll edib.
Diofant İsKəndəriyyəli (III əsr), qədim yu
nan ruyaziyyatçısı; 13 Kitabda “Hesabın” 
müəllifi (6-sı qədim yunan dilində, 4-ü 
ərəbcəyə tərcümədə saxlanılıb), İİk dəfə ola
raq məchul və onun dərəcələri üçün hərfi 
işarələr daxil etmişdir, qeyri-müəyyən tən- 
lİKİər (diofant tənlİKİəri) haqqında təlimin 
banisi.
Dirixle Peter Qustav Lejön (1805 - 1859), 
alman riyaziyyatçısı; analitİK ədədlər nəzə
riyyəsi, funKSİyalar nəzəriyyəsi, riyazi fi
zİKa üzrə əsərlərin müəllifi.

Eyler Leonard (1707 - 1783), riyaziyyatçı, 
mexanİK, fizİK və astronom, mənşəcə isveç
rəli, Rusiyada və Almaniyada işləyib, riyazi 
analiz, ədədlər nəzəriyyəsi, diferensial hən
dəsə, riyazi fizİKa, səma mexanİKası üzrə 
800-dən artıq əsəri elmin inKİşafına əhə
miyyətli təsir göstərmişdir.
Eynşteyn Albret (1879 - 1955), nəzəriyyə- 
çi-fizİK, ümumi və xüsusi nisbilİK nəzəriy
yələrinin yaradıcısı, işığın Kvant nəzəriyyə
sinə dair işlərin müəllifi.
Eratosfen Kirenli (e. ə. 276 -194), qədim 
yunan riyaziyyatçısı və astronomu, riyazi 
coğrafiyanın əsasını qoyub, İİk dəfə olaraq 
meridian qövsünü ölçüb. Riyaziyyat, astro
nomiya, fəlsəfə və musiqiyə aid əsərlərin 
müəllifi olub.
Ermit Şarl (1822 - 1901), fransız riyaziy
yatçısı, 1873-cü ildə İİk dəfə isbat etmişdir 
Kİ, e ədədi transendentdir, riyazi analiz, 
ədədlər nəzəriyyəsi və cəbr üzrə əsərlərin 
müəllifi.
EvdoKs Knidli (e. ə. 408 ətrafı - 355 ətrafı), 
qədim yunan riyaziyyatçısı və astronomu; 
qədim dövrün “riyazi analizini” əsaslandır
mış, ümumi nisbətlər nəzəriyyəsini (həqiqi 
ədədlər haqqında nəzəriyyənin eKvivalenti) 
və tÜKənmə nəzəriyyəsini (limitlər nəzə
riyyəsinin elementləri) yaratmışdır.
EvKİid (e. ə. IV əsrin axırı - III əsr), qədim 

yunan riyaziyyatçısı; 13 Kitabdan ibarət 
“Başlanğıcların” müəllifi, həndəsənin, ədəd
lər nəzəriyyəsinin əsasları, sahələrin və 
həcmlərin limit elementlərini ehtiva etməK- 
lə təyini metodları şərh edildiyi bu əsər ri
yaziyyatın inKİşafına çox böyÜK təsir gös
tərmişdir.

Əbu Kamil (850 ətrafı - 930 ətrafı), ərəb ri
yaziyyatçısı, Misirdəndir, əl-Xarəzminin 
Kvadrat tənlİKİər nəzəriyyəsini, Diofantm 
qeyri-müəyyən tənlİKİər haqqında nəzəriy
yəsini inKİşaf etdirmişdir; “Əl-cəbr və 
əl-mÜKabələ” cəbr Kitabının (IX əsrin axırı, 
X əsrin əvvəli) müəllifidir.
Əbül-vəfa Məhəmməd ibn Məhəmməd (940 
- 998), fars astronomu və riyaziyyatçısı, 
Diofantın “Hesabının” şərhçisi, Kəsrlər nə
zəriyyəsinə müfəssəl baxmış, əsas həndəsi 
qurğuları pərgar və xətKeşin Köməyi ilə 
araşdırmışdır.

Fales Miletli (e. ə. 625 - 547), qədim yunan 
mütəfəKKİri, antİK fəlsəfə və elmin banisi. 
Fanyano dey Toskİ CanfrançesKo Oporio 
(1715-1797), italyan riyaziyyatçısı, 1755-ci 
ildə sonralar onun adıyla adlandırılmış mə
sələnin analitİK həllini çap etdirmişdir.
Feyerbax Karl Vilhelm (1800 - 1834), al
man riyaziyyatçısı, üçbucağın hündürlÜKİə- 
rinin oturacağından Keçirilmiş çevrə haq
qında teoremi isbat edib.
Feodor Kirenli (e. ə. V - IV əsrlər), qədim 
yunan riyaziyyatçısı-pifaqorçu; irrasional 
ədədlər nəzəriyyəsinin inKİşafına böyÜK 
töhfə verib.
Ferma Pyer (1601 - 1665), fransız riyaziy
yatçısı, XVII əsrin ən böyÜK riyaziyyatçıla
rından biri; ədədlər nəzəriyyəsi, həndəsə, 
cəbr, riyazi analiz (maKsimum və minimum
ların tapılması metodu), ehtimal nəzəriyyəsi 
ilə məşğul olmuşdur, DeKartla birgə anali
tİK həndəsənin banisi olmuşdur, ədədlər nə
zəriyyəsində onun İkİ teoremi - böyÜK və 
kİçİk Ferma teoremləri məxsusi yer tutur.
Ferrari LudovİKO (1522 - 1565), italyan ri
yaziyyatçısı; 4-cü dərəcəli cəbri tənlİKİərin 
həlli üsulunu tapıb.
Ferro (Dal Ferro) Ssipion (1465-1526), ital
yan riyaziyyatçısı; eyni növ Kub tənlİKİərin 
radİKallarda həlli qaydalarını Kəşf etmişdir.
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Fyodorov Yevqraf Stepanoviç (1833 - 1919), 
rus Kristalloqrafı, Kristalloqrafiyamn bani
lərindən biri; 1890-cı ildə “Fiqurların düz
gün sisteminin simmetriyası” əsərində İİk 
dəfə Kristalların 230 simmetriya qrupunu 
çıxarıb.
Fibonaççi bax Leonardo Pizanlı.
Fredholm ErİK İvar (1866 - 1927), İsveç ri
yaziyyatçısı; inteqral tənlİKİər nəzəriyyəsi
nin əsas xassələrini və teoremlərini şərh 
etmişdir, onların bəzi növlərinin həllinin 
ümumi metodlarını işləyib-hazırlamışdır.

Gelfond AleKsandr Osipoviç (1906 - 1968), 
sovet riyaziyyatçısı; Şnayderdən asılı olma
dan Hilbertin 7-ci problemini həll edib 
(1934); ədədlər nəzəriyyəsi və funKSİyalar 
nəzəriyyəsi üzrə əsərlərin müəllifi.
Gödel Kurt (1906 — 1978), Avstriya riya
ziyyatçısı, 1940-cı ildən ABŞ-da yaşayıb, 
çoxluqlar nəzəriyyəsi, riyazi məntiq və ni- 
sbilİK nəzəriyyəsi üzrə əsərlərin müəllifi.

Hadinger Huqo (1908-ci ildə doğulub), İs
veçrə riyaziyyatçısı; Kombinator həndəsəyə 
dair əsərlərin müəllifi.
Hardi Qotfrid Harold (1877 - 1947), ingilis 
riyaziyyatçısı; Ramanucanla birgə n ədədi
nin bütün bölünmələrinin sayının İİk təqribi 
düsturlarını alıb, ədədlər nəzəriyyəsi və 
funKSİyalar nəzəriyyəsi üzrə işlərin müəllifi. 
Hausdorf FelİKS (1868 - 1942), alman riya
ziyyatçısı; çoxluqlar nəzəriyyəsi. Riyazi 
analiz, topologiya üzrə əsərlərin müəllifi. 
Hamilton Vilyam Rouan (1805 - 1865), ir- 
land riyaziyyatçısı; KompleKs ədədlərin tam 
təfsirini vermişdir, qraflar nəzəriyyəsi sa
həsində işləmişdir.
Herbert OriaKİı (940 ətrafı - 1003, 999-cu 
ildən Roma Papası II Silvestr); fransız riya
ziyyatçısı, “АЬак qaydaları haqqında” traK- 
tatın müəllifi.
Heron İsKəndəriyyəli (7 əsr ətrafı), qədim 
yunan riyaziyyatçısı və mexanİKİ; riyaziy
yat və mexanİKada antİK dövrün əsas uğur
larının sistematİK şərhini verib.
Hilbert David (1862 - 1943), alman riya
ziyyatçısı; XX əsrdə riyaziyyatın inKİşafına 
böyÜK təsir göstərmişdir, invariantlar nəzə
riyyəsi, cəbri ədədlər nəzəriyyəsi, riyaziyya
tın əsasları, variasiya hesabı, riyazi məntiq, 

riyazi fizİKa, ədədlər nəzəriyyəsi və s. üzrə 
əsərlərin müəllifi, II Beynəlxalq riyaziyyat 
Konqresində (1900) riyaziyyat qarşısında 
duran 23 problemi ifadə etmişdir.
Hippas Metapoitli (e. ə. VI əsr); qədim yu
nan riyaziyyatçısı-pifaqorçu; dodeKaedrin 
xaricinə çəKİlmiş Kürənin təsvirini vermiş
dir, harmonİK orta haqqında təlimi işləmiş
dir.
HippoKrat Hioslu (e. ə. V əsr) qədim yunan 
həndəsəçisi; həndəsə sahəsində İİk sistemli 
əsərin müəllifi, üç ayparanın Kvadraturası- 
nı tapmışdır (hippoKrat ayparası adlanan 
ayparalar).
Hüqo Sen-VİKtorlu (1096 ətrafı - 1141), fi
losof-sxolast, Sen-vİKtor məKtəbinin başçı
sı; praKtİKİ həndəsəyə dair traKtatın 
müəllifi.
Hyügens Xristian (1629 - 1695), holland 
riyaziyyatçısı, fizİKİ, mexanİKİ və astrono
mu; KəfKİrli saatları icad etmiş, onların nə
zəriyyəsini yaratmış, fizİKİ rəqqasın rəqs 
qanunlarını müəyyənləşdirmiş, işığın dalğa 
nəzəriyyəsini yaratmışdır.

Xarəzmi (əl-Xarəzmi) Məhəmməd bin Musa 
(787 - 850 ətrafı), Orta Asiya alimi; hesab, 
cəbr, astronomiya coğrafiya üzrə işlərin 
müəllifi.

İbn-əl-Bənna (1256 - 1321), MəraKeş alimi; 
riyaziyyatda, xüsusi halda triqonometriya
da bir sıra müstəqil Kəşflər etmiş, dost 
ədədlər (17296 və 18486) cütünü aşKar et
mişdir, “Hesabi əməllərin qısa şərhi” Kitabı
nın müəllifidir.
İbn Kürrə (Sabit İbn Kürrə, 836 - 901), 
ərəb riyaziyyatçısı və astronomu; EvKİidin 
“Başlanşıclarını”, Arximedin “Kürə və si
lindr haqqında”, Apolloninin “KonİK kəsİk- 
lər” əsərini, ərəb dilinə tərcümə etmişdir, öz 
“ParaboliK adlanan котк Kəsiyin ölçülməsi 
haqqında Kİtab”ında parabolİK seqmentin 
inteqral cəmlərinin Köməyi ilə Kvadratura- 
sını göstərmişdir.

Jirar Alber (1595 - 1632), holland riya
ziyyatçısı; İİk dəfə olaraq birməchullu cəbri 
tənliyin KÖKİərinin mövcudluğu haqqında 
cəbrin əsas teoremini söyləmişdir.

Jordan Mari Enmon Kamil (1838 - 1922), 
fransız riyaziyyatçısı; cəbr, funKSİyalar nə
zəriyyəsi, topologiya və Kristalloqrafiya üz
rə əsərlərin müəllifi.

Kavalyeri Bonoventura (1598 - 1647), ital
yan riyaziyyatçısı; fiqurların sahələrini və 
həcmlərini hesablamaq üçün “bölünməzlər” 
metodunu yaratmışdır, metod inteqral hesa
bın yaranmasına təKan verdi.
Kantor Georq (1845 - 1918), alman riya
ziyyatçısı, çoxluqlar nəzəriyyəsinin banisi; 
həqiqi ədədlər nəzəriyyəsinin əsaslandırıl
masını vermişdir.
Kantoroviç Leonid Vitaliyeviç (1912 - 
1986), sovet riyaziyyatçısı və iqtisadçısı; 
Nobel mÜKafatı laureatı (1975); funKSİonal 
analiz və hesablama riyaziyyatı üzrə əsərlə
rin müəllifi, xətti proqramlaşdırmın əsasını 
qoymuşdur, xalq təsərrüfatını optimal plan
laşdırma və idarəetmə nəzəriyyəsinin, xam
mal ehtiyatlarından optimal istifadə nəzə
riyyəsinin yaradıcılarından biridir.
Kəraçi (əl-Kəraci) (? - 1016) Əbu Вэкг Mə
həmməd ibn əl-Həsən, tran riyaziyyatçısı; 
“Hesab elmi haqqında Kafi Kitab”, “əl-Fəx- 
ri” cəbr Kitabının müəllifi.
Kardano Cerolamo (1501 - 1576) italyan ri- 
yaziyatçısı, filosofu və həKİmi; Kub tənliyin 
həll düsturunu onun adıyla bağlayırlar.
Kassini Covanni DomenİKO (1625 - 1712), 
fransız astronomu, onun Yerin orbitini tə
yin etməyə cəhd edərKən baxdığı 4-cü tərtib 
müstəvi cəbri əyri onun adıyla adlanıb.
Kataldi Pyetro Antonio (1552 - 1626), 
italyan riyaziyyatçısı; “Ədədlərdən Kvadrat 
KÖKalmanın ən qısa üsulu haqqında traK- 
tat”ında İİk dəfə Kəsilməz Kəsrlərin Köməyi 
ilə Kvadrat KÖKalma üsulu vermişdir.
Kaşi (əl-Kaşi) Cəmşid ibn Məsud (? - 1436 
və ya 1437), Orta Asiya riyaziyyatçısı və 
astronomu; “Hesabın açarı”, “Çevrə haqqın
da traKtat”, “Vətər və sinus haqqında” əsər
lərinin müəllifi, onluq Kəsrləri İİk dəfə da
xil etmiş, KÖKalma üsullarını şərh etmişdir. 
Kepler lohann (1571 - 1630), alman astro
nomu və riyaziyyatçısı; planetlərin hərəKəti 
qanunlarını Kəşf etmişdir, “Şərab çəlləKİəri- 
nin yeni steoremetriyası” əsərində fırlanma 
cisimlərinin həcmini təyin etməyin maraqlı 
üsulunu təKİif etmişdir, 1624-cü ildə loqa- 
rifmlər cədvəlini çap etdirmişdir.

Kleyn FelİKS (1849 - 1925), alman riyaziy
yatçısı; həndəsə, cəbr və funKSİyalar nəzə
riyyəsi üzrə əsərlərin müəllifi.
KovalevsKaya Sofya Vasilyevna (1858 - 
1891), rus riyaziyyatçısı və ədəbyyatçısı; 
Peterburq Elmlər AKademiyasının İİk qadın 
müxbir üzvü, riyazi analiz, mexanİKa və 
astronomiya üzrə əsərlərin müəllifi.
Kolmoqorov Andrey NİKolayeviç (1903 - 
1987), sovet riyaziyyatçısı; ehtimal nəzə
riyyəsi və funKSİyalar nəzəriyyəsi üzrə тэк- 
təblərin banisi; funKSİyalar nəzəriyyəsi, 
riyazi məntiq, topologiya, diferensial tən- 
lİKİər, funKSİonal analiz ehtimal nəzəriyyəsi 
və informasiya nəzəriyyəsi üzrə fundamen
tal əsərlərin müəllifi.
Koşi Ogüsten Lui (1789 - 1857), fransız ri
yaziyyatçısı; riyazi analizin limit anlayışı
nın sistematİK tətbiqinə əsaslanmış KİassİK 
Kurslarının müəllifi; analitİK funKSİyalar 
nəzəriyyəsinin banilərindən biri, diferensial 
tənlİKİər nəzəriyyəsi, riyazi fizİKa, ədədlər 
nəzəriyyəsi, həndəsə üzrə əsərlərin müəllifi. 
Кгопекег Leopold (1823 - 1891), alman ri
yaziyyatçısı; cəbr və ədədlər nəzəriyyəsi 
üzrə əsərlərin müəllifi.
Kummer Ernst Eduard (1810 - 1893); al
man riyaziyyatçısı; cəbri ədədlər nəzəriyyə
si, həndəsə, riyazi analiz, nəzəri mexanİKa 
sahəsində əsərlərin müəllifi.
KuratovsKİ Kazimey (1896 - 1980), polyaK 
riyaziyyatçısı; topologiya və funKjsiyalar 
nəzəriyyəsi üzrə əsərlərin müəllifi.
Keli Artur (1821 - 1895), qruplar nəzəriy
yəsi, riyazi analiz, proyeKtiv həndəsə sahə
sində işlərin müəllifi.

Qaliley Qalileo (1564 - 1642), italyan fizİ
Kİ, mexanİKİ, astronom və riyaziyyatçısı, 
dəqiq təbiətşünaslığın yaradıcılarından biri; 
mahiyyətcə inteqral hesabı metodu tətbiq 
edərəK sürətə görə yol qanununu çıxarmış
dır, onun əsərlərində ehtimal nəzəriyyəsi 
ünsürlərinə rast gəlinir.
Qalua Evarist (1811 - 1832), fransız riya
ziyyatçısı; onun cəbri tənlİKİər üzrə əsərləri 
müasir cəbrin əsasını qoymuşdur, cəbrin 
qruplar Kİmi ən mühüm anlayışları Qalua- 
nın ideyaları ilə bağıldlr.
Qauss Karl Fridrix (1777 - 1855), alman ri
yaziyyatçısı; onun əsərləri cəbr, ədədlər nə
zəriyyəsi diferensial həndəsə, riyazi fizİKa, 
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geodeziya, astronomiyanın inKİşafına çox 
böyün təsir göstərmişdir.
Qoldbax Xristian (1690 - 1764), riyaziyyat
çı, mənşəcə alman, Rusiyada yaşayıb; ədəd
lər nəzəriyyəsi və riyazi analiz üzrə əsər
lərin müəllifi.
Qrandi Qvido (1671 - 1742), italyan həndə- 
səçisi; Iəçəkİİ əyrilər adlanan əyrilərə baxıb. 
Qreqori Ceyme (1638 - 1675), şotland riya
ziyyatçısı və astronomu; dairə və hiperbola- 
nın Kvadraturası haqqında əsər yazmış, bu 
əsərdə sonsuz yığılan sıraları araşdırmışdır. 
Qurvis Adolf (1859 - 1919), alman riya
ziyyatçısı; əsas işləri riyazi analiz, funxsi- 
yalar nəzəriyyəsi və ədədlər nəzəriyyəsinə 
aiddir.

La Vale Pussen Şarl Jan (1866 - 1962), Bel- 
çixa riyaziyyatçısı; Adamarla birlində sadə 
ədədlərin paylanması qanununu əsaslandır
mışdır, ədədlər nəzəriyyəsi, funKsiyalar nə
zəriyyəsi, riyazi fizİKa sahəsində əsərlərin 
müəllifi.
Laqranj Jozef Lui (1736 - 1813), fransız ri
yaziyyatçısı və mexanİKİ, variasiya hesabı
nın əsas anlayışlarını və metodlarını işləyib- 
hazırlamışdır; riyazi analiz, ədədlər nəzə
riyyəsi, cəbr, diferensial tənlİKİər üzrə əsər
lərin müəllifi.
Lambert lohan Henri (1728 - 1777), alman 
riyaziyyatçısı, astronomu, fizİKİ; riyaziyyat 
sahəsində л ədədinin irrasionallığını ciddi 
isbat etmişdir (1766), cəbr, həndəsə, sferiK 
triqonometriya sahəsində əsərlərin müəllifi; 
astronimiyada Kometlərin orbitlərini, Kai
natın quruluşunu araşdırmışdır, işarələrin 
universal dili ideyasının müəllifi.
Lame Qabriel (1795 - 1870), fransız riya
ziyyatçısı və mühəndisi; riyazi fizİKa, elas- 
tİKİİK nəzəriyyəsi üzrə əsərlərin müəllifi, 
əyrixətli Koordinatlar nəzəriyyəsini işlə
yib-hazırlamışdır.
Laplas Pyer Simon (1749 - 1827), fransız 
astronomu, riyaziyyatçısı, fizİKİ; ehtimal 
nəzəriyyəsi və səma mexanİKası üzrə Kİas- 
sİk işlərin, “AnalitİK ehtimal nəzəriyyəsi”, 
“Səma mexanİKası haqqında traKtat” (5 cild
də: 1798 - 1825) və s. əsərlərin müəllifi. 
Lebeq Anri (1875 - 1941), fransız riyaziy
yatçısı; həqiqi dəyişənli funKsiyalar nəzə
riyyəsinin yaradıcılarından biri; ölçü nəzə
riyyəsi əsasında inteqralm Kifayət qədər 
ümumi tərifini vermişdir.

Levi - Çivita Tullio (1873 - 1941), italyan 
riyaziyyatçısı və mexanİKİ; onun çoxölçülü 
fəzaların diferensial həndəsəsi haqqında iş
ləri daha çox əhəmiyyət Kəsb edir.
Lejandr Adrien Mari (1752 - 1833), fransız 
riyaziyyatçısı; ədədlər nəzəriyyəsi, elliptİK 
inteqrallar və s. üzrə işlərin müəllifi.
Leybnis Qotfrid Vilhelm (1646 - 1716), al
man filosofu, riyaziyyatçısı, fizİKİ; diferen
sial və inteqral hesabının yaradıcılarından 
biri.
Leonardo Pizalı (Fibonaççi) (1180 - 1240), 
italyan riyaziyyatçısı; özünün baş əsəri olan 
“АЬак Kitabında” (1202) İİk dəfə olaraq sis
temli və son dərəcədə orijinal şəKİldə ərəb 
riyaziyyatının uğurlarını şərh etmiş, Fibo
naççi ədədləri adlanan İİk qayıtma ardıcıllı
ğını təqdim etmişdir.
Lilio Luici (1520 - 1576), italyan həKİmi və 
riyaziyyatçısı; onun yaratdığı təqvim layi
həsi Roma Papası Qriqorinin islahatları nə
ticəsində qəbul edilmişdi.
Lindeman Karl Ferdinand (1852 - 1939), 
alman riyaziyyatçısı; 1882-ci ildə л ədədinin 
transendent olduğunu göstərmişdir.
Liuvil Jozef (1809 - 1882), fransız riya
ziyyatçısı; funKsiyalar nəzəriyyəsi, diferen
sial tənlİKİər və mexanİKa sahəsində işlərin 
müəllifi.
LobaçevsKİ NİKOİay tvanoviç (1792 - 1856), 
rus riyaziyyatşısı; qeyri-evKİid həndəsənin 
yaradıcılarından biri, cəbr, riyazi analiz, 
ehtimal nəzəriyyəsi, mexanİKa, fizİKa və 
astronomiya sahəsində əsərlərin müəllifi. 
Lopital Giyom Fransua Antuan (1661 - 
1704), fransız riyaziyyatçısı; diferensial he
sabı üzrə İİk nəşr olunmuş Kitabın müəllifi. 
Luzin NİKOİay NİKolayeviç (1883 - 1950) 
rus sovet riyaziyyatçısı, funKsiyalar nəzə
riyyəsi üzrə elmi məKtəbin banisi.
Lyu Xuey (III əsr), Çin riyaziyyatçısı, 
müəllifi olduğu “Dəniz adası haqqında traK- 
tat”da əlçatmaz əşyalara qədər olan məsafə
nin təyin olunması haqqında məsələlər var. 
Lyapunov AleKsandr Mixayloviç (1857 - 
1918), rus riyaziyyatçısı; yeni elmin - hərə- 
Kətin dayanıqlığı nəzəriyyəsinin yaradıcısı.

Mandelbrot Benua (1924 -cü ildə anadan 
olub), amerİKan riyaziyyatçısı; Varşavada 
doğulub, fraKtal həndəsənin yaradıcısı. 
MarKov Andrey Andreyeviç (1856 - 1922), 
rus riyaziyyatçısı; ehtimal nəzəriyyəsi, 

ədədlər nəzəriyyəsi və riyazi analiz sahələ
rində işləri var.
Matiyaseviç Yuri Vladimiroviç (1947-ci ildə 
doğulub), Rusiya riyaziyyatçısı; əsas işləri 
riyazi məntiqdəndir. 1970-ci ildə Hilbertin 
10-cu probleminin alqoritmİK həlledilməzli- 
yini müəyyən etmişdir.
MeziriaK Klod Qaspar Başe de (1581 - 
1638), fransız riyaziyyatçısı və şairi; “Xoş 
və əyləncəli məsələlər” toplusunu (1612), 
eləcə də Diofantm “Hesab”ını (1621) yunan 
və latın dillərində öz şərhləriylə çap etdirib, 
birinci tərtib qeyri-müəyyən tənlİKİərin həl
lini verib.
Menelay İSKəndəriyyəli (I - II əsrlər), qə
dim yunan riyazziyyatçısı və astronomu; 
sferiK həndəsə və triqonometriyaya dair 
“SferİKa” (5 Kitabda) əsərinin müəllifi.
Menexm (e. ə. IV əsr), qədim yunan riya
ziyyatçısı; KonİK KəsİKİərin əsas xassələrini 
öyrənib və onlardan Kubun İKİləşməsi məsə
ləsinin həllində istifadə edib.
MerKator (Kaufman) NİKolaus (1620 ətrafı 
- 1687), alman riyaziyyatçısı, astronomu, 
mühəndisi; Kopenhagen, London və Parisdə 
işləyib, öz “LoqarifmotexnİKa” Kitabında 
(1668) İİk dəfə olaraq ln(l+x) funKsiyasının 
sonsuz qüvvət sırasına ayrılışını göstərib. 
Mersenn Maren (1588 - 1648), fransız ali
mi, rahib; Parisdə elmi dərnəK yaradaraq 
onu Paris aKademiyası adlandırmışdır, öz 
geniş məKtublaşması və səyahətləri sayəsin
də bütün dünya alimlərinin məlumat müba
diləsində geniş şəbəKəsini yaratmışdır.
Mindinq Ferdinand Qotliboviç (1806 - 
1885), Rusiya riyaziyyatçısı; daimi mənfi 
əyrilİKİi səthi - psevdosferanı öyrənmişdir, 
psevdosferada geodezİK (ən qısa) xətlərin 
yaratdığı üçbucaqda triqonometrİK münasi
bətlər tapmışdır (1840), həndəsə və riyazi 
analiz üzrə əsərləri olmuşdur.
MinKovsKİ German (1864 - 1909), alman ri
yaziyyatçısı və fizİKİ; həndəsə, ədədlər nə
zəriyyəsində həndəsi metodlar, riyazi fizi- 
ка, hidrodinamİKa sahəsində əsərlərin 
müəllifi, xüsusi nisbilİK nəzəriyyəsi Kİne- 
matİKasının həndəsi interpretasiyasını ver
mişdir (MinKovsKİ fəzası).
Mopertyüi Pyer Lui Moro de (1698 - 1759), 
fransız alimi; 1736 - 1737-ci illərdə dərəcə 
ölçmələri üçün lapland eKspedisiyası adla
nan eKspedisiyaya rəhbərlİK etmişdir, ən Kİ- 
çİk təsir prinsipini formula etmişdir (1740).

Muavr Abraham de (1667 - 1754), ingilis 
riyaziyyatçısı, mənşəcə fransız; KompleKS 
ədədi qüvvətə yÜKSəltməK qaydasını tapmış
dır (Muavr formulu), ehtimal nəzəriyyəsi 
sahəsində işləmişdir.

Neyman (fon Neyman) Con (Yanoş; 1903 - 
1957), amerİKan riyaziyyatçısı, Budapeştdə 
doğulub, riyaziyyatın müxtəlif sahələrində 
işləmişdir, çoxluqlar nəzəriyyəsinin aKsio- 
matİKasına və hilbert isbat nəzəriyyəsinə 
baxmışdır; onun “Kvant mexanİKasılnın ri
yazi əsasları” Kitabı bu elmin və onun riyazi 
aparatının inKİşafına əhəmiyyətli təsir gös
tərmişdir, ömrünün axır illərində oyunlar 
nəzəriyyəsi, hesablama maşınları nəzəriyyə
si, avtomatlar nəzəriyyəsi sahələrində işlə
mişdir.
Neper Con (1550 - 1617), şotland riyaziy
yatçısı; loqarifmləri icad etmişdir.
Nöter Amali Emmi (1882 - 1935), alman ri
yaziyyatçısı; onun cəbr üzrə işləri yeni isti
qamətin - ümumi və ya mücərrəd cəbrin 
(halqaların, meydanların, idealların ümumi 
nəzəriyyəsi) yaranmasına təKan verdi.
NİKOİay Kuzanlı (1401 - 1464), teoloq və ri
yaziyyatçı; Kardinal; riyazi traKtatlar müəl
lifi; KopernİKİn Kosmologiyasılnın sələflə
rindən biri.
NİKomed İSKəndəriyyəli (e. ə. Ill - II əsr
lər), qədim yunan həndəsəçisi; sonralar коп- 
xoid adlandırılan əyrinin müəllifi Kİmi məş
hurdur.
NilaKanta (1444 - 1501 ətrafı), hind riya
ziyyatçısı; “Elmi toplunun” və Ariabhata- 
nın yazdığı “Ariabhatiam” traKtatına şərh
lərin müəllifi.
Nyuton İsaaK (1643 - 1727), ingilis riyaziy
yatçısı, mexanİKİ, astronomu və fizİKİ; “Na
tural fəlsəfənin riyazi əsasları” fundamental 
əsərinin (1687) müəllifi; Leybnisdən asılı ol
madan diferensial və inteqral hesabını işlə
yib-hazırlamış, qüvvət sıralarını elmə daxil 
etmiş və onlardan sistematİK olaraq funKsi- 
yaların verilməsi üçün istifadə etmişdir; 
Nyutonun təbiətşünaslığın müxtəlif sahələ- 
rindəKİ işləri öz zəmanəsini xeyli qabaqla
mışdı.

Orem NİKola (1323 ətrafı - 1382), fransız 
riyaziyyatçısı, fizİKİ və iqtisadçısı; Kəsr 
üstlü qüvvətləri daxil etmişdir, İİk düzxətli 
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Koordinat sistemlərinin yaradılmasını onun 
adı ilə bağlayırlar. “Sfera haqqında” Kitabın 
müəllifidir.
OstroqradsKİ Mixail Vasilyeviç (1801 - 
1861), rus riyaziyyatçısı və mexanİKİ; riya
zi analiz, riyazi fizİKa, analitİK və səma me- 
xanİKası sahəsində əsərlərin müəllifi.

ömər Xəyyam (1048 ətrafı - 1122-dən son
ra), fars şairi, riyaziyyatçısı və filosofu; ri
yaziyyatda KonİK KəsİKİərin Köməyi ilə 3-cü 
tərtib də daxil olmaqla tənlİKİərin həllini 
vermişdir.

Papp İsKəndəriyyəli {III əsrin İKİnci yarısı), 
qədim yunan riyaziyyatçısı; “Riyazi toplu” 
əsərində (8 cild) daha əvvəİKİ qədim yunan 
müəlliflərinin ən mühüm nəticələrini şərh 
etmişdir.
PasKal Blez (1623 - 1662), fransız riyaziy
yatçısı, fizİKİ, filosof və yazıçısı; hesab, 
cəbr, ədədlər nəzəriyyəsi, ehtimal nəzəriy
yəsi üzrə əsərlərin müəllifi; proyeKtiv hən
dəsənin ən əsas teoremlərindən birini almış
dır; 1641 və ya 1642-ci ildə cəmləyici maşın 
quraşdırmış dır.
PasKal Etyen (1588 - 1651), fransız riya
ziyyatçısı, B. PasKalın atası; onun baxdığı 
4-cü tərtib əlamətdar əyri sonralar onun 
adıyla PasKal ilbizi adlandırılmışdır.
Paçoli Ьика (1445 - 1514 ətrafı), italyan ri
yaziyyatçısı; hesab əməlləri qaydalarını, bir 
sıra cəbri tənKİİKİərin həllini, həndəsi təna
süblər nəzəriyyəsini şərh etmişdir, “Hesab, 
həndəsə, nisbətlər və mütənasiblİK üzrə bi- 
lİKİər məcmusu” dərsliyinin müəllifi.
Paş Moris (1843 - 1930), alman riyaziyyat
çısı; həndəsənin aKsiomatİK əsaslarını bi
rincilər sırasında araşdırmışdır; nizam ак- 
siomları qrupu işləyib-hazırlamışdır, sonra
lar onun adıyla adlanan aKsiom formula et
mişdir.
Peano Cüzeppe (1858 - 1932), italyan riya
ziyyatçısı; riyaziyyatın əsaslandırılması, ri
yazi analiz üzrə işləri var; natural ədədlər 
sırasının aKSİomatİKasını yaradıb.
Pifaqor (e. ə. VI əsr), qədim yunan filosofu 
və riyaziyyatçısı, pifaqor məntəbinin bani
si; riyaziyyatı formullar və reseptlər yığna
ğından mücərrəd deduKtiv elmə çevirmiş
dir; tam ədəd və tənasüblərin xassələrini öy

rənməyi, düzbucaqlı üçbucağın tərəfləri ara
sında münasibətin isbatını ona aid edirlər. 
Platon ( e. ə. 428 və ya 427 - 348 və ya 
347), qədim yunan filosofu, Afinada öz тэк- 
təbini - AKademiyanı yaradıb, riyaziyyatı 
tədris olunan fənlər siyahısına daxil edib; 
ƏKsini fərz etməKİə mühaKİmə yürütmən 
məntiqi metodunun banilərindən biridir. 
Poisele Jan VİKtor (1788 - 1867), fransız 
riyaziyyatçısı və mexanİKİ; proyeKtiv hən
dəsənin əsaslarını qoyub.
Pontryagin Lev Semyonoviç (1908 - 1988), 
Rusiya riyaziyyatçısı; yeni elmin - optimal 
idarəetmənin banisi.
Ptolomey Klavdi (90 ətrafı - 160 ətrafı), 
qədim yunan astronom və riyaziyyatçısı; 
tərpənməz Yer ətrafında planetlərin hərəKə- 
tinin riyazi nəzəriyyəsini yaratmışdır, onun 
əsas əsəri “Almagestdə” (“Məcəsti”) qədim
lərin astronomİK bilİKİəri ümumiləşdiril
mişdir və eləcə də düzxətli və sferİK tri
qonometriya haqqında məlumatlar gətiril
mişdir.
Puanxare Jül Anri (1854 - 1912), fransız 
riyaziyyatçısı, fizİKİ və filosofu; riyazi ana
liz, topologiya, riyazi fizİKa, səma mexani- 
Kası üzrə əsərlərin müəllifi; 1881 - 1883-cü 
illərdə qeyri-evKİid həndəsəsinin özünün 
izahını vermişdir.
Puanso Lui (1777 - 1859)), fransız riya
ziyyatçısı, mexanİK və fizİKİ; mexanİKİ sis
temlərin həndəsi metodlarla tədqiqini işlə
yib-hazırlamışdır, cüt qüvvə nəzəriyyəsi 
əsasında həndəsi statİKanı qurmuş, qüvvə
lər mövcud olmadıqda Ьэгк cismin fırlanma
sı haqqında teoremi çıxarmışdır.
Puasson Simeon Deni (1780 - 1840), fran
sız riyaziyyatçısı, mexanİKİ və fizİKİ.

Ramanucan Srinivasa (1887 - 1920), hind 
riyaziyyatçısı; Hardi ilə birlində İİk dəfə 
olaraq n ədədinin bütün bölünmələrinin təq
ribi düsturlarını almışdır.
Rassel Bertran Artur Uilyam (1872 - 
1970), ingilis riyaziyyatçısı, məntiqçisi, fi
losofu; riyazi məntiq və riyaziyyatın əsas
landırılması üzrə əsərlərin müəllifi; çoxluq
lar nəzəriyyəsinin paradoKSİarından birini 
(Rassel paradonsu) ifadə etmişdir.
Rize Adam (1489 - 1559), alman riyaziyyat
çısı və pedaqoqu; öz dərslinlərində vurma- 

nin müasir üsulunu daxil etmiş, “+” və 
işarələrindən istifadə etmişdir.
Riman Bernhard (1826 - 1866) alman riya
ziyyatçısı; KompleKS dəyişənli funnsiyalar 
nəzəriyəsində həndəsi istiqamətin əsaslarını 
qoymuşdur; həndəsəyə ixtiyari bircins ob- 
yeKtlərin Kəsilməz məcmuları haqqında tə
lim Kİmi baxmışdır; Kəsilən funKsiyaları öy
rənmişdir; riyaziyyata riman fəzaları adla
nan fəzaları daxil etmiş və onların nəzəriy
yəsini (riman həndəsəsini) işləmişdir; dife
rensial tənlİKİər nəzəriyyəsi, triqonometrİK 
sıralar, inteqral hesabı sahələrində işləmiş
dir.
Roberval Jil (1602 - 1675), fransız riya- 
zityyatçısı; “bölünməyənlər” metodunun 
yaradıcılarından biri, sİKİoidin Kvadratura- 
sını tapıb.
Romen (van Romen) Adrien (1561 - 1615), 
holland riyaziyyatçısı, həndəsə və triqono
metriya sahəsində işləmiş və л ədədinin 17 
onluq işarəsini təyin etmişdir.
Ruffini Paolo (1765 - 1822), italyan riya
ziyyatçısı; 5-ci dərəcəli cəbri tənliyin radi- 
Kallarda həlledilməzliyi barədə İİk (o qədər 
də əsaslandırılmamış) isbat vermişdir.

SaKKeri Covanni Cerolamo (1667 - 1733), 
italyan riyaziyyatçısı və məntiqşünası; öz 
tədqiqatları ilə qeyri-evKİid həndəsəsinin 
Kəşfini hazırlayan riyaziyyatçılardan biri; 
EvKİidin beşinci postulatını (paralel düz 
xətlər haqqında) ƏKsini fərz etməKİə isbat 
etməyə çalışmışdı.
Stevin Simon (1548 - 1620), holland riya
ziyyatçısı və mühəndisi; onluq Kəsrləri (Av
ropada) və tənlİKİərin mənfi KÖKİərini isti
fadəyə daxil etmişdi.
Stensen Nils (Steno NİKolaus, 1638 - 1686), 
DanimarKa təbiətşünası, rahib-riyaziyyatçı, 
Kristalloqrafiyanın öz adı ilə adlandırılmış 
bir qanununu müəyyən etmişdir.
Stirlinq Ceyms (1692 - 1770), şotland riya
ziyyatçısı, faKtorialları hesablamaq üçün 
sonralar onun adıyla adlandırılan təqribi 
düstur almışdır.
Sun-szı {III əsr), Çin riyaziyyatçısı, “Riyazi 
traKtatın” müəllifi, hesab lövhəsində hesabi 
əməllərin qaydasını vermiş, bir dərəcəli tən- 
lİKİərin tam ədədlərdə həlli üsullarını şərh 
etmişdir.
Suslin Mixail Yaxovleviç (1894 - 1919), 

rus riyaziyyatçısı, Luzinin tələbəsi; MosKva 
universitetinin tələbəsi İKən A-çoxluqlar 
adlanan yeni tip çoxluqları Kəşf etmişdi. 
Seylen (van Seylen) Ludolf (1540 - 1610), 
holland riyaziyyatçısı; 1615-ci ildə л ədədi
nin 32 onluq işarəli hesablamasını çap etdi
rib.

Şal Mişel (1793 - 1880), fransız riyaziyyat
çısı və riyaziyyat tarixçisi, “Həndəsi metod
ların mənşəyi və inKİşafının tarixi icmalı” 
Kitabının müəllifi, onun öz həndəsi araşdır
maları proyeKtiv həndəsənin işlənib-hazır
lanmasına yardımçı olmuşdu.
Şyonflis Artur (1853 - 1928), alman riya
ziyyatçısı; 1890 - 1891-ci illərdə qruplar 
nəzəriyyəsinin Köməyi ilə bütün KristallİK 
fəza qəfəslərinin təsnifatı məsələsini həll et
mişdir.
Şnayder Teodor (1911-ci ildə doğulub), al
man riyaziyyatçısı, Gelfonddan asılı olma
dan 1934-cü ildə Hilbertin 7-ci problemini 
həll etmişdir.
Şteyner Yanob (1796 - 1863), İsveçrə riya
ziyyatçısı; proyeKtiv həndəsənin yaradıcıla
rından biri.
Ştifel Mixel (1487 - 1567), alman riyaziy
yatçısı və missioneri; “Tam hesab” Kitabının 
müəllifi, bu Kitaba o dövrə qədər olan hesabi 
əməliyyatların və qüvvətləri ilə birgə məc
hulların işarələrindəKİ bütün dəyişİKİİKİər 
daxil olmuşdu, Kvadrat kök üçün simvol da
xil etmiş, ədədi silsilələri mənfi ədədlər ob- 
lastına qədər davam etdirmiş, həndəsi silsi
lələrdə isə qüvvətin mənfi üstlərini daxil et
mişdi.
Şur Fridrix (1856 - 1932), alman riyaziy
yatçısı; əsas işləri həndəsə, çevirmə qrupla
rına aiddir, sabit əyrilİKİi riman fəzaları 
haqqında əsərlərin müəllifi.
Şyuxe NİKOİa (? - 1500), fransız riyaziyyat
çısı, İİk dəfə olaraq məchulun qüvvətlərinin 
işarələnməsi üçün üstlərdən istifadə etmiş
dir.

Tartalya NİkkoIo (1499 ətrafı - 1557), 
italyan alimi; Kub tənlİKİərin həlli üsulları
nı tapmışdır.
Teetet Afinalı (e. ə. 410 - 369), qədim yu
nan riyaziyyatçısı, Kirenli Feodorun və Pla
tonun tələbəsi; irrasioanallıqlar nəzəriyyə-
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sini qurmuş, dodeKaedr, İKosaedr və OKtaed- 
ri Kəşf etmişdir.
Torriçelli Evancelista (1608 - 1647), ital
yan fizİK və riyaziyyatçısı; toxunanlar haq
qında məsələnin həllində bölünməyənlər me
todunu təKmilləşdirmiş və geniş tətbiq et
mişdir. Rasional üst halında parabolanın 
Kvadraturası qaydasını ümumiləşdirmişdir, 
Robervaldan asılı olmadan sİKİoidin Kvadra- 
turasını təyin etmişdir. DeKartdan asılı ol
madan loqarifmİK spiralın qövsünün uzun
luğunu təyin etmişdir.
Tusi Nəsirəddin (1201 - 1274) - Azərbayca
nın böyÜK alimi, filosofu, astronom və riya
ziyyatçısıdır. O, 1248-ci ildə həndəsəyə aid 
15 hissədən ibarət “Təhrir öqlidis” (öqlidi- 
sin yazılışı) əsərini yazmışdır. Bu əsər hən
dəsə sahəsində XVIII əsrə Kimi yazılmış 
bütün əsərləri Kölgədə qoymuşdur. 1657-ci 
ildə latın dilinə tərcümə olunaraq Londonda 
nəşr edilmiş və İngiltərənin OKsford univer
sitetində Con Vallis (1616 - 1703) ondan mü
hazirə oxumuşdur. Bununla da N. Tusi 
İngiltərədə bir azərbaycanlı Kimi şöhrət tap
mışdı. N. Tusi, “Təhrir öqlidis” Kitabını ya- 
гагкэп EvKİidin həndəsə ilə hesabını yenidən 
işləmiş və məzmununa toxunmadan ona əla
vələr etmişdir. O, həm də bu Kitabında Pifa
qor teoreminin 48 variantda isbatını ver
mişdir. N. Tusi ədəd anlayışının inKİşafında 
böyÜK inqilab yaratmışdı. O, İİk dəfə vahidə 
ədəd Kimi baxmış və ona tərif vermişdi: Ədəd 
- vahidlərin yığınından əmələ gəlmiş miq
dardır. Ədəd say sırasında duran hər hansı 
bir şey olduğu üçün vahidin özünün də ədəd 
olduğunu mən deyirəm", N. Tusi eyni za
manda İkİ ədədin nisbətindən alman qismətə 
də ədəd Kimi baxmış və onu riyazi əsaslan
dırmışdır. N. Tusinin riyaziyyat sahəsindəKİ 
nailiyyətlərini aKademİK t. Xəlilov yÜKSƏK 
qiymətləndirmişdir: Nəsirəddinin Kəsilməz 
Kəmiyyətlər nəzəriyyəsinə və ədəd haqqın- 
daKi nəzəriyyəyə aid olan fİKİrləri riyaziy
yatın sonraKi inKİşafma çox böyÜK təsir 
göstərmiş və müasir riyazi analizin əsaslan
dırılmasında lazım olan dəyişən Kəmiyyətlə
rin Kəşfi, diferensial və inteqral hesabının 
Kəşfi və Kəsilməzliyin ciddi tərifi Kİmi mü
hüm Kəşflərin hazırlanmasında əhəmiyyətli 
rol oynamışdır. N. Tusi 1259-cu ildə Marağa 
şəhərinin şərqində uzunluğu 350 metr, eni 
150 metrə yaxın olan bir təpənin üstündə 
rəsədxana tİKdirmiş və buraya когкэтИ 

alimləri cəlb edərəK, astronomiyanın inxişa- 
fı üçün qiymətli Kəşflər etmişdir. O, eyni 
zamanda triqonometriyanı ümumiləşdirmiş 
və müstəqil elm şəKİinə salmışdır. Xüsusilə 
sferİK triqonometriyanı daha çox inKİşaf et
dirmişdir. Bu sahədə atılmış İİk elmi addım
lar N. Tusiyə məxsusdur. N. Tusi yüzdən 
çox əsər yazmışdır. Onlardan “İşarələrin 
şərhi", “Həndəsə qaydaları”, “Kürə və si
lindr haqqında”, Apolloninin “Konus kəsİk- 
ləri, Arximedin “Dairənin Kvadraturası”, 
Menelayın “SferİKa” əsəri, “Astronomiya 
haqqında”, “Astronomiya xatirələri”, “Təq
vim haqqında”, “Kainatın əbədiliyi və son
suzluğu haqqında”, Ptolomeyin “Almages- 
ti”, “Əxlaqi Nasiri”, “Cavahirnamə”, “Ma- 
liyyət barəsində”, “Təcrid”, “Otuz fəsil” 
və s. əsərlərini göstərməK olar.

Vallis Con (1616 - 1703), ingilis riyaziyyat
çısı; onun “Sonsuzluq hesabı” əsəri (1665) 
sonsuz kİçİk Kəmiyyətlərin hesablanmasının 
yaradılmasında mühüm rol oynayıb.
Van-der-varden Bartel Landert (1903 - 
1996), riyaziyyatçı, milliyətcə holland, Al
maniyada işləyib; cəbr, cəbri həndəsə, riya
ziyyat tarixi üzrə əsərlərin müəllifi.
Vansel Pyer Loran (1814 - 1848), fransız 
riyaziyyatçısı; İİk dəfə pərgarın və xətKeşin 
Köməyi ilə bucağın triseKSİyasını həyata Ke
çirməyin və Kubu İKİləşdirməyin тйткйп 
olmadığını isbat etmişdir.
Veber Henrix (1842 - 1913), alman riya
ziyyatçısı; cəbri ədədlər, cəbri funKSİyalar 
nəzəriyyələri, cəbri həndəsə və riyazi fizİKa 
üzrə əsərlərin müəllifi, 1898-ci ildə qrupla
rın aKsiomatİK tərifini ifadə etmişdir. 
Veyerştrass Karl Teodor Vilhelm (1815 - 
1897), alman riyaziyyatçısı, riyazi analiz, 
funKSİyalar nəzəriyyəsi, variasiya hesabı, 
diferensial həndəsə və xətti cəbrə dair əsər
lərin müəllifi, riyazi analizin məntiqi əsas
landırılması sxemini işləyib-hazırlamışdır. 
Veyl German (1885 - 1955), alman riyaziy
yatçısı, 1933-cü ildən ABŞ-da işləyib; funK
Sİyalar nəzəriyyəsi, ədədlər nəzəriyyəsi, 
qruplar nəzəriyyəsinə dair əsərlərin müəlli
fidir, həndəsənin veKtor aKsiomatİKasını iş- 
ləyib-hazırlamşdır.
Vessel Kaspar (1745 - 1818), DanimarKa 
alimi, İİk dəfə olaraq KompleKS ədədlərin 
həndəsi təsvirini vermişdir.

Viyet Fransua (1540 - 1603), fransız riya
ziyyatçısı, deməK olar kİ, bütün elementar 
cəbri işləyib-hazırlamışdır, cəbrə hərfi işa- 
rəmələr daxil etmiş və İİk hərfi hesablama 
qurmuşdur; ona qədər riyaziyyatda düstur 
olmamışdı.
Viner Norbert (1894 - 1964), amerİKan ali
mi; “KibernetİKa” əsərinin müəllifi, burada 
o, bu elmin əsas müddəalarını ifadə etmiş
dir, eləcə də riyazi analiz və ehtimal nəzə
riyyəsi sahələrində işləmişdir.
Vinoqradov İvan Matveyeviç (1891 - 1983), 
sovet riyaziyyatçısı; ədədlərin analitİK nə
zəriyyəsi sahəsində fundamental əsərlərin 
müəllifi.
Vulf Yuri ViKtoroviç (Georq) (1863 - 1925) 
rus Kristalloqrafı, 1913-cü ildə U.L. Breq- 
dən asılı olmadan rentgen şüalarının difraK- 
siya şərtini vermişdir.

Veyls Endryü (1952-ci ildə doğulub), ingilis 
riyaziyyatçısı; 1995-ci ildə böyÜK Ferma 
teoreminin tam isbatını vermişdir.

Yeqorov Dmitri Fyodoroviç (1869 - 1931), 
rus riyaziyyatçısı; diferensial həndəsə, in
teqral tənlİKİər, funKSİyalar nəzəriyyəsi üz
rə əsərlərin müəllifi.

Zenon Eleyalı (e. ə. 490 ətrafı - 430 ətrafı); 
qədim yunan filosofu; “Dixotomiya”, “Axil- 
les və tısbağa”, “Ox” və s. paradoKSİarı 
(aporiyaları) ilə məşhurdur kİ, bunlar da 
hərəKətin, əşyalar çoxluğunun mümKÜn- 
süzlüyünü isbat edir.
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