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GIRIS

Insan foaliyyatinin miixtalif sahalorda ekstremal problemlar
yaramr. Hor bir aglabatan horokat miioyyan maonada optimaldir,
ciinki o, bir qayda olaraq, digor variantlarla miigayisa edildikdon
sonra secilir. On yaxst secim problemlarina maraq hamisa yiiksak
olmugsdur, lakin elm va texnologiyanin intensiv inkisafi ila slagadar
son illorda bu maraq xiisusila artmisdur.

Miiasir dovrda iqtisadi hadisa va proseslarin samarali sokilda
foaliyyat gostarmoasi iiciin  elmi va praktiki baximdan assaslan-
dinlmis idaraetma qoararlarimin  verilmasinda optimallasdirma
iisullarindan istifada miihiim ahamiyyata malikdir.

Optimallagdirma- miiayyon sortlor altinda coxlu sayda
alternativlarin movcudlugunda on yaxs: naticalarin alda edilmasina
yonalmis maqsadyonlii faaliyyatdir.Daha genis desok, optimal-
lasdirma, miixtalif alternativlor arasindan on yaxs: variantlari
tapmaga va miiayyan etmaya yonalmis va miimkiin variantlarin
tam axtarisindan va qiymoatlondirilmasindon qagmaga imkan veran
fundamental riyazi naticalori va adadi tisullari ohata edir.

“Optimallasdirma tisullar1” fonni Azarbaycan Respublikas
Elm va Tahsil Nazirliyinin bakalavr saviyyasinin (asas(baza) ali
tahsil) “ Informasiya texnologiyalart” ixtisast iizra 2020-ci il Tahsil
programuinin baza fonnidir.

Optimallagdirma disullarimin 6yranilmasi bir cox sahalor
iizra  (riyaziyyatgilar, igtisadcilar, programgilar, miihandislor)
miitaxassis hazirli§imin  tahsil programlarina daxildir. Miivafig
kurslarin mazmunu bir cox cahatdan iist-iista diissa da, materialin
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tagdim edilmasina metodoloji yanasma ohamiyyatli daracada
forqlanir.

Dars vaaiti Bak: Avrasiya Universitetinin Metodiki Surasinin
Noe M$ 23-01/01, 18.01.2023-cii il tarixli protokoluna asasan tasdiq
edilmis “Optimallasdirma iisullar1”  fonninin tadris proqramna
miivafiq olaraq hazirlanmig va asagidak: asas movzular: ahata edir:

— optimallasdirma masalasinin riyazi qgoyulusu;

— xoatti proqramlasdirma;

—tok dayisanli funksiyanin optimallasdirilmas;

— tok dayisanli funksiyasinin minimuma endirmasinin adadi
tisullary,

— ¢ox dayisanli funksiyasimin optimallasdirilmas;

— cox dayisanli funksiyasinin minimuma endirmasinin adadi
iisullari.

Dars vasaitinin har bir fasli iki hissadan ibaratdir: nazari

(anlayislar, toriflor, teoremlar, diisturlar) va praktiki (tipik
masalalarin halli niimunalori) hissadon ibaratdir.



I FOSIL. OPTIMALLASDIRMA USULLARINA GIRIS.
OPTIMALLASDIRMA (RiYAZI PROQRAMLASDIRMA)

1.1 Optimallasdirma nazariyyasinin formalasmasi
V3 inkisaf tarixi

Optimallagdirma  termini latin sézii olan "optimus"dan
gotilirtilmiis vo torciimads on yaxsi demokdir. Bazi manbalards bu
sOziin monsgoyi (odim roma mifologiyasinin ilahasi Opanin
(mohsuldarliq, mahsul va zonginlik ilahasi) adi ila alagslondirilir.

Bu termindan ilk dofo Qotfrid Vilhelm Leybnitsin (1646-
1716) folsafa vo teologiya aid miizakiralorinds istifado edilmisdir.
Leybnits 6z falsofi nozoriyyssinde moévcud diinya ilo bagh
miilahizalori optimal olaraq ortaya qoymusdu. Bu, biitiin miimkiin
diinyalarin on yaxsist kimi torcima olunur. Lakin Leybnitsin falsofi
toliminda gobuledilmazlik anlayisi yoxdur. Amma “on yaxs1” da
gobuledilmoz ola bilor. Sonralar onun ideyalar1 stiarlarindan biri
“Hor edilon hor sey yaxsiliga dogrudur”.olan “falsafi optimizm”
falsafi horokati torafindon gobul edildi.

Tarixon optimallagdirma nazariyyasi asasinda bir neg¢o riyazi
ganunauygunluglar miioyyon edilmisdir. XVII ~ asrdo fransiz
riyaziyytcist Pier Ferma (1607-1665), maksimum va minimum
noqtaloro yaxinlasdiqda, funksiyanin siiratinin sifira endiyi bir
qanunauygunluq miioyyaon etmisdir.

XVII osrdo elm adamlart on yaxsi hollorin yalmiz idara
olunan dayisondon deyil, hom do biitovlikdo funksiyanin
secimindan asili oldugu problemloarls garsilasdilar. Sonralar, 1696-
c1 ildo Isvegrali riyaziyyatg1, mexanik, hokim vo klassik filolog
[.Bernulli (1667-1748) bu gebildon olan masalalarin spesifikliyini
gorarak, riyaziyyatgilara braxistoxron(yunanca “on qisa zaman)
problemini (Leybnisin moslohoti ilo miisabiqo osasinda) toklif
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etmisdi. Sonraki illordo bir ¢ox riyaziyyat¢ilar variasiya
masalalarinin fordi xiisusi hallarmi hall etdilor, lakin variasiya
problemlarinin halli tiglin imumi bir Gisul kasf etmok sorofi Leonard
Eylera(1707-1783)moxsusdur. Eyler metodu sonralar J.L.Laqranj
(11736-1813)  torofindon  tokmillogdirilmisdir. Variasiya
hesablamasinin  inkisaf dovriinii davamli  optimallasdirma
tisullarinin inkisafi dovrii do adlandirmaq olar.

Daha sonra XIX asrdo Karl Teodor Vilhelm Veyerstrass
(1815-1897) vo Karl Q. Yacobi(1804-1851) bu  problemlor
tizarinda islomigdilar.

Ik otrafli todqiq edilon ekstremum axtaris problemlari Xotti
programlasdirma problemlori idi. Holo 1820-ci ilds avvalca Jozef
Furye (1768-1830), sonra isa Leonid Vitalievich Kantorovi¢ (1912-
1986) va Corc Bernard Danziq (1914-2005) xotti programlasdirma
masalalarini tortib etdilor vo onun halli tigiin tsullar toklif etdilor.

Optimallasdirma  nazoriyyssinin  inkisafinda  Sovet
riyaziyyatgist  Leonid Vitalievich Kantorovi¢ miithiim rol
oynamisdir. 1938-ci ilds 26 yasli riyaziyyat professoru

L.V.Kantorovi¢ ilk dofo mohdud istehsal resurslarindan
optimal (yoni miiayyan mohdudiyyatlor altinda biitiin miimkiin
variantlardan on yaxsisi) istifado problemini tortib etdi vo onun halli
tclin  mivafiq riyazi dsul toklif etmisdi. O, istehsalin
planlasdirilmasinda on  ¢ox rast golinon  problemlorin
modellasdirilmasi va alds edils bilon an yaxs1 naticalorin tapilmasi
tsullari tosvir etdiyi moagalasi ilo miasir istehsal sistemlarinda
optimallagdirmaya olan ehtiyaci ortaya qoymusdu (1939).

L.V. Kantorovi¢ istehsal sistemlorinin  mohsuldarligini
artirmagq liclin dogquz miixtolif optimallagdirma problemi miioyyon
etdi vo bu problemlari hall etmoak ti¢iin hor bir problem {igiin fargli
hall alqoritmi isloyib hazirlamigsdi. Kantorovigin ciddi riyazi
todgigatlar naticasinds olds etdiyi bu prinsipial shomiyyatli natico
planli iqtisadiyyatda uzun miiddot gizli saxlanilmis vo gabaqcil
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elmi, mihoandis-texniki vo iqgtisadi ictimaiyysto togdim
edilmomisdir. Bu tadqiqgatlarin naticalori yalniz uzun illor sonra
layiginca qiymatlondirilmisdir. 1975-ci ildo L.V. Kantorovig
Holland osilli amerikali iqtisad¢r vo riyaziyyat¢i  Tjalling
C.Koopmansla (1910-1985) birgo "Resurslarin optimal bolis-
diiriilmosi  nazoriyyasinin inkisafina verdiyi tohfolora goro™
iqtisadiyyat tizro Nobel miikafatin1 almigdi.

Optimallasdirma masalalarinin halli iiglin Simpleks {isulunun
tortibi George Bernard Dantzige (1914-2005) moxsusdur. Onun
xidmati  boyiikk Olgiliic  masalalorin - holli  iigiin  metodlarin
timumilasdirilmasindan ibarat olmusdur.

ABS miidafio sektorunda planlasdirma ilo mosgul olan
amerikali riyaziyyatgr D. Dantziq 1947-Ci ildo optimallagdirma
problemini va "Xatti programlagdirma" adlandirdig1 miivafiq riyazi
aparat1 yenidon vo miistaqil sokilda tortib etdi vo onun masin holli
ticiin Samarali “simpleks metodundan” istifads etmayi toklif etdi.
50-ci illordo ABS-da ilk kompiiterlorin meydana ¢ixmasi ilo bu
tisuldan dorhal istifads edildi vo programlasdirildi. Bundan sonra
Xatti programlagdirmanin miixtalif sahalarda: harbi, sanaye, biznes
Vo digar sanaye saholorinds siiratli tatbiqi prosesi basladi. Tjalling
C.Koopmans Dantziqin isinin shomiyyatini vurgulayir vo Nobel
Miikafatt Komitasina Dantzigin aldigi miikafatin ortagi olmasi
lazim oldugunu bildirmisdir. Lakin o, ¢agirisina cavab ala bilmomis
Vo Nobel miikafatinin tigdo birini Beynolxalg Totbigi Sistemlarin
Tohlili Institutunda (ILASA) George Dantziq adma yaradilmis
toqaiid proqramina bagislamigda.

Bir ¢ox elmlards oldugu kimi, optimallagdirma sahasinds do
XX asr gox mohsuldar bir asr olmusdur. Bu dévrdo optimmalas-
dirma isullariin  zonginliyinin artirilmast C.Neymanin((1903-
1957), L.Kantorovigin, D.Danziqgin ,R. Bellmanin (1920-1984), A.
Kolmogorov (1903-1987), Klod Elvud Sennonun (1916-2001) vo
bir ¢ox basqa alimlorin adlari ilo baglidir.
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Belaliklo, XX asrin ortalarinda nazori inkisafla vo praktik
ehtiyaclarin ayrilmasi bas verdi. Bu uygunsuzluq 6ton asrin 40-c1
illorinin sonlarinda kompiiterlorin yaradilmasina godor davam etdi.
1947-ci ildo D.Dantziq torafindon simpleks metodunun yaradilma-
sindan vo ilk kompiiterlorin meydana ¢ixmasindan sonra minlarla
totbigi masalo tortib edilmis vo hall edilmisdir. Bir gadar sonra
R.Bellman dinamik proqramlasdirma metodunu isloyib hazirladi ki,
bu da xarakteristikalar1 zamandan asili olan sistemlar {igiin masalo-
lori hall etmoys imkan verdi. Homginin, riyazi proqramlasdirmaya
Vo optimal idaraetmaya shomiyyatli tohfalor L.S. Pontryagin (1908-
1988) torofindon variasiyalarin hesablanmasi bolmasini inkisaf
etdirdirmaklo  verilmisdir.XX oasrin  70-ci illorindo  totbiqi
riyaziyyatin bolmasi - optimallasdirma noazariyyasi Ve iisullari
formalagdi. Bu dovra godar, yani kompiiterlorin yaranmasina qodar
optimallagdirma tisullarinin  totbigi fordi xarakter dasiyirdi.
Mosalolorin  yiiksok 0lgiilii olmasi vo parametrik asililiglarin
miirokkabliyi boyiik hesablama islorini tolob edirdi. Hal-hazirda
optimallagdirma isullar1 istehsalin proyektlosdirilmasi ii¢lin osas
avtomatlas-dirilmus sistemlors daxil edilmisdir.

1.2. Optimallagdirma nazariyyasinin asas miiddoaalar

Optimallasdirma masalasinin ~ halli {i¢lin riyazi modelin
qurulmasi prosesini asagidaki osas moarhalalora bélmok olar:

1) Optimallagdirma obyektinin sorhadlorinin - miiayyan
edilmasi. Bu marhalays ehtiyac, oksor real sistemlorin biitiin
aspektlarinin nozoro alinmasi vo hartorofli tasvir edilmasinin
miimkiinsiizliiyii ilo dikto olunur. Osas dayisanlori, parametrlori vo
mohdudiyyatlori miiayyan etdikdon sonra sistemi toxminan real
diinyanin bazi tacrid olunmus hissasi kimi tasavviir etmoak vo onun
daxili  strukturunu sadoslosdirmok lazimdir. Mosalon, bir
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miiassisanin sexlarindon birinin faaliyyatini optimallasdirarkan,
bozi hallarda digor sexlarin is xiisusiyyastlorinin, biitiin miiassisanin
tochizat vo satig sistemlorinin, onun digor toskilatlarla qarsiligh
olagesinin, bazarin konyukturasini vo Vo bir ¢ox basqa amillarin
tasirini nazoro almamag olar. Belo halda sex tacrid olunmus sistem
hesab olunacaq vo onun xarici alomls slagalori ya sabit sayilacaq,
ya da heg¢ nozors alinmayacaqdir.

Onu da geyd edok ki, optimallagdirma obyektinin ilkin
sorhadlorinin ugursuz secildiyi hallar da ortaya ¢ixa bilar. Bu,
sistemin va onun riyazi modelinin sonraki tahlili, optimal hallin
axtariginin naticalorinin gorhi, tacriibs ilo miigayisasi Vo s. zamani
aydin olur. Belo halda sistemin sorhadlorini bazon genislondirmak,
bozon iso daraltmaq lazimdir.

2)xarakterik meyar adlanan on yaxst variantt miioyyan
etmoays imkan veran komiyyat meyarinin se¢imi. Meyarlar konkret
mosolodon asili olaraq iqtisadi vo ya texnoloji xarakterli ola bilor
(minimum xorc, maksimum monfast vo s.). Hansi meyarin
xarakterik meyar kimi gabul edilmasindon asili olmayaraq, o, an
yaxs1 se¢im liglin maksimum (vo ya minimum) giymot almalidir.

Miihandislik tacriibasinds genis ¢esidli optimallagdirma
meyarlarindan istifads olunur. Masalon, iqgtisadi xarakterli meyar-
lar (maya dayari, manfaat, asash xarclar vs s.), sistemin texniki va
ya fiziki parametrlori (texnoloji prosesin miiddati, sorf olunan
enerji, maksimum mexaniki yiik, aldo edilon harokat siirati) va s.

3) xarakterik meyarin ifado olundugu sistemdaxili dayison-
lorin se¢ilmasi. Yalniz xarakterik kriteriyaya on c¢ox tasir edon
doyisonlori se¢mok lazimdir.Riyazi modelin qurulmasinin bu
morhoalosindo an yaxsi notico aldo etmok ti¢iin doyoarlori segilo Vo
doyisdirila bilon kamiyyatlari (idars olunan dayiganlor) va sabit va
ya xarici amillorlo miioyyon edilon komiyyatlori ayird etmok
lazzmdir. Idara olunan doyisonlorin bu doyarlerinin miioyyan



edilmasi an yaxs1 (optimal) vaziyyats uygundur vo optimallagsdirma
mosalasini tomsil edir.

Secgilmis  sorhodlordon asili  olaraq eyni doyorlor
optimallasdirilan sistem vo onun tasvirindoki toforriiat soviyyasi
idara olunan dayisanlor ola bilor vo ya olmaya da bilar. Masalan, bir
emalatxananin isinin optimallasdirilmasi ilo bagli geyd olunan
vaziyyoatds, basqa bir emalatxanadan bozi xammalin todariikiiniin
hocmi bozi hallarda sabit va ya se¢imimizdan asili olmayan va digar
hallarda - tonzimlonan (yani idars olunan) doyison. hesab
edilmalidir.

4)idaro  olunan dayisonlora mohdudiyyatlorin miioyyon
edilmosi. Real soraitdo idaro olunan dayisonlorin giymatlorinin
secimi, bir gqayda olaraq, resurslarin, giiclorin vo diger imkanlarin
mohdud olmasi ilo bagli mohdudiyystloro moruz galir. Riyazi model
qurarkan bu mohdudiyyatlor adston barabarlik vo barabarsizliklor
soklinda yazilir va ya idara olunan dayisanlorin dayarlarinin aid
oldugu coxluqlar1 gostarir. Nozarat olunan dayisanlora dair biitiin
mohdudiyyatlar optimallagdirma masalasinin miimkiin goxlugunu
miioyyan edir. Masolon, emalatxana torafindon istehsal olunan
miiayyan bir név moahsulun illik hacmi idars olunan doyisandirss,
onun dayarlari, ilk novbada, manfi ola bilmoz vo ikincisi isa
emalatxana avadanliginin maksimum mohsuldarligi ilo yuxaridan
mohdudlasir.

5) sistemdaxili doyigonlor arasindaki olagoni tesvir edan
modelin qurulmasi. Model doayisonlor arasindaki alagani tasvir edir
Vo bu doyisanlorin xarakterik kriteriyaya tasir doracasini oks etdirir.
Modelo  material, istehsal vo digor Dbalanslarin  2sas
tonliklori,sistemdoki igtisadi proseslori tosvir edon tonliklar,
doyigonlorin miimkiin qiymatloriin diapazonunu miiayyan edsn
borabarsizliklor daxil edilir.

Optimallagsdirma masalasini qurarkon, optimallagdirilan
obyekti (sistemi) vo optimallasdirmanin magsadini, yani “nayi Vo
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harada tokmillosdirmok lazim oldugunu” diizgiin basa diismok
lazimdir. Har bir optimallagdirma mosalasinds obyektin yalniz bir
xiisusiyyatinin ekstremal doyarinin miioyyon edilmasine nail olmaq
lazzimdir, ¢iinki demok olar ki, homiso optimallasdiriimis
xiisusiyyatlor miioyyan ziddiyystdodir: "keyfiyyat"-"komiyyat",
"operativlik"-"doaqiqlik" ” vo s. Masalon, "Minimum maya doayari
ilo maksimum mohsuldarliq aldo etmok™ climlasi optimallasdirma
masalasinin sohv  qoyulusunu gostorir, ¢iinki burada qoyulmus
mosalo obyektin iki xiisusiyyatinin ekstremumunun tapilmasini
tolob edir. Belo vaziyyatds optimallagdirma masalasinin asagidaki
iki variantinin nazardan kegiilmasi daha magsadsuygundur:
1)sabit maya doyori osasinda maksimum mohsuldarhig
niioyyan etmok: Burada optimallagdirma meyar1 mahsuldarhiqdir ;
2)sabit mohsuldarliq osasinda minimum maya doyorini
miioyyan etmok; Burada optimallasdirma meyar1 maya doyaridir.

Daha sonra, optimallagdirma meyarinin nadon asilt oldugu
miiayyan edilmalidir. Bu, optimallasdirma masalasinin  dark
edilmasindo  ¢ox vacib morholodir, ¢iinki meyarin adodi
giymatlondirilmasi tisulunu mohz o miisyyan edir. Eyni zamanda
bu meyara tosir edon elementlorin hansi sortloro cavab vermali
oldugunu da aydin sokilds basa diismok lazimdir.

Secilmis optimallagdirma meyarina  2sasan  moQsad
funksiyasi tortib edilir. Optimallasdirma meyarinin névii vo ya
moqgsad funksiyasi konkret optimallagdirna moasalosine uygun
mioayyan edilir.

1.3. Optimallasdirma nazariyyasinin shamiyyati

Optimallagsdirma  masalalorinin ~ halli  (optimallasdirma
prosesi) biitiin miihandislik faaliyyatlorinin osasin1 togkil edir.
Optimallasdirma tisullariin somaraliliyi, bir tarafdon, riyazi analiz,
Xotti cobr, riyazi montiq vo alqoritmlor nozariyyasi, funksional
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analiz, diferensial hesablama Kkimi riyazi fonlorin osas
naticalorindon moharatlo istifado etmoklo slagodardir.Digor
torofdon, mithondislik tacriibasinds optimallagdirma masalalarinin
hocmi kifayat godar boyiikdiir, uygun olarag algoritmlarin hoyata
kegirilmasi {igiin tolob olunan vaxt da boyiikdiir. Buna géra do
optimallagdirma masalalarinin holli kompiiter vasitasilo hoyata
kegirilila bilor.

Optimallagdirma nazariyyasinin shamiyyati vo giymati
ondan ibaratdir ki, 0, goxsayli problemlarin tohlili vo halli ti¢iin
adekvat konseptual ¢argivani tamin edir:

—omaliyyatlarin ~ todgiqinda:  texniki-iqgtisadi  sistemlarin
optimallagdirilmasi, nogliyyat mosololori, chtiyatlarin idaro
edilmesi va s.;

—odadi tohlilda: approksimasiya, regressiya, Xotti vo geyri-
Xatti sistemlorin halli, adadi tisullar, o ciimladon sonlu elementlor
usullar va s.;

—avtomatlagdirmada: nlimunonin tanimmmasi, optimalidars
etmo, filtrasiya, istehsalin idara edilmasi, robototexnika va s.;

—riyazi igtisadiyyatda: boyiik makroiqtisadi modellarin halli,
sahibkarliq modellari, gorar verma nazariyyasi Va 0yun nozariyyasi.

Optimal natico, bir gayda olaraq, dorhal tapilmir, lakin
optimallagdirma  prosesi  adlanan  prosesin  naticasidir.
Optimallagsdirma  prosesindo  istifado  olunan  {sullara
optimallasdirma metodlar deyilir. Riyazi tisullarla optimal hallin
tapilmasi masalalaring isa optimallasdirma masalalari deyilir.

Tocriibodo  oksor hallarda "on yaxs1" anlayisi komiyyot
meyarlart ilo ifado edilo bilor - minimum xarclor, minimum vaxt,
maksimum moanfaat vo s. Buna goro do optimal (optimum - an
yaxs1) naticonin tapilmasini riyazi moSalo soklinde  goymaq
miimkiindiir.Optimal (optimum -on yaxsi) naticonin tapilmasinda
riyazi tisullardan istifads:
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Diqtisadi hadiso vo proseslor arasinda mdvcud olan daha
miithiim olagalorin miioyyan edilmasina imkan verir;

2)Moveud sortlor osasinda dogiq ifado edilmis zoruri ilkin
molumatlar osasinda deduksiya tisullar1 vasitasilo tadgig olunan
obyekta uygun naticalarin alds edilmasina imkan verir;

3)Miixtalif hadisalori tosvir etmoak ii¢iin rahat vo somarali
yollar toqdim edir, hadiss hagqinda yeni biliklar alds edilir;

4) Riyazi tsullardan istifado edilmasi igtisadi nazariyyanin
osas miidoalarini, anlayislarini va naticalarini dagiq vo daha yigcam
formada ifads etmoys imkan verir.

OZUNU YOXLAMAQ UCUN SUALLAR VO
TAPSIRIQLAR

1.0ptimallagdirma nadir?

2. Optimallagsdirma terminindon ilk dafa kim istifado etmisdir?

3. Optimallagdirma nazoriyyasinin inkisafinda hanst alimlarin
rolu olmusdur?

4. Optimallasdirma masalasinin halli iiciin riyazi modelin
qurulmasi prosesinin 2sas marhalalari hansilardir?

Optimallagdirma obyektinin sarhadlaorinin miiayyan edilmasi na
ilo baghdir?

6.Optimallasdirma nazariyyasinin inkisafinda Sovet
riyaziyyatgist Leonid Vitalievich Kantorovigin rolu nadan ibarat
olmusdur?

7.Optimallasdirma maSalalarinin halli iiciin Simpleks tisulu kim
torofindon tartib edilmisdir?

8. Optimallig meyari nadir?

9. Optimallagdirma nazariyyasinin ahamiyyatini izah edin.

10. Optimal naticanin tapilmasinda  riyazi  iisullardan
istifadanin ahamiyyati nadan ibaratdir?
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I1 FOSIL. OPTIMALLASDIRMA MOSOLOSININ
RIYAZI QOYULUSU

2.1. Model voa modellasdirmo anlayislarinin mahiyyati

Optimallasdirma nazariyyasinin naticalorindon vo hesablama
prosedurlarindan istifads etmok ti¢iin ilk névbads baxilan masaloni
riyazi dilds formalagdirmagq, yoni optimallagdirma obyektinin riyazi
modelini qurmaq lazimdir. Riyazi model- todgiq olunan proses va
yaxud hadisanin az vo ya g¢ox doaracads riyazi tosviridir. Yani,
optimal halli tapmaqg mogsadilo riyazi iisullardan istifads etmaklo
modellosdirma obyektinin xiisusiyyoatlorini vo onlar arasindaki
olagolori tosvir edon iqgtisadi problemin funksiyalar, tonliklor,
barabarsizliklor, adadlor va s. soklinds ifadasidir.

Oksar real situasiyalarda hadisanin ayri-ayri hissalori arasinda va
xarici alomlo qarsiligh olagesini, onun faaliyyatinin biitiin
mogsadlarini nozars almaqla optimallagdirilan sistemin hartorofli
riyazi tosvirini vermoak ¢atin vo ya geyri-miimkiin olur. Buna goéra
do, riyazi model qurarkan, bir gayda olaraq, tadqig olunan obyektin
yalniz an vacib toroflorini vurgulamaq vo nozors almaq lazimdir
ki, goyulmus masalonin riyazi tosvirini, eloco do sonraki hallini
hoyata kegirmok miimkiin olsun vo riyazi modelds nazors
alinmayan amillor yekun optimallagdirma naticasine shamiyyatli
doracada tosir etmasin.

Qeyd etmok lazimdir ki, istonilon  model modellogdirma
prosesinin  mohsulu hesab edilir. Modellosdirmo dedikds iso
igtisadi-riyazi modellorin qurulmasi, onun dyranilmoasi va totbiq
olunmasi proseslori basa diistiliir.

Modellosdirma prosesi todgigatin moagsadinin miiayyan edilmasi,
real obyektin yranilmasi vo onun haqqinda mslumatlarin tahlili ilo
baslayir. Bu molumat osasinda todqigat¢i real obyektin zehni
obrazini yaradir. Sonra modellosdirma obyektinin monali tasviri
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hoyata kegirilir. Onun foaaliyystinin  adi  sokildo  tosviri
modellogdirma obyektino xas olan qanunauygunluglart  tasvir
etmok ti¢iin verbal bir model hesab edils bilar.

Riyazi modellosdirmas real hayatda vaziyyatin fiziki, simvolik va
ya  micarrad  modelinin  yaradilmast  prosesidir.Riyazi
modellosdirma prosesinin strukturunu asagidaki sokildo gostormok
olar:

Todgidat |_etap | Model
obyekti Modelin qurulmasi

Biliklorin

totbigi vo

yoxlanilmsi Il etap | Modelin

oyranilmasi
1V etap
Todgigat Model
obyekti 111 etap haqqinda
h d —_— "
b?l?l?ll;lr | “Biliklorin modeldon |  PHikler
obyekts 6tiirtilmasi

Sakil 2.1. Modellasdirma prosesinin strukturu

Belaliklo, riyazi modellasdirma bir- birils garsilighi alagads olan
4 etapdan ibarot prosesdir vo todqiqatgidan miivafiq sahods dorin
biliys, praktik tocriibays, intuisiyaya vo olds edilmis naticalorin
tongidi tohlilino malik olmag: talob edon miirokkab vo masuliyyatli
yaradiciliq  isidir.  Optimallagsdirma nozariyyasini  konkret
masalasinin hallins tatbiq etmoak ti¢iin optimallagdirma masalasinin
goyulusu adlanan miiayyan harokatlor ardicilligini hoyata kegirmok
lazimdir.
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2.2 .Ekstremal masalalar. Tariflor

Masalanin riyazi modelinin diizgiin formalagdirilmast optimal-
lagdirma todqiqatinin ugurunun agaridir.Har bir optimallasdirma
mosalasinin riyazi qoyulusu asagidakilar1 ohato edir:

1)f(x): R™ - R mogsad funksiyasinin miiayyan edilmosi; Magsad
funksiyast (Somaralilik gostoricisi, optimalliq meyar1t vo S.)—
secilmis optimalliq meyari noqteyi-nozarindon mogsadi riyazi
formada ifado edon funksiya. Mogsod funksiyast monfoatin,
istehsalin hacminin, istehsal xarclorinin va s. ifadesi ola bilar.
Magsad funksiyasi adaton Z va ya f hoarflori ilo isaralonir:

Z=ZX)voyaf =f(X)

Mogsad funksiyasinin  giymotlorino  osaslanaraq, miimkiin
variantlar coxlugundan moqQsad funksiyasini ekstremala ¢atdiran on
yaxs1 variant segilir.

2)f(x) funksiyasi {igin x € R™ miimkiin hoallor coxlugunun
miiayyan edilmasi;
3)optimallagdirma  meyarinin -~ miioyyan  edilmasi ,extr €
{max, min}.
Belalikls, yuxarida sadalananlar ekstremal vo ya optimallagdirma
moasalasini miioyyan edir vo optimallagdirma masalasinin riyazi
modeli agagidaki kimi tagdim oluna bilor:

f(x) - opt(extr) x € X

Optimallagsdirma masSalosini  asagidaki kimi izah edok: X
coxlugunda f(x) magsad funksiyasina ekstremal (minimum va ya
maksimum) qiymat veran x, € X (agor varsa) tapmaq talob olunur,
yani x, tigiin asagidaki sortlordon biri 6donmolidir:

x € X tligin f(xq) < f(x),(2.2)
x € X tliglin f(xq) = f(x).(2.2)

Ogor X ¢oxlugunda belos element yoxdursa, asagidaki

lim Qo) = inf f(x)  (23)
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lim fCa) = sup f()  (2.4)
x€X

sortlorindon birini 6dayan
{xk},k = 1,2,3, ey Xi € X (25)

ardicilligin1 qurmaq lazimdir.

Torif 2.1. f(xo) < f(x), sortini ddayan X, € X noqtasi X
coxlugunda f(x) funksiyasinin global minimum noqtesi adlanr,
uygun olaraq f(xo) = f(x). sortini 6doyon
Xg €EX noqtesi X coxlugunda f(x) funksiyasinin qlobal
maksimum ndoqtaesi adlanir.

lim f(x) = sup f(x)
—® xXEX
borabarliyini tomin edon
lim f(x;) = inf f(x)
k—oo xXeX

{xy Jardicillign X ¢oxlugunda f(x) funksiyasini minimallagdiran
ardicilliqdir, uygun olaraq {xi}, k=1.23,...,x, €X

boraborliyini tomin edon {x;} ardicilignt X ¢oxlugunda f(x)
funksiyasini maksimallagdiran ardicilliqdir.

Ogor X = R™ olarsa, onda optimallasdirma masSalasi sortsiz
ekstremum ,ogar X # R™ olarsa, onda optimallasdirma masalasi
sorti ekstremum masaloasidir.

Torif2.2. vx€eX iginm < f(x)tominedon m ododi varsa,
f(x) funksiyasi X ¢oxlugunda agagidan, Vx € X i¢in M < f(x)
tomin edon M ododi varsa, f(x) funksiyasi X ¢oxlugunda
yuxaridan mohdudlagan adlanir.

Toarif 2.3.m, = inf f (x)adadi X ¢oxlugunda f(x) funksiyasinin
X€eX

asag1 hoddi adlanr:
1) Ogor Vx € X liginmy < f(x)
2)Ve> 03x, €X: f(x,) =my+ ¢
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Ogor f(x) X ¢oxlugunda asagidan moahdud deyilso, onda forz
edilir ki,
my = inf f(x) = —oo,
x€eX

M, = sup f(x)adadi X ¢oxlugunda f(x) funksiyasinin yuxari
X€X

hoddi adlanir:
1)Ogor Vx € X tigin M, < f(x)
2) Ve > 03x, € X: f(x,) > M, —¢
Ogar f(x) X ¢oxlugunda yuxaridan mohdud deyilss, onda forz
edilir ki,
My =sup f(x) = +oo.
xX€X
Moasala 2.1. f(x) = i x = [1, +o0)maqgsad funksiyasini nazar-

don keg¢irok:
Miiayyan edok ki, X c¢oxlugunda f(x) funksiyasinin minimum

noqtolor ¢oxlugu bosdur my = Hel>f( f(x) =0 vo X ¢oxlugunda
X

f (x) funksiyasinin maksimumu moveuddur vo 1-0 borabardir.

Halli: Forz edak ki, X ¢oxlugunda f (x)funksiyasinin minimum
noqtalori ¢oxlugu bos deyil, yani f(x) funksiyasinin an azi bir x, €
X minimum néqtasi var. Ixtiyari x > x, odadini gotiirok. Onda

11
X € XVa f(xq) —g>;,

yani xo X ¢oxlugunda f(x) -in minimum noqtasi deyil.Yaranan

ziddiyyat X ¢oxlugunda f(x) funksiyasinin minimum noqtalor

coxlugunun bos oldugunu siibut edir. Miioyyan edok ki,
my = inf f(x) = 0.

X€eX
Aydindir ki, ixtiyari x € X = [1, +0) l¢iin
1
=—>0
Fe) =~

baraborliyi  dogrudur. Daha sonra € > 0 olsun. ixtiyari x, >
max G, 1) gotiirok. Onda
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XEXVof(x)<e=0+¢
Buna goéra domy =0
Burada:
f@x) = iigiin. Mo = sup f(x) = maxf(x) = f(1)=1.

xeX
Mosalos 2.2.f(x) = e™*I, X = R mogsad funksiyasini nozordon

kegirok: Miiayyan edok Ki, X ¢oxlugunda f(x) funksiyasinin
minimum noqtalar goxlugu bosdur.
my = inf f(x) =0Vvo M, =sup f(x) tapaqg:
X

X€eX X€E
Halli: Forz edak ki, X ¢oxlugunda f(x)funksiyasinin minimum

noqtalori goxlugu bos deyil, yani f(x) funksiyasinin on az1 bir x, €
X minimum ndqtasi var. Ixtiyari x > x, odadini gétiirok. Onda
X € X Vo f(xq) = e 1%l > e~Ixl,

yani xy X c¢oxlugunda f(x) -in minimum ndqtasi deyil. Yaranan
ziddiyyst X ¢oxlugunda f(x) funksiyasinin minimum noqtalor
coxlugunun bos oldugunu siibut edir.
Miiayyan edak Ki,

my = inf f(x) = 0.

xX€X

Aydindir ki, ixtiyari X € X = [1, +00) iigiin

fx)=e >0
boraborliyi dogrudur. Daha sonra & > 0 olsun. Ixtiyari x, >
max |ln§| gotiirok. Onda

XEXVof(x,)<e=0+¢.
Buna goro domy =0
Burada:
f(x) = e Pligiin My = sup f(x) = 1,

XeX
homginin

sup f(x) = maxf(x) =f£(0) = 1.
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2.3. Optimallasdirma masalalarinin hallinin miimkiinliiyii

X ¢oxlugunda f(x)funksiyasinin  global minimum vo ya
maksimum noqtalorinin mévcudlugunu tomin edon sortlordan,
asagidaki teoremlor omolo golir:

Teorem 2.1 (Veyerstrass). Ogor X € R™ ¢oxlugu bos deyil va
kompaktdirsa (mahdud va gapalr) vo f(x) funksiyasionun tizorindo
kasilmozdirss, onda f(x) funksiyasinin global minimum noqtalor
coxlugu (vo global maksimum néqtalor ¢oxlugu) bos deyil vo
kompaktdir.

Veyerstrass teoreminin sartlorino asason istonilon  minimuma
endirmo {x;, } ardicilligi global minimum ndoqtalor ¢oxluguna
yaxinlasir.

Teorem 2.2. Forz edok ki, X c R™goxlugu bos deyil vo
gapalidir vo f(x) funksiyasi onun tizorinds kasilmozdir. Burada
eyni zamanda asagidaki sortlordon an azi biri tomin olunur:

1) X, < X noqtesi var ki,
X.={x€eX: f(x) < f(x.)}
soklinds ¢oxlugda mohduddur.
2)istonilon {x; }, k=1,2,3,......, x; € X ardicillig1 tigiin /li_{?o”xk” =

+00, Vo bels bir ardicilliq mévcuddursa,
Jim i) = +e0

borabarliyi dogrudur.
Onda X c¢oxlugunda f(x) funksiyasinin qlobal minimum néqtalor
coxlugu bos deyil vo kompaktdir. 2.1 va 2.2-ci teoremlords f(x)
mogsad funksiyasinin kasilmazlik sorti zaiflodilo bilor.

Torif2.4. f(x): X € R™ —» R funksiyasi x, € X noqtasinds asa-
gidan yari kasilmoz funksiya adlanir (agor
Ve >036 > 0;Vx € X liglin

lx = x0ll <8 = f(X) = f(xp) —e tomin edilirss).
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Sokil 2.2 Asagidan yarikasilmaz funksiya

f(x)funksiyast  x, € X noqtesindo yuxaridan  yar1 kasilmoz
funksiya adlanir (agor
Ve >036 > 0; Vx € X ligiin

lx — x0ll <6 = f(X) = f(xo) + € tomin edilirss).

Y A

Sokil 2.3. Yuxaridan yarikasilmaz funksiya

f(x) funksiyasi x, € X noqtosinds yalniz vo yalmiz 0 halda
kosilmoz hesab olunur ki, bu noqtods hom asagidan, ham do
yuxaridan yari Kasilmozdir.

Yarikasilmoz funksiyalarin xiisusiyyatlorini sadalayaq:

1. ©gor f(x) yuxaridan yar1 kosilmoz funksiyadirsa, onda - f(x)
asagidan yar1 kasilmozdir.
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2. Forz edok ki, f(x) vo g(x) iki asagidan (yuxaridan) yari
kosilmoz. funksiyalardir, onda onlarin comi , f(x)+ g(x) do
asagidan (yuxaridan) yari kasilmozdir.
3. Ogor f(x) gapali X c¢oxlugunda asagidan yari kosilmoz
funksiyadirsa, onda istanilon ¢ = const {igiin

X.={xeX: f(x) <c}
coxlugu qapalidir ( agor bos deyilsa).
Xo noqtasindo asagidan (yuxaridan) yarimkasilmaz funksiyalarin
monoton artan  (azalan) ardicilliginin sorhadi x, noqtesinda
asagidan (yuxari) yar1 Kasilmaz funksiyadir.

Teorem 2.3 (imumiloasdirilmis Veyerstrass teoremi). Asagidan
(yuxaridan) yar1 kasilmaz f(x): R™ - R funksiyasi istonilon X <
R™ kompaktinda global minimuma (maksimum) ¢atir.

Teorem 2.4. X, ={x€R": f(x) < C} (miivafiq olaraq
{x€R™: f(x) =C} ¢oxlugunun bos deyil vo mahdud olmasini
tomin edon C ododinin oldugu halda, asagidan (yuxaridan) yari
kosilmaz f(x): R™ - R funksiyasi biitiin R™ fozasinda qlobal
minimuma (maksimum) ¢atir.

Torif 2.5. x, noqtasinin Kifayat godor kicik qonsulugundan
istanilon

X, + Ax (Ax > 0 vo Ax < 0) ii¢iin
fOo+Ax) > ) (f (xe + Ax) < f(x)
oldugu halda, f(x) funksiyasi1 x, € X noqtasinds lokal minimuma
(maksimum) malikdir.
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0 x x x xy ox, ¥y X

Sakil 2.4. Lokal maksimum (x4 x5 x3 ) va lokal minimum
(x1, x5, x3) ilo f(x) funksiyasi

X ¢oxlugunda f(x)funksiyasinin global ekstremumunun hor bir
noqtesi lokal ekstremum oldugu {igiin qlobal ekstremumu tapmaq
tiglin f(x)funksiyasinin lokal ekstremumunun biitiin noqtalorini
toyin etmok lazimdir vo sonra onlardan optimallagdirma
masalasinin hallorini se¢gmoak lazimdir (agar onlardan biri varsa).

S

S

ki

:
]
1
;
0 A L Fij x

Sakil 2.5. A va B lokal ekstremal noqtalari
va C qlobal ekstremum néqtasi ilo f(x) funksiyasi

23



OZUNU YOXLAMAQ UCUN SUALLAR VO
TAPSIRIQLAR
1.Model vo modellosdirmo anlayislarinin mahiyyatini izah edin.
2.Modellogdirma prosesinin blok-sxemi hansi etaplardan ibaradir?
3.0Optimallagsdirma masalasinin qurulmast marhalalorini izah edin.
4.0Optimallagdirma masalasinin riyazi modeli necadir?
5.Qlobal minimum va ya maksimum néqtalorinin mévcudlugunu
tomin edan sartlordon omolo golon teoremlari izah edin.
6.Veyerstrass teoremini izah edin.
7.X ¢oxlugunda f (x)funksiyasinin minimum néqtalori ¢oxlugunu
tapin:
fl) = lx—x2,X = [-1,2]
8.X ¢oxlugunda f (x)funksiyasinin minimum noqtalari ¢oxlugunu
tapin:

fx) = cos%,X =[0,1]

9.X ¢oxlugunda f(x) funksiyasinin minimum noqtalor
¢oxlugunun bos oldugunu géstarin voa mg, = inf f(x)
XEX

tapin:

f(x)=1+x2'X=R

10.X ¢oxlugunda f (x)funksiyasinin minimum noqtalor

¢oxlugunun bos oldugunu gostarin va  mg, = inf f(x)
xX€eX

tapin:
f(x) =2x%—9x2+12x + 5,X = (—,5)
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11 FOSIL. OPTIMALLASDIRMA USULLARININ
TOSNIFATI

3.1.0ptimallasdirma masalalarinin halli iisullarinin
xiisusiyyatlari

Molumdur ki, bir ¢ox optimallasdirma masalalori moagsad
funksiyasinin vo ya keyfiyyot gostoricisinin on kigik (vo ya on
boylik) qiymaotini tapmagq iigiin ortaya ¢ixir. Magsad funksiyasinin
noviindon vo funksiyanin sahasino vo parametrlorina moahdudiy-
yatlorin ndviindon asili olaraq, optimallagdirma masalalorinin bir
neg¢a novii farglandirilir.

Riyazi noqteyi-nozardon on sadolori mogsed funksiyasinin
moalum diisturla toyin olundugu va eyni zamanda diferensiallanan
funksiya oldugu optimallasdirma mosalaloridir. Bu zaman
funksiyanin ~ xassalorini  0yronmok  ii¢iin  (onun  doyismo
istigamatlorinin mioyyan edilmoasi - artan vo ya azalan, lokal
ekstremum noqtolorinin axtarilmasi) onun téromosindan istifados
etmok olar. Belo masalalor mogsad funksiyasi agiq sokilda toyin
olunmus olan masalalor sinfins aiddir.

Son onilliklards elmi-texniki toraqqi seraitinds tacriibanin irali
stirdiyii optimallasdirma masalalorinin dairasi koskin sokilda
genislonmisdir. Onlarin bir ¢oxunda mogsod funksiyasi diisturla
miiayyan edilmir, onun giymatlori miirokkob hesablamalar nati-
casinds alds edils bilar, tacriibadon gotiiriiliir va s. Belo masalalor
daha miirokkob olur, onlarin mogsod funksiyasini téromodon
istifado edorok Oyronmok miimkiin deyildir vo onlar magsad
funksiyasi agiq sokilds tayin olunmayan mosalalar sinfino aiddir.

Optimallagdirma tisullarini iki sinifa ayirmagq olar:
1)hoqigi  ododlor ¢oxlugunda holli yollar1 axtarilan sortsiz
optimallagdirma tisullari;

25



2)miimkiin hallor sahasine miisyyan mohdudiyyatlor qoyulmus
sorti optimallasdirma tisullari.

Sartsiz optimallagdirma masalalarini hall etmak ii¢lin ekstremum
axtarisinin odadi iisullarindan va téramalordan istifadoys asaslanan
axtarts metodlarindan istifado olunur. Onlar1 asagidaki {isullara
bolmok olar
l)yaxinlagma  noqtalorinds mogsad  funksiyasinin  yalniz
hesablamalarini tolob edon birbasa tisullar;
2)funksiyanin birinci tortibdon téroms hesablamalarindan istifado
edilon birinci daracali iisullar;

3)ikinci tortibdon toroma hesablamalarindan istifads edilon ikinci
daracali tisullar.

Ogor doyisonlara he¢ bir mohdudiyyst goyulmursa vo moagsad
funksiyas1 davamli diferensiallanan funksiyadirsa, problem klassik
ekstremum masoalosi (sortsiz ekstremum) adlanir. Onun hoalli
diferensial hesablama nozariyyasina, xiisuson do ekstremum
Nozariyyasina vo ona asaslanan metodlara osaslanir.

Optimallasdirma masalalari istonilon mogsadlora ¢atmaq tigiin
mohdud resurslarin  somorali istifadosi vo ya ayrilmasi ilo
olagodardir. Optimallagdirma masalalorinin xarakterik xiisusiyyati
problemin sortlorini tomin edon ¢oxlu sayda hall yollaridir. Konkret
hallin “on yaxs1” kimi se¢ilmasi maqsad funksiyasindan (keyfiyyot
gOstaricisi, optimalliq meyari, keyfiyyat funksiyasi, somaralilik
meyar1 va S. - sinonimlor) asilidir. Yalniz bir hallo malik masalo
optimallagdirma talob etmir.

Eyni zamanda nazoro almaq lazimdir ki, problemin miirokkabliyi
ohomiyyatli daracads onun Slgiisiindon, yani mogsad funksiyasinin
arqumentlorinin sayindan asilidir.

Arqumentlorin sayindan asili olaraq tok Ol¢iilii vo ¢oxdlgiili
optimallagdirma masalolori forglondirilir.

Tok olgiilii optimallagdirma masalalori  nisbaton sads olur va
mogsad funksiyas: bir arqgumentdon asili olur. Belo masalalords
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masalonin qoyulusunu, halli tisullarini va qarsiya ¢ixan ¢atinliklori
basa diismok daha asandir. Bazi hallarda (¢ox nadir hallarda olsa
da) birdl¢iili mosalalor miistoqil praktik maraq dogurur. Bununla
yanasi on asast odur ki, ¢oxolgiilii optimallasdirma masalalarinin
halli {igiin alqoritmlor ¢ox vaxt tokolgiilii masalalorin ardicil tokrar
halli sokilinds ortaya ¢ixir.

Tok olgiilii optimallasdirma masalalorin riyazi qoyulusunun
timumi mosalalorini nozordon kegirok. Riyazi ndqteyi-nazardan
belo bir masaloni asagidaki kimi formalasdirmagq olar:

X ¢oxlugunda verilmis f(x) mogsad funksiyasinin an kigik (vo
ya on boyiik) giymatini tapmaq vo x € X doyisoninin ekstremal
giymatini aldigr qiymati toyin etmok. Tok 6l¢iilii optimallagdirma
moasalalorinin riyazi modeli asagidaki formaya malikdir:

f(x) » max(min),x € X

Coxol¢iilii optimallagsdirma mosalalarinds magsad funksiyasi bir
neg¢a arqumentdon asilidir vo bazon onlarin say1 ¢ox boyiik ola bilar.
Bu ciir masalalorin riyazi qoyulusu onlarin bir6lgiilii halda tortib
edilmoasino bonzayir: R™ g¢oxlugunda  verilmis f(x)moqsad
funksiyasinin an kigik (vo ya an boyiik) qiymati axtarilir. Belo halda
moqgsad funksiyasi funksiyasi fasilosiz olmalidir, R™ goxlugu iso
ozlilyiindo gapali mohdud oblasti ifads edir.giymati ilo deyil, hom
doa onun téramasinin giymati ilo hayata kegirilo bilor. Bu baximdan
toromolordan istifado edilmoadon optimallagsdirma tsullar1 sifir,
birinci tortib téromolordon istifado edilon  birinci  vo s.
optimallagdirma tsullar1 adlanir. Birinci téromolorin  vektoru
gradyient adlandigi t¢iin birinci tortibdon dsullara  gradiyent
isullart da deyilir.

Optimallagdirma dsullarinin  Gimumi tosnifati sokil 3.1.- do
gostorilmisdir:
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Tok olgili Sortsiz

Coxalciilii Sorti
'\ /
Oprimallagdirma tsullari
/ \
Birbasa tisullar Bir ekstremumilu
Birinci tartibdan Bir ne¢o ekstremumliu
isullar
Ikinci tortibdon T
.. lokal Qlobal
usullar

Sakil 3.1. Optimallagdirma iisullarinin iimumi tasnifati

3.2. Riyazi proqramlasdirma iisullarinin tasnifati

Riyazi programlasdirma optimallagdirma masalalarinin halli
ti¢iin alqoritmlorin qurulmasini nazards tutur.

Ogor optimallagdirma masalosindo mahdudiyyatlor sistemi vo
doayisonlorin manfi olmamasi talabi varsa, onda onun halli t¢iin
riyazi programlasdirma metodlarindan istifads edilir.

On Umumi formada riyazi proqramlasdirma masalalori
asagidaki olamatlora gors tosnifatlagdirilir:

1) Dayisonlor arasindaki olagenin xarakterino  goro riyazi
programlasdirma masalalori 2 yers ayrilir:

a) Xatti;

b) geyri-xatti.

Mohdudiyyatlar sisteminds vo mogsad funksiyasinda biitiin
funksional slagalor xotti funksiyalar soklindadirsa belo masalalor
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xatti, geyd olunan elementlorin an az1 birinds geyri-xattilik olan
masalalor isa geyri-xatti  masalalor adanur.

2) Dayisanlardaki dayisikliklarin  xarakterina  goéro riyazi
programlasdirma masalolori 2 yers ayrilir:

a) fasilosiz;

b) diskret.

Idars olunan dayisonlorin har birinin doyari haqiqi adodlorin
miioyyon bir bdlgasini tamamilo doldura bilirss bu fasilosiz,biitin
Vo ya an azi bir doyison miiayyan bir ¢oxlugdan tacrid olunmus
ragomli dayarlor gabul eds bilorsa bu, diskret masalalor adanir.

3) Zaman amilin nazors alinmagqla riyazi proqramlagdirma
mosaloalori 2 yero ayrilir:

a) statik;

b) dinamik.

4) Dayisonlor hagqinda molumatin mévcudluguna gors riyazi
programlagdirma masalalori 3 yers ayrilir:

a)tam miioyyonlik soraitinde masalalor;

b)tam olmayan informasiya soraitinde mosalalor;

c)geyri-miiayyonlik soraitindos  mosalalar.

Umumiyyoatlo, riyazi programlasdirmanin mévecud iisullar:
analitik vo odadi olaraq iki yers boliiniir.

Analitik iisullara klassik diferensial iisullar vo variasiyalarin
hesablanmasi daxildir. Bu tisullar f(x) funksiyasinin x-o (burada x
n-olgtlic vektor) goro toromolorini yox edon x-in giymatlorini
tapmaq yolu ilo f(x) funksiyasinin ekstremumunu toyin etmokdan
ibaratdir.

Mohdudiyyatlorin oldugu halda ekstremumun axtarilmasi
zamani Lagranj vuruglart vo mohdud doyiskonlik tisullarindan
istifado olunur. Bununla bels, boyiik masalalori  hall etmak {igiin
analitik metodlarin istifadasi ¢ox vaxt miimkiin deyil.

Odadi tisullar iterativ prosedurlardan istifado edarak masalo-
nin tokmillasdirilmis hallorini qurmagq ti¢iin avvalki malumatlardan
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istifads edir. Analitik yolla halli miimkiin olmayan masalalarin halli
tictin odoadi tisullardan istifado edilir. ©dadi iisullara miintozom vo
tosadiifi axtarig tsullar1 daxildir.Axtarig tsullarmin  vozifasi
verilmis moaqsad funksiyasinin maksimum va ya minimumunu
tomin edan tasirlorin ardicilligint miiayyan etmokdir.

Ododi metodlardan istifado etmoklo optimallagdirma
masalalarinin halli iki marhaladan ibaratdir:

Birinci morhalo obyekt haqqinda molumat toplamaqdir;
Molumat toplama alqoritmi olmalidir:

1) sado;

2) hall prosedurunu obyekt haqqinda on dolgun molumatla
tomin etmalidir;

3) avvallar olds edilmis apriori malumatlart nazars almalidir,
yoni. 6z-6ziino dyronmak imkani olmalidir.

Ikinci morholodo tohlil edilmis molumat osasinda hall
proseduru qurulur.

3.3.0ptimallasdirma moasalalarinin halli iisullarmin
miiqayisali xiisusiyyatlori

Miioyyon bir optimallagdirma mosalosini  hall  edorkon
tadgiqate1 ilk névbads an az hesablama xarclori ilo yekun naticalara
getirib ¢ixaracaq va ya arzu olunan hall haqqinda an ¢ox malumat
alda etmays imkan veracak riyazi isul segmolidir. Bu vo ya digor
tisulun se¢imi asason optimal masalonin tortibi, homginin istifado
olunan optimallagdirma obyektinin riyazi modeli ilo miiayyan
edilir.

Hal-hazirda optimal masalalorin holli tiglin asason asagidaki
tisullardan istifads olunur:

1) Klassik tohlil funksiyalarinin todqigi tsullari. Buraya
daxildir:
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-Lagranj vuruglarindan istifadays osaslanan tisullar;

-Variasiyalarin hesablanmasi.

Klassik analizin funksiyalarinin todqiqgi tisullar1 sads optimal
masalalorin hoallindo  on moshur {isullardir.Bu iisullarin istifado
sahasi, toramoalor tiglin ¢ox miirokkob olmayan, ham do analitik
ifado tapmaga imkan veron optimalliq meyarinin analitik ifadosi
mosalaloridir. Optimal masalonin ekstremal hallorini toyin edon
toromoalarin sifira barabarlosdirilmasi ilo alds edilan tonliklor nadir
hallarda analitik yolla hall edils bilar, ona géra do, bir gayda olaraq,
kompiiterlordon istifads olunur. Klassik analizin funksiyalarinin
oyronilmasi metodlarindan istifado etmoklo optimal masalonin
hallindos alava ¢atinliklar, onlarin tatbigi noticasinds alinan tonliklor
sisteminin optimalliq ti¢lin yalniz zaruri sortlori tomin etmosi ilo
olagodar yaranir.Buna goro do, bu sistemin biitiin hallori (vo
onlardan bir negasi ola bilor) kifayat godor yoxlanilmalidir. Bels bir
yoxlama naticasinds optimalliq meyarinin ekstremal giymatlorini
tayin etmoayan hallor avvalca atilir, sonra isa gqalan ekstremal hallor
arasindan mosalonin optimalliq sortlorino cavab veran hall, yani,
mosolonin qoyulusundan asili olaraq optimalliqg meyarinin on bdyiik
V5 Yya on ki¢ik qiymati segilir.

Sorbast doyisonlorin  doyisma oblastinda mohdudiyyatlor
oldugda todgiqat metodlar1 yalmiz gostorilon oblastda ekstremal
giymotlori tapmaq fgiin istifado edilo bilor. Bu, xiisusilo
doyisonlordo miimkiin  doyisikliklor diapazonunun sarhadinda
optimalliq meyarinin dayarlarinin tohlilinin ¢ox ¢atin oldugu ¢ox
sayda sorbast doyisonli (praktiki olaraq ikidon ¢ox) masalalora
aiddir.

Lagranj vuruglar iisulundan funksiyalarin todgiginds istifads
edilon onanovi tsullarla eyni miirakkablik daracasine, eyni
zamanda sarbast dayisonlar {igiin barabarlik tipli mahdudiyyatlora
malik masalalari hall etmok istifads edilir. Optimalliq meyarinin
toromoalori liglin analitik ifadolorin alimmasimin  miimkiinliiyi
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talabino slavs olaraq, mohdudiyyat tonliklorinin analitik formasi ilo
bagli oxsar talob olave olunur. Osason, Lagranj vuruglari iisulundan
istifado edorkon, mohdudiyyatsiz masalalords olan eyni mosalalor
hall edilir. Bu vaziyystdo boazi miirokkoblik yalniz slave geyri-
miiayyan amillorin tatbigi naticasinds yaranir, bunun naticasindo
optimalliq meyarinin ekstremalini tapmagq tigtin hall edilan tonliklor
sisteminin siras1 miivafiq olaraq moahdudiyyatlorin say1 ilo artir. Oks
halda, halli yollarinin  tapilmast vo onlarin optimalliginin
yoxlanilmasi  proseduru  masalonin - mohdudiyyatsiz  halli
proseduruna uygun galir.

Lagranj vuruglar1 paylanmis parametrlori olan obyektlor ti¢iin
optimallagdirma maosalalorini  vo  dinamik optimallagdirma
masalalarini hall etmok iiciin istifads edils bilor. Bu zaman optimali
tapmaq TUgiin sonlu tonliklor sistemini hall etmok ovazino,
diferensial tonliklor sistemini integrasiya etmok lazimdir. Qeyd
etmok lazimdir ki, Laqranj carpanlarindan yardimgi alot kimi
barabarlik tipli mahdudiyyatlori olan digar siniflarin masalalarinin
holli zamani, masalon, variasiyalarin hesablanmasinda vo xiisusi
metodlardan istifado etmoklo dinamik proqramlasdirmada istifado
olunur. Lagranj ¢arpanlarinin dinamik programlasdirma metodunda
istifadasi xiisusila effektivdir, burada onlarin kdmayi ilo bozan hall
olunan masalonin 6l¢iisiinii azaltmaq miimkiindiir.

Funksional formada olan borabarliklor kimi mohdudiyyatlor
oldugda, sorti masalodon sortsiz birina kegmoyo imkan veron
Lagranj wvuruglarindan istifads olunur. Variasiya tiisullarindan
istifado zaman1 on boyiik  ¢atinliklor barabarsizliklor soklindo
mohdudiyyatlarin oldugu masalalarin halli zamani yaranir.

Funksionallarin optimallagdirilmas1 masalalarinin halli {ig¢iin
birbasa tisullar diqqgato layigdir,adaton orijinal variasiya masalasini
geyri-Xatti programlagdirma masalasine g¢evirmays imkan verir va
onu hall etmoak bozon Eyler tonliklori tigiin sarhad masalasindan
daha asan olur.
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Variasiyalarin hesablanmasi tisullarindan adston optimalliq
meyarlariin funksionallar soklindo toqdim olundugu va halli
namolum funksiyalar olan masalalorin halli t¢iin istifado olunur.
Belo problemlar adoton paylanmis parametrlorlo proseslorin statik
optimallagdirilmasinda vo ya dinamik optimallagdirma masalo-
lorindos yaranir. Bu halda, variasiya tisullart optimal masalonin
hollini har biri inteqrasiya intervalinin hor iki ucunda miiayyan
edilmis sarhad sortlori olan ikinci daracali geyri-xotti diferensial
tonlik olan Eyler diferensial tonliklori sisteminin inteqrasiyasina
endirmays imkan verir. . Bu sistemin tonliklorinin say1 optimal
mosoalonin holli zamani miioyyan edilon namolum funksiyalarin
sayina barabardir. Hor bir funksiya ortaya ¢ixan sistemi inteqrasiya
etmoklo tapilir. Funksionalin ekstremumu {igiin zaruri sortlor kimi
Eyler tonliklori alinir. Buna goéros do, diferensial tonliklor sistemini
integrasiya etmoklo oldo edilon funksiyalar funksionalin
ekstremumuna gors yoxlanilmalidir.

2)Odadi tohlil funksiyalarmin todqiqi tsullari.Buraya Xotti
programlasdirma, maksimum prinsip,qeyri-xatti proqramlasdirma,
dinamik programlasdirma,hondasi proqramlasdirma daxildir.

Xotti programlasdirma masalalarini hall etmok tigtin kombi-
natorika, grafiklar va s. asaslanan bir sira effektiv tisullar mévcud-
dur: grafik tsul, simpleks tisulu Vo onun modifikasiyasi va s. Sim-
pleks metodunun modifikasiyasi hesablama vaxtin1 shomiyyatli
doracados azalda bilar, alqoritmi dayaq planlarinin degenerasiyasina
qarst geyri-hassas edo bilar, hall olunan problemlorin 6l¢isiini
artira bilor, blok masalalarini hall eda bilar va s. Bundan alava, Xatti
programlagdirma masalalarinin halli dsullarinin totbiq dairasini
genislondirmoys imkan veran yollar vo tisullar da movcuddur.
Masalan, bazi geyri-xatti masalalari Xoatti programlasdirma masale-
larini hall etmak tigiin istifads olunan iisullara gevrilo va hall edils
bilar.
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Xotti programlasdirma masalalari sinfindo doyisanlora tam
odad sortinin qoyuldugu tam ododli programlagdirma masalalori
mithiim rol oynayir. Bu, bir ¢ox hesablama obyektlarinin fiziki
boliinmazliyi ilo olagodardir. Burada tam ododlors sado yuvar-
laglagdirma komok etmir, ciinki, plan optimal olmaya bilor. Buna
gora do xiisusi hall alqoritmlarindan istifado etmok lazimdir ki,
onlardan an moghuru kasmo ideyasina asaslanan Qomori algoritm-
loridir. Tam adadlorin programlasdirilmasina maraq bir ¢ox qeyri-
Xatti geyri gabariq mosalalorinin olave tamliq tolobi ilo  Xotti
programlagdirma masalalorina gatirilmasi ilo baglidir. Tam odadli
programlasdirma nozariyyasi kombinator problemlorin halli {igiin
metodlarin islonib hazirlanmasinda da istifado olunur.

Maksimum prinsip diferensial tonliklor sistemlari ilo tosvir
olunan proseslorin optimallasdirilmast masalalarini hall etmok ti¢iin
istifado olunur. Maksimum prinsipin riyazi aparatinin tstiinliiyii
ondan ibaratdir ki, halli kasikli funksiyalar soklinds tayin etmok
olar; bu, bir ¢ox optimallagdirma mosoalolori tiglin xarakterikdir
(masoalon, xotti diferensial tonliklarlo tosvir olunan obyektlorin
optimal idara edilmasi masalalori). Maksimum prinsipdon istifados
etmoklo optimal hollin tapilmasi prosesin diferensial tonliklor
sisteminin inteqrasiyasina va inteqrasiya intervalinin har iki ucunda
verilmis sorhod sortlori altinda komokgi funksiyalar ti¢lin bitisik
sistemin inteqrasiyas1 masalasina gatirilir.

Dayisonlordoki doyisikliklor oblastina ~ mohdudiyyatlor
goyula bilor. Diferensial tonliklor sistemi rogomsal kompiiterlords
adi programlardan istifada etmokls integrasiya olunur.

Ogor optimallagdirma masalosindo mogsad funksiyast vo
mohdudiyyatlor davamli olaraq diferensiallana bilon qeyri-Xatti
skalyar funksiyalardirsa, onda qgeyri-xatti proqramlagdirma
problemi moévcuddur. Qeyri-Xatti proqramlasdirma masalalarinin
halli tigiin universal vo effektiv metod yoxdur. Ciinki, onlarin sinfi
kifayot godor genigdir. Buraya timumi halda oldugundan daha
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somoarali algoritmlor qurmaga imkan veron bu vo ya digor
spesifikliys malik olan ayri-ayr1 kateqoriya masalalor daxil edilir.
Qeyri-xatti programlasdirma masalolorine misal olaragq kvadrat,
kasr Xatti proqramlasdirma masalalorini va s. gdstormak olar.

Kvadrat proqramlasdirma mosalosindo magsad funksiyasi
ikinci daracadon goxhadlidir, mahdudiyyatlor sistemi isa xattidir.

Kasr-xatti programlagdirma masalasinds magsad funksiyasi
kasr-xatti funksiyadir, mohdudiyyatlor sistemi isa xatti olur.Bazi
hallarda problemlorin ilkin parametrlori miioyyon hiidudlarda
doyisa bilor, onlarin halli ii¢lin parametrik proqramlagdirmadan
istifado edilir;

Dinamik programlasdirma diskret ¢coxmorhoalali proseslarin
optimallagdirilmasi masalalarinin halli ti¢iin effektiv tisul kimi ¢ix1s
edir, burada optimalliq meyar1 ayri-ayri morhoalalorin optimalliq
meyarlarinin slavs funksiyasi kimi miiayyan edilir.

Diskret proqramlagdirma riyazi proqramlagdirmanin bir
sahosidir ki, burada ekstremal masaloloro miimkiin dayarlorin
sonlu oblastinda doyisonlorin diskret olmasi sorti qoyulur.
Dayisonlorin  bozilorinin vo ya hamisinin tam ododli olmasi
mohdudiyyati qoyuldugu halda, diskret proqgramlasdirmanin xiisusi
hal1 olan tam odadli programlasdirma masalaloring kegilir.

Son zamanlar handasi proqramlagdirma tisulu da islanib
hazirlanmis vo miioyyan mosalalorin holli ii¢iin ugurla totbig
edilmisdir. Hondasi programlasdirma masalalori - verilmis iki
Olgiili vo ya {gOlgiilii sahado miioyyan obyektlorin on six
yerlosdirilmasi masaloloridir. Belo problemlara bazi mohsullarin
istehsali tiglin materialin kosilmasi masalalorinds vo s. rast golinir
.Bu moasalolor mévcud alqoritmloro asason lokal minimumlari
axtararkon variantlarin axtarigini azaltmaga istiqamatlonir.

Stoxastik Xatti programlasdirma masalalarinds  magsad
funksiyasinin ~ vo mohdudiyyat sortlorinin  omsallar1 tosadiifi
doyisonlordir. Belo halda mogsad funksiyasinin 6zii tosadiifi

35



komiyyata ¢evrilir vo barabarsizliklor kimi mohdudiyystlor yalniz
miioyyan ehtimalla tomin oluna bilor. Bu zaman bels tasirlori
nozara alaraq problemloarin 6ziiniin tortibini doyisdirmok va onlarin
halli tiglin tamamils yeni tisullar hazirlamaq lazimdir.

Cadval 3.1-do miixtalif ndv optimal masalalarin halli {igiin
hor bir tisuldan istifadonin effektivliyinin miiqayisali giymatlon-
dirilmasi asasinda miixtolif optimallasdirma tisullarinin totbigi
sahoalarinin xiisusiyyatlori verilmisdir.

Cadval 3.1. “Optimallasdirma iisullarimin tatbiqi sahalari

Prosesin tasviri novii Sonlu tanliklar Diferensial tanliklar
Dayisanlara Borabar- Borabar-
vissmare Yox Barabariik < yox | Boraborlik | oo
mahdudiyyatlarin tipi sizlik sizlik
Dayisanlarin sayi <3 >3 <3 >3 B[ >N |3(>x3| 3] >x3|3)|:3>3
Klassik tahlil Gsullar 1 2 4 4 4 | 4 3 4 4 4 4 4
Lagranj vuruglari - - 1 2 - - - - 2 3 - -
Variasiyalarin
- - - - - - 2 3 (2737 - -
hesablanmasi

Dinamik
S 1,5 35| 157|357 15| 35| 2 3 3 3 3 3
& | programlasdirma
c
‘_; Maksimum prinsip 25 | 15 2,5 25 | 25| 25 1 1 2 2 2 2
D
Xatti programlagdirma - - - 26 | 26 | 16 - - - - - -
Qeyri-xatti

programlasdirma

Handasi

28 | 28 | - - 128128 - | - - - - B
programlasdirma

Masalalorin tosnifati agagidaki meyarlara goro aparilir:

1) Prosesin riyazi tosvirinin novii;

2) Proses dayigonlari tizro mohdudiyyatlorin tipi;

3) Dayisonlarin say1.Codvaldoki geydlor:

1. Usulun effektiv tatbigi.

2. Istifado olunur.

3. Miimkiin tatbig.

4. Komokgi tisul kimi istifado olunur.

5. Coxmarhalali proseslor (6l¢ii ayrica marhals tiglin gostarilir).
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6. Xotti optimalliq meyarlar1 vo Xotti mohdudiyyatlorlo bagh
masalalor.
7.Lagranj vuruqlarindan istifads olunur.
8. Movqe formasinda meyar vo mahdudiyyatlorlo bagli masalalor.
Bir qayda olaraq, istisnasiz olaraq praktikada yaranan biitiin
moasalalori hall etmak tigiin istifads edilo bilon har hansi bir tisulu
tovsiys etmok miimkiin deyil. Bozi iisullar bu baximdan daha
timumi, digarlari isa daha az imumidir. Nohayat, optimal masalonin
hollinin miiayyan marhalalorinds biitiin metodlar qrupu (klassik
analizin funksiyalarinin 6yranilmasi isullari, Laqranj carpanlart
metodu, geyri-Xatti programlasdirma metodlari) digar metodlarla,
mosalon, dinamik programlasdirma vo ya maksimum prinsip ilo
birlikds istifads edilo bilor. Onu da geyd edok ki, bazi metodlar
xiisusi olaraq hazirlanmis vo ya miioyyon tipli riyazi modellarlo
optimal masalalarin halli {i¢iin on uygundur.

OZUNU YOXLAMAQ UCUN SUALLAR VO TAPSIRIQLAR
Optimal masalalarin halli iigiin hanst tisullardan istifada olunur?
Lagranj vuruglart tisulunun timumi mahiyyatini izah edin.
Variasiyalarin hesablanmast tisullarindan  no zaman istifado
edilir?

Riyazi programlagdirmanin hansi tisullart mévcuddur?
Maksimum prinsip tisulundan na zaman istifada edilir?

Xatti programlagdirma programlasdirmanin mahiyyatini izah
edin.

Tam adadli xotti programlasdirmanin mahiyyatini izah edin.
Qeyri-xatti programlasdirma masalasinin mahiyyatini izah edin.
Kvadrat va kasr xatti programlasdirma masalasinin mahiyyatini
izah edin.

10. Handasi programlagdirma masalasinin mahiyyatini izah edin.
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IV FOSIL. XOTTI PROQRAMLASDIRMANIN RiYAZi
MODELI

4.1. Xotti proqramlasdirmanin miixtalif masalalori

Xatti programlasdirma riyazi programlagdirmanin an ¢ox inkisaf
etmis vo genis istifado olunan bolmasi olmagla (slavs olaraq bura
daxildir: tam, dinamik, geyri-Xatti, parametrik programlasdirma),
optimallagdirma masalalarini hall etmok figiin istifads edilan riyazi
bir texnikadir. Onun shamiyysti asagidakilarla izah olunur:
1)Cox sayda iqtisadi mosalalorin riyazi modellari talob olunan
doayisonlara gora Xatti olur;
2)Belo mosolalor hazirda on ¢ox Oyronilon masallordirdir. Xatti
programlagdirma masalalarinin halli ii¢iin xiisusi tisullar vo miivafiq
kompiiter proqramlari islonib hazirlanmisdir;

3) Xatti programlasdirma masalolori hall edildikdon sonra genis
totbiq tapdilar;

A)ilkin tortibdo xotti olmayan bozi mosslolor, bir sira olave
mohdudiyyatlar oslave edildikdon sonra xatti ola bilor vo ya Xatti
programlasdirma tisullar1 il hall oluna bilacok forma gatirilo bilor.

Xotti proqramlasdirma doyisonlora vo mohdudiyystlora riayat
etmoklo mogsad funksiyasini (maksimum vo ya minimum)
optimallasdirmaga caligir. Xotti proqramlasdirmanin totbiqi zamani
elo igtisadi masalalara baxilir ki, orada har hansi verilmis xatti
funksiya ti¢lin mimimum va yaxud maksimum giymatin miioyyan
edilmasi tolob olunur. Belo mosalalorin mochullari isa hor hansi
tonliklor vo yaxud xatti barabarsizliklar sistemindan, eyni zamanda
hom Xatti tonliklordan, ham do Xatti barabarsizliklor sistemindon
ibarat olan mohdudiyyat sortlorini 6dayirlor.

Torif 4.1. Mogsad funksiyasi
Z=F(X) = cyxq1 + c3x3 + -+ cpx, = max(min) (4.1)

mohdudyyat sartlori:
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A1 X1 + AipXp+... AinXy = b; 5 (i = 1, k) (4.2)
Ai1X1 + X+ Qinxpy < (2)b; (i =k +1,m) (4.3)

doayisonlarin moanfi olmamasi sorti:

X1,X, «.Xp =0 (4.4)

soklinda , yani, verilmis (4.2) vo (4.3) mohdudiyyat sortlori
daxilinds (4.1) magsad funksiyasinin maksimum (va ya minimum)
giymatinin toyin edilmosi mosalosi Xotti proqramlasdirmanin
imumi masalasi adlanir.
Burada:
x; - gorar doyisonlorini (j = 1,2,3, ....n);
Z = F(X) mogsad funksiyasini;
cj-mogsad funksiyasinda qorar dayisonlorinin omsallarmi (j =
1,2,3,....n);
a;j-mohdudiyyat sortlorinin sol torofindoki omsallarim (i =
1,2,3,...m, j=123,...n);
b; -mohdudiyyat sortlorinin sag torafindoki sarbast hoddlori
gostarir.

Qeyd etmok lazimdir ki, mohdudiyyat sortlorindoki  Xotti

mohdudiyyatlor  borabarsizliklor vo/yaxud xotti tonliklor (<, >
,=)saoklinds verilo bilor. Bununla bels, lazim galorss, har hansi
barabarsizliyin har iki torofini (-1) vurmagqla onlarin hamisini vahid
formaya gotirmok olar.
Xotti programlagdirma masalosinin holli onun biitiin optimal
planlarini tapmaq va ya onlarin yoxlugunu siibut etmoak demakdir.
Onu da geyd edok bir sira odobiyyatlarda Xatti mohdudiyyat
sortlorinin  xarakterindon asili olaraq belo masalalor Xatti
programlagdirmanin imumi, 2sas (kanonik) masalasi, standart
(simmetrik) masalasi adlar altinda verilir.

Asagidaki codvala asason Xxatti programlasdirma masalalarinin ti¢
asas formasinin xiisusuyyatlorini nozordon kegirak:
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Cadval 4.1. Xatti programlasdirma masalalorinin formalari

Modelin Xiisusuyyatlori
formasi
1 | Umumi Qarisiq mahdudiyyat sartlarina (borabarliklor
Vo boarabarsizliklar) malik olur.Burada biitiin
dayigonlar, dayisonlorin  manfi olmamasi
sartina tabe ola bilmaz.

2 | Osas Boraborlik soklindo mahdudiyyat sartlarina Vo
(kanonik) | manfi olmayan sorbast hoddloro malik
olur.Burada biitiin doyisonlor, doayisonlarin
moanfi olmamasi sortino tabedir.

n
Z =FX) =chxj - max
=1
Mohdudiyyat sartlori:
n
Z al-jxj = bi (l = 1,2, Tl)
j=1

xj =0 (G=12,.....n)
3 | Standart Xotti boraborsizliklor soklinds  mohdudiyyat
(simmetrik) sartloring, elaco do méveud dayisonlorin monfi
olmamasi sartino malik olur:

Z=F(X) = Z}lzl cjxj — max
Mohdudiyyat sartlori:

n

Z al-]-xj < bi (l = 1,2, n)

j=1

Xotti programlasdirmanin miixtalif masalalori arasinda six alago
vardir va istonilon mosalonin  har birini miirokkob olmayan
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cevirmoalor vasitesilo  digerino- timumi, standart vo ya osas
masalaya gatirmak olar.
Xatti programlasdirma masalasinin asas (kanonik) formasina
kegmok ti¢lin lazimdir:
1. Borabarsizlik mohdudiyyatlarindan borabarlik
mohdudiyyatlarina kegmok;
2. Doayisonlorin monfi olmamasi sortino tabe olmayan
dayisonlari monfi olmayan dayisanlorlo avaz etmok.
Borabarsizliklorin baraborliys gevrilmasi asagidaki lemmaya
osaslanir:
i1 X1 + QX + - Qi Xy < b;
soklinda olan borabarsizlik
A1 X1 + QX+ .. AipnXp + Xpieq = b;
soklinds olan tonliys ekvivalentdir va
Xp+1 = 0.
Analoji olaraq
Qi1 X1 + AigXy + - AinXp 2 b;
soklinda olan boarabarsizlik
Qi1 X1 + AipXa+... QX — Xn41 = by
soklinds olan tonliys ekvivalentdir vo
Xpt1 = 0.

Beloliklo, “< » tipli xotti proqgramlagdirma masalasinin
barabarsizlik mahdudiyyatlori, onun sol tarafine slava geyri-monfi
doayison alave etmoklo barabarlik mohdudiyyatina ¢evrila bilar va
“>” tipli borabarsizlik mohdudiyyati onun sol tarafindan slavs
geyri-monfi doyison ¢ixmagqla barabarlik mahdudiyystino g¢evrila
bilor. Bu dayisonloras balans (slava) doyisonlor deyilir. Boaraborsizlik
mohdudiyyatlarini barabarlik mohdudiyyatlarina ¢evirarkan slave
geyri-monfi doyisonlorin say1 g¢evrilmis barabarsizliklorin sayma
borabordir.
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Belaliklo, agar adlar1 ¢okilon masalalardon har hansinin  halli
tisulu varsa, onda onun kémayi ilo Xatti programlagdirmanin har 3
mosoalasi da hall olunur. Bunun iigiin asagidakilar talob olunur:
1)Minimallagsma Xotti proqgramlasdirma masalasini maximallasma
Xatti programlasdirma masalosine (vo ya oksino)  g¢evirmok.
Mogsad funksiyasinin minimumlagdirilmast masalasini  onun
maksimumlasdirilmasi  mosalosine  ¢evirilmasi magsad
funksiyasini sadaco olaraq (-1) vurmagla hoyata kegirilir.

Yani, Xatti proqramlasdirma masalasinds magsad funksiyasi

L =cix1 + x5 + -+ cpx, = min
soklindadirss,

L = —L(x;,%y,X3,....X,) oldugunu nozoro alarag, mogsed
funksiyasini

L= —cix; — C3xy — *++ —CpX, = Max

soklinda yazmagq olar.
2)borabarsizlik sortlorindon  barabarliklor sortino (vo ya aksino)
kegmok;
3)Ogor istonilon x;, doyisoni ti¢lin monfi olmama sorti 6denmirss,
(yani x; <0 ) x, = — y, ovozlomasini aparmag. Burada 1y, =
0. ©Ogar x; doyisonin isarasi miiayyan deyilss, bu zaman , onu 2
monfi olmayan (miisbat) doyisonin forqi soklinds gdstarmok.

Standart mosalodon osas masaloys kecid olave xnyi =

1,2,.....,m doyisonlorinin totbigi ilo baglidir. Bunu asagidaki
niimuna ilo gostarak:
Masala 4.1. Tutaq ki, Xatti proqgramlasdirma mosalosi asagidaki
sokildadir:
Zmax = 2X1 + x5 + 5x3
X1 — 7x, +4x3 < 11
2x1+9x, —x3 =27
x, =0, x, =0, x3=0
Borabarsizliklarin birincisindo sol torof sag torafdon boyiik
deyil. Buna goro do, sol torofo har hansi monfi olmayan x,
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doyisanini olava etsak, bu barabarsizliyi boarabarliys gotirmak olar.
Eyni zamanda, ikinci barabarsizlikds sol torof sagdan kicik deyil.
Sol torofdon hor hanst manfi olmayan x5 doyisonini ¢ixmagqla,
borabarsizliyi  boraborliya  gotirmok olar. Beloliklo,  Xatti
programlagdirma masalosinin yeni bir formasini aliriq (2sas):
Zmax = 2x1 + x5 + 5x3
X1 — 7xy +4x3 + x4 =11
2%+ 9%, —x3 — x5 =7
x, =0, x, =0, x3 =0, x4 =0, x5 =0

Belaliklo, xotti programlasdirmanin (4.1)-(4.3) asas masalasini

asagidaki sokildo ifado etmok miimkiindiir:
X1, X2,X3 wer eue e X, mMmochullarmin monfi olmayan (miisboat) elo
giymatlarini miioyyoan etmok lazimdir ki, homin giymatlor (4.2)
mohdudiyyat sortlorini 6dasinlor va (4.1) mogsad funksiyasina
maksimum vo yaxud minimum giymat versinlar.

Torif 4.2, x1 X X3 v v v X,  Mmochullarinin monfi olmayan
(misbat) Vo (4.2) mohdudiyyat sortlorini 6dayan qiymatlarina
mosalonin miimkiin halli vo yaxud miimkiin plani deyilir.

Torif 4.3. x1 X, X3 v v o X,  Mmochullarinin monfi olmayan
(misbat), (4.2) mohdudiyyat sortlorini 6doyan va (4.1) moagsad
funksiyasina maksimum Vvo yaxud minimum  giymat veran
kamiyyatlarina  masalonin optimal hoalli vo yaxud optimal plan
deyilir.

Demali, xatti programlagdirmanin asas masalasinin halli dedikds
moasalonin optimal hallinin vo yaxud optimal planinin tapilmasi
nazards tutulur.

4.2. Xatti proqramlasdirmanin 23sas moasalasinin
yazihs formalari

Xotti programlasdirmanin asas masalasi asagidaki yazilig
formalarina malikdir:
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1.Matris;
2.Vektor;
3. Com isarasindan istifado olunmagla.
Modelin matris soklinds tosviri asagidak: kimidir:
Mogsad funksiyasi:
Max(voayamin)Z = CX

Mohdudyysat sartlori:
AX =D
Monfi olmama sorti: X > 0
Burada:
C = (¢1,C2,C3, ... Cy); - SOtIr matrisini;
X1
X2 . .
X = -stitun matrisini;
xn
all a12 an aln
a ayy ... a -
A={ 2t T2 2m % (4.2.) mohdudyyat sortlorinin
Am1 Az - Amp,
omsallarindan ibarat matrisi;
b,
b= b, -sorbast haddlordon ibarat olan siitun matrisinini
by
gostarir.

Modelin vektor soklinds tosviri asagidaki kimidir:
Mogsad funksiyast:
Max(vayamin)Z = CX
Mohdudyysat sartlori:
Aixq + Ayxy + Asxs .. . Ayxp =Db
Moanfi olmama sorti: X > 0
Burada:
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C=1(¢q,C3C3, 0 Cp); VO X = (XX3,X3, ... Xp); - SOtIF
vektirlarini, CX — iso onlarin skalyar hasilini;

aii aiz Ain
a a a
Al = 21 y Az = S S A3 = an ‘mahdudyygt
Am1 am2 Amn
sartlorindoki mohcullarin amsallarindan ibarat siitun-vektorlarina;
b,
b . .
b= 2 }--sarbost haddlordan ibarat olan siitun vektorunu
by,
gostorir.

Modelin com isarasindon istifado olunmagla tosviri asagidaki
Kimidir:
Magsad funksiyast:

n
Max(vayamin)Z = F(X) = Z CjX;
=1

Mohdudiyyat sartlori:

n

Z al-jxj (S; 2, :)bl

j=1

(i=123,...m)

Dayisanlorin manfi olmamasi sartlori
xi=0 j=123,..n
Indi iso Xotti programlagdirmanin masalalorini miixtalif yazilis
formalarinda ifads edok:

Masalo 4.2. Asagida verilmis xatti programlagsdirma masalasini
matris yazilis formasinda ifads edin:

Z = x; +3x, — 5x, - max
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{ X1+ 3x, +x3 <35 }
7x1 + 2x, — 5x, < 80

x120, xZZO, X320, X4,20
X1
X
Halli: Z=(1,3,0,5)" x; - max
X4
X1
(1310) X2 <(35)
7 20-5 X3 |~ \80
X4
X1
X2
X3 >0
X4

Masala 4.3. Asagidaki xotti proqramlagdirma masalasini matris
formasinda ifads edin:
Z = —x; + 5x, — 8x, - max
—x1 + 3x3 + x4 < 25
{9x1 + 2x, — 5x3 < 70}

x120, x220, X320, X420
X1
] X2
Holli: Z=(-1,5,0,—8) - X - max
X4
X1
(—1 30 1)_ X2 < (25)
9 2-50 X3 70
X4
X1
X2
X3 =0
X4
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Masala 4.4. Asagidaki matris formsinda verilmis Xatti program-
lagdirma masalasinin mogsad funksiyasini vo mohdudiyyat sortlo-

rini genis sokilds ifads edin:

X1
Z=(2,3,4)-<x2)—>max
X3

2 4 1\ /* 30\ /*1
(6 : 5) () < (zo> () =0
4 7 0/ \X3 70/ \X3
Hoalli: Z0 = 2x1 + 3x, + 4x3
2x1 +4x, + x3 < 30
{6x1 + 3x, + 5x3 < 20}
4x, +7x, <70
X1,X2,X3 =0
Masala 4.5. Asagidaki matris formsinda verilmis Xatti program-
lagdirma masalasinin mogsad funksiyasin1 vo mohdudiyyat sortlo-

rini genis sokilds ifads edin:

X1
Z = (2,5,4)-<xz) - max
X3

3 4 2\ /%1 50
(5 2 O)(xz)S (40)
4 0 1/ \X3 60

X1

(xz)ZO

X3

Hoalli: Z,,,,,, = 2x; + 5x, + 4x3
le + 2x2 <40

4.X'1 +x3 < 60

{le + 4x2 + ZX3 < 50}
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Masala 4.6.Asagidaki vektor formasinda verilmis Xatti progqram-
lagdirma mosalosinin - magsad funksiyasini vo mohdudiyyat
sortlorini genis sokilda ifads edin:

Z=(2,1,6)"(xq,x,x3) > max

2 3 1 130
(5) ) x1 + <—5> b xz + (O) ' x3 S (100)
1 0 1 70

(%1,x5,x3) =0
Holli: Z,, 4 = 2% + x5 + 6X3
2x1 + 3x, +x3 < 130
{ 5x; — 5x, <100 }
x1+x3 =70
X1,X2,X3 =0

4.3.Xatti programlasdirma masslasinin klassik niimunalari

Cox dayisanli vo mohdudiyyat tanliklori olan xatti programlasdirma
moasalalori kompiiter programlarinin komayi ils tez hall oluna bildiyi
tiglin bir ¢ox sahado miihiim totbiglori geyd etmok olar. Xatti prog-
ramlasdirma masalasinin asagidaki klassik niimunalori mévcuddur:

1. Istehsalin planlasdirilmasi va ehtiyatlardan optimal istifads
masalasi
Materiallarin optimal bigilmasi mosalasi
Pahriz mosalasi
Avadanliglarin optimal yiikklonmasi masalosi
5. Nogliyyat mosoalosi

Istehsalin planlasdirilmas: va ehtiyatlardan optimal istifada
masalasi. Istehsalin planlasdirilmasi vo ehtiyatlardan optimal isti-
fado masalolori har hnsi bir istehsal vahidi (miiassisa, sex, s6ba Vo
s.) lizro mohsul satisindan alda edacayi comi manfaatin maksimal
olmasi maqsadilo istehsal programini tartibi edon zaman meydana
GCIXIT.

Hwn
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Masalanin iimumi qoyulusu. Tutaq ki, miiossisods ehtiyatlari
by, by, .....bygiymatlori ilo mohdudlasan m név Ry, R,, ..... R,
xammaldan istifads etmoklo n adda G4, G, ... . G,, mahsul istehsal
olunur. Masalanin sartina uygun ilkin malumatlar Cadval 4.2.-do
gostorilmisdir:

Cadval 4.2. Masalanin ilkin malumatlari

Moahsul vahidinin )
. Ehtiyatlarin
Enhtivatl istehsalina sarf olunmus miadart

tyatiar xammalin hacmi 4

G, | Gy Gn
Rl a11 a12 ..... aln b1
R, a1 | Q2 aon b,
Rm am1 Amp | ooeeee Amn bn

Mohsul vahidinin satisindan
1 | €3 | e Cn
alda olunan manfaot

Burada:
a;j -ilo j-ci mohsul vahidinin istehsalina sorf olunmus i- ci ndv
xammalin hacmini;

¢cj- ilo j-ci mohsul vahidinin satisindan oldo edilon  monfaati
gostarir.

Verilmis sorto osason miiassiso iizra els bir istehsal programinin
tortib edilmasi talab olunur ki, onun mohsul satisindan olds etdiyi
comi moanfaat maksimal olsun.

Moasalonin riyazi modelini qurmagq ti¢iin, forz edok ki, miiossisa
x1 odad G, moahsulundan, x, adad G, mohsulundan, x,odod G,
mohsulundan istehsal edacokdir. Yani, miisssiso iizro istehsal
proqrami Xy Xz ... ... ... X, vektoru ilo ifada olunacaqdir.

Bu mohsullari istehsali {igiin tolob olunan 1-ci xammalin comi
miqdarin1 miioyyon edok:

A11X1 + Q12X+ A1pXy
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Miiossiso lizro 1-ci xammalin miqdar1 b; -0 barabor olmagla
mohdud saydadir. Ona gora do bu iqtisadi gostarici 1-ci xammalin
mohdud miqgdarindan ¢ox ola bilmaz, yani, burada

a11X1 + aax+. .. A Xn < by
sorti 6donmolidir.

Digor xammal novlori tizro do  uygun barabarsizliklori tortib

edorak, asagidaki mohdudiyyat sortlarini oldos eds bilorik:

a11X1 + X+ .. ApXn < by

Ay1X1 + ApXy + - AynXy < by

Am1X1 + QX + o QX < bn

X1 X2, e Xy doyisonlori miiossisado  istehsal olunacaq
Gy, Gy, ..... G, mohsullarinin miqdarimi gostardiklori ti¢iin, onlarin
giymati manfi ola bilmaz, yani

x, =0, x, =0, ... ,Xn =0

Miiassisada istehsal edilon G4, G, .....G, moahsullarinin
satisindan alds olunacaq comi monfootin
C1X1 + Cxy + oo+ Cpxy,
barabar oldugunu, moagsadin iss miiassisonin  comi manfaatinin
maksimum olmasini nazars alarag, magsad funksiyasini asagidaki
kimi yaza bilorik:
Z(X) = c1X1 + CaXp + = ..+ CpX,, = MaxX
Indi iso yuxaridaki mosalonin iqtisadi monasmi konkret
misal tizorinds izah edok.

Masala 4.7. Bir sirkotdo gildon kiipo vo giildan istehsal edilir.
Bir kiiponin istehsalina 2 saat vaxt va 5 kq gil, bir giildan istehsalina
iso 3 saat vaxt va 4 kq gil istifads edilir.Sirkat comi 50 saat vaxt va
130 kq gil ehtiyatina malikdir.Sirkatin bir odad kiiponin satisindan
50 manat , bir adad giildanin satisindan iso 60 manat manfaat alda
edir. Sirkat comi  moanfaatin maksimum olmasi magsadils istehsal
programini neca tortib etmolidir?
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Hoalli: Masalonin riyazi modelini qurmaq {igiin, forz edok Ki,
miiossiso x; adod kiips, x, adad giildan istehsal edacakdir. Yani,
sirkot {izro istehsal proqrami1 X = (x; x,) vektoru ilo ifade oluna-
caqdir. x4 adad kiipo, x, odad giildan istehsal istehsal etmak ticlin
tolob olunan comi vaxt sorfi 2x; + 3x,, gil sorfiisa 5x; + 4x, kq
toskil edir. Burada nozoros almaq lazimdir, vaxt sorfi 50 saati, gil
sorfi isa 130 kq asa bilmoz. Deyilonlori nazoro alaraq asagidaki
barabarsizliklor sistemini slds eds bilorik:

2x1 + 3x, <50

{le +4x, < 130}

X1 X, doyisonlori sirkotdo istehsal olunacaq kiipo vo giildanin
saymi gostardiklari tiglin, onlarin giymati monfi ola bilmaz, yani
x1 20, x, =0 sorti 6donmalidir.

Kiips satisindan 50x; manat, giildan satisindan 60x; manat
monfoat alinacagini nazars alaraq, sirkatin biitiin mahsul
satisindan alds edacayi comi manfaat ikimachullu funksiya
soklindoa ifads olunacaqdir. Istehsal edilon kiips va giildanin
satisindan alds olunacag comi manfoatin

50x; + 60x,
borabar oldugunu, magsadin isa sirkatin comi monfaatinin
maksimum olmasini1 nazars alarag, mogsad funksiyasini agagidaki
kimi yaza bilarik:
Z(x) = 50x; + 60x, — max
Belaliklo , masalonin magsad funksiyasi
Z(xX) = 50x; + 60x, — max
mohdudiyyat sortlori
2x1 + 3x, <50
{le +4x, < 130}
doyisonlorin manfi olmama sorti
x1 =20, x, >0 kimi olacaqdur.
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Masala 4.8. Sirket bir odad stulun istehsalina 5 kq taxta, 0.5 m?
dori, 100 qram yapisgan vo 10 adam-saat, bir odad stolun
istehsalina 400 kq taxta, 250 qram yapisqan vo 15 adam-saat sorf
edir. Sirket comi 5 kq taxta, 15 m? dori, 7,5 kq yapisqan vo 450
adam-saat ehtiyatina malikdir.Sirkatin bir adod stulun satisindan
50 manat , bir odad stolun satisindan iso 100 manat moanfoot oldo
edir. Sirkat comi  monfootin maksimum olmasi mogsadils istehsal
programini neca tartib etmolidir?

Verilmis malumatlar1 codvalds yazaq:

Ehtiyatlar Stul Stol Mohdudiyyat
Taxta (kq) 5 20 400

Dori (m?) 0,5 - 15

Yapisqan 100 250 7500

(qram)

Omok 10 15 450
xarclori(adam-

saat)

Monfaot 50 100

Hoalli: Masalonin riyazi modelini qurmaq tigiin, forz edok Ki,
miiassiso x; adod stul, x, odad stol istehsal edocokdir. Bu zaman
mosalonin mogsad funksiyasi
Z(x) = 50x; + 100x, — max

mohdudiyyat sortlori

5x; + 20x, < 400

0,5x; <15
100x; + 250x, < 7500

10x; + 15x, < 450

dayisonlarin manfi olmama sorti
xq1 =0, x, >0 kimi olacaqdir.
Materiallarin  optimal bic¢ilmasi masalasi. Malumdur Ki,

Sonaye miiassisalorine ¢ox vaxt standart dlciiloro malik materiallar
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(parga,domir, siiso, taxta vo s.) daxil olur v istehsalin miixtolif név
todartikloro olan zoruri tolabatlarini  6domok magsadilo  bu
materiallar bigilmolidir. Bu zaman miixtalif bigmo {isullarindan
istifado etmok miimkiindiir. Lakin bigmo tsullarmin istonilon
formasindan istifado etdikdo wuygun istehsal tullantilart amoalo
golir. Belo bir vaziyystdo materiallarin optimal bigilmasi masalasi
xiisusi ohomiyyat kosb edir. Beloki, elo texnoloji  bigma
tisullarindan istifado etmak lazimdir ki, materiallara gonast edilsin,
israfin hocmi azalsin,yani, istehsal tullantillari minimum olsun Vo
maksimal galir alds edilsin. Demali, mahsulun maya doyari diizgiin
bigilmadon asilidir.

Masalonin iimumi qoyulusu. Tuatq ki, standart olgtiyo malik
olan materialdan n noév Ty, T,,.....T, miixtolif todariiklor
hazirlamaq tolob olunur vo bunun i¢lin  m adda texnoloji
Ky, K, ..... Ky, bigmo iisullarindan istifado etmok miimkiindiir.
Mosalonin sortino uygun ilkin molumatlar  Coadval 4.3.-do
gostorilmisdir:

Cadval 4.3. Masalanin ilkin malumatlari

Material vahidindon ¢ixan | Material vahidindon
Bi¢mo tsullar todariiklorin normalari itkilorin doyaori
T; T, T,
K1 a11 a12 ..... aln kl
K, az1 | Q22 Qon k;
K, Am1 | A | oo Amn k,
Tadariik plani cq Cy | oo Cn -
Burada:

k; -1 bigmo tisulunun tatbiqi zamani material vahidindan itkilarin
dayarini;

a;j-ilo i bigma iisulunun totbiqi zamani material vahidindon ¢1xan
J ndv tadariikiin miqdarint ;
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¢j- j ndv todariik planmi gostarir.

Verilmis sorto asason miixtolif iisullarla bigilon materiallrin elo
bir miqdarlarini tapmag tolob olunur ki, biitin n6v todariiklarin
hazirlanmast ti¢lin plan tapsiriqlart yerina yetirilmis olsun vo
kosilmis material vahidindan itkilorin doyari minimum olsun.

Masalonin riyazi modelini qurmagq {iglin, forz edok ki, x; —lo
K; texnoloji tsulunu, x, — lo K, texnoloji tisulunu, x,,-lo K,
texnoloji tisulunu tatbiq etmoklo bigilmis materiallarin miqdarini
isaro edok. Bu zaman bitiin isullarla bicilon materiallardan
alimus itkilarin comi dayari
X1 X2, wever e Xmmachullarinin daxil oldugu mogsad funksiyast ilo
ifado olunur vas bu funksiya {igiin minimum qiymat axtarilir:
Z(X) = kqyxq + kyxy + - oo + kpx,, > min
Bu mohsullar istehsali Gigiin tolob olunan 1-ci xammalin
comi miqdarin1 miiayyan edok:
A11X1 + Az Xa+... Q1 Xm
1-ci nov tadariik T; tgiin asagidaki barabarlik sorti 6donmalidir.
A11X1 + A1 X+... Q1 X, = C1
Digor nov todariik tizro do asagidaki barabarlik sorti 6danilir
Vo asagidaki mahdudiyyat sortlarini oldos edo edilir:
A11X1 + A1 X+ .. QX = ¢4
A12X1 + A22X3 + " AmaXom = €2
A1nX1 + AopXy + - AppX;m = Cp
X1 Xy, ... Xpmuxtolf isullarla bigilon materiallarn  miqdarim
gostordiklari tigiin, onlarin qiymati manfi ola bilmaz, yani
x =20, x%,20,....,x,=0 (j=1,m)
Ogor masalanin hall edilmasi zaman1 alinmis  x; > 0 olarsa, bu o
demokdir ki, K; tisulla materiallarin bigilmasi itkilori minimum
olmasi baximindan daha sarfalidir.
Belolikla, bu masalonin igtisadi-riyazi modelini asagidaki
sokilda gostarmak olar:
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Moqsad funksiyasi
Z(X) = kyxq + kyxg + -+ . + kpx,, > min

mohdudiyyat sortlori

A11X1 + Az X+... Q1 Xy, = €1

A12X1 + QX + - AmaXm = C

A1nX1 t AanXo +  AmpXon = Cp

dayisonlarin manfi olmama sartlori
=0 (=1m)

Pahriz masalasi.Pohriz mosolosindo  heyvanlarin baslsnmasi
ticiin miioyyan tibbi talablori 6dayan an ganastcil (an ucuz) pshriz
tortib edilir.

Masoslanin iimumi qoyulusu. Forz edok ki, heyvanlarin baslon-
mosi tiglin onlarin hor birinin  Q4, Qy, ..... @, qidali maddalora
(vitaminlor, ziilallar, karbohidratlar va s.) olan giinliik tolabatlari
lazimi soviyyado 6donilmalidir. Bu tolobatlarin 6donilmasi  isa
giymotlori molum olan Y., Y, .....Y, yemlorindon istifado
naticasinds miimkiindiir. Masalonin sartina uygun ilkin malumatlar
Codvoal 4.4.-do gostorilmisdir:

Cadval 4.4. Pahriz masalasi iizra ilkin malumatlar

Qidali maddalor 1 kilogram yemin torkibindo | Giinliik
olan qidali maddalorin miqdar1 | tolabat
Y Y, Y

Q1 i1 A1z | - Ain kq

Q2 az1 azz Qa2n ks

Qm Am1 Az | e Amn ky

1 kilogram yemin giymoti | p; P2 | e Pn -

(man.)
Burada:

k; - giinlik yemlomads i nov qidali maddoys tolabatt;
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a;j -ilo j yeminin 1 kilograminda olan i ndv gidali maddonin
miqdarin;
p;- j ndv yemin 1 kilograminin doyarini gostarir.

Verilmis sorto asason miixtalif tisullarla bigilon materiallrin elo
bir migdarlarin1 tapmagq talab olunur ki, biitin név todariiklarin
hazirlanmast {i¢lin plan tapsiriqlart yerino yetirilmis olsun vo
kosilmis material vahidindan itkilorin doyari minimum olsun.

Bu moasalada verilmis sartlora asason giinlilk yem rasionu vo
yemin miqdarimi ele toyin etmok lazimdir ki, heyvanlarin qidah
maddalars tolabatlari tam 6danilsin va bu yemlar {igiin xarclor az (
minimal) olsun.

Moasalonin riyazi modelini qurmaq tgiin, x; —lo Y; yeminin
, X, — lo Y, yeminin, x,-lo Y, yeminin miqdarini isars edok. Bu
zaman giinliik yem rasionunda istifads olunan biitiin yemlarin comi
doyari X1X2, e enene X, Machullarinin  daxil oldugu maqsad
funksiyasi ilo ifads olunur va bu funksiya {i¢lin minimum qiymat
axtarilir:
Z(X) = p1X1 + paxy + oo+ PrX, > MIn
Nozaro almaq lazimdir ki, istifads edilon yemlordoki har bir
qidali maddslorin miqdar1 rasionda miioyyon edilmis tolabatdan az
miqgdarda ola bilmaz. Bu sortin 6donilmasi noticasinds asagidaki
mahdudiyyat sartlori alds edilir:
a11X1 + apx+. . Ay = Ky
Ap1X1 + AppXy + - Xy = k)
Am1X1 + AmaXy + - AnXn = ky
X1 Xp, ... Xyyemlorin miqdarini gostordiklori iiglin, onlarin giymati
monfi ola bilmaz, yani
x, =0, x, =0, ... ... X, =0 (j=1,n)

Ogor masalonin hall edilmasi zamani alinmis  x; > 0 olarsa, bu

0 demokdir ki, giinliik yemlomoda Y; yemindon istifads edilmasi,
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yemloarinin comi doayarinin azaldilmasi baximindan
moaqsadoauygundur.
Belolikla, bu masalonin igtisadi-riyazi modelini asagidaki sokildo
gostarmok olar:
Mogsad funksiyasi
Z(X) = p1X1 + paxy + o+ DXy, > Min
mohdudiyyat sortlori

ag1x1 + apx+. . axy = ke
az1X1 + ayyXy + - AornXn > kz
Am1X1 + AmaXp + - AnXn = ky
doyisonlorin manfi olmama sartlori
x;i=0 (=1,n)

Avadanhqlarin optimal yiiklanmasi masalasi. Kifayat godar sort
rogabati tomin edon miiasir sorait nainki hor bir saho vo ya 6lko
miqyasinda, hom do global miqyasda istehsal miiassisalorinin
qarsisinda miiayyan taloblari qoyur:

* 0z mohsullarina daim artan hacmds Vo ¢esiddo toalobatin
odonilmosi;

» mohsul va xidmatlor {izro sifarislorin catdirilma middatlorinin
azaldilmasi;

» mohsullarin istehsali vo Xidmatlorin gostarilmasi iigiin xarclorin
azaldilmasi;

» mohsul vo xidmatlorin maya doyarinin asagi salinmasi, yerli
istehsalgilarin ragabot gabiliyyatinin artirilmast.

Miiassisalor ham texniki xiisusiyyatlorina, ham do maya dayarins
g0ro ragabatodavamli mohsul istehsal etmok yollarini axtarirlar. Vo
bu, istehsal faaliyystinin biitiin moarhalalorinda xarclarin shomiy-
yatli doracods azaldilmasini tolob edir.
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Hor bir miississads bu vo ya digor mohsulun istehsali zamani
qarsihiglt ovoz edilon avadanliqlardan istifado edilir vo bu
avadanliqlar nadir hallarda eynicinsli olurlar.Yoni, miiossisodo
moveud olan eyni név avadanliglar bels buraxilis illarine, asinma
daracasing va s. gora bir-birindan farglanirlor.Eyni zamanda har bir
avadanlhiqda miixtalif név mohsul istehsal edilir.Bununla barabar,
miioyyan dozgah vasitasilo bazi detallarin istehsalina nisbaton daha
az vaxt sorf edildiyi halda, onlarda digar detallarin istehsali sarfali
olmur. Belsliklo avadanhiglarin optimal yiiklonmasi, daha dogrusu
onlardan daha samarali sokilds istifads edilmasi mosalosi miithiim
praktiki shomiyyato malikdir.

Masalonin iimumi qoyulusu. Miiassisaya vaxt vo nomenklatura
tizro mohsul istehsali plani verilir: T vaxt middatinds py, po, ... . Pk
mohsullarindan nq,n,, .....n;, vahid istehsal etmoak talob olunur. .
Mohsullar S3,S,, .....S,, dozgahlarinda istehsal olunur. Har bir
dozgahin mohsuldarligi a;; (yani S;dozgahinda istehsal oluna bilon
mohsul vahidlorinin say1) vo vaxt vahidindo §; dozgahinda P;
mohsulu istehsalina b;; Xarclor malumdur.

Doazgahlarin iglomasi tigiin elo bir plan tortib etmok (yani mohsul
istehsalinm1 dozgahlar arasinda elo boliisdiirmok) lazimdir ki, biitiin
moahsullarin istehsali tigiin xarclar minimal olsun.

Moasalanin igtisadi- riyazi modelini tortib edok:

x;j —dozgahinin P; mohsullarmin istehsali ilo masgul olacag: vaxt
isaro edok (i=1,m; j=1,k). Hor bir dozgahi islomo miiddati
mohduddur va T-dan ¢ox deyil. Buna gors da:
X11 +xpt . x, =Ty

Xp1 +Xop + X, ST

Xm1 t Xmz + - Xmp = Ty
Nomenklatura {izro  planimi yerino yetirmok igiin asagidaki
barabarliklor tamin edilmalidir:
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a11X11 + 21Xt A1 Xmy =My
A12X12 + Az2X22 + " ApaXmz = Ny
A1xX1k T AoxXok T AmiXmk = Nk
Eyni zamanda
x;20 (i=1Lm;j=1k)
Biitiin mohsul istehsalina xarclor asaidaki moqsad funksiyasi ilo
funksiya ils ifads olunacaqdir:

m k
7 = szl]bl] — min

i=1j=1
Bu masalonin hallindo asas mogsad elo
X = (xll, xlz, e .xmk)

planin1 miioyyan etmokdon ibarotdir ki, yuxaridaki mohdudiyyat
sortlari vo dayisanlorin monfi olmamasi sortlorini 6dasin vo verilmis
magsad funksiyast minimum qiymat alsin.

Nagliyyat masalasi movzu IX-da daha genis izah edilocokdir.

4.4. Xatti programlasdirma masalasinin handasi sarhi

Mohdudiyyatlar sistemi boarabarsizliklor soklinds toyin olunan
asas Xatti proqramlasdirma masalasini nozardan kegirak:
Moqsad funksiyasi
Z(X) = c1xq + Cax5 + oo+ cpxy = max(min) (4.10)
mohdudiyyat sortlori
ay1%1 + X+ . Fan X, + Xp1 < by
Az21%1 + AppX3 + -+ AypXp + Xpyp < by (4.11)
Am1X1 + QmaXy + o+ QnXn + Xpem < b
dayisonlarin manfi olmama sorti
X1,%;,....%n 2 0 (4.12)
ekstremumunu miiayyan edak.
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Forz edok ki, (4.11) mohdudiyyat sartlori ziddiyyatli deyildir,

yani onun an azi bir holli vardir. (4.11) mohdudiyyat sortlarinin
hor bir borabarsizliyi hondssi olaraq miistovinin tizorinds bir
yarimmiistovini verir vo  hamin yarimmiistovilor miistovidon
a1 X1 + aipX, = b;; (i = 1,m) sorhod diiz xotlori  vasitosilo
ayrilirlar.
(4.11) mohdudiyyat sortlori ziddiyyatli olmadigi {igiin miistovi
tizorindo bu yarmmmiistovilor x; > 0, x, = 0 yarimmiistovilarlo
kasismokla masalonin miimkiin hallor oblastin1 formalagdirir. Buna
eyni zamanda masalonin hoallor ¢coxbucaqlist da deyilir. Bir daha
xatirladaq ki, xatti programlagdirma mosalosinin miimkiin halli (vo
ya mimkiin plan) mohdudiyyatlor sistemini (4.11) vo moanfi
olmama sortlorini (4.12) tomin edon istonilon X = x4,x,  xy
hallidir. Masalonin miimkiin  hallarinin (planlarinin) macmusu
mimkiin hollor oblastin1 toskil edir.

Demoli, Xotti proqramlagdirma  masalasinin hondasi sarhi
dedikdo mosoalonin - miimkiin hollor oblastinda elo bir noqtonin
axtarisi basa dugilir ki, homin noéqtonin koordinatlar1 osas
mosalonin moagsad funksiyasina maksimum (mininimum) giymat
versinlor. Eyni zamanda c¢oxiizliiniin hor bir ndqtasinin
koordinatlar1 asas masalonin miimkiin hallori hesab olunur.

OZUNU YOXLAMAQ UCUN SUALLAR VO TAPSIRIQLAR
1.Xotti programlagdirmanin @imumi masalasi kanonik masalodon
na ilo forglonir?

2. Xotti programlagdirma masalosinin miimkiin vo optimal halli
dedikds ns basa diisiiliir?

3.0stonilon xotti programlasdirma mosolosini osas mosalayo
gatirmak ti¢lin no etmok lazimdir?

4. Xotti programlasdirma mosalosinin miixtolif yazilis formalar
hansi xiisusiyyatlora malikdir?
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5. Xotti programlasdirma masalasinin hansi klassik niimunslori
movcuddur?
6. Asagidaki xotti programlagdirma maSalosini matris formasinda
ifads edin:
Z = xq + 5x, — 8x4, > max
X1 + 5x3 + x4 <50
{9x1 + 2x, — 5x3 < 70}
7. Asagidaki xotti programlagdirma masslosini matris formasinda
ifads edin:
Z = x1 + 3x, — 5x4 = max
2x1 + 3x, +x3 < 40
{7x1 + 2x, — 5x, < 80}
8.Asagidak1 xatti proqramlasdirma masalosini vektor formasinda
ifads edin:
Z = 2xq + 4x, — 5x4 > max
4x, + 7xy + x3 < 38
{7x1 + 5x, — 2x, < 70}
9. Sex iki nov yarimfabrikatdan istifado etmoklo iki név mohsul
istehsal edir. Istehsl edilon mohsul vahidino hor név yarimfab-
rikatlarin sorfi normalari, yarimfabrikatlarin imumi hacmi vo hor
bir mohsul vahidindon olds edilon monfastin hacmi asagidaki
cadvalds tagdim olunur:

Mohsul vahidinin istehsalina .
. . . Yarmnfabri-
Yarimfabrikatlar yarimfabrikatlarin sarfi normasi .
katlarm hacmi
M, M,
1 1 3 150
2 6 2 240
Moanfaat 10 35

Maksimum manfoati tamin edon istehsal planini miiayysn edin.
10. U¢ név (A, B, C) mohsulun istehsali ii¢iin ii¢ miixtolif ndv
xammal istifads olunur. Har bir xammal névii miivafiq olaraq 4; 5;
3-don ¢ox olmayan miqdarda istifads edilo bilor. Miioyyan bir név
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mohsul vahidina hor bir xammal néviiniin sorfi normasi, xammalin
hocmi va hor bir név moahsul vahidinin giymati asagidaki codvalda
gostorilmigdir:

Moahsul vahidino har bir xammal

. . e Xammalin
Xammalin novlari ndviiniin sarfi normasi hocmi
A B C
| 2 2 1 4
1 3 4 2 5
1 1 2 4 3
Mohsul vahidinin giymati 2 3 5

Maksimum monfooti tomin edon istehsal planini miioyyan edin.

11. ki ndv mohsul istehsali iizro ixtisaslasmis miiossiso 5600
1s saat1 vo 2100 kq xammal ehtiyatlarina malikdir. Birinci nov
mohsul istehsal etmak tigiin: 5 is saat1 vo 2 kq xammal, ikinci név
mohsul istehsali {igiin 8 is saat1 vo 3 kg xammal talab olunur. Birinci
nov mohsul vahidinin satisindan aldo edilon manfast 5,00 p.v.,
ikinci n6v mohsul vahidinin satisindan alds edilon manfaat iso 4,00
p.v-dir. Maksimum moanfaati tomin edacak istehsal plani qurun.

12.1ki avia xatta xidmat gdstormak iki tip toyyaradan istifada
edilo bilar. 25 birinci tip  va 30 ikinci tip toyyars vardir. 1-Ci
aviaxott 15 min, 2-cisi iso 20 min Sornigin dasimahidir. Asagidaki
codvalda bir tayyaranin istifadasi ilo bagli amaliyyat xarclori vo bir
toyyaronin miiayyon bir dovrdo dasiya bilocayi Sornisinlorin sayi

gostorilmisdir:
omoliyyat xarclori Sarniginlorin say1
Tayyaranin Aviaxatt L Aviaxatt
tipi 1 > Tayyaranin tipi 1 >
1 10 5 1 500 700
2 8 9 2 1000 | 1100

Umumi xorclorin minimal olmas {i¢iin toyyaralorin aviaxattlor
arasinda optimal yiiklonmasini miiayyanlosdirin.
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V FOSIL. XOTTi PROQRAMLASDIRMA MOSOLOSININ
HOLLI UCUN QRAFIK USULU

5.1. Qrafik iisulu ils iki dayisanli xatti progqramlasdirma
masalasinin halli

Xatti programlasdirma masalalarinin halli ti¢iin on sads va vizual
tisul grafik tisuludur. Qrafik tisulundan iki doyisonli standart vo ya
timumi formada verilmis xatti programlasdirma masalalorinin, eyni
zamanda mohdudiyyatlor sisteminin ranqt doyisonlorin sayindan iki
vahid az (n — r < 2) olan kanonik formada verilmis masalolarin
hallinds istifads edilir.

Qrafik tisul xotti progrmlasdirma masalosinin miimkiin hallor
oblastinin  vo mogsad funksiyasinin qrafik tasvirina vo onlar
arasinda optimal hollin tapilmasina oasaslanir

Xatti programlasdirmanin asas masalasinin grafik tisulu ila hall
etmak iicilin iki doyisonli Xxotti programlagdirma masalasini
nozardan kegirak: Tutaq ki, magsad funksiyasi

Z(X) = c1xq + c3x5, —> max (5.1)
mohdudiyyat sortlori
ai1X1 + a12x2 < by
{ e . } (5.2)
Am1X1 + ApoXe < by,
doyisonlorin manfi olmama sorti
X% =20, x,20 (5.3)
olan Xxotti programlagdirma mosalosinde x; =0, x, =0 elo
giymatlarini tapmagq tolob olunur ki, bu giymatlor mohdudiyyatlor
sistemini tomin etsin vo bunun noticasindo moagsad funksiyasi
maksimum giymat alsin.

Mohdudiyyatlar sistemi yalniz iki doayisondan ibarat oldugundan,
miimkiin hallor oblasti koordinat miistovisinda tosvir edilo bilar.
Owvalca birinci barabarsizliyi nozardon kegirok:
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ay1%; + Ag2%; < by
Bu Dborabarsizliyin - halli  xattin  bir torofindo  yerloson
yarimmiistovi olacaqdir. Bu yarimmiistavinin sarhadlari
ai1x1 + Q12X = by
tonliyi ilo toyin edilon diiz xottdir.
An1X1 + AmaXxe < by,
barabarsizliyi do handasi olaraq bir yarimmiistavini miiayyan edir.
Bu yarimmiistavinin sarhadlori
Am1X1 + AmaXz = by
tonliyi ilo toyin edilon diiz xattdir.

Mohdudiyyat  sisteminin ziddiyyatli olmadigi halda, bu

yarimmiistovilor koordinat miistovisi tizarinds
x1 = 0,x, = 0 yarimmistovilori ilo Kasisir vo  mosalonin
miimkiin hallor oblastini( goxlugunu) formalasdirir.

Miimkiin hallor oblasti homiss gabariq bir fiqurdur, yani,
asagidaki xiisusiyyoto malikdir: agor iki A vo B noqtasi bu fiqura
aiddirsa, onda biitiin AB xotti do ona aiddir.

Demoali,masalonin halli miimkiin hallor oblastinin (¢oxlugunun)
qurulmasi ilo baslayir. Bu zaman asagidaki hallar miimkiindiir:
1)Miimkiin hallar oblasti - bos goxlugdur. Bu halda mahdudiyyatlor
sisteminin ziddiyystli olmasina  gbro Xotti programlasdirma
mosalasinin optimal halli yoxdur.
2)Miimkiin hollor oblastt — yegano noqtadir. Onda Xatti
programlagdirma masalasinin yegans vo optimal hoalli vardir.
3)Miimkiin hallor oblasti - qabariq coxbucaqlidir. Bu halda,
mosalonin optimal hollini tapmaq tigiin ¢oxbucaqlinin biitiin tops
noqtalorinin  koordinatlarin1 tapmaq, biitiin tops ndqtalarinda
moagsad funksiyasinin giymatlarini hesablamaq va bu dayarlordon
on boyiiyiinii (Vo ya on kigiyini) segmok lazimdir. Uygun tops
noqtasinin koordinatlart masalonin optimal hallidir.

Optimal hallo uygun olan tops noqtasini birbasa qrafik olaraq
tapmaga imkan veron basqa bir iisul vardir.
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Tutaq Ki, co- har hansi bir adaddir. c;x; + cyx, = ¢ ilo tayin
edilon diiz xatt magsad funksiyasinin saviyys Xattidir. Bu xattin hor
bir noqtasinds moagsad funksiyasi ¢, —a barabar olan eyni giymati
alir. Vektor — magsad funksiyasinin qradiyenti
oL 0L
0%, 0,
saviyya Xatlorino perpendikulyardir vo bu funksiyanin on yiiksok
stiratlo artdigi istiqamati gostorir. Miimkiin hallor oblastindan kegoan
saviyya Xatlorindon ¢ vektoru istiqgamoatindo daha uzag segorok
(minimallasma halinda, oks istigamotda) moaqsad funksiyasinin
maksimum ( minimum) giymat aldig1 topa ndqtasini tayin etmok
olar.

Ekstremuma eyni anda iki bitisik topo noqtesinds catilirsa,
optimal hall bu ndqtalori birlosdiron kasiyin istonilon noqtasi
olacaqdir:

¢ = gradL(X) = (

KXopt = tXiopt + (1- t)XZOpt» te[0,1]

4)Miimkiin hallor oblasti — gabariq sarhadsiz oblastdir.
Bu halda, ekstremum magsad funksiyasinin geyri-mohdud olmasi
sobabindon maksimum masalada (yoni,Z(x) — +o0) yuxaridan,
minimum mosaloda (yani,Z(x) —» —o0) asagidan moveud olmaya
bilor vo ya miimkiin hallor oblastinin topa noqtalarinin birinds ola
bilor.

Qrafik metodun alqoritmi agsagidaki kimidir:
1)Miimkiin hallor oblastin1 qurmag;
2)Mogsad funksiyasinin vektor-gradientini ¢ =(c4, c;)qurmag;
3)Miimkiin hallor oblastindan kegon ¢ vektoruna perpendikulyar
saviyya Xatlarini qurmag;
4) Mimkiin hollor oblastindan kegon va ¢ =(cq,c,) vektoru
istigamatinds on uzagq ( minimum mosalodo ¢  vektoruna oks
istigamatdo) olan soviyys Xottini segmok. Onun kecdiyi sahanin
topa noqtalorini miiayyanlogsdirmak va onlarin koordinatlarinin
tapmag;
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5)Ekstremum néqtalarinin koordinatlarini vo bu noqtalords magsad
funksiyasinin giymatini tapmag.

Xotti programlagdirma masalasinin - miimkiin hallor oblastini
taparkon asagidaki codvolda gostarilon dord vaziyystdon biri bas
vera bilar:

Masala 5.1. Mohdudiyyat sortlori

2x1 +x, 210
X1 +x, <15
X1 —3x, < =2
3x1 — 2x, =2 —10
x; =0, x, =20 olan
Z(X) = 3x1 + 4x,
mogsad funksiyasinin on kigik  (minimum)va on bdyiik
(maksimum) giymatlorini miioyyan edin:
Hoalli:
1)ilk névboada miimkiin hallor oblastin1 quraq. Bu, ABDE qabariq
dordbucaqlidir (sokil 5.1).

- F
X2

15 (4)

Sakil 5.1 Miimkiin hallar oblasti
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2) € (3;4) vektorunu vs ona perpendikulyar olan oblastdan kegon
saviyya xatlarini qurag.
3) Sokil 5.1-don aydin olur ki, gradiyent istiqgamatinds an uzaq topa
noqtasi D noqtasidir, ¢linki ondan an uzaq [, Saviyys Xatti kegir.
Naticada, D noqtasindo moagsad funksiyast an boyiik qiymati alir,
yoni Lya,(X) = L(D)
On yaxin [ Saviyys Xatti A topa ndqtasindan kegir , buna gora do
funksiya an kigik qiymati A noqtasinds alir, yani, L, (X) = L(A)

A Vs D noqtalorinin koordinatlarini tapmaq {igiin bu noqtalarin
kosigsmosinda yerlosdiyi xatlorin tonliklor sistemini hall etmok
lazzmdir. A n6qtasi birinci va tigiincii xatlorin kasismasinds yerlosir.
Bu xatlorin tonliklorindan ibarat sistemi hall edok:

2x1 +x, =10
{xl —3x, = —2}

Buradan X,,,;,,(4; 2) Vo Zpin(X) = 3-4+ 4 -2 = 20 oldugunu
alariq.

A noqtasi ikinci va dordiincti Xatlorin kasismasinds yerlosir. Bu
xatlorin tonliklorindan ibarat sistemi hall edak:

X1 +x, =15
{Bxl —2x, = —10}

Buradan X4, (4;11), Z;a(X) =3 -4 + 4 - 11 = 56 oldugunu
alarq.

Masala 5.2. Mohdudiyyat sortlori
X, +2x, <21
5x; —11x, <0
X1 +3x, =15
X1 — X, = —6
x1 =0, x, >0 olan
Z(X) = 2x1 + 4x,
mogsad funksiyasinin on bdyiik (maksimum) giymatini miioyyon
edin:
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Hoalli:
1)Biz miimkiin hollor oblastini quragq. Bu, ABDEK qabariq
besbucaqlidir (sokil 5.2).

[2 A (4)
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Sokil 5.2. Miimkiin hallor oblasti

2) ¢ (2;4) vektorunu va ona perpendikulyar olan oblastdan kegan
) I saviyya Xattini qurag.
3)Bu halda saviyys xatlori A vo B néqtalorindon kegon diiz xotto
paraleldir. Magsad funksiyasi AB seqmentinin istonilon néqgtasinds
on boyik qiymoti alir (alternativ optimal voziyyst). A vo B
noqtalarinin koordinatlarini tapagq.
A ndqtasi birinci va dordiincii xatlarin kasismasinds yerlosir.
Bu Xatlorin tonliklorindan ibarat sistemi hall edak:
x, +2x, =21
{ X;—X; = —6 }
Buradan  x; =3,x, =9 A(3;9), X10pt = (3;9)
ZmaxX) = Z(Xlopt) =2-94+4-9 =42 oldugunu alariq.
B ndqtasi birinci va ikinci xatlarin kasismasinds yerlosir.
Bu xatlorin tonliklorindan ibarat sistemi hall edok:
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X, +2x, =21
{le —11x, = 0}
Buradan
x; =11; x, =5; B(11,5); Xpope = (11;5) vo
Zimax(X) = Z(Xgopt) =211+ 4-5 =42
oldugunu alariq.
Maqsad funksiyast AB intervalinin istanilon noqtasinds an boyiik
giymati aldigi iiglin
Xopt = tX1opt + (1- t)XZOpt' te[0,1]
Vo yaxud
Xope = (t-3+ (1 =)+ 11; t-9+ (1 —£)-5) = (11 — 8t; 5 + 4¢).

5.2.Kanonik sakilda verilmis xatti proqramlasdima
masalasinin qrafik iisulu ila halli

Mohdudiyyatlor sistemi n machul vo m xatti asili olmayan
tonlikdoan ibarst olan kanonik xotti programlasdirma masalasini  (
ogor n —m = 2 olarsa ) grafik iisulundan istifade etmoklo hall
etmok olar. Bu mogsadlo onu asagidaki gaydada iki machullu
standart moasaloys ¢evirmok lazimdir.

Forz edok ki, mohdudiyyat sortlori
ai1%1 + Q12X +.. Ay n-1Xn—1 + A1nXn = by
(5.4)
Am1X1 + AmaXz+.. Amn-1Xn-1 + AmnXn = by
doayisonlarin manfi olmama sorti
xi=20;j=1,n; n—m=2 olan

Z(X) = c1x1 + Cax5 + - ... + Ccpxy = max(min)
moagsad funksiyasinin optimal qiymatinin tapilmasi talab olunur.

Jordan-Qauss tisulundan istifado edorok (5.4) sistemini x; +
Xy + .+ xp  9sashi m tonliklor sistemine vo x4 = xp_1 VO
Xm42 = X, Sorbost mochullara  ¢evirok. Bu zaman (5.4)
mohdudyyatlor sistemi asagidaki sokil alar:
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X1+ @1n-1Xn-1+ @1nXn = by
(5.5)
Xm T @mn-1Xn-1 T @mnXn = b'm
X2 0;j=1n;
(5.5) doyisdirilmis mahdudiyyat sisteminin tonliklarindan istifados
edorok, magsad funksiyasini Z(x) yalniz x,,_4, x,, Sarbast machullar
baximindan ifads edirik. Biitiin asas (bazis) machullarin x; = 0;j =
1,n  oldugunu nozoro alaraq, onlar1 atiriq vo boraborsizliklorlo
ifads olunan standart masalonin mohdudiyyatlar sistemins kegirik.
Belaliklo, iki machullu standart Xotti  programlasdirma
masalasini alds edirik:Bu zaman, mogsad funksiyast
Z(X) =C'n—1Xn—1 + C'nxy— mMax(min) (5.6.)
mohdudiyyat sortlori
@1n-1Xn-1 + @1nXn < by
(5.7.)
@’mn-1%¥n-1 + @' mnXn = b'm
Xp—1 = 0; x, =0 olan
Xatti programlasdirma masalasinin  optimal giymotini tapmag
lazimdir.
Cevrilmis (5.6) — (5.7) Xatti programlagdirma mosalasi x,,_1, X,
olmagla iki mochuldan ibarstdir. Onu grafik dsulu ilo hall
edorok,x,,_; Vo x, mochullarinin optimal giymotlorini tapiriq, sonra
onlar1 (5.5) sistemina goyaraq, qalan x;, x5, ....x,, Mmachullarinin
optimal giymatlorini asanligla tapa bilarik.
Qeyd: Qrafik metod sados, intuitivdir, tez vo asanligla cavab almaga
imkan verir, lakin praktiki igtisadi masalalorin halli tigiin uygun
deyil, ¢iinki komiyystlorin iqgtisadi monasini miioyyan etmayo
imkan vermir. Eyni zamanda n — m # 2 {iglin uygun deyil.
Masala 5.3. Magsad funksiyasi
Z(X) = 5x; + 3x, + x3 — x4 + x5 » max
mohdudiyyat sartlori
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—2x1 +4x, + x4 =10
7x1 — 5x, + x5 = 20
x; >0, j=15 olan
kanonik masalani standart masalays gevirin.
Halli: Osas dayisonlori sarbast olanlarla ifads edok:
{x3 = —32+45x; + 4x2}

{59(1"‘4‘9(2 _X3=32}

X, =10 4+ 2x; — 4x,
x5 = 20 — 7x; + 5x,

Osas dayisonlari magsad funksiyasindan ¢ixaraq vo bunun tigiin
mogsad funksiyasinda oasas doyisonlorin yerina sarbast doyisonlor
vasitasilo onlarin ifadalorini qoysaq asagidakilari alariq:

Z(X) =5x; + 3x, + (=32 4+ 5x; + 4x,) — (10 + 2x; — 4x5,)
+ (20 — 7x; +5x,) = =22 + x; + 16x,
x3 20, x4 = 0, x5 = 0 oldugunu nazars alaraq asagidaki
borabarsizliklor sistemini alariq:
X3 =—32+5x;+4x, =20
{ x4 =10+ 2x; —4x, =0 }Vaya
x5 =20— 7x; +5x, =20

2x, — 4x, = —10

— 7x, + 5x, > —20
[lkin kanonik masalo qrafik iisulu ilo hall edila bilon asagidaki
yeni bir standart masaloya ¢evrildi:
Mogsad funksiyasi

Z(X) =—-22+ x; + 16x, > max

mohdudiyyat sortlori

{ Sx; + 4x, > 32 }

{ 5x; + 4x, = 32 }

2x1 — 4x, =2 —10
—7x1 +4x, = -20
doayisonlarin manfi olmama sorti
x1=20,x, = 0.
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Masala 5.4 Magsad funksiyasi
Z(X) =3x; + 2x, + x3 > max
mohdudiyyat sortlori

X1 +x3=4
2x1 + 2x, <14
dayisonlarin manfi olmama sorti
X1 =20,x,=>20,x3=0
olan Xotti programlagdirma masalasini qrafik tisulu ila hall edin:
Halli: Bu ti¢ doyisonli bir mosaladir. Kanonik formada sarbost
doyisonlarin say1 ikidon ¢ox olmadigi halda, o grafik Gisulu ilo hall
edilo bilar.
Moasaloni kanonik formaya g¢evirok. Bunun tigiin 2-ci tanlikdan x5
osas dayisonini x; =4 — x; ilo ifads edirik vo onun giymatini
magsad funksiyasinda yerina goyurudg:
Z(X)=3x1+ 2x,+ (4 —x;) = 2x; + 2x, + 4 > max
x3 = 0 sortindon
4—x,=20 voyax; <4.
Uygun olaraq Xatti programlasdirma masalosi asagidaki sakil
alacaqdir:
Mogsad funksiyasi
Z(X) =2x; + 2x, +4 - max
mohdudiyyat sartlori

{x1+2x2 SlZ}

X1 <4
2x1 + 2x, <14
dayisonlarin manfi olmama sorti
x1=0,x, =0.
Yeni yaranmis masoloni adi grafik tisulundan istifado edorok
hall edak.
[lkin olaraq mosalonin miimkiin hollor oblastim quraq. Bunun
ticlin ayri-ayrt mahdudiyyat sartlorinin miimkiin hallor oblastlarinin

{x1+2x2 SlZ}
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kasigsmasini miioyyanlosdirmak lazimdir. x; = 0, x, = 0 sortlori
diizbucaqli koordinat sistemindo ordinat oxunun uygun olaraq sag
Vo yuxari tarafini amolo gotirdiyindon onlarin kasismasi koordinat
sisteminin  birinci kvadrantina diisiir vo mosalonin sartlori
ziddiyyatli olmadig halda, onun halli koordinat sisteminin birinci
kvadrantindadir. Oxq,x, miistavisinda tonliklori mohdudiyyatlor
sistemindo barabarsizlik isarslorini  barabarlik isaralori ilo avoz
etmok noticasinds alinan diiz xatlor qururug:

x, =4 x, =4 — 1, diiz xatti

x x 3 -
X+ 2x, =12 o & =1- Ldiz xatti
2%, + 2%, = 14 +32 =1~ Iy diiz xotti

X1
7

Hor bir diiz xatto nisbaton ilkin barabarsizliklors uygun olan
yarim miistavini toyin edirik (sokil 5.3):
X1+ 2x, <12
X, <4 }
2x1 +2x, <14

s 7>\ 12
%
1y
\ Zmzx

Sakil 5.3. Miimkiin hallor oblast1
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Mogsad funksiyasinin vektor-gradientini ¢ =(2; 2) qurag. Ona
perpendikulyar olaraq Z(X) =2x1+ 2x, + 4 =
const Xottlorindon birini quracagiq. Masalon, x; =x, =1
oldugu halda Z(X) = 8 olur vs bu diiz xott

2x1 + 2x, = 14
diiz xottino paraleldir. Yaranan diiz xatti ¢ vektoru istigamatinda
paralel olaraq D miimkiin hoallorin oblasti ilo kasismonin son
noqtasing gadar paralel siirtisdiirok. Bizim misalda Z,,,, diiz xatti
[; diiz xatti ilo tist-listo diisiir.

Belolikla, X ekstremumunun baglangic noqtalori [Xlopt' XZopt]
parcasinin biitlin noqtalori olacaqdir.

Xiopt Vo Xzop: koordinatlarmi gokil 5.5.-don miioyyon etmok
miimkiindiir: X 4,¢(2; 5), X20p¢ (4; 3).Lakin ilkin  mosalo iig
doayisonli oldugu tiglin X5 tapilmalidir. Bunun ii¢lin X; dayisoninin
giymatini 2-ci mohdudiyyatds yerins yazaq:
X10pt(2;5) oldugu halda:
Xy 2 4—x =4—2=2- X;0p0(2; 5 2);
X20pt (45 3) oldugu halda:
X324—x;=4—4=0- Xp0p(43;0).

Istenilon X optimal hallini analitik sokilde yazmagq tigiin X1,
Vo X;,p¢ dayaq hollorinin gabariq xatti kombinasiyasini tortib etmok
lazimdar:

Xopt = tXlopt + (1 - t)XZOpt’ te[0,1]
Xopt =t(2;5;2) + (1 —t)(4;3;0)
=Q2t+(1-t)45t+1—-1t)3;2t+ (1 —-1)0)
= (=2t +4; 2t + 3;2¢t)
Z(X) = Zymax X1opt =32+ 2:5+ 12 = Z4 Xp0pt
=3-442-34+1-0=18
Masala 5.5.
Mohdudiyyat sartlori
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{3x1 —xp =212
X, < 4
4 2x1 +x, <16 ¥
| —x; +2x, =21
X1 — X =3 )
doayisonlorin manfi olmama sorti
x120,x2>20,x3=0
olan Z(X) = 4x; + 5x, funksiyasinin maksimum qiymatini
mioyyan edin:
Halli: Ilkin olaraqg masalonin miimkiin hoallor oblastin1 qurag:

e |
=L (11

™~ O\

Sakil 5.4. Miimkiin hallor oblasti

Sakil 5.4-don miimkiin hallor oblastinin bos ¢oxluq oldugunu
gortirtiuk. Moahdudiyyatlor sortlorinin uygunsuzlugu sobabindon
masalonin halli yoxdur.

OZUNU YOXLAMAQ UCUN SUALLAR VO TAPSIRIQLAR
1.Asagidaki xatti programlagdirma masalosini qrafik tisulu ils hall
edin:

f(x) =4x; + 3x, - max
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X1+ 2x, =4
2x; +2x, =3
5x; + 3x, < 32
4xy + 7x, < 27
X1,%X3 =0
2.Asagidaki xotti programlagdirma mosslasini qrafik tisulu ils hall
edin:
f(x) = 3x; + 4x, - max
(—2x1 +4x, < 1
l 4x, + 6x, < 12|
4 6x1 +3x, <9 $
l2x1+x2 > 1,6J
2x1 —4x, =2
xX1,%X =0
3.Asagidaki xatti proqramlagdirma masalasini grafik tisulu ils hall
edin:
f(x) = 1,4xy + 2x, - max
( X1 +x, <4 1
4x, + 2%, > 4
42,3x1 +5x, > 4&
l x, <3 J
X, <3
X1, %X =0
4.Asagidaki xatti programlasdirma mosalasini grafik tisulu ils hall
edin:
f(x) = 3,5x; — 3x, » max
X1 —4x, <4
31 +2x, <6
—x1+x, =21
X1 +2x, <3
X1,%X3 =0
5.Asagidak1 xatti programlasdirma mosalasini qrafik tisulu ils hall
edin:
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f(x) =2,7x; — 3,6x, » min
3x1 +2x, =4
{xl —0,5%, < 2}
x; +2,5x, <5
X1, %Xy =0
6.Asagidak1 xatti programlasdirma mosalasini grafik tisulu ila hall
edin:
f(x) =—-2,3x; —x, > min
2xq + 4x, <15
4x, + 2x, <8
x1+3x, =29
6x; + 5x, = 30
7.Asagidaki xatti programlasdirma mosalasini grafik tisulu ila hall
edin:
f(x) = 3x; + x, » max
—-1.6x; +x, =219
{ 2,2x1 + 3x, < 15 }
—2x1+x;, <4
X1,%; =0
8.Asagidak1 xatti programlasdirma masalasini grafik tisulu ils hall
edin:
f(x) = x; + x, > max
—4x; +x, < 2,5
2x; — 3x, < 3,89
2x1 +x, <87
6x; — 4x, < 4,56
X1,%; =0
9.Asagidaki xoatti proqramlagdirma mosalasini grafik tisulu il hall
edin:
f(x) = 5x; — 4x, » min
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3x; +2x, =26
2x1 —3x; = —4
X1 —x; <3
4x, +7x, = 14
X1, %X =0
10.Asagidaki xatti programlagdirma masalosini grafik tisulu ilo
hall edin:
f(x) = 5x; + 3x, » max
2x, +2x, =6
2xq — 2x, = —6
X1+ 2x, <4
4x, + 3x, =12
X1, %X =0
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VI FOSIL. XOTTi PROQRAMLASDIRMA MOSOLOSININ
HOLLiI UCUN SIMPLEKS USULU

6.1 Miithiim nazari malumatlar

Yuxarida qeyd edildiyi kimi, grafik tisuldan istifado yalniz iki
doyisonli Xotti programlagdirma masalolorinin  halli zamani
moagsaduygundur Daha ¢ox sayda doyisoni olan Xatti program-
lagdirma masalalarini  hall edarkan isa cobri aparatdan istifads
etmok lazimdir. Xotti programlagdirma masalarinin hollinin imumi
tisulu - planin ardicil sokilda tokmillagdirilmasi tisulu ilk dofs 1939-
cu ilds sovet riyaziyyat¢ist L.V. Kantorovi¢ tarafindon irali
stiriilmiigdiir. Sonradan, simpleks metodu adlanan oxsar tisul 1947-
ci ildo Amerika riyaziyyatgisi J. Danzig tarafindon hazirlanmigdir.
Bu iisullarin ideyast moagsadyonlii sokildo miimkiin hallor oblastinin
topalorini tapmaqdan ibaratdir.

Simpleks iisulu -bu, mogsad funksiyasi optimal qiymat (maksi-
mum va ya minimum) alana gadar Xotti programlagdirma mosSo-
lasinin bir bazis halldon digar bazis halls ardicil kegid tisuludur.

Xatti proqramlagdirma moasalalarinin holli igiin simpleks tisulunu
totbiq etmok ticlin mosalo kanonik formada olmalidir. Ogor Xxotti
programlasdirma masalosi kanonik formada togdim edilmirss, onda
simpleks metodunu totbigq etmoazdon ovval ilkin mosalo kanonik
formada yazilmalidir.

Kanonik xatti proqramlasdirma masalasini nazardon kegirak:
Z(X) = cyx1 + X + e+ Cpxy, > mMax (6.1)

11X, + aipX+. .. FapXy + X = by
Az1X1 + A%y + -+ Aoy + Xny2 = by 6.2)
Am1X1 + AmaXz + -+ QX + Xpom = by
X1, %,......%n 2 0 (6.3)
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Ogor (6.6) xatti tonliklar sisteminds har bir tonliyin ona +1 amsali
ilo daxil olan vo digar tonliklordo olmayan doyisoni varsa, bazisli
(osasli) sistem adlanir. Belo dayisonlor bazis( asas), galanlari isa
bazis olmayan (geyri-osas) adlanir.

Xotti proqramlagdirma masalasi  kanonik xotti programlasdirma
mosoloasi adlanir, agar:

— tonliklor sistemi bazisli (osasli) sistemdir;

— Z(X) mogsad funksiyasi yalniz bazis olmayan (geyri-osas)
doyisonlor baximindan ifads edilir.

6.2.Simpleks iisulunun alqoritmi

Addim 1. ilkin hollin olda edilmasi.

Bazis (osas) adlanan vo asagidaki xiisusiyyatlora malik olan m
doayisonlari segilir: onlar yalniz bir tonlikde 1 amsal1 ila, sistemin
galan tonliklorindo isa 0 omsali ilo daxil olurlar.Qalan n —m
doayisonloring iso sarbast doyisonlor deyilir.

Biitiin sorbast doyisonlorin 0-a borabar oldugu gobul edilir vo
bazis (asas) doyisonlor miivafiq sistem mohdudiyyatlorinin sag
toraflorina barabardir.

Tutaq ki, m bazis dayisonlori x4, x5 ....., x,, doyisonlari olsun (aks
halda doyisonlor homiso yenidon némralons bilar). Onda X, ilkin
holl agsagidaki sokil alir:

........ Xm = by Xme1 = 0,x, = 0}
Ogor biitiin b; = 0,i = 1, m olarsa, onda ilkin hall etibarlidir. 2-ci
addima kecilir. ©ks halda, ilkin halli tapmagq ti¢iin alqoritmdon
istifads edilir.

Addim 2. f(x) funksiyasinin yalniz sarbast doyisonlorlo ifado

edilmosi.
n

fx) = Z CiXj

j=m+1

80



3-cii addima kegilir.
Addim 3. Hallin optimal olmasinin yoxlanilmasi.
Optimalliq tigiin dayaq planminin todqigi vo hesablama prosesini
xiisusi  Simpleks codvallorin - kdomoayi ilo hoyata kegirmok do
miimkiindiir.
Magsad funksiyasi
Z(X) = c1x1 + Cax5 + C3X3.+ C4X4, MAX
Mohdudiyyat sortlori
X1 + Qy3X3+aq4%4 = by
{xz + Ap3X3tayuXy = bz}
doayisonlorin manfi olmama sorti
X1, X2,X3 X3,Xq = 0
olan Xatti programlagdirma masalesini maksimallasdiraq:

Forz edak ki, b; = 0 vo b, = 0, yani, tonliklor sistemi dayaq
hallina gatirilir (b1, by, 0, 0).Bu hall ii¢lin magsad funksiyasinin
giymoti

Z(X) = c1xq + c3x5, — max

barabardir.
Simpleks cadvalini dolduraqg:
Bazis Simpleks
. Cy | 4| ™% * | * | minasibotlor
doyisonlor
C1 |G| C3 Cq
X1 g | by | 1|0 | a3 | amy bi/aij
X2 C; | b | 0|1 | ay | ay
Zji—¢ Ap [ Ay | Ay | As | A,

Cadval 6.1.Simpleks cadvali
Zj — ¢j sotrinin doldurulmasi ilo daha otrafli nozor salaq. Burada:
Xo ilkin dayaq plani ti¢iin maqsad funksiyasinin dayari yerlosir.
Yoni, Z(xy) = Ag= Cp - Ay Vo

A]: CbA]— C]AO:Z]—C]
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Simpleks cadvali avvalki iterasiyada aparilan todqigatin naticalorini
aydin sokildo gostorir:

1. Optimalliq meyari.

Simpleks cadvalinin indeks satrindo manfi elementlor yoxdursa,
oldo edilmis dayaq holli optimaldir.

2. Hollin miimkiinsiizliiyii meyari.

Simpleks cadvalinin indeks sotrinds manfi element varsa, masalon
A;< 0 vo miivafiq siitunda miisbat element yoxdursa, a;; < 0 vo
a,; < 0 , onda xotti programlasdirma masalasinin halli yoxdur.

3. Hallin tokmillosdirilmasi meyari.

Simpleks cadvalinin indeks satrindo monfi element varsa, masalon
A;< 0 vo siitunda bu elements uygun miisbat elementlor varsa,
simpleks ¢evrilmoalorindon istifado edorok yeni baziso kegmoklos
basqa dayaq hallini alds etmak olar. Bu zaman moagsad funksiyasi
ovvolki dayaq holldon az olmayan giymot alacaqdir.

Qeyd 1. Sistemin dayaq hallorinin say1 sonlu oldugundan xatti
programlagdirma masalasinin halli prosesi do sonlu olacaqdir.

Qeyd 2. Ogor Xotti programlasdirma masalasinds Z maqgsad
funksiyasinin minimumunu tapmaq lazimdirsa, onda Fmax =
—Zmin funksiyasi totbiq edilir.Boarabarliys goro Z + F = 0, Zmin =
—Fmax. Buna goro do, F maksimumlasdirilma masalasini  hall
etmoklo, eyni zamanda Z-ni minimuma endirmok masalasini hall
edirik.

Masala 6.1. Sirkot ii¢ istehsal resursuna (xammal, avadanliq,
elektrik enerjisi) malikdir vo istehsali iki forgli sokildo toskil edo
bilar.

Bir ay orzinds resurs istehlaki vo har bir istehsal tisulu {igiin comi
resurs asagidaki codvalds verilmisdir (sorti vahidlordos):
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Istehsal Bir ay orzindas resurs istehlaki Comi
resurslari I isul IT tisul resurs
Xammal 1 2 4
Avadanliq 1 1 3
Elektrik enerjisi | 2 1 8

Birinci istehsal tisulu ilo miiassisa bir ayda 3 min, ikincisi ilo 4 min
mohsul istehsal edir. Moveud resurslarla maksimum moahsul alda
etmok ti¢lin miiassisa bu tisullarin har biri ilo nega ay islomalidir

Halli:Masalonin riyazi modelini yaradag: x; — birinci tsulla
miiossisonin is vaxtini, x, — ikinci tisulla miiassisonin is vaxtini

isara edak:

Mosalonin riyazi modeli asagidaki formaya malikdir:
Mogsad funksiyasi

Z = 3xq + 4x, > max

Mohdudiyyat sartlori

Masaloni kanonik soklo gotirok:

x1+x2S3

{xl + 2x, < 4}

2x1 +x, < 8
Dayisonlarin manfi olmama sorti

x120,

XZZO

Z—3x1+4x2=0

xl+x2+X4=3

{xl +2x2 + X3 = 4‘}

2x1 + x5 + x5 =8

XjZO,
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Moasalonin sartlarini Simpleks cadvalina yerlosdirok:

Bazis Cy | Ay | x4 Xy X3 X4 X5
doy. 3 4 0 0 0
X3 041 |2 |1 o 0
X4 031 |1 o |1 0
Xs 0 [8 |2 1 0 0 1
A; 0|3 [4 o o o
Cadval 6.2. Tlkin Simpleks cadval
Burada:
DAp=0-4+0-3+0-8=0
A=0-1+0:-14+0-2—-3=-3
A,=0:-24+0-14+0:2—4=—-4
A;=0:-1+0-04+0:-0—-0=0
Ay2=0:-0+0-14+0:-0—-0=0

As=0:-0+0-04+0:-1—-0=0

Burada ilkin optimal hall x{ = (0,0,4,3,8) Z(x)) =0
Codvaldon goriindiiyii kimi, A; sotrinda iki monfi (-4; -3)giymot
var, bu o demokdir ki, tapilan hall optimal deyil va tokmillasdirilo
bilor. Bunun iigiin ilk névbada asagidakilart miiayyanlosdirok:
1)Aparici siitunun se¢ilmoasi. Burada aparici siitun x, doyisonin
yerlosdiyi  siitun  olacaqdir.  Beloki, max {|-3|,|—4|} =
max{3,4} = 4 yerlosdiyi siitun aparici siitun olacaqdir.

. X1 Xy X3 X4 X5
Bazis day. | C, | Ag 3 4 0 0 0
X3 0|4 1 1 0 0
X4 03] 1 0 1 0
Xs 0| 8] 2 0 0 1
A; 0| -3 -4 0 0 0

Cadval 6.3.Aparici siitunun secilmasi
1) Aparict sotirin secilmoasi. Aparici satiri miioyyan etmok tigiin
sorbast doyigonlor  siitununun elementlorini aparict siitunun
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miivafiq elementlorino nisbatlorini  (b;/a;; )hesablayaq vo oldo
edilon nisbatlor arasinda minimum olani tapaq. Burada aparici satir

x3 doyisonin yerlosdiyi sotir olacaqdir. Beloki, min {%,%,g} =

min{2,3,8} = 2 yerlosdiyi sotir aparic1 siitun olacaqdir:

Bazisday. | C, | Ay | x4 Xy X3 X4 X5
3 4 0 0 0

x3 |0]4] 1 2 1] 00
X4 03 1 1 0 1 0
X5 0|8 2 0 0 1
A; 0| -3 -4 0 0 0

Cadval 6.4. Aparici satirin secilmasi
Aparict siitunla aparici sotirin kosisdiyi yerdo duran odod (2)
holledici elementdir. Yeni bir simpleks cadvali quraq. Bazis
doyisonlor siitunundan x5 bazis doyisonini ¢ixaririq vo ora bazis
olmayan x, doyisonini daxil edirik Aparict satirin elementlarini
holledici elements (2-yo) boliirtik.
Codvalin galan elementlori asagidaki diisturu ilo hesablanir.

b
b= b= i 2= b= e by (64),

13}

i=1m,i# pj=1n+m (6.6).
Bazisdoy. | C, | Ag | x1 | X2 | x3 | x4 X5
3 4 0 0 0
X, ‘4 ‘4/2:2 Y 2/2=1 Y \0/2:0 ‘ 0/2=0
X4 0 3 1 1 0 1 0
Xs 0| 8 2 1 0 0 1

. 4pj_ )
a.. = al-j - al-q a_pq_ Cll'j — Cll'q ' apj (65),

A; 0 -3 -4 0 0 0
Cadval 6.5. Aparic satirin elementlarinin yenidan
hesablanmasi
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Bazis | C, A X X5 X3 X4 Xs
doy. 3 4 |0 0 0
4|2 | % 1 % K |0
Xy 0 | 3-1x2=1 1-1x¥%=Y% 1 | 0-1x¥=-% 1-1x0=1 0-1x0=0
X5 0 | 8-1x2=6 2-1x%=3/2 1 | 0-1x¥%=-% 0-1x0=0 1-1x0=1
A 0-(-4)x2=8 | -3-(-4)x"s=-1 | -4 O0-(-4)x"s=2 | 0-(-4)x0=0 | O-(-
4)x0=0

Cadval 6.6. Digar elementlarin yenidan hesablanmasi

Belaliklo yeni Simpleks cadval asagidaki sokil alacaqdir:

Bazis | C,, Ay X1 | X X3 Xy X5
day. 3 4 0 0 0
x, |4 ]2 % 1 |% |0 |0
x, |0 1 % o |-% [1 |0
xs |0 |6 32 o |-%» |0 |1
Aj 8 1 o |2 o o

Cadval 6.7. Yeni Simpleks cadval

Burada ilkin optimal holl
x} =(0,2,0,1,6),
Z(x}) =8

Codvoldon goriindiiyii kimi, A; indeks sotrindo bir monfi (-
1)giymat var, va 0, tokmillogdirilo bilor. Bunun ig¢iin ilk ndvbada
asagidakilar1 miiayyanlosdirak:
1)Aparici siitunun se¢ilmosi. Burada aparici siitun x; d oyisonin
yerlosdiyi siitun olacaqdir (yegana monfi giymoat bu siitunda
yerlosdiyi tigiin).

Burada aparic1 sotir x, doyisonin yerlosdiyi sotir olacaqdir.
Beloki, min{2/3,1/3,6/3} = min{4,2,4} = 2 yerlosdiyi satir

aparici siitun olacaqdir.
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Aparic1 siitunla aparici satirin Koasisdiyi yerds duran adod (1/2)
holledici elementdir.

Yeni bir simpleks codvali qurag. Bazis doyisonlor siitunundan
x, bazis doyisonini ¢ixaririq vo ora bazis olmayan x; doayisonini
daxil edirik Aparici satirin elementlorini holledici elements (1/2-
ya) boliiriik.

Bazis | ¢, Ay X1 X3 X3 Xy X5
day. 3 4 0 0 0
x, |4 |2 % 1 |% |0 |0
3| 2 1 o |11 |2 o
xs |0 |6 32 o |-% |0 |1
Aj 8 1 o |2 [o o

Cadval 6.8. Cadvalin elementlorinin hesablanmasi
Coadvalin digor elementlori (6.4-6.6) diisturu ila hesablanir:

Bazis | ¢, Ay X1 | Xg X3 Xy X5
day. 3 (4 |0 0 0
x, |4 |2-1/2x2=1 0 1 |%1/2(-1)=1 0-1/2x2=-1 |0
N @ oo |t 2 0
Xs ‘ 0 | 6-3/2x2=3 0 0 |-%-3/2x(-1)=1 |0-3/2x2=-3 |1
A 8-(-1)x2=10 0 0 |2-(-1)x(-1)=1 |O0-(-1)x2=2 |0

Cadval 6.9. Digar elementlarin yenidon hesablanmasi

Belaliklo, asagidaki yekun Simpleks cadvali olds edirik:

Bazis | C, Ay X1 Xy X3 Xy X5
day. 3 4 0 0 0

x, |4 |1 0 1 1 -1 0

x; |3 2 1 0 -1 2 0

xs |0 |3 0 0 1 -3 1
A; 10 0 0 1 2 0

Cadval 6.10 Yekun Simpleks cadvali
Bu cadvalin sarbast dayigenlorinin biitiin qiymatlori
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xj = 0, buna goro do tapilan dayaq holli optimaldur:
x; =(2,1,0,03), Z(x2) =10

Belaliklos, birinci tisula gora, miiassisa iki ay, ikinciya gora bir
ay faaliyyat gostarmoalidir, bu zaman maksimum istehsal hacmi isa
10 min odad olacaqdir.

6.3 Dayisdirilmis Jordan 9vazetmolarindan istifada etmakla
xatti proqramlasdirma moasalosinin Simpleks iisulu ils halli
Farz edak ki,
Z(X) = cyxq + Cxg + -+ .+ Cpxy > max (6.7)
(A11X1 + o X + o F A Xn < A
Ar1Xq + 0 QrsXg + o+ A Xy < a7 (6.8)
k Am1X1 t AmsXs + -+ ApnXn < Ay )
X1y Xs, . Xn =0 (6.9)
Masaloni Simpleks tisulla hall etmak Giclin asagidaki addimlar
atilmalidir:
Addim 1 .Bazis (asas) doyisonlori segmok vo Simpleks cadvalini
formalagdirmag;
Addim 2. Masalanin dayaq hallini tapmag;
Addim 3. Masoalonin optimal hallini tapmag.
Addim 1. (6.8) tonliklor  sistemino  balanslasdirict
Y1, Vr -0, Ym = 0 doyisonlorini  olave  edorak, Xatti

programlagsdirma mosalosini kanonik soklo gatirok:
( Q11X1 T Q12X + - F Xy T Y1 = a1

Ar1X1 + ArsXp + -+ QrpXp + Y = A (6.10)
kamlxl t amaXo + o+ QX + Y = am)
Daxil edilon  y4, y; ....., i doyisonlori bazis (asas) dayisanlor,
miivafiq olaraq tonliklor sisteminin biitiin digar doyisonlori bazis

olmayan (qgeyri-osas) doyisonlor olacaqdir.
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(6.10) tanliklor sistemini bazis dayisonlari ilo xarakterizo edok:

Yy = —Q11%1 — Q1sXs — o —AipXp + a1 20
Y, = —Qr1X1 — QrsXs = —QppXp T Az 2 0 3(6.11)

kym = —Am1X1 — AmsXs =~ AmpXn + A 2 O}
Yuxaridaki (6.7) mogsad funksiyasina vo (6.11) sistemina
osaslanaraq ilkin Simpleks cadvalini qurmag olar:

_x1 _xS ........ —xn 1
yl a11 als ......... aln al
y,r ar1 ars .......... arn az
Ym am1 Ams Amn am

Z(x)=| —c; —c, —Cp 0

Cadval 6.11. ilkin Simpleks cadvali

Addim 2. Moasalonin dayaq hallini miioyyan etmok ti¢iin forz
edok ki, aj,a, ... a,=0. YoniSimpleks codvoldo sorbast
hodlorin yerlogdiyi  siitunda  monfi element yoxdur.Onda
.......... X, Oeyri- bazis dayisanlorin giymatlorinin sifira barabar
oldugunu gobul etsok va giymatlorini tonlik sisteminds yerina

yazsaqg,
a11 0+ +a15'0+-"a1n'0+y1=a1\l

(
4ar1 0+ .+ag 0+ - a25-0+y2=a2¥

L mi O+amS 0+ amn 0+ym—am
yl—a]_ZO
YVr=a, 20

Ym =0y =0
alariq.Beloaliklo, mosalonin dayaq halli
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xp =(0,.....0,a,a, .. a,,) formasini alacaqdir.

Demoali, Simpleks coadvalds sarbast hadlarin yerlosdiyi siitunda
monfi element yoxdursa, bu zaman qeyri- bazis doyisonlorinin sifir
giymotlorindo ~ masalonin dayaq  holli  alinir.Xotti
programlagsdirmanin “max” mosalosinin dayaq hsllinin tapilmasi
dedikda Simpleks cadvalin sarbast hadlar stitununda manfi haddin
olmamasi basa diistiliir.

Forz edok ki, Simpleks cadvaldo sorbast hadlorin yerlosdiyi
stitunda monfi sarbast hadd var vo qeyri-bazis doyisonlorinin sifir
giymatlari masalanin ilkin dayaq hallini vermir. Belo halda yeni
baziso kegmoklo elo bir bazis formalagdirmaq lazimdir ki, burada
sarbast hadlorin heg birinin qiymati manfi olmasin. Bu ciir bazisin
olmamasi iso  moasalonin sartlorinin ziddiyyatli olmasin1 va onun
hallinin olmamasini gostarir.

Sarbast haddlorin yerlosdiyi siitunda monfiliyi aradan qaldirmaq
ticiin asagidaki qaydalar asasinda osas element miioyyon edilir:

1) Forz edok ki, 6.11 codvalinds an ki¢ik manfi sorbast hadd a,
—dir( a, < 0). Buzaman a, elementinin yerlosdiyi r-ci Satirin
elementlorino baxilir vo burada yerlogon hor hanst manfi
element axtarlir. Bu satirdo yerloson hor hansi bir moanfi
elementin yerladiyi siitun asas siitun olacaqdir.

Onu da geyd edoak Ki, agar bu satirdo he¢ bir moanfi element
yoxdursa, bu  masalonin sortlorinin ziddiyystli olmasini
gostarir. Bu zaman masalanin halli yoxdur;

2) ©Osas Satiri miioyyan etmak ti¢iin sarbast hodlori asas siitunun
elementlarina bolmak va alinan nisbatlorin an kigik miisbatini
se¢cmok lazimdir. Masalon:

min(L>o0,.., 2<% ... sy
asz a; <0 Am2
Burada an kigik miisbot nisbatin alindigi satir asas sotirdir.
3)Osas element iso asas Sotirlo osas siitunun kosigsmosindo
yerlogon elementdir. Bundan sonra 6.11 cadvalindo
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doyisdirilmis Jordan Ovazetmalarini tatbig etmoklo yeni bazisa

ke¢mok miimkiindiir.
Naticada manfi sarbast hadd artiq miisbat olur. Bels ki:
a,<0
b, = >0
ars <0

Bu gayda ilo sarbast haddlar siitunundaki digar manfi haddlar
do monfilikdon azad edilir vo mosalonin dayaq halli
tapilir.Demali, Simpleks tisulun ikinci marholasinds ya dayaq
hall tapilir, yaxud da masalonin soartlorinin ziddiyyatli olmasi
mioyyanlosdirilir.

Dayaq hall tapildigdan sonra Simpleks codval agsagidaki soklo
diisiir:

—X1 | YV | e —Xp, 1

Y1 b11 b12 ......... bln bl
XS brl brs .......... brn b2
Ym bml bms bmn bm
Zx)=| a1 | 4 qn Q

Cadval 6.12.Dayaq hall tapildigdan sonra Simpleks cadval
Burada:

by =0,.......b, 20
Vo qeyri-bazis doayisonlorin - sifir (x; =0, y,.=0, x, =0 )
giymatlorinds masalonin dayagq hoalli alinir. Burada maqgsad
funksiyasinin qiymati iso Z (xday) = Q olur.

Addim 3. Masalonin optimal hallini tapmagq tigiin cadval 6.12.-
nin Z(x) sotir elementlorina baxilir. ©gar bu elementlorindon heg
biri moanfi deyilss, yani

g1 =20, .ccc.c...qn =0
olarsa, yuxarida tapilmis dayaq holli eyni zamanda masalonin
optimal hallidir.
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Zmax = Q
Codval 6.12-yo osason mogsad funksiyasini asagidaki kimi
ifads etmok olar:
Z(x) = —q1xy — . —qsYr — . —qnXn + Q
Z satirindoki elementlordon heg biri manfi olmadigi halda istonilon
bazis doyisikliyi bu funksiyanin qiymatini azaldir.
Z(x)=-[(gs >0, >0)]+0Q<Q
Bu, o demokdir ki, @ funksiyanin on boyiik (maksimum)
giymatidir.
Z sotirindoki elementlordon hor hanst biri manfi oldugu halda
(q@s <0) y,. # 0 olurvo funksiyanin qiymati artir.
Z(x) =-[(qs <0,y >0)]+0Q<Q
Belalikla, cadvalin Z satirinds  har hansi bir manfi element
moveuddursa, Q funksiyanin on boyik (maksimum) qiymati
deyildir.
Simpleks tisulla xatti programlagdirmanin  “min” masalasi iki
tisulla hall edils bilor:
1) “min” xotti proqramlasdirma mosSolosini “max” xatti
programlagdirma masalosine gatirmoakls;
2) “min” xotti programlagdirma mosalosini birbasa Simpleks
tisulla hall etmoklo.
min” xotti programlasdirma mosSolosini “max”  xatti
programlagdirma masalasine gotirmaklo masalani hall etmak
tiglin - Z(x) mogsad funksiyasimi -1-0 vurmagla yeni Xotti
funksiyani qurmaq lazimdir:
F(x) = (—1)Z(x) » max
Sonra yuxaridaki max” xatti proqramlagdirma masalasinin halli
algoritmina osason verilmis sortlor osasinda  bu yeni
funksiyanin on boyiik(maksimum) qiymoti tapilir. Bu zaman
holl edilmis max” xatti proqramlagdirma masalasinin tapilmis
optimal halli ham do min” xatti programlasdirma masalasinin
do optimal halli olacaqdir vo asagidaki barabarlik dogrudur:

[13
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Zmin = —Fnax = —Q
“min” xatti proqramlagsdirma masalosini birbasa Simpleks
tsulla  holl etmok diglin “max” xotti proqramlasdirma
masalasinin hallinds oldugu kimi 3 addim atilmalidir. Birinci
Vo ikinci addimlarin mozmunu “max” Xatti proqramlasdirma
masalasinin mazmunu ils eynidir. Ugiincii addimdaki optimal
hollin tapilmasi olamoti iso Z sotirindo  miisbat omsalin
olmamasindan ibaratdir . Burada yeni baziso kegid qaydasi
max” xatti proqramlasdirma masalasindaki Kimidir.
Masala 6.2. Asagidaki “max” xatti programlasdirma masalasini
Simpleks tisulla hall edin:
Zmax = 2Xx1 — 4x, + 5x3
—x1 +3x; +3x3 <3
{—4x1 + 3x, + 2x3 = —4}
x1 =0, xy =0, x3=0
“max” xotti progqramlasdirma moasalasini Simpleks tisulla hall
etmak iiciin yuxarida geyd etdiyimiz 3 addim ataq:
Addim 1. Masalonin tanliklor sistemins balanslagdirict y; = 0
Vo y, =0 doyisanlorini olava edorok Xatti programlagdirma
masalasini kanonik soklo gotirok. Eyni zamanda ikinci
barabarsizliyi manfi 1-o vurmagla onu
“< " soklinds ifads edok:
—x1+3x, +3x3+y;, =3
{4x1 —3xy —2x3+y, = 4}
Burada y; Vo 1y, bazis doyisonloridir vo tonliklor sistemini bazis
dayisonlarina barabor edoak:
Yyi=%1—3x,—3x3+3=>0
{yz = —4x; +3x, +2x3+4 > O}
Moasalanin magsad funksiyasina va bazis dayigonlorlo ifads edilmis
tonliklor sistemino asasan Simpleks cadvali quraq:
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-X1 -Xo -X3 1

Y1 -1 3 3 3
Y2 4 -3 -2 4
Zx) -2 4 -5 0

Addim 2. Mosolonin dayaq hallinin tapilmasidir. Bunun ii¢iin
birinci névbada Simpleks cadvalin sarbast hadlor siitununa baxilir.
Burada 2 sorbast hadd var vo har ikisi miisbatdir. Dayaq hallinin
tapilmasinin alamatinin sorbast hadlor siitununda heg bir manfi
elementin  olmamasiin oldugunu noazoro alarag, cadvalin
yuxarisinda yerlogon geyri-bazis doyisonlorin sifir
x1 =0, x, =0, x3=0

giymatlarinds masalonin dayaq halli tapilir.
Addim 3. Bu addimda masalonin optimal halli tapilir. Yani, mog-
sad funksiyasina maksimum qiymat veracok optimal holl axtarilir.
Yuxarida dediyimiz kimi, ogor “max” xotti proqramlasdirma
masalasinda magsad funksiyasinin an boylik (maksimum) giymati
axtarilirsa, bu zaman optimal hollin tapilmasi iiciin Simpleks
codvalin mogsad funksiyasi satirindoki moanfi elementlori yox
etmok lazimdir. Codvoldon goriindiiyii kimi, burada manfi
elementlor mévcuddur. Bu iso I addimda tapdigimiz dayaq hallin
optimal hall olmadigin1 gostorir. Demoli, Dayisdirilmis Jordan
Ovazetmolarinin vasitasilo bir bazisdon digarine kegmoklo optimal
holli tapmaq lazimdir.

Xatirladag ki, Dayisdirilmis Jordan ©Ovozetmosinin bes
morhalasi vardir:
1)asas element vahidlo avaz olunur;
2)asas satirin galan digar elementlori oldugu kimi galir;
3)osas siitunun galan digar elementlori 6z isaralarini oksina doyisir;
4) garpaz vurma qaydasinda asas Satirs, eloco do osas siituna daxil
olmayan digor elementlorin yeni giymatlori miioyyan edilir, yani

bij=a;j* ars— ais* arj (@ #1;j#5)
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Burada:

a,s — -osas elementi gostarir.

5)yeni cadvoaldaki biitiin elementlar asas elements boliiniir.
Owvalco Simpleks cadvalinin Z(x) satirinds yerloson (-2) elementini
yox edok. Bu elementin yerlogdiyi siitunda comi bir miisbat element
(ay; =4) oldugu iigiin o, asas element olaraq qobul edilocokdir.

-X1 -X; -X3 1
Y1 -1 3 3 3
Vs 4 -3 -2 4
Zx) -2 4 -5 0
Y2 X2 X3 1

Y1 1 9 10 16
X1 1 -3 -2 4
Zx) 2 10 -24 8

Bu coadvoldaki biitiin elementlari halledici elements (4) bolsak,
aliriq:

“Y2 “X2 “X3 1

Y1 Va 9/4 5/2 4
X1 Ya -3/4 -1/2 1
Zx) ) 5/2 -6 2

Sonuncu cadvals asason alinmis dayaq plani optimal hesab
edilmir. Ciinki, Simpleks cadvalinin magsad funksiyasi satirindoki
monfi element (-6) vardir vo yox edilmalidir. Simpleks cadvalinin
Z(x) sotirindo yerloson (-6) elementini yox edok. Bu elementin
yerlosdiyi siitunda comi bir miisbat element (a;3 = 5/2) oldugu
ticlin o, asas element olaraq gobul edilacakdir.

V2 X2 V1 1

X3 Va 9/4 1 4
X1 9/2
Zx) 11/4 79/4 6 29
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Bu cadvaldaki biitiin elementlari halledici elementa (5/2) bolsak,
alinq:

Y2 “X2 Y1 1
X3 1/10 9/10 2/5 8/5
X4 9/5
Zx) 11/10 79/10 12/5 58/5

Sonuncu cadvalo asason alinmis dayaq plani optimal hesab
edilir. Ciinki, Simpleks cadvalinin magsad funksiyasi satirindoki
monfi element qalmamigdir.
¥, =0, x; =0, y; =0 olaraq gobul etsok, asagidaki optimal
halli alariq:

x;1 =9/5, x, =0, x3 =8/5 olduqda

9 8 58
Zmax=2'§+5§ =?
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OZUNU YOXLAMAQ UCUN SUALLAR VO TAPSIRIQLAR

1. Xatti programlasdirma masalasi tigiin ilkin dayaq planini neca
qurmagq olar?
2. Dayaq planinin optimal olmasi ti¢iin sortlori sadalayin.
3. Xatti tonliklor sistemlorinin hansi halli tisulu Simpleks
metodunun asasini toskil edir?
4.Asagidaki xatti proqramlagdirma masalosini Simpleks iisulu ilo
hall edin:
Z = 2x, + 6x, > max
X1 +x, <4
{2x1 + 3x, < 12}

2X1 — Xy < 2

x1=20,x, =0
5.Asagidak: xatti programlasdirma masalasini Simpleks tisulu ilo
hall edin:

Z =x;—Xx, > max
—2x1 +x, <2
l X1 —2x, <2 }
X1 +x, <5

x1=20,x,=>0
6.Asagidak1 xatti proqramlasdirma masalasini Simpleks iisulu ilo
hall edin:

Z = 3x; — 12x, + 4x3 » min
X1+ 3xy +x3 =2
{xl —4x, + 4x3 = 1}
x1=20,x, =0

7.Asagidak1 xatti programlagdirma masalasini Simpleks tisulu ila

hall edin:

Z=2x; — X, > min
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3x1 +2x, =211
{ X1+ x, =2 }
x1—3x, =29
x1=20,x,=>20
8.Asagidaki xatti programlasdirma mosoalasini Simpleks tisulu ilo
hall edin:
Z =—x,—2x, —3x3 &> min
X1 —2x, +3x3 =1
{le—xz—x3 < 1}
x1=20,x;, 20,x3<0
9.Asagidak1 xatti proqramlasdirma masalasini Simpleks isulu ila
hall edin:
Z = 2x1 — Xy + 3x3 + x4 » max
2x1 + x5 +3x3 < 10
{ X1tx3 +x4 <7 }
3x1 —2x1 +x5 <4
x120,x, 20,x3=20,x4 20,x5=>0
10.Asagidaki xatti programlasdirma mosalasini Simpleks tisulu ilo
hall edin:
Z =x, —2x, > max
—X1+2x; +x3<5
{ X1—Xy; +x4 <3 }
X1t+x, +x5 <1

x120,x, 20,x320,x, =20,x5 =0
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VII FOSIL. SUNi 9SAS USUL (M-METOD)

7.1 Siini asas iisulun tatbiginin shamiyyati

Simpleks tisulundan istifade etmok figiin zoruri sort, dayaq
planinin, yani kanonik tanliklar sisteminin miimkiin asas hallinin
olmasidir.Bunun tigiin asagidaki sortlor yerino yetirilmolidir:
1)sistem kanonik struktura malik olmalidir;
2)yalniz barabarlik soklinde mohdudiyystlor var;
3)mahdudiyyatlorin sag toraflori miisbotdir;
4)masalonin dayisonlori miisbatdir.

Bu sortlor olmadan dayaq plani aldo etmok miimkiin deyil.
Ancaqg real masallords sadalanan sortlor homisos yerins yetirilmir.

Istonilon Xatti programlasdirma mosalesindo ilkin dayaq planini
oldo etmays imkan veran siini asas tsul adlanan xiisusi bir tisul
vardir.Simpleks metodundan istifado etmoklo Xotti
programlagdirma masalasini hall etmok tiglin asas dayisonlori
sorbast olanlarla ovez  etmok lazimdir. Bundan olave, osas
dayisonlarin manfi olmayan omsallari olmalidir. Lakin bu sort biitiin
Xatti proqramlagdirma masalalari tigiin yerina yetirilmir. Bu halda
problemi siini asas tisuldan istifado etmoklos hall etmok olar.

Siini asas tisuldan (M-METOD) mohdudyyat sartlori barabarlik
Vo ya  borabarsizlik soklindo olan  xotti programlasdirma
masalasinin miimkiin bazis hoallini tapmagq tigiin istifado olunur.

7.2. Siini asas iisul ilo Xatti proqramlasdirma
masalasinin halli algoritmi

Forz edoak Ki, Xatti proqramlasdirma masalasi asagidaki formaya
malikdir:

f(x) = cixq + coxy + - oo .. +Cpxy, —> max(min) - (7.1)
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n
( Zainiji, 1:1,k
{ N s (7.2)
tzainiji, i=k+1,m
J

J
Moasalani kanonik soklo gotirdikdon sonra tonliklor asagidaki
sokil alir:

(
I

n
Zaijxj+ .X'n+i:bi, l:].,k

=1
1 0’ (7.3)
tZaijxj—xn_H- :bi' 1=k+1,m J
J
(7.3) mohdudiyyatlarinin sol toraflorine wq, Wy, ..., Wm—k
miisbat dayisanlorini olava edoak,

(- \
| Zaijxj+ x‘n+i=bir i=1,k
{ L7t s (7.4)vs (7.5)

LZaijxj—xn+i+wi_k :bl', i=k+ l,m
7 J

Belaliklo, wq, w9y, ...., Wm_ doyisonlori vahid matris soklinds
ilkin dayaq hollin osasin1 tomsil edir.Mogsad funksiyasina
W1, Wy, «. ., Wy—k doyisonlori £M omsallart ilo olave edilir. Yani,
mogsad funksiyasina maksimumlasdirma masalalorinds  manfi M
omsallarr, minimumlagdirma masalalorinds miisbot M omsallari
daxil edilir.Belalikls, yeni M-masalasi alinir(buna gors ds siini asas
tisul M-metodu da adlanir).

f(x) = cix1 + cx5 + -+ cpxy +

M(wq, W3, ..., Wm_i) = min (7.6)
f(x) =cix1 + coxy + -+ cpxy — M(wq, Wy, .., Wpm—i) = MaAx
(7.7)
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M kifayat godor boyiik sabit komiyyat hesab olunur, o goador
boyiikdiir ki, oger doyisonlordon on az1 biri w; =0 (i=
1,m—k) olarsa, mogsad funksiyasinda 7 c;x; sortlori nozors
alina bilor.

Buradan belo notico ¢ixir ki, masalonin mogbul halli yalniz
dayisonlorinw; = 0 (i=1,m — k) oldugu halda bas verir.

Asagidaki sortlors nail olmagla optimalligi oldo etmok olar:

f(x) = +M(wq, Wy, ., Wm—i) = min (7.8)

f(x) = —M(wq, Wy, .., Wm—i) = max (7.9)
Bundan sonra, ortaya ¢ixan masalos adi Simpleks iisulundan istifado
etmoklo hall edilir.

M-mosalonin optimal hallinds siini dayisonlor yoxdursa, bu hall
ilkin masalonin optimal hallidir.M-masalanin optimal hallinds siini
doyisonlardon on azi biri sifirdan forglidirsa, onda ilkin masalonin
mohdudiyyatlor sistemi  zidiyyatlidir vo ilkin masalo  hall
olunmazdir.

Siini asas tsuldan istifado etmoklo hall prosesi zamani tortib
edilon simpleks codvali geniglondirilmis adlanir. O, siini doyisonlor
ticiin olavs siitunlarin olmasi ilo adi codvaldan forglonir.Simpleks
cadvallari tortib edarkan ilkin dayisanlarin sorbast, slava va siini
dayisonlorin iss asas oldugu gobul edilir.

7.3. Siini asas iisul ilo xatti proqramlasdirma masalasinin halli

Masala 7.1. Magsad funksiyasi
f(x) =2x; + x, > min
mohdudiyyat sortlori
X1 +x,=26
{xl + 3x, = 12}
doayisonlorin manfi olmama sorti
x1 =0, x; =20
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olan “min” xatti proqramlasdirma masalasini siini asas tisulla hall
edin:

Holli:
Moasaloni kanonik saklo gotirak. Bunun tigiin barabarsizliklorin sol

torafindan x3Vva x, olave dayisonlorini ¢ixagq.
X1 +x,— x3=6
X1+ 3x; —x4 =12
X1 =20,x,2>20,x3=>20,x,=0
Dayisdirilma naticasinda alda edilon mohdudiyyatlor daha yaxsi
formaya malik deyil. M-metodundan istifado edok. Mahdudiyyat
tonliklarinin sol taraflorine w; Vo w,dayisanlarini alava edok:
X1 +x;,— x3+w; =6
X1+ 3x; — x4 + w, =12
X = 0,1 =ﬂ,wi > 0,1 = 1,2
Burada mogsad funksiyasi asagidaki formani alacagq:
f(x) = M(w;+w,) » min
Magsad funksiyasini kanonik formaya gotirok:
f(x) = —M(w,+w,) = max
yani,
fr(x) =—-Mw;—Mw, > max
Belolikla, kanonik formaya salinmis mosalo asagidaki formaya
malikdir:
fr(x) =—-Mw;—Mw, - max
X1 +x,— x3+w; =6
X1+ 3x, — x4+ wy =12
X = 0,1 =ﬂ,wi = 0,1 = 1,2
Yaranan mosaloni Simpleks iisulu ilo hall edok. ilkin Simpleks

cadvali qurag:

Bazis Dayisanlarin omsallari Sarbast
dayisonlor 0 0 00| -M|-M | doyi-
X1 X, | X3 | X4 | 0 | wy | sonlor




-M w4 1 1 -110 1 0 6
-M Wy 1 3 0O|-1| O 1 12
D 2M | -4AM (M (M| 0 0
Cadval 7.1.11kin Simpleks cadval

ilkin hall:

Xo={x;=0,x,=0,x3=0,x;, =0,x, =0, = 6,w, =12}
optimal deyil, ¢linki d satrinde moanfi olanlar var, yani hall
tokmillosdirils bilar.

Bazislor siyahisina daxil edilocok doayisoni toyin edok. Bunun tigiin
d satrindo monfi olanlar arasinda maksimum miitloq giymati tapaq:
max{|—-2M|, |-4M|} = 4M

Bu o demokdir ki, ikinci siitun aparici siitun olacaqdir vo
bazisa x, doyisani giracokdir (Cadval 7.2).

Bazis Dayisonlorin omsallari Sorbast
dayisanlor 0 0 0|0 /|-M | -M | doyi-
X1 X, X3 | Xy | @ | w, | sonlor
M| w | 1 1 -1/0] 10 6
-M | w, 1 3 0(-1| 0 1 12
D 2M | -4AM M |[M| O 0

Cadval 7.2. Aparici siitunun se¢ilmasi

Indi biz bazisdon ¢ixacaq doyisoni toyin edok, bunun iigiin
sorbost dayigonlor  siitununun elementlorini aparici siitunun
miivafiq elementlarine nisbatlorini hesablayaq vo aldo edilan
nisbatlor arasinda minimum olani tapaq:

6 12 ,

I'?} = min{6.4} = 4
Bu o demokdir ki, halledici satir ikinci  olacaq,
w, doyisoni bazisdon gixacaq Vo holledici  element
a,, = 3-diir. (Cadval 7.3).

min {
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Bazis Dayisonlorin omsallari Sorbast
dayiganlor 0 0 00| -M | -M | dayi-
X1 Xy | X3 | X4| w1 | Wy sanlar
M| w | 1 1 1[0 1]o0 6
M| w, | 1 3 0|-1|0 | 1] 12
| D | -2M -4M M |M| 0 | 0 |

Cadval 7.3. Aparici satirin secilmasi

Indi iso yeni simpleks codvalino kegok. Yenidon hesablandigda
holledici element bir, aparici siitunda qalan elementlor iso sifira
cevrilmolidir.

Bunun tigiin aparici satirin elementloarini halledici elements (3-
9) boliiriik (Cadval 7.4):

Bazis Dayisonlorin omsallari Sarbast
doyison- | 0 0 0| 0 |-M|-M | doyi-
lor X, Xy | X3 | X4 w; | w, | sonler
M |w,| 1 1 1] 0o [ 1]o0 6
M|w, 13 1 0|-13[0 |13] 4
Cadval 7.4. Aparic satirin elementlarinin yenidan
hesablanmasi

Birinci satirin aparict siitundaki duran elementinin sifir olmasi
ticlin aparici satiri  (-1-a) vurub, birinci satira slava edok (Cadval

7.5.):
Bazis Dayisonlorin omsallari Sorbast
doyison-| 0 . 0 0] 0 |[-M][|-M | doyi-
lor X1 X, | X3 | X4 wy | w, sonlor
MJw| 23 0 1|13 1] - 2
1/3
M|w,| V3 1 0|-13]0 |13 4

Cadval 7.5. Digar elementlarin yenidon hesablanmasi
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Indi bazisdo w, doyisoninin avazine x, doyisoni yazaq vo d
satrinin giymatlorini yenidan hesablayaq (Codval 7.6.):

Bazis Dayisonlorin omsallari Sorbast
doayigon- 0 0]0 0 -M | -M dayi-
lor X1 Xy | X3 Xy w1 woy $3n|3r

M |w| 253 |0|-1] 13 | 1 |13 2
0 |x 1/3 1,0 -1/3 0 1/3 4
D 2M/3 |0 | M| -M/3 | 0 M/3
Cadval 7.6. Yeni Simpleks cadval
Olds edilmis hall
Xo={x1=0,x,=4,x3=0,x,=0,x, =0,w0; = 2,0, =0}
optimal deyil, ¢linki d satrinds manfi olanlar var, yani hall
tokmillosdirilo bilor.
Bazisloriin  siyahisina daxil edilocok doyigoni toyin edok.
Bunun ii¢iin d sotrindo manfi olanlar arasinda maksimum miitloq
giymati tapaq:

—2M } _2M

3 3 3
Bu o demokdir ki, birinci siitun aparict siitun olacaqdir vo baziss

x4 dayisonini giracokdir(Codval 7.7):

-M

)

max {

Bazis Dayisonlorin omsallari Sarbast
dayison- dayi-
lor sonlor
0 010 0 -M | -M
X1 X2 | X3 | X4 W, )

o1 13 [ 1|13 ] 2
0 |x, 13 1|0 -13]| 0 | 13 4
0 [M|-M3| 0 | M3

Cadval 7.7. Aparici siitunun se¢ilmasi
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Indi biz bazisden ¢ixacaq doyisoni tayin edok, bunun iigiin sorbost
doyigonlor siitununun elementlorini aparici siitunun miivafiq ele-
mentlarina nisbatlorini hesablayaq va alds edilon nisbatlor arasinda
minimum olani tapagq:

'{2 4}— in{3.12} = 3
min 2/3'1/3 = min{3. =
Bu o demokdir ki, aparict satir birinci  olacaq,

w; doyisoni bazisdon gixacaq Vo holledici  element
a1 = 2/3-diir (Cadval 7.8):

Bazis Dayigonlorin omsallari Sarbast
dayisonlor ’ dayiganlor
0 0 |0 0 -M | -M
X1 Xy | X3 | Xy W | wy
M| 23 0 |-1| w3 | 1 | -13 | 2
0 | x 3 1 |o|-u3| 0 | 113 4

D 2M/3 0 (M| -M/3| 0 | M/3

Cadval 7.8. Aparic satirin segilmasi

Indi iso yeni simpleks codvaling kegok.

Yenidon hesablandiqda hoalledici element bir, aparici siitunda
galan elementlor isa sifira gevrilmalidir.

Bunun {igiin aparici satirin - elementlorini hoalledici elemento
(2/3-9) boliirtik (Cadval 7.9):

Bazis Dayisonlorin omsallari Sarbast
dayiganlor dayisonlor
0 0 0 0 -M | -M
X1 | Xy | X3 X4 w1 Wy

M| w, 1 0 [-15] 05 [15]-05]| 3
0| x 13 1o |-u3|o0 ]| 13| 4 |
Cadval 7.9. Aparici satirin elementlarinin yenidan
hesablanmasi
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Sonra, aparici satirin elementlorini —1/ 3-a vururuq va ikinci satirin
miivafiq elementlorino olave edirik, belalikls, ikinci satirdoki
aparici siitunda sifir alirig(Cadvol 7.1.):

Bazis Dayiganlorin omsallari Sarbast
doayisanlor doayisanlor
0 O 0 0 -M | -M
X1 | X | X3 X4 W, | Wy
M| w 1 0|-15]| 05|15 05| 3

| 0| x, | 0 1|05 ]|-05/[-05| 05 | 2

Cadval 7.10. Digar elementlarin yenidon hesablanmasi

Indi bazisdo w, dayiseninin avazino x; doyisoni yazaq Vo d satrinin
giymatlorini yenidon hesablayag(Cadval 7.11):

Bazis Dayisonlorin omsallari Sorbast
dayisanlor dayisanlor
0 0 0 0 -M | -M
X1 | X2 | X3 X4 W, )
0 X1 1 0 |-15] 05 | 15| -05 3
0 Xy 0 1 05| -05|-05] 05 2
D 0 0 0 0 M M

Cadval 7.11. Yeni Simpleks cadval

Olds edilmis hall

Xo={x1=3,x,=2,x=0,x,=0,x,=0,0;, =0,w, =0}
optimaldir, ¢ilinki d satrinda manfi komiyyat yoxdur.
Dayisonlorin alinan qiymatlorini ilkin magsod funksiyasinda yerina

yazaq:

f(x) =8) x; = 3,x, = 2 olduqda gatir.

f(x)=2-34+42=38
Demoli, magsad funksiyasit minimum giymota
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OZUNU YOXLAMAQ UCUN SUALLAR VO TAPSIRIQLAR

1.Stini asas tisulun tatbiginin ahamiyyati nadan ibaratdir?

2.8tini asas iisul ilo Xotti programlagdirma masalasinin halli
algoritmini izah edin.

3.Maqsad funksiyasi

f(x) = 3x; + 2x, + 3x3 > min
mahdudiyyat sartlori
2x1 + Xy +x3<2
{Bxl + 8xy + 2x3 = 4}

X3 =1
dayisanlarin manfi olmama sarti
x1 =0, x>0

olan xatti programlasdirma masalasini suni asas idisulla hall edin.
4.Maqsad funksiyasi
f(x) =4x; + x, > min

mahdudiyyat sartlori
3x1 + xz = 3
{4x1 + 3x, = 6}

X1 +2x, <4
dayisanlarin manfi olmama sarti
x1 =0, X, =0
olan xatti programlagdirma masalasini siini asas iisulla hall edin
5.Maqsad funksiyasi
f(x) = —2x; +3x, — 6x3 — x4, & min
maohdudiyyat sartlori
2X1 + Xy — 2x3 + x4 = 24
{ X1 + 2x, + 4x3 < 22 }
X1 — X +2x3 =10
dayisanlarin monfi olmama sorti
X120, %20, x3=20, x4, =20
olan xatti programlagdirma masalasini siini asas iisulla holl edin.
6.Maqsad funksiyast
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f(x) = x1 + 2x, — x3 » max
mahdudiyyart sartlori

X1+ 2xy +4x3 =3
2X1 — Xy + 2x3 = 2
dayisanlarin manfi olmama sarti
x, =0, x, =0, x3=0
olan xatti programlasdirma maSalasini siini asas iisulla holl edin.
7.Maqsad funksiyast
f(x) = 4x, + 5x, + x3 - max
maohdudiyyar sartlari
{le +2x, + x4 = 10}

{—xl + 4x2 + 2x3 < 3}

X1 +4x, +4x5 = 11
3x1 +3x, +x3 =13
dayisanlarin manfi olmama sarti
X120, %20 %20, x,20,x5=0

olan xatti programlagdirma masSalasini stini asas iisulla hall edin.
8.Maqsad funksiyasi

f(x) = 2x; + 4x, + 6x3 > min
maohdudiyyat sartlori

—X1+2x;, +x32>1
{x1+x2+2x321}

dayisanlarin manfi olmama sarti

x; =0, X, =0, x3 =0

olan xatti programlasdirma maSalasini siini asas iisulla holl edin.
9.Magsad funksiyasi
f(x) = x; — 24x, + 12x3 > max
maohdudiyyar sartlari
X1 —3x, +2x3 <1
{—xl +4x, —x3 = 2}
dayisanlarin manfi olmama sarti
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x1 =0, x, =0, x3=0
olan Xatti programlasdirma masalasini siini asas tisulla hall edin.
10. Magsad funksiyasi
f(x) =12x; + 5x, + 2x3 » max
maohdudiyyat sartlori
X1+ 2x, +x3 =3
{ 2x1 —5x, =4 }
dayisanlarin manfi olmama sarti
x1 =0, x, =0, x3=0

olan Xxatti programlasdirma masalasini siini asas iisulla holl edin.
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VIII FOSIL. XOTTi PROQRAMLASDIRMADA
IKiLI MOSOLOLOR

8.1. Tlkin va ikili masalalarin tartibnde iimumi
gaydalar

Xotti programlasdirmada, xiisusilo istehsalin planlagdirilmasi
Vo resurslarin boliisdiiriilmasi ilo bagli problemlarin hallinds ikili
masalalor miihiim rol oynayir.

Ikilik ideyast ondan ibarotdir ki, Xorclori minimuma
endirmadon moanfasti artirmaq miimkiin deyildir.

Hor bir Xotti programlagdirma mosalosi miioyyan sokilda
standart qaydalara uygun tartib edilmis ilkin masaloys miinasibatda
ikili adlanan basqa bir xotti programlasdirma masalasi ilo
olagalondirila bilar.

Bu mosalalorin har biri miistaqil sokilds hall edils bilar, lakin
eyni zamanda, onlarin miimkiin holl yollar1 bir-biri ilo birbasa
baglidir, bu da onlardan birinin optimal hallini bilmoklo digarinin
optimal hallini miisyyan etmoays imkan verir vo ¢ox vaxt ilkin
masalanin hallindan daha ¢ox ikili masalanin hallini tapmaq daha
asan olur.

Nimuno olaraq istehsalin planlasdirma masalasini nazoardon
kegirak:

Forz edok ki, 1 sayli miiassisada hor bir resurs noviindon
b;, 1, m vahidi hacmindo m nov resurs var ki, onlardan n név moahsul
istehsal olunur. j —ci név mohsul vahidini istehsal etmak iiciin a;;
vahid i-ci nov resursdan istifads edilir vo mohsul vahidinin maya
doyari ¢; -dir. Maksimum maya doyarini tomin edon mohsul
istehsali plamimi tortib etmok lazimdir (na godoar vo hansi névdo
mohsul istehsal olunmali oldugunu gostormokls).Bu, ikin
mosaladir.
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Beloliklo, standart formada ilkin  (birbasa)  Xatti
programlagdirma masalasi asagidaki kimidir:

n
zainiji; i=1m
j=1

xj =0, j=1,n
mohdudiyyat sortini gane edon vo

n
Z = chxj - max,
j=1

moagQsad funksiyasinin maksimumunu tomin edan
X = X1, X2, X3 wev e eue , Xn
vektorunu miiayyan etmok lazimdir.

Forz edok ki, 2 sayli miiassisa 1 sayli miiassisanin malik oldugu

biitlin resurslar1 almaq qorarma golmisdir. Bu zaman 2 sayh
miiossiso bu resurslara optimal giymatlar tayin etmalidir.
[lkin moasalonin hor bir mohdudiyystino xammal ndvlorinin
giymatlorinin vektoru  kimi  ikili  doyison Y =
(V1) V2, V3 wee eer e ,Ym) toyin edok, Burada y; - i—ci resurs
vahidinin dayarinin giymatidir.

n
{{Zal]x]SblHyli i=1m \}

j=1

xj =0, j=1,n J
Resursun giymatlondirilmasi asagidaki sartlors asaslanir:
— 2 sayli miiassiss ti¢iin resurslarin imumi doyari (imumi xarclar)

minimal olmalidir;
m
Z by, = min
i=1

- j-ci mohsulun vahidinin satigina Xorclonmis biitiin resurslarin
dayari j-ci mohsulun vahidinin satisindan olds edilon galirdan az
olmamalidir. (har bir resurs novii tigiin 1 Ne-li miiassisaya bu nov
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resursu hazir mohsula emal etmokls alds edo bilocayi dayardan,
yani, son mohsulun doyarindon az olmayan moblagi 6domalidir):

m
Z aijyj > Cj, ] = 1,
i=1
Belaliklo, ilkin istehsalin planlagdirilmasit masalasi ilo bagl ikili
mosoalo formal olaraq asagidaki kimi yazilir:
Mohdudiyysatlari

S

m
Zaijyj 2 Cj, j=1n
i=1
Vi =0, i= 1,—m
soklinds olan funksiyanin minimumunu
m
F = Z b;y; —» min
i=1
tomin edon Y = (¥1,¥2, Y3« eer wu ,Ym) Vektorunu toyin etmok
lazimdir.
Qeyd:
Resursun  doyar ifadosi onun qiymoti  deyil, yoni,
(Y1, V2, Y3 wee wen e ,¥m) askar olmayan Vs ya ugot giymatloridir.

Iqtisadi cohatdon ikili mosalalor asagidaki kimi sorh edilo bilor:

I1kin mosala:

Mohsul vahidlorinin dayari ¢; > 0, j = 1,n, mdvecud resurs-
larin hocmi b; > 0, j = 1,m vo Xarclorin normasi a; =0, j=
1,m oldugu halda, istehsal olunmus mohsullarin satisindan
maksimum manfaat aldo etmok tigiin na gadar va hansi név mohsul
istehsal etmok lazimdir?

Ikili moasalo:

Méveud  resurslarm hocmi  b; >0, j = 1,m ,mohsul
vahidlorinin deyeric; > 0, j = 1,n vo Xarclorin normasi a;; = 0,
j =1,m oldugu halda, y; > 0, j = 1,m resurslarin hor vahidinin
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giymati no godor olmalidir ki, imumi istehsal xarclor minimal
olsun?

8.2. ikili mosalalorin tartibi

Ikili mosalolor adoton simmetrik vo asimmetrik olur. Mohdudiy-
yatlari barabarsizliklarls verilon ikili masalolor simmetrik adlanir,
biri ilkin, digari iss ikili masals adlanir. Belalikla, bir ciit simmetrik
ikili masalo asagidaki formaya malikdir:

1kin masala ikili masala
n m
/= z ij]' — max, F = Z biYi - min
j=1 i=1
n m
Zauxjﬁbl i=1m Zauy]2011=1,n
j=1 i=1
xj =0, j=1n yi =0, i=1m
n
/= Z ¢jxj — min, T
= F = Zbiyi - max
n =1
Z >bi=1m -
a;ixji =b;i=1,
= v ' Zaijyj < Cj ] = 1,7’1
=1
> =
% =0, j=1n y;i =0, i=1m

Mohdudiyyatlori tonliklorlo verilmis iki mosaloys asimmetrik
deyilir. Bu o demoakdir ki, asimmetrik halda , y;,i=1,m ikili
doayisonin isarasi sarbastdir.
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[lkin mosala [kili moasalo

n m
Z = Z ¢jx; ® min, F = Z b;y; — max
j=1 i=1
n m
a;jxj =b; i=1m ZaijijCjJ':Ln
j:]_ i=1
x: >0 ji=T,n y;-istonilon

=71

i ,m
m
F = Z b;y; — min
i=1
m

zaijszbiizlfm Zaijijij=1,n

i=1
y;-istanilon
i=1m

Moasalalardan birinin mahdudiyyatlar sistemi hom tanliklari, ham da
borabarsizliklori ehtiva etdikds va bazi doyisonlor manfi olduqda,

ikili masalalor ciitii garisiq adlanir.
Ilkin masalo

Z = cix1 + Caxp + -+ CpX, = Max

a11x1 + a12X2 + + alnxn S b1
az1X1 + Ay2Xy + -+ ArnXn < bz
ax1X1 + Ax2Xo + -+ ArnXn < bk
Ag4+1,1X1 + Agp1,2X2 +° + Qgp1nXn = braq
Am1X1 + Ao Xo+. .. QnXn = by
x=20,j=1Lp, p< n
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[kili moasalo
F=byy; + by, + -+ b,y, = min

a11y1 + a1y2 + o+ QGpiYm = €1
A12y1 + Az2Y2 + -+ QY = C2

A1pY1 + AzpY2 + -t AmpYm 2 Cp
a1,p+1Y1 + Az p+1Y2 tt Appr1Ym = Cpta

L A1nY1 T Y2t ApnYm = Cn
Vi = 0,i=1m

Qarisiq citliikda ikili masalo qurarkeon asagidaki gaydaya amol
edilir:
Ogor ikili dayisan barabarsizlik mohdudiyyatina malikdirss, onda
0, moanfi deyil, agar tonlik mohdudiyystino malikdirss, onun isarasi
ixtiyaridir. ilkin doyison monfi deyilss, ona barabarsizlik mahdu-
diyyati toyin edilir; ogor doyison isaro baximindan ixtiyaridirso,
miivafiq mohdudiyyat tonlikdir.Daha sonra simmetrik ciit {iglin
olan eyni gaydadan istifado edilir.
ogor
a1 Qaqz ... Aupn
Apn= 4 M0 T2 b hdudyyst  sortlorinin
Am1 Amz - Amn
omsallarinin matrisi;

Cixn = ( ¢q,€63,C3, ... Cpp) - mohdudyyat sortlorinin  satir
omsallarinin matrisi;
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by

b S .
Bxi = 2 % - sorbast haddlorinin siitun matrisi;
by,
X1
X .
Xpx1 = 2 - mochullarin siitun  matrisi oldugunu gabul
xn

etsok,onda ikili mosalalorin  tortibi sxemi asagidaki formaya
malikdir:

Ilkin mosoalo Ikili mosalo
A1 Q12 - Q1p b, a1 Q21 - Qin €1
az1 Gz .. Qzn b, Q12 Q22 - Am2 C2

Am1 Am2 - Amn b,, Ain Azp - Amn Cn
€1 Cy . Cn | Z(X) by by ...b, F(Y)
Z = CX - max, F = BY - min,
AX < B, ATY > C,
X=0 Y=>0

Formallasdirilmis iki masaloni miiqayiso etdikds aydin olur ki,
ikili masals asagidaki qaydalara uygun tartib olunur.

1) ©gar masalonin mogsad funksiyasi “max-da dyranilirss, onda
mohdudiyyatlor “<” vo ya “=" isarasino malik olmalidir Vo agor
moasalonin  magsad funksiyast  “min” —do Gyranilirss, onda
mohdudiyyatlor “>” va ya “=" isarasina malik olmalidir;

2) 1lkin masalonin har bir mahdudiyyati ikili doyison y; > 0, i =
1, m ilaolagelondirilir vo oksing, yani ikili masalods doyisonlorin say
ilkin masaladaki mohdudiyystlorin sayina, ikili masslodoki mahdu-
diyyatlorin sayi isa ilkin masslodaki dayisonlorin sayina barabordir;

3) ilkin masalonin magsad funksiyast max-da dyronilirsa, iKili
moasalonin mogsad funksiyast min-do oyranilir vo  ya oksins
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(Z—> max< F—->min voyaZ - min < F— max);

4) 1lkin mosalonin magsad funksiyasinin omsallar:

C = (¢4, €3, C3, -... C) iKili masalonin mahdudiyyatlar sisteminin
sarbast haddloaridir;

5) ilkin masalanin mohdudiyyat sisteminin sorbast haddlari ikili
masalonin magsad funksiyasinin sarbast omsallaridir.

6) ilkin wvo ikili moesalolorin mohdudiyyat sisteminin omsal
matrislori bir-birine kociirtliir.

7) Ilkin mosalonin x;, j = 1,p doyisenine isare mehdudiyysti
(x; =0, j=1,p,) goyulursa, ikili masalonin j-ci mohdudiyysti
borabarsizlik kimi yazilir vo ya oaksina.

8) ©gor ilkin  mosalonin x; =0, j=p+ 1,n dayisoninin
isarasi  ixtiyaridirsa, onda ikili masalonin j-ci mohdudiyyati
barabarlik formasina malikdir va aksina.

9) ilkin mosalada barabarlik mohdudiyyatlori varsa, onda ikili
masalonin uygun dayisonlorina manfi olmama sorti goyulmur;

10) ©gor ikili masalonin y; >0, i =1,m doyisonino monfi
olmama sorti qoyulubsa, onda ilkin masoalodo ikili masalonin
miivafiq mohdudiyyati barabarsizlik soklinds yazilir.

Masals 8.1. Asagidaki ilkin xatti programlasdirma masslasi tigiin
ikili masaloni qurun:

Moaqgsad funksiyast Z(X) = 3x; + 2x, + x3 — max
mohdudiyyat sartlori

X1 +x3=4
2x1 +2x, < 14
doayigonlarin manfi olmama sortix; =0, x, = 0,x3 =0
Holli:
1) Birinci mohdudyyati (-1)-2 vuraqg:
Z=3x1 + 2x, + x3 — Max

{—xl —2x, = —12}
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X, +x3=4
2x1 + 2x, < 14

x, =0, X, =20,x3=20
2)ilkin masalonin har bir mohdudiyysti tigiin biz ikili doyisen y; ,
i=1,m toyin edilir:

Z=3x1 + 2x, + x3 — Max

x;+2x, <120y, >0

x; + x3 = 40 y, —istonilon
2x; +2x, <140 y; >0
x, =0, X, 20,x32=20
Beloliklo, ilkin mosalodoki doyisonlorin sayr ikili mosalodoki
mohdudiyyatlarin sayina baraboardir, yani,m=3.
3)ilkin masalonin mogsad funksiyast max-da dyranildiyi iigiin ikili
masoalonin magsad funksiyast min-da 6yranilocokdir:
Z— max < F— min

4)ilkin mosalonin mahdudiyyatlor sisteminin sarbast haddlori B =
12

{x1+2x2512}

ikili magsad funksiyasinin sorbost omsallarina ¢evrilocokdir,
14
yani:
F=12y, + 4y, + 14y; — min
5)ilkin masalasinin mogsad funksiyasinin omsallar1 C = (3;2;1) )
ikili masalonin  mohdudiyyatlor sisteminin sorbast hadlarine
cevrilocokdir;
6)ilkin vo ikili mosalolorin mahdudiyyatlor sisteminin omsallar:
matrisi bir-birinoe kogtiriliir, yani
1 2 0 1 1 2
A={1 0 1}—> AT:{Z 0 2}

2 2 0 0 1 0
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7) 1lkin masalonin hor ii¢ doyiseni yalniz monfi olmayan giymatlor
aldigina goro, ikili masalonin mohdudiyyatlor sisteminds {i¢ bora-
barsizlik olmalidir. Barabarsizliyin novii magsad funksiyasina gora
secilir. F min-do arasdirildigindan barabarsizliklor “>" isarasi ilo
olmalidir. Beloliklo, ikili masalonin  mahdudiyyatlor sistemi
asagidaki formani alacaq:
y1+y2+2y;°3
2y, +2y3 =2
Yy = 1
8) ilkin masolads ikinci mohdudiyyat barabarlik formasinda oldu-
gundan, ikili mosalonin uygun doyisonine monfi olmama sorti
goyulmayacag.
Belaliklo, ikili masalo asagidaki formaya malikdir:
Mogsad funksiyasi
F=12y, + 4y, + 14y; — min,

mohdudyyat sartlori
y1+y2+2y3°3
2y; +2y3 =2
y. =21

y1 =0, y3 =0,y, —istanilan.

8.3. Osas ikilik teoremlari va onlarin iqtisadi mazmunu

Forz edok ki, simmetrik cut ikili masalo movcuddur:

Hkin masalo Ikili mosalo
m
Z = Z cjx; ® max, F = Z b;jy; — min
= i=1
n m
Z i=1m Zai,y,>C,]—1n
= i=1
x>0, j=1n yiz0 i=1m




[lkin va ikili masalalorin holli arasinda olagoe asagidaki lemma vo
ikilik teoremlari ilo tortib edilo bilor.

Lemma 8.1 (ikilik nazariyyasinin osas borabarsizliyi). ©gor X
ilkin masalonin plani, Y isa ikili masalonin planidirsa, onda X plani
ila ilkin masalonin magsad funksiyasinin qiymati hamiso planl ikili
mosalonin Y magsad funksiyasinin giymatini kegmir, yani

Z(X) < F(Y)
Vo ya

n m
j=1 i=1

Boarabarsizliyin igtisadi mozmunu o demakdir ki, har hanst miimkiin
X Vo Y planlar igilin istehsalin timumi doayari resurslarin comi
giymatindan ¢ox olmamalidir.

Ikili masalolorin optimal halli arasinda slags ikilik teoremlori ilo
qurulur.

Teorem 8.1 (Birinci ikilik teoremi).
Bu teorem iki hissalidir:
1)Ogor ikili masalalardon birinin optimal halli varsa, digarinin do
optimal halli var. Bu halda,
X" = (x1,x1, .. Xp) VO Y = (y],¥1, .- Ym) optimal planlar
ticin mogsad funksiyalarinin ekstremum qiymatlori bir-birina
borabordir, yani,

Z(X*) =F(Y™")

2)Ogar ikili ciitiin masalalarindan birinin moagsad funksiyasi qeyri-
mohduddursa, ikili ciitiin digor mosalosinin sartlori ziddiyystlidir.

Teorem 8.2 (Ikinci ikilik teoremi). ilkin vo ikili masalolorin
miimkiin hollorinin optimal olmast X* = (xq, x7, .....xp) Vo Y* =
V1, Y1, -----Ym) Uclin asagidaki sortlori tomin etmok zoruri vo
kafidir:
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n
}’i*(z a;jx’; — b)) =0,
=

i=1m
m
xf(z a;;y*; —¢;) =0,
i=1
j=1,n

Birinci sortin iqtisadi monast odur  Ki, i-ci név resursun
giymatlondirilmasi optimal planda y; > 0 miisbat olarsa, onda

optimal planda bu resurs tam
n

z aijx*j = bi

j=1
istifado olunur. Ogor optimal planda bu resurs tam istifado
olunmursa

n
z aijx*j < bi
j=1
0 zaman optimal planda giymatlondirmas sifira barabardir:
yi =0
Birinci sortin igtisadi monas1 odur ki, j-Ci mohsulun istehsali
optimal planna x; >0 daxil edilirss, o optimal
giymatlondirmalords  zorarli deyildir:
m
Z aiy"; = ¢
i=1
Ogor istehsal ziyanlidirsa (onun Xarci satis qiymatindon artiqdir)
m
Z aijy*l. > Cj
i=1
onda bu mohsul optimal planda istehsal olunmur:
x;i =0
J
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8.4. ikili masalalarin hallinin tapilmasi yollari

Simmetrik ciitliikda ikili masalonin hallini tapmagin birinci yolu
osas ikililik teoremlarinin totbigine asaslanir.

Masalo 8.2. Asagidaki geyri-kanonik formada verilmis xatti
programlasdirma masalosinin ikili masslasini qurun vo  onun
optimal hallini tapin:

Z(X) = 2x1 + 3x, » max
X1 +2x, <8
{4x1 + 3x,; < 15}
x1 =0, X, =0
Qeyd edok ki bu ilkin masalonin optimal halli vardir: X* =
(1,2;34),Z(X) =126

Hoalli: Ikili mosoloni formalasdiraq:
F(Y) =8y, + 15y, - min
yit+4y, =2
{23’1 +3y; 2 3}
y1 20, Y220
Birinci ikilik teoremindan bels ¢ixir ki:
) Zinax(X™) = Fpin(Y™) = 12,6
Ikinci ikilik teoremini tatbiq edoak: ilkin masalonin optimal
hollindo x; = 1,2 # 0, x, = 3,4 # 0 oldugundan, ikili masalonin
optimal hallinds ikili masalonin birinci va ikinci mahdudiyyatlori
{Y1*+4y2* =2}
2y;" +3y,;" =3
borabarlik soklindo veriliir.
Sistemi holl edak. Birinci tonliyi 2-ys vuraq:
2y;" +8y," =4
{Zyl* + 3y," = 3}
Birinci tonlikdan ikincini ¢ixaraq:
57" =1,," =£=02
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Onda;
M =2-4y, =2—4z=2—2=2=12
Cavab: Y* = (1,2;0,2) , Fypin (V) = 12,6
Masala 8.3. Asagidaki geyri-kanonik formada verilmis xatti
programlasdirma masalasinin ikili masalasini qurun va onun
optimal hallini tapin:
Z(X) = 2x1 + 3x, » max
3x1 + 8x, < 240
{4x1 + 5x, < 200}
9x1 + 4x, < 360
x1 =0, X =20
Qeyd edak ki bu ilkin masalonin optimal halli vardir:  X* =
(23,53;21,18) , Z(X) = 110,6
Ikili mosaloni formalasdiraq:
F(Y) = 240y, + 200y, + 360y; —» min
3y, +4y, + 9y, = 2
{83/1 + 5y, + 4y; = 3}
V1 = 0, V2 >0
Birinci ikilik teoremindan bels ¢ixir ki:
) Zmax(X*) = Fmin(Y*) = 110,6
Ikinci ikilik teoremini tatbiq edak: ilkin masalonin optimal
hallindo x; = 23,53 # 0, x, = 21,18 # 0 oldugundan, ikili
masalanin optimal hallinda ikili masalanin birinci va ikinci
moahdudiyyatlari

3y1+4y; +9y3 =2
{8)’1 +5y; + 4ys = 3}

borabarlik soklinds veriliir.

X* = (23,53;21,18) ilkin masalonin mahdudiyyatlarins daxil

edirik vs ti¢lincii mohdudiyyatin ciddi barabarsizlik Kimi

Odonildiyini goriirtik:
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3-23,53+8-21,18 = 240 = 240
4-23,53+4+5-21,18 =200 = 200
9-23,53+4-21,18 = 296,49 < 360
Uygun olaraq y3* = 0.
Uc moachulu olan tonliklor sistemi olds edirik:

3y1* + 4‘y2* + 9y3* = 2 3y1* + 4y2* = 2
8y +5y," + 4y;" =3, ->1{8y;"+5y," =3
y3- =0 y3- =0

Sistemi hall edoarok
Y*= (2 Z, O) oldugunu miiayyoan edirik.

17’ 17

Cavab: Y*= (25 25 0), g (V") = 110,6.

17° 17
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OZUNU YOXLAMAQ UCUN SUALLAR VO TAPSIRIQLAR

1.Ikili masalalarin igtisadi manas: nadan ibaratdir?
2.Ikili masalalarin tortibi qaydalarini izah edin.
3.9sas ikilik teoremlari hansilardwr va onlarin igtisadi mazmunu
nadan ibaratdir?
4. Asagidaki geyri-kanonik formada verilmis ilkin  xatti
programlasdirma maSalasinin ikili masalasini qurun va  onun
optimal hallini tapin:
= 2x, — X, > min
3x; +2x, =11
{ X1+ x, =2 }
x1—3x, =29
x1=20,x=0
5. Asagidaki  geyri-kanonik  formada  verilmis ilkin  xatti
programlasdirma masalasinin ikili masalasini qurun va  onun
optimal hallini tapin:
Z = 2xq, + 6x, > max
X1 +x,< 4
{29(1 +3x, < 12}
2x1 — Xy < 2
x1=20,x,=20
6.Asagidakt  geyri-kanonik  formada  verilmis ilkin  xatti
programlasdirma maSalasinin ikili masalasini qurun va  onun
optimal hallini tapin:
Z = 11x; + 44x, - min
3x, + 5x, > 18
{ X1 +9x, = 30 }
2xq1 + 7xy, = 27
x1=20,x,2=0
7. Asagidaki geyri-kanonik formada verilmis ilkin xatti
programlagdirma masalasinin ikili masalasini qurun va
onun optimal hallini tapin:
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Z = 11x4 + 14x, + 15x3 - min
3x;1 +3x, +x3=27
{x1+2x2+5x329}
X1 + 3xy, + 2x3 = 14
x1=20,x=20,x3=0
8.Asagidakt  qeyri-kanonik  formada  verilmis ilkin
programlasdirma maSalasinin ikili masalasini qurun va
optimal hallini tapin:
Z =7x1+4x, + 11x3 » min
Xy + 5x, + x3 = 27
{ 2x1 +x, +3x3=29 }
3x1 + 2x, + 5x3 = 14
x=20, x,=20 x3=20
9. Asagidakt  geyri-kanonik  formada  verilmis  ilkin
programlasdirma maSalasinin ikili masalasini qurun va
optimal hallini tapin:
Z = 5x1 + 7x, + 13x3 - min
2x1 + x5 +4x3 = 22
{ X1 +x,+x3=9 }
X1+ 2x, +3x3 > 18
x1 20, X, =20, x3=0
10.Asagidaki  geyri-kanonik  formada  verilmis ilkin
programlasdirma masalasinin ikili masalasini qurun va
optimal hallini tapin:
Z =Xx1 — Xy, > max
—2x1 +x, <2
{ X1 —2x, <2 }
X1 +x, <5
x1=20,x, =0
11.Asagidakt  geyri-kanonik formada verilmis ilkin
programlasdirma masalasinin ikili masalasini qurun va
onun optimal hallini tapin:
Z =3x; — 12x, + 4x3 > min
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X1+ 3x, +x3=2
{xl —4x, + 4x3 = 1}
x1=20, x>0
12.Asagidaki  geyri-kanonik  formada  verilmis ilkin  xatti
programlasdirma maSalasinin ikili masalasini qurun va  onun
optimal hallini tapin:
Z = 4x, + x, > max
3x1 +x, <3
{4x1 + 3x, < 6}
x1+2x, <4
x1 =0, x; =0
13. Verilmiy ilkin masalaya uygun olaraq ikili masalani edin:
f(x) = 4x; + 3x, - max
X1+ 2x, = 4
2%, + 2%, = 3
5x; + 3x, < 32
Ay + Txy < 27
x1 =0, X =0
14. Verilmis ilkin maSalaya uygun olaraq ikili masalani edin:
f(x) = 3x; + 4x, - max
(—2x1 +4x, < 1
4, + 6xy < 12
{ 6x; + 3%, <9 }
2x1+x, 21,6
\ 2, — 4, > 2 J
x1 =0, X, =0
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IX FOSIL. NOQLIYYAT MOSOLOLORI

9.1.Nagliyyat masalasinin igtisadi shamiyyati

Nogliyyat mosalasi - Xatti programlagdirmanin on ¢ox
yayilmis masalalorindon biridir. Onun mogsadi haddon artiq uzun,
qars1 vo tokrar dasimalar1 aradan qaldirmaqla, yiik dasinmalarinin
on rasional marsrutlarin1 vo tisullarini inkisaf etdirmokdir. Biitiin
bunlar mallarin horokati tigiin vaxti azaldir, xammal, material,
yanacaq, avadanliq vo S. tochizati proseslorinin hayata kegirilmosi
ilo olagodar miiassise vo firmalarin xarclorini azaldir.

Iki ndv nogliyyat masalasini bir —birinden ayirirlar:

1) Xorc meyar1 (minimum dasima xarclarina nail olmag) ve ya
mosafo lizrs;

2) vaxt meyari (dasima ti¢tin sarf olunan minimum vaxt).

Nogliyyat masalosi  on  ¢ox yayillmig xiisusi  xotti
programlagdirma problemlarindan biridir.

Nogliyyat masalolori asagidaki xiisusiyyatlora malikdir:

-eyni novlii ehtiyatlar boliisdiiriilmays moaruz qalir;

-masalonin sortlori yalniz tonliklorlo tosvir edilir;

-biitiin doyisonlor eyni 6l¢ii vahidlori ilo ifads edilir;

-biitiin tonliklords machul olan smsallar vahido barabardir;

-har bir machula mohdudiyyatlor sisteminin yalniz iki
tonliyinds rast galinir.

Bu masalalar xatti programlasdirma masalalaring aiddir va
simpleks metodundan istifado etmoklo hall edilo bilor. Bununla
belo, tipik bir nagliyyat masalasi ¢oxlu sayda doyisonlora malikdir
va onu simpleks metodundan istifads etmoklo hall etmak ¢otin
olur.Digar torafdon, nogliyyat masalasinin mohdudiyyatlor
sisteminin matrisi ¢ox unikaldir, ona géra do onun halli Giglin xiisusi
isullar hazirlanmigdir. Bu iisullar, simpleks metodu kimi, ilkin
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dayaq holli tapmaga va sonra onu tokmillogdirmoklo optimal halli
alda etmaya imkan verir.

9.2. Nagliyyat masalalarinin riyazi qoyulusu

Nogliyyat mosalalorinin qoyulusu asagidaki kimidir. Tutagq ki, m
sayda istehsal moantagasinda (taghizatgida) bir név mohsul ehtiyati
vardir vo bu mantagalords olan moahsulun hacmi miivafiq olaraq
ay,a,, ... Gy Vvahiddir. Bu mohsula (yiike) olan tolobat
by, b, ... b, ntoyinat montogesinin (istehlakgilarin) hor biri tigiin
malumdur.

Yiik dasima planini elo tortib etmok lazimdir ki, biitiin istehlakgilar
maksimum  dorocods qane etsin, yiklori tochizatgilardan
istehlak¢ilara dasmsin Vo iimumi dasinma xarclori minimal olsun.

Nogliyyat mosalalorinin  biitiin  gortlorini  asagidaki codval
soklinda togdim etmak olar:

Tachizatgilar Istehlakgilar Tochizatgilarin
1 2 i n toklifi
1 C11 Cip | .- Cin aq
X11 X12 X1n
2 €21 C22 C2n a
X21 X22 X2n
m Cm1 Cm2 Cmn am
_ Xm1 Xm2 Xmn
Istehlak- by b, - b, Com
cilarin tolobi Com

Cadval 9.1. Nagliyyat masalasinin paylama cadvali

Bu cadval noagliyyat mosolosinin paylama coadvali adlanir.
Burada:
x;j - U tochizatgisindan j istehlak¢isina daginan ytikiin miqdarini;
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cjj— U tochizatgisindan  j istehlak¢isina  yiikiin dasinmasi
xarclorini  gostarir.
Biitiin planlagdirilan dagimalarin doyori minimal olmalidir:
F=ci1x11 + Ciax12 + oo + CunXmn = Min - (9.1)
Masalonin mohdudiyyat  sistemi iki tonliklor sistemindan
ibarotdir.
Hor bir toghizat¢idan istehlakciya biitiin yiiklori elo dasimaq
lazimdir ki, asagida borabarliklor tomin edilsin,
X114+ X2+ x +p=aq
Xo1 + Xgp + o+ Xy = ay 9.2)
Xm1+ Xmz + o+ Xmn = Ay
Vo buna gora da biitiin tolob olunan yiiklar har bir toyinat
moantagesine ¢atdiriimalidir:
X11 + X1+ X1 = by
X12 + Xop + o +Xmo = by 9.3)
X1n + Xon + " +Xmn = by,
Dasinan yiikiin hacmi monfi olmayan ragomls ifado
edilmalidir:
xj =20, i=1Lm , j=1Ln (94)
Burada mogsad funksiyasi biitiin istehlak¢i montagolor arasinda
yiiklorinn daginmasi ilo alagodar amolo golon comi noagliyyat
xarclorini xarakterizo edir vo buna goro onun tigiinon kigik
(minimum) giymot axtarilir.

X11  X12  Xin
X221 X22 Xon
X=X

- Mmxn=

Xm1 Xm2 Xmn

matrisl ilo miioyyan edilmis xatti tonliklor sisteminin biitiin manfi
olmayan holli nagliyyat masslasinin plani adlanir.
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Moagsad funksiyasi 6ziiniin minimum giymatini aldigt X*
X*ij. ., plan1 nogliyyat mosslosinin optimal plani adlanir.
€11 €12 Cin

C21 Ca2 C2p .. ) ..
C=C;; _ matrisi tarif matrisi adlanir.
Umxn

Cm1 Cm2 Cmn

Umumi halda nagliyyat mosalasinin riyazi modeli asagidaki
formaya malikdir:

m n
Z= z z ¢ijxij = min(9.5)

9.3.Nagliyyat masalasinin hallinda zaruri va kafi sart

(9.1)-(9.4) nagliyyat masalasinin hall olunmasi maqsadilo zaruri
Vo kafi sort asagidaki teorem osasinda miiayyon edilir.

Teorem 9.1. Nogliyyat masalasinin hall oluna bilmasi tgiin
tochizat  montogolorindoki mohsul (yiik) ehtiyatlar1 istehlak
montagolarindoki mahsula (yiiks) olan talobata borabar olmalidir:

m n
XY
i=1 j=1

Bu o demokdir ki, masalo qapali olmlidir.
Bu teoremin zorurilik sarti tiglin isbat1 asagidaki kimidir:
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Forzedok ki, X = X*;;  nogliyyat mosolasinin optimal hallidir
Vo ishat edak ki,

RPN

i=1

Ogor (9.6) va (9.7) mohdudiyyat sistemlorino daxil olan
tonliklordo  X™* hollini yerino yazsaq asagidaki barabarliyi alda
etmis olariq:

x*ij=bj, j=1,Tl

Oldo edilmis tonliklor sistemini uygun olaraq i Vvo  j
indekslarina gora comloyak:

i=1j=1 i=1
m n n
20,5 = Qb
i=1j= j=

Bu ifadslorin sol taraflorl borabar oldugu iciin , onlarin sag
toroflori do  bir-birino borabordir. Beloaliklo, zorurilik sorti isbat
olundu.

Nogliyyat masalasinds asagidaki sort tomin edildikda, bu, gapali
(diizgiin balansla) nagliyyat masalosi adlanir:

m n
i=1 j=1
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(9.9) barabarliyi tomin edllmadlkds yanl

Zal Zb

bu, aciq (diizgiin olmayan balansla) naqliyyat mosolosi adlanir.
Ogor masalanin ilkin gartlorinds agiq masalo verilirss, bu zaman
o,qapali formaya gatirilmalidir vo bunun ii¢iin asagidakilar hoyata
kecirilmalidir:
a)mohsul c¢atismazhigi vaziyyatindo ( comi istehlak comi
ehtiyatlardan ciddi sokilds goxdur).
n m

z b > 2 a, (9.10)

=1 i=1
Belo ac¢iq nagliyyat masalasinin magsad funksiyasi

m n
E Z CijXij = min

~
Il

=
-

=

mohdudiyyat sortlori

S

j=1
m
le'j=bj, ]=1,7’l
=1

dayisonlarin moanfi olmama sorti
x;20, i=1Im ,j=1n
soklindadir.
Bels halda fiktiv istehsalgilardan biitiin istehlak montagalorine

sifir dasima tarifi ilo
m
Z b=
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yiik ehtiyatina malik A, fiktiv istehsalc1 daxil edilmalidir.
b)artiq mahsul vaziyyatinda( comi ehtiyatlar comi istehlakdan ciddi
sokildo ¢oxdur).

m n
i=1 j=1

Belo agiq nagliyyat masalasinin mogsad funksiyasi

m n
Z= ZZ cijxij > min (9.12.)

i=1 j=1
mohdudiyyat sortlori
n
xij =4a;, i= 1,m (913)
1

j:

m
injgbj, j=1,n (914)
i=1

doayisanlorin manfi olmama sorti
xijZO; i=1,m ,j=1,n (915)

soklindadir.
Belo nagliyyat mosalasini gapali nagliyyat masalasine gatirmok
tictin mohsul (yiik) ehtiyaclarinin hacmi

m n
i=1 i=1

olan fiktiv istehlak montogosi daxil edilir vo biitiin istehlak
montagolorindon fiktiv istehlak moantagoasine dasinma Xarclori sifir
tariflo hayata kegirilir.Bu halda C nagliyyat xarclori matrisina, eyni
zamanda X daginmalar matrisino yeni (n+1)-ci siitun alavs olunur.

Beloliklo do, agiq mosalo qapali masaloys gatirilir vo qapali
moasalonin optimal planindan ilkin agiq nagliyyat mosalosinin optimal
plan1 alinir. Belo halda fiktiv istehlak¢iya daginmis yiiklorin miqdart
nozars alinmamalidir.

135



Indi iso teorem 9.1-in kafilik sortinin isbatin1 hoyata kegirok.
Forz edok ki, verilmis nogliyyat masalosi gapali nogliyyat

masalasidir.Yani
m n

Z a; = z b] =1L
i=1 =1
Vo bels vaziyyatda nagliyyat mosslosinin miimkiin halli, eloca do
optimal holli vardir.

flkin olaraq onu qeyd edak ki, nogliyyat masalosinin miimkiin
hallar coxlugu bos deyil va istehsalg1 va istehlak¢1 montagolor
arasinda dasinan yiikiin hacmlarini

, _ @ibj,
Xij -_ L y
i=1,m ; j=1,n disturu vasitasilo miioyyon edok va isbat edok
ki,
, ab; .
X = (Xij)n,m = (T)n,ma
=1m ; j= 1,n

(9.12)- (9.15) nagliyyat masalosinin miimkiin hallidir. (9.13)- (9.15)

sartlorinda X-ni yerino yazsaq uygun olaraq asagidakilari aldo
edorik:

a;o; . .
X5-=T20; 1=1,m;]=1,n
Gorlindityt kimi, masalonin mohdudiyyst vo dayisonlorin monfi
olmamas sortlori ddonilir vo X;; (9.12)- (9.15) nagliyyat masalosinin

miimkiin hollidir.
Nogliyyat masalosinin bir sira xiisusiyyatlori vardir:
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Xiisusiyyat 1. (halli miimkiin olan). Balanslasdirilmis nagliyyat
masalasinin hamiss halli var.

Xiisusiyyat 2. (6l¢ii). Nogliyyat masalasinin mahdudiyyatlor
sisteminin molum olmayan omsallar matrisasinin ranqim +n — 1 -0
borabordir, burada m vo n miivafiq olaraq tochizat¢ilarin va
istehlakgilarin sayidir.

9.4.Noagliyyat masalasinin ilkin dayaq planin
tapilmasinda istifados edilon tisullar

Nogliyyat masalasinin ilkin dayaq planinin tapilmasi asagidaki
tisullarinin kémayi ilo hoyata kegirilir:

1)Simal-gorb bucag iisulu;

2)Munumum dayar (an kigik element) tisulu;

3) iki dofa nozoroalma iisulu;

4) Fogelin approksimasiya iisulu.

Qeyd edilon tsullarin mahiyysti odur ki, har bir nogliyyat
masalasinin ilkin dayaq plan1 m + n — 1 sayda ardicil sokilds totbiq
olunan addimlar noticosinds oldo edilir. Atilan addimlar zamani
nagliyyat masalasinin sortlori verilmis codvalin hor hansi bir xanasina
yiikdagimalarin hacmi miioyyan edilir ki, bu isa dolu xana adlanur.
Beloliklo do istehlak montagalarinin mohsula olan tolobatinin
tamamilo o6donilmoasi, yaxud da istehsal montogelorinin mohsul
ehtiyatinin tamamilo dasinmasi tomin olunur.

Simal — gorb bucag iisulu. Bu {isul ¢ox sads tisuldur vo burada
nagliyyat xarclori nazara alinmir. Nogliyyat mosalasinin ilkin dayaq
planini miisyyan edorkon cadvaldoki xanalarin doldurulmast x4
xanasindan( yuxari sol xana) baslanir vo x,,, Xanasinda qurtarir.
Atilan hor  novboti addim zamanm  yerdo gqalmis istehsalgi
montagoalarinin birincisine vo yerds galmis istehlak¢r mantagolorinin
birincisino baxilir. Belo halda istehsalgi montageda olan mohsul
ehtiyatlari o zamana kimi istifads edilir ki, o,tam qurtarmis olsun.
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Daha sonra noOvboti istehsalgt montogesinds  olan  mohsul
ehtiyatlarindan istifado olunur va s.

Simal - gorb bucagi tisulunun vasitasilo ilkin dayaq planina daxil
olan yiikdasimalarin hacmlarinin toyin edilmoasi algoritmina nozor
salag va ilkin olaraq x; ;- in giymotinin miiayyan edilmoasine baxaqg:
1) a; < by oldugu halda x;; = min{a,, b;} = a; olur vo birinci
sotirin digar bos xanalarindaki yiikkdagimalarin hacmlori iso x5, =
X13 = **..X1, = 0 borabor olur. Belo halda birinci istehsalg
montagoesinda galan mahsul ehtiyati sifira barabardir vo ona bir daha
baxilmir. Eyni zamanda birinci istehlakgr mantagasinds galan tolobat
Ab; = b; — a; kimi hesablanir Vo onun ikinci, tiglincii va S. istehsal
montagolarindon daginmis mohsullarla 6danilmasi miimkiindiir, yani,
X,, = min{a,, Ab;}vos.

2)a; > b; oldugu halda x;; = min{ay,b,} = b olur vo birinci
stitunun digar bos xanalarindaki yiikdasimalarin hacmloriisa x5, =
X31 = ..Xpp = 0 borabor olur.Beloliklo birinci  istehlak
montagosinin talobati tam sokilds ddanilir vo ona bir daha baxilmur.
Eyni zamanda birinci istehsal¢t montagods galan mahsul ehtiyati
Aa; = a; — b; kimi hesablamr.Qalmis ehtiyat iss ikinci, liglincii vo
s. istehlakg1 mantagaloara gondorila bilar, yani, x;, = min{Aay, b,} vo
S.
3)a; = b, oldugu halda x;; = a; = b, olur. Belo halda ya birinci
istehsalgt montogoys baxilmir, yoni  Aa; =0 Vo xq5 = X453 =
..X1n, = 0 borabor olur.Ya da birinci istehlak¢t montagoya
baxilmir, yani Ab; = 0 vo X1 = X371 = ***..Xpy = 0 borabor
olur.

Masala 9.1. Tutaq ki, 3 istehsalgi mantagesinds uygun olaraq 340,
200, 160 mohsul var va bu mohsullari toloblori uygun olaraq, 120, 170,
150 va 260 vahid olan 4 istehlak¢1 mantagoays dasimaq tolab olunur.
hor bir istehsalgi montagoesindon hor bir istehlakgr montagesine
mallarm daginmasi xarclori
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7 2 4 8
C=(8 9 6 5]kimidir.

3 5 7 2
Simal-gorb bucagi tsulundan istifado edorok ilkin  dasimalar

planint tartib edin:
Halli: Masoalonin sartlorini cadvals yazaq:

Istehsalgilar Istehlakgilar Toklif
B, B, B3 B,
A 7 2 4 8 | 340
A, 8 9 6 51200
As 3 5 7 2 | 160
Toalob 120 170 150 260 Z a; = 700
> by =700

Moasalanin hall etmoys simal-gorb bugaqdan baslayiriq, yani,
X1, = min{340,120} = 1200nda B; istehlakgr montogasinin
chtiyaclar 6danilir vo uygun olarag  x,; = x5, = 0 olur.

Birinci siitun baxisdan ¢ixarilir (bos xanalara ulduz (*) isarasi

qoyulur).
Istehsalgilar | Istehlakgilar Toklif | Qalig
B, B, B; B,
Ay 7 2 4 8 | 340 220
120
A, 8 9 6 5| 200
*
Ay 3 5 7 2 | 160
*
Tolob 120 170 150 260
Qaliq 0

Yeno do Simal-garb bugagindan davam edirik, yani
X1, = min{340 — 120,170} = min{220,170} = 170
Onda B, istehlak¢t montogosinin ehtiyaclar 6donilir vo uygun
olarag x,, = x3, = 0 olur.

139



Ikinci siitun baxisdan cixarilir.

. Istehlakcilar .
Istehsalgil Toklif 1
stehsalgilar B, B, B, B, aklh Qaliq
7 2

Ay 120 170 4 8 340 50

A, . 8 * o 6 ° 200

As . 3 » ° 7 2 160

Toalab 120 170 150 260

Qaliq 0 0

Yena doa Simal-gorb bucagindan davam edirik, yani,

x13 = min{220 — 170,150} = min{50,150} = 50
Onda A; —do mohsul bitmisdir vo buna gora do x;, = 0. Birinci

sotir nazara alinmar.

Istehsalgilar | Istehlakgilar Toklif Qaliq
B; B, Bs B,
A, 7 340 50-50=0
120 170
A, 8 200
* *
As 3 5 160
* *
Tolob 120 170 150 260
Qaliq 0 0 100

Yeno do Simal-garb bugagindan davam edirik, yani,

x13 = min{200,150 — 50} = min{200,100} = 100

Onda B; istehlak¢r montagoasinin ehtiyaclar 6danilir vo uygun

olaraq x53 = 0 olur.
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Uclincii siitun baxisdan ¢ixarilir.

Istehsalcilar | Istehlakcilar Tok- | Qaliq
B; B, Bs B, lif
Ay 7 2 340 0
120 170
A, 8 9 6 5| 200 100
* * 100
As 3 5 7 2| 160
* * *
Talob 120 170 150 260
Qaliq 0 0 0

Yena do Simal-gorb bugagindan davam edirik, yani,

%13 = min{200 — 100,260} = min{100,260} = 100
Onda A, —do mohsul bitmisdir vo buna géra doa ikinci satir nazara
alinmur.

Isteh- Istehlakgilar Tok- | Qaliq

salgilar | B, B, B; B, |lif

A 7 2 340 |0
120 | 170

A, 8 9 6 51200 |0
* * 100 | 100

As 3 5 7 21160 |160

Tolob 120 | 170 | 150 | 260

Qaliq 0 0 |0 160

Yenos do Simal-gorb bugagindan davam edirik, yani,

X135 = min{160,260 — 100} = min{160,160} = 160
Onda B, istehlak¢1t moantagasinin ehtiyaclar 6donilir vo dordiincii
siitun baxigsdan c¢ixarilir.
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Isteh- Istehlakgilar Tok- | Qaliq

salgilar | B, B, lif

Ay 7 2 340 |0
120 | 170

A, 8 9 200 | O

A 3 5 160 |0

Talab 120 | 170

Qaligq 0 0

Belalikls ilkin dagimalar plani
120 170 50 0
X = ( 0 0 100 100>,
0 0 0 160
comi nogliyyat xarclori iso
F=7-120+2-170+4-50+6-100+5-100+2-160 =
2800 olacaqdir
Doldurulmus xanalarin say1 m +n — 1 =3+4-1=6.

Mumumum dayar (an Kicik element) iisulu: Simal-gorb kiincii
tisulu ilo alds edilon ilkin dagima plani onlarin dagima giymatindon
asilt deyil vo buna goro do, imumi halda, optimaldan uzaqdir.
Minimum dayar (on kicik element) tisulu iso nogliyyat xarclorini
noazors alir.

Minimum dayar (on kicik element) tisulunun mahiyyati codvaldo
olan on az dasginma xorci olan xanalarin ardicil olaraq
secilmasindan vo onlarin  doldurulmasindan ibaratdir. On asagi
giymoato malik bir ne¢o Xana varsa, onlardan hor hansi biri segilir.
Buna gora do, minimum dayar (on kigik element) tisulu il tapilan
ilkin dayaq plan asasinda hesablanan iimumi naqgliyyat xarclori ¢ox
vaxt Simal-gorb bucagi iisulu ilo tapilan ilkin dayaq plan asasinda
hesablanan timumi nagliyyat xarclarindan az olur vo asasan optimal
plana yaxmn olur. Simal-gorb bucag iisulunda oldugu kimi, ilkin
dayaq planmin minimum doayar(on kigik element) dsulu ilo
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mioyyan edilmasi alqoritmi do eyni addimlarin ardicil olaraq
totbig edilmasindan ibaratdir vo hor addimda cadvalin an az
nogliyyat xorcino malik bir xanasina yiikdagimanin hocmi miioyyan
edilir. Naticada cadvalds olan ya bir satir (yani,istehsal mantagasi),
yaxud da bir siitun (yani,istehlak mantagasi) nazars alinmur.

Masala.9.2. Masalo 9.1 sortlori asasinda munumum dayar (an
kicik element) iisulundan istifads edarok ilkin dasima planini tortib
edin:

Halli: Masoalonin sartlorini cadvalo yazag vo munumum dayar
(on kigik element) tisulundan istifads edarak onun hollini tapag:

Isteh- | Istehlakgilar Toklif | Qaliq
salgilar | B, B, B B,
Aq 7 2 4 81340 170
170
A, 8 9 6 51200
As 3 5 7 21160
Tolob | 120 | 170 | 150 | 260
Qaliq 0

Belaliklo, nozardon kegirilon masalonin hollina  dasima xorci 2
(minimum dagima xarci) olan ( A;, B,) xanasindan baslayacagiq .
Birinci istehsalgidan  ikinci istehlak¢iya maksimum miimkiin
miqdarda yiik, yoni x;, = min{340,170} = 170 catdiracagiq.
Ikinci istehlak¢min ehtiyaclart tamamilo 6donilir vo ikinci
stitundaki biitiin xamalar daha sonra nozoro alinmur.

Paylanmanin ikinci addiminda dasima xarci 2 olan ( A, B,)
xanasini se¢irik vo ona x;, = min{160,260} = 160 catdirilma
edirik. Indi iigiincii istehsal¢inin ehtiyati tamamilo istifads olunur
Vo tiglincii Satrin biitiin xanalar1 daha sonra nozoro alinmur.
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Isteh- Istehlakgilar Tok- | Qaliq
salgilar | B, B, B; B, |lif

Aq 7 2 4 81340 | 170
170

A, 8 9 6 51200

As 3 5 7 21160 |0

* * * 160
Talab 120 | 170 | 150 | 260

Qaligq 0 100
Daha sonra minimum dasima xarcina (4) malik olan ( A4, B3)
xanasmi  se¢irik  vo  ona X135 = min{340 — 170,150} =
min{170,150} = 150 catdirilma edirik.
Isteh- | Istehlakgilar Tok- | Qaliq
salgilar | B, B, B; B, |lif
Ay 7 2 4 81340 |20
170 | 150
A, 8 9 6 51200
As 3 5 7 21160 |0
* * * 160
Tolob | 120 | 170 | 150 | 260
Qaligq 0 |0 100
Daha sonra minimum dasima xarcina (5) malik olan ( 4,, B,)
xanasini  segirik  vo  ona X,4 = min{200,260 — 160} =

min{200,100} = 100 catdirilma edirik:
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Istehsal | Istehlakgilar Tok- | Qaliq

cilar B, B, B; B, | Iif

A 7 2 4 81340 |20
170 | 150 |~

A, 8 9 6 5200 |100
* * 100

As 3 5 7 21160 |0

Talab 120 | 170 | 150 | 260

Qaliq 0 |0 100

Daha sonra dasima xarci 7 olan ( A, B;) xanasini segirik va ona
x1; = min{340 — 150 — 170,120} = min{20,120} = 20
catdirilma edirik.

Isteh- Istehlakgilar Tok- | Qalig

salgilar | B, B, B, B, |lif

A 7 2 4 81340 |0
20 170 | 150 |~

A, 8 9 6 5|200 |100

) ) 100

As 3 5 7 21160 |0
* * * 160

Tolob 120 (170 | 150 | 260

Qaliq 100 | O 0 0

Daha sonra dasima xarci 8 olan ( A,, B;) xanasini se¢irik vo ona
X,; = min{200 — 100,120 — 20} = min{100,100} = 100
catdirilma edirik:
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Isteh- | Istehlakgilar Tok- | Qaliq
salgilar | B, B, Bs B, |lif
4y 7 2] 4| 8[340 |0

A, 9 6 51200 |0
* * 100

As 3 5 7 21160 |0

Tolob 120 | 170 | 150 | 260
Qaliq 0 0 0 0

Son catdirilma avtomatik olaraq oldo edilir, ¢iinki doldurulacaq
yalniz bir xana qalir va galan mohsulva toloblor orada yerlosdirilir.
Onlar borabordirlor, ¢iinki biitiin tochizatlarin comi Vo biitiin
toloblarin comi barabordir.
Beloliklo ilkin dagimalar plani
20 170 150 O
X = (100 0 0 100) ;
0 0 0 160

comi nagliyyat xarclori iso

F=7-20+2-170+4-150+8-100+5-100+ 2~
160 = 2700 olacaqdir.

Doldurulmus xanalarin sayr m +n — 1 =3+4-1=6.
Munumum doayar (on kicik element) iisulundanistifado etmokls,
daha yaxs1 dayaq planit alindi , ¢linki bu {isulla hesablanmis
nogliyyat xorclori, Simal-gorb bucagi tsulu ilo hesablanmis
nagliyyat xarclorindan 100 vahid azdir. Ancaq bu plan da optimal
olmaya bilar.

iki dofo nozorealma iisulu. Bozi hallarda  boyiik 6lciilii
nogliyyat masalasini hall etmok talob edilir va verilon ilkin
molumatlardan ibarat codval olkin dayaq planin miiayyan edilmasi
prosesinds elementlorin se¢ilmasi vo mithiim hesablamalarin hayata
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kecirilmasi ilo alagadar bir sira ¢atinliklora sabob olur. Bu zaman
iki dofo nozaroalma iisulununu tathiq etmok daha olverislidir ki, bu
tisulun da mahiyyeti asagidakilardan ibaratdir:

1)ovvalca ilkin malumatlar codvalinin biitiin  satirlorinds an az
nogliyyat xarcino malik xana tapilir vo hamin xanaya * isarasi
qoyulur.Yani, mjin{cl-j} =c; (burada i =1,m,j = ) olarsa, bu

zaman ( i, 1) xanasina * igarasi yazilir.

2)Daha sonra cadvalin biitiin siitunlarinda an az nagliyyat xarcins
malik xana tapilir vo homin  xanaya * isarasi qoyulur.
Yoni, miin{cif} =cy; (burada i =k,j = T,n) olarsa, bu zaman (

k,j) xanasina * igarasi yazilir.

Noticado codvaldoki bozi xanalarda iki dofo geyd aparildigt malum
olur Vo homin xanalar ** isaralorino malik olurlar.
Yani, mjin{cij} = miin{cif} =y, (burada i =k,j =1)olarsa, bu

zaman ( k,l) xanasina ** isarosi yazilir.Bu o demokdir Ki,
cadvaldoki bu xanalar hom sotir, eloco do siitun {izro on az
nagliyyat xarclarina malikdir vo bu xanalara maksimum miimkiin
olan yiikdasimalar edilir. Atilan hor addimdan sonra mohsul
chtiyatlar1 tamamilo istifado edildikdo miivafiq istehsal
montoagasing, tolobat tamamilo 6donildikds iso miivafiq istehlak
montagasing daha baxilmur.
** jsaroSino malik xanalar bitdikdon sonra * isarasi yazilmig
xanalara eyni gayda ilo yiikdasimalar edilir. Bu zaman ham **, eyni
zamanda * isaralori yazilan xanalarda yiikdasimalarin hacmlori,
galan mohsul ehtiyatlar1 vo tolobatlarin hacmi simal-gorb bucagi
tsulunda oldugu kimi miioyyan edilir. Codvalin digor bos
xanalarindaki yiikdagimalarin  hacmlari iss minimum dayar (on
kligik element) iisulu ilo toyin edilir.

Fogelin approksimasiya iisulu.Yuxarida adlar1 ¢okilon tisullar
ilo miigayisado bu iisuldan istifado, els ilkin dayaq planini qurmaga
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imkan verir ki, bu plan ya nagliyyat masalasinin optimal planina
¢ox yaxin olur, yaxud da tst-tisto diisiir.

Fogelin approksimasiya iisulu ilo ilkin dayaq planimi taparkon
hor bir addimda masalonin ilkin maliimatlar1 yazilan cadvalin har
bir sotir vo siitunlarinda an az naqliyyat Xxarclori arasinda olan
forglor hesablanir.Ogor bir sira/siitunda eyni vo minimum tarif
dayarlarina malik iki xana varsa, onda biz onlar1 gétiiriiriikk.Onda
forg 0-a barabar olacaqdir. Tapilan farglori alavs siitunda (Ai) va
alava satirds (Aj) yazirq.

Masals 9.3. Tutaq ki, 3 istehsal¢t mantagasinds uygun olaraq
15, 20, 25 mahsul var va bu mohsullari taloblari uygun olaraq, 10,
20 vo 30 vahid olan 3 istehlak¢1 moantogoays dasimagq tolob olunur.
Hor bir istehsalgr mantagasindon har bir istehlakgr montagasine
mallarin dasinmasi xarclori

5 3 1

C = (3 2 4 )kimidir.
4 1 2

Fogelin approksimasiya tisulundan istifado edorok ilkin

dagimalar planini tortib etmok ii¢iin ovvalco masalonin sortlorini

codvalo yazaq:

Istehsalcilar | Istehlakcilar Toklif
B, | B, B,
4, 5 3 1 10
4, 3 2 4 20
A, 4 1 2 30
Tolob 15 20 25 Z a; = 60

Moasoalonin holl etmoays har bir sotir vo siitunlarinda on az
nagliyyat Xarclori arasinda olan farglori tapmaqla baslayiriq:
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Sonra alinmig farglorin arasindan on boyiiyii mioyyan edilir.
Alinmis forq hansi satir ya da siitunda qeydo alinmigsa, orada olan
on az nogliyyat xarcino malik xanan1 miiayyan edirik vo hamin
xanaya maksimum miimkiin yiikdagimalar edirik.Onu da geyd edok
ki, minimum naqliyyat xarcino malik bir ne¢o Xana varsa, onda biz

Istehsalgilar | Istehlakgilar Toklif | Ai
B; B, Bs
A 3 10 2
A, 2 20 1
As 1 30 1
Tolob 15 20 25
Aj 1 1 1

on boyiik forgs uygun olana yiikdasimalar edirik.

Demoli, burada an boyiik forq birinci satira diisdiiyii ligiin dagima
xarci 1 olan ( Ay, B3) xanasini segirik vo ona x;3 = min{10,25} =

10 catdirilma edirik:

Istehsalgilar | Istehlakcilar Toklif | Ai
B, B, B;
A, 5 3 1110 .
A, 3 2 7120 |1
A, 7 1 2130 |1
Tolob 15 20 25
Aj 1 1 1



Istehsalgilar | Istehlakgilar Toklif | Ai
B, B, B;
Ay 1110
* 10
A, 4120 1
As 2130 1
Talab 15 20 15
Aj 1 1 1

Sonra dayaq plani1 tamamilo tapilana qodor yuxarida gostorilon
biitiin addimlar tokrar edirik ( yalniz doldurulmus xanalar1 vo
awvallor secilmis forglori (Ai vo Aj) nozora almadan).Yani, hor bir
satir vo siitunlarinda on az naqgliyyat xorclori arasinda olan farglori
tapiriq vo alinmis forglorin arasindan on bdyilylinii miiayyan
edirik. Alinmig forq hansi Sotir ya da siitunda geyds alinmissa,
orada olan an az nagliyyat xarcins malik xanan1 miioyyan edirik vo

homin xanaya maksimum miimkiin yiikdagimalar edirik.

Demoali, burada an boylik forq ti¢lincii siituna diisdiiyli ti¢lin
dasima xorci 2 olan ( As, B3) xanasimi segirik vo ona x33 =

min{30,15} = 15 catdirilma edirik:
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Istehsalcilar | Istehlakcilar Toklif | Ai
B, B, B
A 110 X
* 10
A, . 4120 1
As 2|15 1
15
Tolob 15 20 0
5 T [ 1



Sonra dayaq plani tamamilo tapilana gador yuxarida gostarilon
biitiin addimlart tokrar edirik Yani, har bir satir vo siitunlarinda an
az naqliyyat xorclori arasinda olan farglori tapiriq vo alinmis farq
hans1 sotir ya da siitunda qeydo alinmissa, orada olan on az
nogliyyat xarcino malik xanant miioyyan edirik vo homin xanaya
maksimum miimkiin yiikdasimalar edirik.

Demoali, burada an boyiik forq tclincii sotiro  diisdiiyii ligiin
dasima xorci 1 olan ( As, B,) xanasm segirik vo ona x3, =
min{30 — 15,20} = 15 catdirilma edirik:

Istehsalcilar | Istehlakcilar Toklif | Ai
B, B, Bs
A, 5 3 10 X
* * 10
A, 3 2 . 420 1
As 4 1 2|0 .
15
Tolob 15 5 0
Istehsalgilar | Istehlakcilar Toklif | Ai
B, B, Bs
A 5 3 110 X
* * 10
A, 3 2 4120 1
As 4 1 2|0 X
* 15 15
Talab 15 5 0
Aj 1 1 X
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Eyni gayda ilo galan xanalar doldurulur:

Belalikls, ilkin dagimalar plani

0 0 10
X={15 5 0 )
0 15 15

comi nagliyyat xarclori isa

F=1-10+3-154+2-5+1-15+2-15=110

olacaqdir.

Istehsalgilar | Istehlakgilar Toklif | Ai
B, | B, B,
4, 5 10 X
* * 10
4, 3 (0
15 5 *
A, 4 2[0 X
* 15 15
Tolob 0 0 0
Aj X
Noticods asagidaki dayaq planini alds edirik:
Istehsalcilar | Istehlakcilar Toklif
B, B, B,
A 5 3 10
4, 3 2 4]0
15 5 *
A, 4 1 20
* 15 15
Tolob 0 0 0

Doldurulmus xanalarin say1 m +n — 1 =3+3-1=5.

152




OZUNU YOXLAMAQ UCUN SUALLAR VO TAPSIRIQLAR

1.Nagliyyat masalasinin igtisadi mahiyyatini izah edin.
2.Nogliyyat masalasinin igtisadi-riyazi modeli necadir?
3.4¢1g naqliyyat masalasi gapali masalaya neca gatirilir?
4.Nogliyyat masalasinin ilkin dayaq planin tapilmasinda istifada
edilon disullar hansilardir?
5.4sagidaki cadvalda 3 miixtalif fabrikdan 4 miixtalif depoya dasima
xarclori,fabriklorin ehtiyatlart va depolarin talabinin migdari
verilmisdir. Bu malumatlara asasan ilkin daginmalar planini simal-
Qorb bucag tisulu ilo tortib edin:
Fabrik- | Depolar Toklif
lor B, | B, | B3 B,
Ay 9 2 5 3 60

4, |5 |6 |5 |5 [120

As 8 3 7 4 100

Tolab Z a; = 280
20 110 |40 110
> by =280

6.52harin 4 deposunda eyni adli mahsul vardur. Birinci depoda
olan mahsulun migdar: 50 vahido, ikinci depoda 40 vahida, i¢iincii
depoda 90 vahida, dordiincii depoda isa 70 vahida barabardir. Bu
Mahsullart 3 magazaya dasimag tlob olunur. Magazalarin
toloblori  iso uygun olaraq 100 vahids, 30 vahida va 50 vahida
barabordir. Birinci depodan magazalara bir vahid mahsulun
dasinmasi Xarci uygun olaraq 3, 9, 10 manata, ikinci depodan 6,
1, 8 manata, igiincii depodan 2, 4, 7 manata, dordiincii depodan
is2 5, 11, 13 manata barabardir. Ogor ilkin dasinmalar planim
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simal-Qorb bucag tisulunun kémayi ilo tortib etsok, bu zaman 3-cii
depodan 2-ci magazaya neg¢a vahid moahsul dasinacaqdir?

7.Birinci istehsal miiassisasinda 150 ton, ikinci istehsal
miiassisasinda 180 ton,iigiincii istehsal miiaSsisasinda 120 ton eyni
adli mahsul vardwr va onlari 4 istehlak mantaQalarina dasimagq talob
olunur. Bu istehlak¢ilarin talablari isa uygun olarag, 100 tona, 200
tona, 75 tona va 75 tona barabordir. Birinci istehsal
miiaSsisasindan istehlak¢ilara 1 ton mahsulun dasinmasina uygun
olaraq 7,9,2,6 manat, ikinci istehsal miiaSsisasindan 4,3,1,8 manat,
tictincti istehsal miiassisasindan  isa 8,2,9,4 manat nagliyyat
Xarclarinin tolab olundugunu bilorak, bu nagliyyat masalasi iigiin
Fogelin approksimasiya tisulu ilo ilkin dasinmalar planini tartib
edin.

8.4sagidakr naqliyyat masalasinin ilkin dasinmalar planin
mumumum dayar (an kicik element) disulu ilo tortib edin vo comi
naqliyyat xarclorini hesablayin:

Istehlakg¢ilarin talobi
Malgdndaranlarin giiclori 1 2 3

60 60 60
50 4 3 2
70 3 4 5
60 6 5 7

9.Birinci  istehsal miiaSSisasinda 60 ton, ikinci istehsal
miiaSsisasinda 120 ton,iictincii istehsal miiassisasinda 100 ton eyni
adli mahsul vardwr va onlari 4 istehlak mantaQalorina dasimagq talob
olunur. Bu istehlak¢ilarin talablori iS2 uygun olarag, 20 tona, 110
tona, 40 tona vo 110 tona barabardir. Birinci istehsal
miiaSsisasindan istehlak¢ilara 1 ton mahsulun dasinmasina uygun
olaraq 1,2,5,3 manat, ikinci istehsal miiaSsisasindan 1,6,5,2 manat,
tictincti istehsal miiassisasindan  isa 6,3,7,4 manat nagliyyat
xarclorinin talob olundugunu bilorak, bu nagliyyat masalasi iigiin
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mumumum dayar (on kicik element) iisulu ilo ilkin dasinmalar
planmm tortib edin. Toartib edilmis plana asasan cami nagliyyat
Xarclorini hesablayin.

10.Birinci  istehsal miiassisasinda 60 ton, ikinci istehsal
miiaSSisasinda 120 ton,iigtincii istehsal miiassisasinda 100 ton eyni
adli mahsul vardir va onlart 4 istehlak mantoQalarina dasimagq talob
olunur. Bu istehlakg¢ilarin talablori isa uygun olaraq, 20 tona, 110
tona, 40 tona va 110 tona barabordir. Birinci istehsal
miiaSsisasindan istehlak¢ilara 1 ton mohsulun dasinmasina uygun
olaraq 1,2,5,3 manat, ikinci istehsal miiaSSisasindan 1,6,5,2 manat,
tictincti istehsal miiassisasindon  isa 6,3,7,4 manat naqliyyat
xarclarinin olob olundugunu bilorak, bu nagliyyat masalasi ticiin iki
dafa nazara alma disulu ilo ilkin  dasinmalar planini tartib edin.
Tortib edilmis plana asasan comi nagliyyat xarclorini hesablayn.
11.A va B mantagalarinda miivafiq olaraq 150 va 90 ton yanacaq
var.l, 2, 3-cii istehlak¢ilar miivafiq olaraq 60, 70, 110 ton yanacaq
tolob edir. 1 ton yanacagin A moantagosindon 1, 2, 3-cii
istehlakgilara dasinmasi xarci 60, 10, 40 manat toskil edir. Miivafig
olaraq 1 ton yanacagin B mantaQasindan 1, 2, 3-cii istehlak¢ilara
dasinmasi xorci 120, 20, 80 manat toskil edir. Verilmis
maolumatlara asasan nagliyyat masalasinin ilkin dasinmalar planin
mumumum dayar (an kicik element) iisulu ilo tortib edin vo cami
nagliyyat xorclorini hesablayn.

12.A va B mantagalarinda miivafiq olaraq 150 va 90 ton yanacaq
var.l, 2, 3-cii istehlak¢ilar miivafiq olaraq 60, 70, 110 ton yanacaq
tolob edir. 1 ton yanacagin A moantagasindon 1, 2, 3-cii
istehlak¢ilara daginmasi xarci 60, 10, 40 manat taskil edir. Miivafiq
olaraq 1 ton yanacagin B mantoqasindan 1, 2, 3-cii istehlak¢ilara
dasinmast xorci 120, 20, 80 manat toskil edir. Verilmis
malumatlara asasan naqliyyat masalasinin ilkin dasinmalar planin
simal-Qorb bucag tisulu ila tortib edin va cami nagliyyat xarclorini
hesablay:n.
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13. A igtisadi rayonunda ti¢ miiassisa miivafiq olaraq 180, 350 va
20 vahid hacminda eyni adli mahsul istehsal edir. Bu mahsullar
tolablori miivafiqg olarag 110, 90, 120, 80 va 150 vahid olan bes
istehlakcrya catdirilmalidir Hor bir istehsalgr mantagasindon  hor
bir istehlak¢t montaQasine mallarin dasinmasi xarclari

7 12 4 6 5
C = (1 8 6 5 3) kimidir.
6 13 8 7 4

Fogelin approksimasiya iisulundan istifad> edarak ilkin
dasimalar planini taortib edin.
14. U¢ ¢érak kombinat: giinda 110, 190 va 90 ton un istehsal edir.
Bu unu giindolik talobati miivafiq olaraq 80, 60, 170 va 80 ton olan
dord ¢orak zavodu istehlak edir.
Corak kombinatindan an hor bir ¢orak zavoduna 1 ton unun
dasinmast Xarclori

8 1 9 7
C = (4 6 2 12) Kimidir.
358 9

Verilmis moalumatlara asasan nagliyyat moasalasinin ilkin
dasinmalar planini simal-Qorb bucagt tisulu ilo tortib edin vo comi
naqliyyat xarclorini hesablayin.
15..Birinci istehsal miiassisasinda 150 ton, ikinci istehsal
miiassisasinda 180 ton,iigiincii istehsal miiaSsisasinda 120 ton eyni
adli mahsul vardwr va onlari 4 istehlak mantaQalarina dasimagq talab
olunur. Bu istehlak¢ilarin talablari isa uygun olaraq, 100 tona, 200
tona, 75 tona va 75 tona barabordir. Birinci istehsal
miiaSsisasindan istehlak¢ilara 1 ton mohsulun dasinmasina uygun
olaraq 7,9,2,6 manat, ikinci istehsal miiaSsisasindan 4,3,1,8 manat,
tictincti istehsal miiassisasindan  isa 8,2,9,4 manat nogliyyat
xarclarinin talob olundugunu bilorak, bu nagliyyat masalasi iigiin
simal-Qorb bucag tisulu ilo ilkin dasinmalar planini tartib edin.
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X FOSIL. TOK DOYISONLI FUNKSIYALARIN KLASSIK
MINIMALLASDIRILMASI

10.1.Unimodal funksiyalar

f(x) mogsad funksiyasinin R miimkiin ¢oxlugunda miioyyan
edilmis bir doyisandan asili oldugu on sados riyazi optimallasdirma
modelini nazordon kegirok. Magsad funksiyasinin maksimuma
catdirilmasi (f(x) — max ) minimuma endirilmoanin oksi oldugu
tgin  ( — f(x) — min), Umumiliyi itirmodon yalniz
minimumlasdirma masalalarini nazardon kegiracayik:

f(x) » min (10.1)
x€la; b]

Ogor R ¢oxlugunda miiayyan edilmis f (x) funksiyasi qlobal, ondan
alava fargli lokal minimumlara malikdirss, bir qayda olaraq, f(x)-
in minimalllagmast ¢ox ¢atin olur. f(x)-in minimumunu tapmag
tigiin istifads olunan oksor tisullar yalniz hor bir lokal minimumun
global oldugu funksiyalar tigiin uygundur. Unimodal funksiyalar bu
xiisusiyyato malikdir.

Torif 10.1. Funksiya [a;b] parcasinda kosilmazdirso vo a
VoB,a<a<f <b ododlori varsaonda f(x) funksiyasi
[a; b] pargasinda unimodal adlanir.Belo ki:

1) ogor [a; a] par¢asinda [a < a] olarsa, onda f(x) funksiyasi
monoton sokKilds azalir;

2) ogor [B; b] par¢asinda [B < b] olarsa, onda f(x) funksiyasi
monoton sokilds artir;

3) x € [a,p] oldugu halda f(x) = f, = fgl_ibr]lf(x).

Yuxaridaki torifdon unimodal funksiyalarin asagidaki xassolori
irali galir:
1) Unimodal funksiyanin lokal minimum noqtalorindan har hansi
biri [a; b] par¢asinda onun global minimum noqtasidir.
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2) [a; b] parcasinda unimodal olan funksiya, hor hansi kigik
[c;d]l [a; b] parcasinda da unimodaldir.
3)f (x) funksiyasi [a; b] par¢asinda unimodal olsunvo a < x; <

x, < b.
Onda
agar f(xy) < f(x,) olarsa, x* € [a; x,] ,
agar f(x;) > f(xy) olarsa, x* € [xq; b].
Burada:

x* - f(x) funksiyasi [a;b] pargasindaki minimum ndoqtolordon
biridir.

¥ ¥i ¥

ol a =z, b x o & = b x O & = b x
l ’ ’ \
o a =x b x O| a=x, b x ol a r,=b x

Sakil10.1. Unimodal funksiyann grafiklari

Teorem 10.1. Ogor f(x) funksiyas1 [a,b] pargasinda
diferensiallanirsa vo f(x) téromosi bu intervalda azalmirsa,
f (x) funksiyasi [a,b] par¢asinda unimodaldir.

Teorem 10.2. f(x) funksiyas1 [a,b] pargasinda iki dofo
diferensiallanarsa Vo x € [a;b] —do fx)=0 olarsa
f (x) funksiyasi [a,b] par¢asinda unimodaldir.

Masals 10.1. f(x) = x3 + 12x? + 87x + 25
funksiyasinin [4;7] par¢asinda unimodal oldugunu miisyyan edin:

Hoalli: f (x)funksiyasinin ikinci tGromasi

f(x)=6x—4
formasina malikdir. 6x — 4=0 tonliyinin kokii x = 4-diir.
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Ogor x = 4 voxiisusilo x € [4;7] olarsa,
fx)=0

Unimodalliq kriteriyasindan (teorem 10.2) istifado edorok f(x)
fiunksiyasinin [4;7] parcasinda unimodal oldugunu miisyysn
edirik.

Masalo 10.2  f(x) = x* + 3 funksiyasinin [-1;1] par¢asinda
unimodal oldugunu miiayyan edin:

Holli: f(x) funksiyasimn téromosi f’(x) = 4x3>  formasina
malikdir.

f'(x) funksiyasi biitovlikdo ~x € R vo  xiisusilo x €
[—1; 1] oldugda azalmur.

Unimodalliq kriteriyasindan (teorem 10.1) istifados edorok, f(x)
funksiyasinin [-1;1] pargasinda unimodal oldugunu miioyyan
edirik.

10.2. Qabariq funksiyalar

Ogor biitiin x’,x” € [a; b] pargasinda Vo ixtiyar1 « € [0; 1]

odadinda

flax+ (A —-—a)x)<af(x)+ (1 —-a)f(x”) (10.2)
borasizliyi tomin olunursa, [a;b] parcasinda  verilmis
f (x) funksiyas1 bu pargada qabariq adlanir.

Xassa 1. Ogor f(x) funksiyasi [a; b] pargasinda qabariqdirsa,
onda hor hansi [x,x”] € [a;b] lizorindo onun grafiki x* vo
x> absislori olan grafik noqtalori vasitasilo ¢okilmis ayri Xattin iki
noqtasinin birlosdiran diiz xattdon yiiksok olmayan yerds yerlosir.

Xassa 2. [a; b] pargasinda hor hansi gabariq kosilmoz funksiya
hom do bu intervalda unimodaldir. Oksina, imumiyyatls, dogru
deyil.

Riyazi analiz kursundan funksiyanin qabariqlig: {igiin asagidaki
sartlor molumdur:
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a) [a; b] pargasinda diferensiallanan f(x) funksiyanin bu parcada
gabariq olmasi {iglin onun f+(x)  tdromasinin [a; b]
azaltmamas1 zoruri vo kafi sortdir

(mosalon, y = x%,x € R;y = cosx,x € E;%ﬂ]);

b)[a; b] pargasinda iki dofo diferensiallanan f(x) funksiyanin bu
par¢ada gabariq olmasi {iglin biitin x € [a; b] tg¢in f~(x) =0
barabarsizliyinin tomin olunmasi1  zaruri va kafi sortdir

(masalon, y = x2,x € R;y = cosx,x € E’s?n])

Praktikada funksiyalarin qabariqligm1  dyranarkon (10.2)
barabarsizliyindon nadir hallarda istifads edilo bilor.Buna gora do,
kifayot qodor sayda diferensiallana bilon funksiyalar ti¢iin adaton
yuxaridaki diferensial gabariqliq meyarlarindan istifads olunur.Bu
anlayisin  torifindon istifado etmoklo unimodalligin birbasa
yoxlanilmasi da oksar hallarda ¢atinliklor yaradir. Buna goérs do,
kifayot godor hamar funksiyalarin unimodalligini asaslandirmaq
li¢iin eyni gabariqliq meyarlarindan istifado olunur. 9gor funksiya
gabariq olarsa, onun unimodal oldugunu deys bilorik. Lakin,
funksiyanin gabariqliginin yoxlanilmasinin naticasi manfi olarsa,
onun unimodal olmadig1 gonastina golmok olmaz.

Masalo 10.3. f(x) = x* —10x3 + 36x2 + 5x funksiyanin
[3;5] pargasinda unimodal oldugunu gostarin:

f(x) funksiyanin ikinci toromasi

fr(x) = 12x% — 60x + 72-yo
borabordir. Alinan tonliyin koklori x; = 2 Vo x, = 3. Buna goro
do, agor x = 3 olarsa (xiisusilo do xe[3;5]), f»(x) =0 olar.
Yuxaridaki “b” diferensial meyarina gora f(x) gabariqdir vo buna
g0ra do bu parcada unimodaldir.

Masala 10.4 a > 3 oldugu halda

f(x) =ax3® —3x? — 10 funksiyamn  [1;2] parcasinda
unimodal oldugunu géstarin:
f(x) funksiyanin birinci téromasi
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f'(x) = 3ax? — 6x,
ikinci toromasi

fr(x) =6a(x — i)-ya barabardir.
Ogar x € [1;2]voa > 3 (yani 0 < i < g) olarsa, f»(x) > 0 olar

Vo yuxaridaki funksiyalarin qabariqhigr t¢iin “b” diferensial
meyarina gora f(x) funksiyasi unimodaldir.

10.3. Lipsis sarti

Bozi tok olgiilii minimallasdirma {sullarindan istifads yalniz
[a; b] parcasinin istonilon hissasindo f(x) moagsad funksiyasinin
doyismo siirati miioyyan adadlo mohdudlasdigda miimkiindiir, bu
biitiin bolmolar tgiin eynidir. Bu halda f(x) [a;b] intervalinda
Lipsits sortini 6dayir. On praktiki optimallasdirma masalalarinin
moqgsad funksiyalar1 bu xiisusiyyato malikdir.

Torif 10.2. ©gor L > 0 (Lipsits sabiti) kimi odad varsa, f(x)
funksiyas1 [a;b] parcasinda Lipsis sortini 6dayir.
Burada:
[a; b] pargasina maxsus biitiin x’ Vo x” liglin

lf () — fCx)| < Llx — x| (10.3.)

Burada asagidakilara digqoet yetirmok lazimdir:
1)Sabit L ii¢iin (10.3) barabarsizliyi yerina yetirilirsa, bu, biitiin L’
> L ligiin do dogrudur. Buna gora do Lipsis sortini 6dayan funksiya
tictin (10.3)-don sonsuz L sabitlori ¢oxlugu moévcuddur. L-i
parametr kimi daxil edon minimallasdirma algoritmlorindon istifado
edorkon on yaxsi noticoloro adoton L kimi Lipsis  sabitinin
minimumu gobul edildiyi halda aldo edilir.
2) (10.3.) sartindon f(x) funksiyasinin [a;b] par¢asinda kasilmoz
oldugu izlonir. Bu baximdan Veyerstrass teoremina gora, Lipsis
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sortini [a;b] pargasinda 6doyan f(x) funksiyasi, timumiyyatlos,
unimodal olmasa da, an az1 bir minimum ndéqtasine malikdir.
3) (10.3) sorti gostarir Ki, f(x) qgrafikinin istonilon oyri xattin iki
noqtasinin birlagdiran diiz xattin  bucaq amsalinin modulu L -don
¢ox deyil. (10.3)-don

Llx — x"|— 0
kimi keg¢id alarag omin olurug ki, agor hansisa noqtads f(x)
grafiinka toxunan olarsa, onun bucaq amsalinin modulu da L-don
cox ola bilmoz. Beloliklo, [1;2] parcasindaki f(x) = +/x funksiyasi
Lipsis sortini 6domayacak, ¢iinki x = 4+co  oldugda. onun k
grafikina toxunan bucaq amsali sonsuz olaraq artr.
4)Ogar f(x) funksiyasinin [a;b] parcasinda kosilmoz téromasi
varsa, onda bu parga iizra Lipsitz sortini

L= r[ggﬁclf'(x)l
sabiti ilo 6doayir.

Masala 10.5.
fx) = ix?’ + 2x? —5x + 6 funksiyasinin
a)x € [0; 1] pargasinda;
b) )x € [0; 10] pargasinda Lipsits sabitlorindon an Kigiyini tapin:
Funksiyanin téromasi
f(x)=x>+4x—-5=(x+5)(x—1)
Ona gora do

a) lizro

L =max|f(0)l = If(0)] =5;
b) iizro

L= [r(r)l;glgﬁlf'(x)l = |f(10)| = 135
olacaqdir.
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10.4. Tak dayisonli funksiyanin klassik minimallagsmasi

Riyazi tohlildon kifayst godor sayda diferensiallandirila bilon
f(x) funksiyasinin lokal ekstremumu {igiin asagidaki sortlor
moalumdur:

Sart 1.9gor f(x) funksiyast ¥ noqtosinds diferensiallana
bilirsa va bu néqtados lokal ekstremuma ¢atirsa, onda f-(X¥) = 0
(ekstremum {iglin zoruri sort);

Sort 2.0gor f(x) funksiyast X  noqtesinds n dofo
diferensiallasa bilirsa vo bu noqtada f(x) —in n—1 daracays godar
biitiin toromolori sifira barabardirss, onda f™(x) # 0 .Onda, agar n
tok ododdirso , onda ¥  f(x) funksiyasinin lokal ekstremum
noqtasi deyil.

Ogor n ciit adoddirsa:

a) .fM(x)>0 oldugu halda X%  f(x)-in lokal minimum
noqtosidir:

b) .f*(¥) <0 oldugu halda X%  f(x)-in lokal maksimum
noqtasidir (ekstremum {igiin kifayotsort).

Sadalanan sartlor (10.1) minimallasdirma masalalorinin halli
ticlin asagidaki tisullar toklif etmays imkan verir:

1) Birinci sortdon istifado edorok, (a;b) parcasinda f(x)
funksiyasinin biitin miimkiin ekstremum noqtalori, yani, (a;b)
pargasina aid stasionar noqtalori olan

£@ =0 (104)
tonliyinin koklori tapilir;

2) ikinci sorto uygun olaraq tapilmus stasionar ndqtalor dyranilir
Vo onlardan yalmz f (x) -in lokal minimum néqtolori segilir;

3) lokal minimum néqtalarinds va [a;b] parg¢asinin uclarinda
f (x) -in giymoatlari bir-biri miiqayiso edilir. Bu dayarlorin an
kigiyi [a;b] tizarindaki global minimum f (x) ndqtasine uygundur.

Ikinci sortin totbigi f(x) funksiyasinin daha yiiksok toromalorin
hesablanmasini tolob edir, buna géro do oksor hallarda onlarin
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xarakteri ilo maraglanmadan biitiin stasionar noqtalords f(x)
giymoatlorini miiqayiso etmok daha asandir.

Deyilanlari nazoro alaraq [a;b] pargasinda f(x)-in minimuma
endirilmasi algoritmini nazardon kegirak (klassik metod):
1) (10.2) tonliyini x € (a;b) parcasinda halli, yani, x1,..,.xk—1€ (a;b)
biitlin stasionar noqtalorinin tapilmasi.
Forz edok ki, xy=a, x;=b.
2)f(x) funksiyasinin x; (i = 1,2,3...n)noqtolorinds  f*(x)
giymatlorinin hesablanmasi;
3) £* = min((x) = f(Xm) X" = Xy

Masals 10.6. f(x) = x3 — 3x + 1 - min masalosini hall edoak:
x[—2,2]

Addim 1. [-2,2] pargasinda  f*(x) = 3x3 — 3 tonliyinin
koklarini tapaq:

3x3—3=0
x; = —1,
x, = 1.
Intervalin uc ndqtalori
Xo = —2,
X3 =2

Addim 2. x; (i =1,2,3....n) noqtalorinds f(x) giymatlrini
hesablayaq:

f(xo) = =17,
f(x) =3,
flx) = -1,
flx3) =1

Addim 3. f* =min(—-17,3.-1,1) = =17 = f(x,)
Buna gors do

Masalo 10.7. f(x) = x3 —3x + 1 > min masalosini hall edok,
x[—3,3]
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Addim 1. [-22] intervalinda f*(x) = 3x3 — 3 tonliyinin
koklarini tapaq:

3x3-3=0
x; =—1,
x, = 1.
Intervalin uc noqtolori
Xo = —3,
X3 =3

Addim 2. x; (i =1,2,3...n) ndqtalorindo
f (x) giymatlrini hesablayaq:

f(xo) = =17
f(x) =3,
) = -1,
flx3) =19

Addim 3. f* = min(—17,3,-1,19) = —-17 = f(x,)

Buna goras do
x*=xy=-3,
fr=-17.

Qeyd. Verilmis masalonin lokal minimum noqtasini ikinci
toromonin f**(x) = 6x isarasing osason da toyin etmok olar. Ikinci
toromanin stasionar noqtalords isarasini tayin edok:

f*(—=1) = —6 < 0 - maksimum ndqts;
(1) =6 >0 -minimum ndqts.

Minimum ndqts ilo intervalin sonunda funksiyanin giymatlorini
miiqayisos edirik vo X = -3 noqtasinds an kigik giymaoti

fmin =-17
miioyyon edirik.

Praktik optimallasdirma masalalarini hallinds klassik metodun
totbigi  imkanlart bir qodor mohduddur. Bu asagidakilarla izah
olunur:
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1) f(x) moagsad funksiyasinin giymotlorinin bir ¢ox hallarda
Olgmoalor vo ya tocriibolordon tapilmast vo f*(x) toromasinin
hesablanmasinin ¢atin vo ya geyri-miimkiin olmasi;

2) f*(x) toromasi analitik olaraq verilmis vo ya 6lgiilo bilon olsa
bels, cox vaxt (10.4) tonliyinin hallinin ¢atinliyi.

OZUNU YOXLAMAQ UCUN SUALLAR VO TAPSIRIQLAR

1.f(x) = ix‘* + x2 — 8x + 12 funksiyasimn [0;2] parcasinda
unimodal oldugunu miiayyan edin.

2.f(x) = x? — 3x + xlnx funksiyasimn [1;2]  par¢asinda
unimodal oldugunu miiayyan edin.

3.f(x) = In(1 + x?) — sinx funksiyasinin  [0; %] pargasinda
unimodal oldugunu miiayyan edin.

4.f(x) = %xz — sinx funksiyasimin [0;1] parcasinda unimodal
oldugunu miiayyan edin.

5.[ a ,b] parcasinda unimodal olan f(x) funksiyasimin lokal
minimum noégtalarindan hor hanst birinin onun hom da qlobal
minimum noqtasi oldugunu gostarin.

6.f (x) funksiyasimin [a ,b] par¢asinda unimodalvo a < c¢ < d <
b oldugu halda, f(x) —in [c ,d] par¢casinda unimodal oldugunu
gostarin.,

7.f(x) = —x? + 5x — 6 funksiyasinin [-5:b] parcasinda
unimodal oldugu halda b-nin maksimal giymatini miiayyan edin.

8 a > 3 oldugu halda f(x) = ax® — 3x? — 10 /1 ,1] parcasinda
unimodal olarmi?

9. Unimodal funksiyalarin xassalari hansilardir?

10. Qabariq funksiyalarin xassalari hansilardir?

11.Lipsis sartinin mahiyyatini izah edin.
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XI FOSIL. TOK DOYISONLI FUNKSIYALARIN BIRBASA
SORTSIZ OPTIMALLASDIRMA USULU

11.1. Tak dayisanli masalalorin iisullarinin tasnifati

Tok doyisonli funksiyalarinin optimallasdirilmasi masalalori
optimallagdirma masalolorinin = on sado sinfino aiddir. Buna
baxmayaraq, optimallagsdirma todqiqgatlarinda bu tip problemlorin
tohlili markazi yer tutur. Eyni zamanda, ¢oxdl¢iilii optimallagdirma
mosalalarinin halli zamani yaranan alt problemloarin tohlili ii¢iin gox
vaxt bir 6l¢iilii optimallagdirma metodlarindan istifads olunur. Tok
doyisonli masalolorin  halli  iigiin  ¢oxlu sayda alqoritmlor
movcuddur. Belo mosalolorin tisullarimin tosnifatt  f(x) funksi-
yasinin tabioati va xassalari ilo bagh miixtalif forziyyslors asaslanir.

f(x) funksiyasinin [a;b] intervalinda minimuma endirilmosi
mosalasini hall etmok iiglin praktikada, bir qayda olaraq, togribi
tisullardan istifads edilir. Onlar [a;b] intervalinin bazi noqtalorinda
f(x) funksiyasinin va onun téramalarinin sonlu sayda giymatlarini
tayin etmoakla, bu masalonin hallini talob olunan daqiqglikls tapmaga
imkan verirlor.

Yalniz mogsad funksiyasinin giymatlorindon istifado edoan vo
onun téramoalarinin  hesablanmasini  tolob etmoyon {isullara
minimallasmanin birbasa tisullar1 deyilir. Birbasa tisullarin boyiik
ustlinliiyi ondan ibaratdir ki burada mogsed funksiyasinin
diferensiallandirilmasi talob olunmur, istalik, o, analitik formada
gostorilmaya do bilor. Birbasa minimumlasdirma {sullar
algoritmlari yalniz f(x) —in verilmis noqgtalords giymatlorini toyin
etmok imkanina malik olmasina osaslanir.

Tocriibado minimum noqtoni tapmaq liglin on ¢ox yayilmisg
birbagsa minimumlasdirma tsullarindan f(x) funksiyast [a;b]
intervalinda unimodal olduqda istifado edilir. Birolgiilii axtaris
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tisullarina  parganin  aradan qaldirilmasi tsullari, kvadratik
approksimasiyadan istifado tsullari vo toromolordan istifado
tisullar1 daxildir.

11.2.Parcanin aradan qaldirilmasi iisullari

Tutag ki, a<x; <x,<b. xVo x, (sinaq noqtalori)
noqtalorinds f(x) giymotlorini miigayiso edarak,
f(x1) < f(x2)
olarsa [ a; x,] pargasina Vo ya
f(x1) > f(x2)
olarsa [x,;b] pargasina kegmoklo x* ndoqtesi iiglin axtaris
intervalin1 azaltmaq olar.

Tasvir edilon prosedur lazim oldugu qadar tokrarlana bilar, bu isa
minimum noqtani ehtiva edon intervali azaldir. Tapilan intervalin
sonuncusunun uzunlugu kifayst qodar kigik oldugda, x* =~ x olur.
(burada ¥ - bu intervalin ndqtalorindon biri, masalon, onun
ortasidir). Bu prinsips asaslanan minimallagdirma tisullar1 par¢anin
aradan galdirilmasi tisullar adlanir.

i y

A )< 1l fi)>fit)

S —

1"
f 2
a X 1y X "o

Sokil 11.1. Parcanmin aradan qaldirilmasi iisullarindan istifado
edarak minimum néqtanin axtaris intervalimn azaldilmasi
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Hor iterasiyada intervalla nisbi azalmasi onun hansi hissalorinin
daha sonra nazordon kegirilmasindon asili olmamasi ii¢lin sinaq
noqtalori, ilkin parcanin ortasina nisbaton simmetrik olaraq
yerlosdirilmalidir. Sinaq ndqtalorinin segilmasi tisulundan asili
olaraq, par¢ani aradan qaldirmaq ti¢iin miixtoalif tisullar aldo edilir.

11.3. Parcanin yariya boliinmasi iisulu (dixotomiya)

Bu iisulda x4 Vo x5 noqtolori novbati [a; b] par¢anin ortasina
yaxin yerlosdirilir.
b+a-3§ b+a+é8
X, = ‘2‘ Xy = ‘2‘ (11.1)
burada & > 0 - kigik ododdir. Bu halda yeni vs ilkin intevalin
uzunluqlarmin nisbati

b—x; x,—a
b—a b-—a
1/2-5 yaxin olur vo bununla metodun adi izah edilir.

Qeyd edak ki, istanilon x4 Vo x5 noqtalori tigtin T doyari T > 1/2
olur. Buna goéra do, gostorilon sinaq noqtslorinin segimi x*
axtarisinin hor iterasiyasi zamani intervalda maksimal miimkiin
nisbi azalmani tomin etmoak istoyi ilo izah olunur. Dixotomiya

T =

. ) b—
metodundan istifado edilon  hesablamalarin sonunda T“S

€ borabarsizliyino nail olunduguna omin olarag x*-in toxmini
giymati kimi sonuncu tapilan [a; b] parcasinin ortasi gotiiriiliir.
Par¢anin yariya boliinmasi tisulunun alqoritmini tosvir edok:
1)(11.1) disturlarindan istifado edorok x; Vo x, noqtalorini
miioyyan etmak. f(x;) va f(x,) hesablamag;
2)f (x1) Vo f(x,) miiqayiso etmok. Ogar f(x;) < f(x,) olarsa,
onda b = x, qoyaraq [a; x,] pargasina, oks halda a = x; qoyaraq
[ x1; b] pargasina, kegmok;
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b—a

3) g, = —~ dogigliyini tapmag, 1-ci addima qayidaraq novbati
iterasiyaya kegmok. Ogor &, < ¢, olarsa, 4-cii addima kegmoklo

x*-in axtarigini tamamlamag;

_ _ a+b _
4) x* ~ X ==, f* ~ X ovoz etmak.
2

Qeydloar:

1) Asagidaki miilahizalori nozoro alaraq (11.1)-don & rogomi

(0; 2¢) intervalinda secilir;

a) 6 na godar kigik olsa, har iterasiyada par¢anin uzunlugunun nisbi

azalmasi bir o qgodor ¢ox olar, yoni. & azaldiqca dixotomiya

metodunun daha yiiksok yaxinlasma daracasi olds edilir;

b) & ¢ox ki¢ik oldugda, & doyari ilo farglonon x4 vo x, noqtalorinds
f (x) giymotlorinin miiqayisasi ¢atinlogir. Buna gora do, & se¢imi
f (x) — in tayin edilmasinin diizgiinliiyiino vo X arqumentini tayin

edarkan etibarli onluq isarslorin sayma uygun olmalidir.

2)e doqigliyi ilo x* noqtasini toyin etmok i¢iin lazim olan

dixotomiya metodunun n iterasiya say1

b—a-§8
— (11.2)

n = log,

borabarsizliyi ilo miioyyan edilir.
[lkin [a;b] pargasinin uzunlugunu A, ilo isaro edok. Birinci
iterasiyadan sonra alinan parcanin uzunlugu

Ay O
ME 2
ikinci iterasiyadan sonra
PO S . B Ve
2 2 4 4 2

liciincii iterasiyadan sonra

A—Az § b—-a 5<1+1+1>
3 8 4 2

2 "27 78
Vo s. olacaqdir.

Beloliklo, n iterasiya noticosindo x* noqtosi liglin axtaris
pargasinin uzunlugu
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b=t (5 + ot a4l = 224 -6 (11.3)
olacaqdir.

Bu halda
Ay
2
minimum  noqtesinin  miisyyan edilmasinin daqigliyina nail
olunacaqdir;

En =

en =+ (1-5)5 <& (119)
sortindon n tapsaq, (11.2) barabarsizliyini alariq.
3) & kamiyyati kifayat godor kigik secils bilor, ona gora do (11.2-
da) onu noazars almasaq,
b—a

En = W
aliriq. Dixotomiya metodunun har iterasiyasi zamani f(x) -in iKi
giymoti hesablanir. Buna gora da, f(x)-in N hesablamalardan
sonra n = N/2 iterasiyalar aparilir vo X*-in toyin edilmasinin

daqiqgliyina nail olunur:
e(N) = En/2 = N (11 5)

| D |

a=x; X4 X3 Xs b=x>

Sakil 11.2. Parcamin yariya béliinmasi iisulunun qrafik tosviri

Masalo 11.1 f(x) = x* + e™ > min,x € [0;1], ¢ =
0,1 masalasini parganin yariya boliinmasi tisulu ils hall edin:
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0=0,02 segirik .

| iterasiya:

1)x; = 0,49,
x, = 0,51,
f(x1) = 0,670,

f(x,) = 0,688

tapag;

2) f(x1) > f(x) oldugu tigiin a =x; =0,49;
3)-%=0,255> 0,1

oldugu iigiin novbati iterasiyaya kegok:

Digor iterasiyalarmm nomralorina uygun hesablama naticalori

Codval 11.1-do toqdim edilmisdir:

y b—a f(xy) ve
N A B 2 X1 X2 f(xl) f('xZ) f(xz) fsrqi
210,49 1 0,26 | 0.735 | 0,755 | 0,771 | 0,792 f(x)

< f(x2)
3/049| 0,755 | 0,13 | 0,613 | 0,633 | 0,683 | 0,691 f(x)

<f(x2)
410,49 | 0,633 | 0,07 0,07< 0,1 —daqiqlik oldo edilmisdir.

Cadval 11.1 Parcanin yariya boliinmasi iisulu ilo
hesablamalarin naticalari

0,49+0,633

Belaliklo, x* ~ ~ 0,56, f* ~ £(0,56) = 0,67.

11.4.Quzal bolgii tisulu

[a;b] parcasinda x; Vo x, noqtalarinin elo simmetrik diiziilii-
slina nazoar salaq ki, burada onlardan biri ilkin parganin bir hissasini
xaric etdikdon sonra alinan yeni pargada sinaq noqtasine gevrilir.

Belo noqtalarin istifadasi parganin aradan qaldirtlmasi tisulunun
har iterasiyasinda (birincisi istisna olmagla) f(x)-in yalniz bir
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giymotini miioyyan etmoklo mohdudlasir( ¢iinki basqa bir qiymat
ovvalki iterasiyalarin birinds artiq tapilmisdi).

Gostorilon xassoys malik olan x; vo  x, noqtalorini tapag.
Owvalco [0;1] pargasina nozar salaq va daqiqlik ti¢iin forz edoak ki,
o kigildildiyinds bu par¢anin sag torofi xaric edilir. Qobul edak ki,
X, = 7, onda simmetrik yerlason x; noqtosi x; =1 — 1t (Sakil
11.3).

-7 T
- - —a =
) Xy X2 X
-z T
p——————f—o - P
0 Ly Ag X

Sakil 11.3. Quzil bolgii iisulunda sitnaq néqtalarinin tayini

[0;1] par¢asinin x; siaq noqtasi yeni [0; ] par¢asinin x, sinaq
noqtasine kegacok. x, =T Vo xy’ = 1 — T noqtalarinin [0;1] vo
[0; 7] pargalarin1 eyni nisbatds bolmasi tigiin % = 1L_TV9 ya 12 =
1 — 7 borabarliyi tomin edilmalidir. Buradan 7 asagidaki miisbat
giymoat tapariq:

= ¥1- g 618.
Belallkls,
3-+5
2
1

x,=1—-1=

Xy =T =
2 2

Ixtiyari [a;b] parcast {iciin sinaq noqtalari iigiin ifadolor asagidaki
formani alacaqdir:

3-+/5

2
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Xy :a+—(b— a) (11.6)

|
I | "/I//I
L L

d=X 1 X; Xg 14 h:xi

Sokil 11.3. Quzil bolgii iisulunun qgrafik tasviri

Qeydlar:

(11.5)-dan x; Vo x,ndqtalori asagidak xiisusiyyatlora malikdir:
1)onlarin har biri [a;b] par¢asini iki geyri-barabar hissays boliir ki,
biitlin par¢canin uzunlugunun onun bdyiik hissasinin uzunluguna
nisbati, parcanin daha boyiik vo kigik hissalorinin uzunluglarinin
nisbatino barabar olur.

Bu xiisusiyyato malik olan noqtalor [a; b] pargasinin qizil bolgii
noqtalori adlanir. Bu, iso sozii gedan tisulun adini izah edir;
2)sinaq noqtalori (11.6) ilo aradan qaldirilan pargalarin  hor
iterasiyasinda onlardan biri X novboti parcaya kegir vo bu
noqtada f(X) giymoti hesablanmamalidir.

Ogor [a; x, ] yeni pargaya gevrilirsa, onda ilkin par¢anin X =
X1 siaq noqtasi onun ikinci sinaq ndéqtasine gevrilir

[x1:b] parcasina kegid zamani ilkin parganin X = X, sinaq noqtasi
[x1;b] pargasmin birinci sinaq noqtasi olur;

3) xy=a+b—x, Vo x,=a+b—x; oldugunu yoxlamaq
asandir. Buna gora do qizil bolgii isulunun har iterasiyasinda yeni
parganin g¢atismayan sinaq noqtasi,ni (11.6) diisturlarindan istifado
etmadoan toplama va ¢ixmadan istifado etmoklo ona kegon sinaq
noqtasindan tapimagq olar;
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4)quz1l bolgii tisulundan istifado edarok hesablamalarin sonunda,
x*-in toxmini dayari kimi, aldo edilon pargalarin sonuncunun

_ +b . .
ortasini X =aT gotiirmok olar.

Hor iterasiyada minimum ndqtalor {iglin axtarig parcasi eyni

nisbotds azalir T = % buna gora do n itersiya naticasinds onun
uzunlugu A,= t"(b — a) olur.

Belolikla, n iterasiyadan sonra x* noqtosinin toyin edilmasinin
epdoqiqliyi

g == 1(2 1) b - a) (11.7)

borabarliyindan tapilir vo x* ndqtasinin axtarisini € dagiqliklo basa
catdirmagq sorti iso &, = € barabarsizliyidir.
Q1z1l bolgii iisulunun alqoritmi:

1)(11.6) diisturlarindan istifads edarak x; Vo x, noqtalorini tapmaq

. f(x1)va f(x,) hesablamag. T = %  Ep = b_Ta avaz etmoak;

2) Axtarigin sonunun yoxlamagq: agor &, > € olarsa, 3-cii addima,
oks halda — 4-cii addima kegmok;

3)Yeni par¢aya vo yeni sinaq noqtalarine kegmok.

ogor,

f(x1) < f(xy)olarsa, onda b = x,, x, = X4,

f(x1) = f(xy)olarsa, onda, x;=b—1t(b—a) Vo f(x1)
hesablamagq, oks halda a = x;, x; = x, qoymag.

f(x;) = f(xy)olarsa, onda, x, =b+7t(b—a) vo f(x;)

hesablamagq, €, = te, Qgobul etmok va 2-ci addima kegmok;

4)Axtarigt bitirmok: x* = X = ﬂ T = f(x) oavoz etmok.

Masalo 11.1 f(x) = x* + e x - min,x € [0;1], ¢
0,1 masalssini qizil bdlgii tisulu ils hall edin:

| iterasiya:
1)x; = 0,382,
x, = 0,618,
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f(x1) = 0,704,
f(x,) = 0,685,
&, = 0,5 tapag;
2) e, = 0,5 > & =0,1oldugu iigiin 3-cii addima kegmok;

3) f(x1) > f(x2),

buna gors do

baslayaraq novbati iterasiyaya kegmoak.
Digor iterasiyalarin nomrasi gostarilmoklo hesablama noticalori

a=

0.382,

x, = 0.618,

e, = 0,309
gobul edok vo f(x;) = 0,807 hesablayaq. ikinci addimdan

Codval 11.2.-do toqdim edilmisdir:

£(x;) = 0,685,
x, = 0,764,

Ne| A B & Xy X, | f(x) | fx2) f(x1) v
f(xz) forqi

2 (0,382 | 1,000 | 0,309 | 0.618 | 0,764 | 0,685 | 0,807 f(x)

< f(x3)
310,382 | 0,764 | 0,191 | 0,528 | 0,618 | 0,668 | 0,685 f(xy)

< f(x2)
4 | 0,382 | 0,618 | 0,118 | 0,472 | 0,528 | 0,673 | 0,668 | f(x;) > f(x3)
5 10472 | 0,618 | 0,073 0,073< 0,1 —doqiqlik slds edilmisdir.

Cadval 11.2. Quzil bolgii iisulu ilo hesablamalarin naticalari

Belalikla, x*

. 0472+0,618

~

~ 0,55, f* ~ £(0,55) = 0,67.

Qeyd. Verilmis ¢ daqiqliys nail olmagq tigiin talob olunan
iterasiyalarin sayin1 (11.7) nozoro alinmagqla €, < ¢
sortindan tapmagq olar:

>
n_ln(b

2¢&
—a

>/ln ~ —2,1 (
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Beloki, f(x) -in N hesablamalar1 qizil bolgii tisulunun N — 1
iterasiyasin1 yerino Yetirmoays imkan verir vo bu hesablamalar
naticasinda x*-1n tayin edilmasinds alds edilon doqiqlik asagidaki
Kimidir:
W =evs =2(5Y) -0 a1y)
2 2
OZUNU YOXLAMAQ UCUN SUALLAR VO TAPSIRIQLAR

1.Tok dayigonli funksiyan: minimuma endirmoak ticiin istifada
edilon birbasa tisullar hansilardwr?

2.Parcamin aradan qaldirilmast iisullarimin xiisusiyyatlarini
izah edin

3. Par¢camin  yarwya boliinmasi (dixotomiya) iisulunun
mahiyyatini izah edin.

4. Par¢amin  yarya béliinmasi (dixotomiya) disulunun
algoritmini izah edin

5. Quzil bolgii tisulunun mahiyyatini izah edin.

6. Quzil bélgii tisulunun alqoritmini izah edin.

7.Par¢camin yariya boliinmasi iisulundan istifado edarak,
[1,5; 2] parcasinda

flx) = x* + 8x3 — 6x% — 72x funksiyasinin minimum
giymatini vo minimum x* négtasini tapin (¢ = 0,05).

8.Parcanin yariya boliinmasi iisulundan istifads edoarak, [0; 8]

parcasinda f(x) = 12x% — 12x funksiyasimin — minimum
qiymatini Vo minimum x* nogqtasini tapin
(e=1).

9.Par¢anin yariya boliinmasi iisulundan istifads edoarak, [0; 2]
par¢asinda f(x) = ix“ + x% — 8x + 12 funksiyastmn minimum

qiymatini vo minimum x* négtasini tapin (¢ = 0,05).
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10. Par¢anin yariya boliinmasi tisulundan istifads edarak, [0; 1]
parcasinda  f(x) = %xz — sinx funksiyasimin minimum qiymatini
Vo minimum x* noqtasini tapin (¢ = 0,03).

11.Par¢anin yariya boliinmasi tisulundan istifads edarak, [1; 2]
par¢asinda  f(x) = x* — 3x + xInx funksiyasimin  minimum
qgiymatini Vo minimum x* néqtasini tapin (¢ = 0,05).

12.0uzil bolgii tisulundan istifado edarak, [0; 1] parcasinda
f(x) = x3 —3sinx funksiyasmin minimum giymatini v minimum
x* néqtasini tapin (¢ = 0,001).

13.01zi1l bolgii tisulundan istifado edarak, [1,5; 2] par¢asinda
f(x) = x* + 8x3 — 6x% — 72x funksiyasimin minimum qiymatini
Vo minimum x* noqtasini tapin (¢ = 0,05).

14. Ouzil bolgii tisulundan istifads edarak, [—1; 0] parcasinda
f(x) =x*+8x2+x+1 funksiyasimn minimum qiymatini Vo
minimum x* nogtasini tapin (¢ = 0,003).

15. Quzil bolgii tisulundan istifado edarak, [0; 2] parcasinda
fx) = ix‘* + x2 — 8x + 12 funksiyasinin minimum qiymoatini vo

minimum x* noqtasini tapin (€ = 0,05).
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XII FOSIL.TOK DOYISONLI FUNKSIYALARIN
TOROMODON ISTIFADO ETMOKLO, SORTSIZ
OPTIMALLASDIRMA USULLARI

12.1. Siniq xatlor iisulu

Toromolordon istifads etmoklo tok doyisonli funksiyanin sortsiz
minimuma endirilmasi tisullarina siiq xattlor, toxunanlar, Nyuton
Vo basqalari daxildir.

Siniq Xatlor tisulu Lipsis sortini tomin edon ixtiyari (miitlaq
unimodal olmasi miitloq deyil) funksiyalari minimuma endirmok
ticlin nazardoa tutulmus tsuldur.  Tutaq Ki, f(x) funksiyasi [a;b]
intervalinda Lipsis sortini 6dayir( agor L>0 odadi varsa (Lipsits
sabiti), yani, biitiin x’, x» € [a, b]ii¢iin

lf () = fxe)| < Llxe — x| (12.1)
Lipsis sortini yoxlamaq li¢iin asagidaki faktdan istifado edilir:
agor f(x) funksiyasmin [a, b] intervalinda mohdud téromoasi varsa,
0, (12.1) sortini 6dayir. Burada
L = max|f’(x)|
la,b]

f (x) funksiyasi [a;b] -do L sabiti ilo Lipsis sortini 6dayir. f(x) -i
minimumlasdirmaq tiglin siniq xatlor Gisulu tosvir edok:

x; = = [f (@) — f(b) + L(a + b)),

1
pi =57 1f(@) — f(b) +L(a—D)]
yazaq vo asagidaki hesablama sxemini hoyata kegirok:
Addim 1. Bir ciit (x7 p7) ododlori avazina iki yeni (x; ,p1) Ve
(x7, p1) ciitiinii asagidaki kimi amalo gotirok:
x1=x1 — Aq,
x1=x1 + Ay,
p1 =[G +pil,
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burada
A= [f ) —pil.

Addim 2. Alman (x; ,p;) Vo (xj, p1) ciitiinden ikinci
komponenti minimal olani segirik. Onu (x; p3) isara edok va onu
nozardan kegirilon ¢oxlugdan ¢ixardaq (tobii olaraq bu addimda
(x5 py) Kimi (x5 ,p;) Vo (x3, pp) ciitlorindon hor hansi birini
gotiirmok olar).

Komponentlori
X5=x; = Ay,
xX5=x, + A,
p2 =3 1f(x3) +p3l,
burada
A= f(x3) — p3l.
Diisturlari ilo hesablanan (x; p3) ciitlori avazins iki yeni (x5, , p;)vo
(x3, p2) ciitlarini alava edok. Naticads iig ciit adaddon (x , p) ibarat
coxluq alirq.

Addim n. Ovvolki addimlarda alinan n sayda (x ,p) ciitdon

ikinci komponenti minimal olani segmak.
Onu (x; py) isaro edok vo onu nazordon kegirilon goxlugdan
¢ixardaq.
Komponentlori
xn:xr*l — Ay,
Xp=Xn + Ay,
pn =5 [f () +pi),
burada
A= 1f () — pal.

Diisturlar1 ilo hesablanan iki yeni (x;, , pn)Vve (x5, pn) clitlorini
alave edok.

Xt x,®,
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f* = fx,® oldugunu gobul edorak, minimumlagdirma
masalasinin toxmini hallini oldo edirik.
f*-nin doqigliyi

0 <j(x:)—f*<2LA,
borabarsizliklori ilo xarakterizo olunur.
Hondasi olaraq siniq xattlor tisulu f(x) funksiyasinin grafikino
asagidan yaxinlagsan va biitiin halgalorinin bucag amsallar1 +L-o

borabar olan siniq xatlor ardicilliginin qurulmasindan ibaratdir.

! h !
fiz) i)

w
T

Qpe——————r T —~——

]

/
\

|
{
I
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1
by
[
Z{~zf rf 7f

’r -
v 4a af
Sakil.12.1. Simq xattlor iisulu

Masalal12.1. Siniq xottor tisulu ilo 0,01 doqiqgliyi ilo [10,15]

i
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b 3
| i
1 I
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a ]
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par¢asinda f(x) = w;ﬂ funksiyasinin minimumunu ~ vo
x*minimum ndqtasini miiayyan edin:
Halli:  f(x)  funksiyas1i  miioyyon  edilmis  pargada

diferensiallagdirilir. Ciinki x € [10,15]-do
xcos(x) —sin(x)| x|cos(x) +| Isin(x)] x+1
If@)] = < = <0

2
<011
onda f(x) funksiyas1 L = 0,11 sabiti ilo Lipsits sortini 6dayir.

x; = 12,056, p; = —0,281 oldugunu tapdiqdan sonra (12.2)-doki
olagalordan istifads edoarak hesablamalara davam edirik. Hesablama
noticalori agsagidaki codvoldoki kimidir:
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N | Cixarilmig ciit 2LA,, | Daxil olan ciitlor (x,p)
(x,p)
Xn Pn Xn Pr Py
1 12,056 | -0,281 | 0,240 | 10,963 | 13,149 | -0,161
2 10,963 | -0,161 | 0,070 | 10,646 | 11,280 | -0,126
3 13,149 | -0,161 | 0,203 | 12,227 | 14,071 | 0,096
4 10,646 | -0,126 | 0,038 | 10,474 | 10,818 | -0,107
5 11,280 | -0,126 | 0,041 | 11,094 | 11,466 | -0,106
6 10,474 | -0,107 | 0,024 | 10,364 | 10,584 | -0,095
7 10,818 | -0,107 | 0,160 | 10,745 | 10.891 | -0,099
8 11,094 | -0,106 | 0,016 | 11,020 | 11,168 | -0,098
9 11,466 | -0,106 | 0,028 | 11,338 | 11,594 | -0,092
10 | 10,891 | -0,099 | 0,008 | - - -
<eg
Yuxaridaki codvaldon tapiriq:
x* =~ 10,89,

f* ~ f£(10,89) = 0,091

Ogor f(x) funksiyasinin téromolorinin hesablanmasi vo Yya
Ol¢iilmasi  boyiik ¢atinliklor yaratmirsa, onda minimumlasdirma
mosalasini hall edarkan f(x)-in téramalarinin istifadasine asaslanan
dolay1 tisullardan istifado etmok olar. Bir ¢ox hallarda bu {isullar
birbasa minimumlasdirma tisullarindan daha siiratli yaxinlagmani

tomin edir.

Toxunanlar tisulunu nazardon kegirak. Bu iisul [a;b] intervalinda
gabariq vo diferensiallasan f(x) funksiyalarina samil edilir. Bu ciir

12.2 Toxunanlar tisulu

funksiyalar Lipsis sortini 6dayir.

ogor

flxx + (1—)x"] < f(x) + (1—) f(x7) (12.2.)
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x,x” € [a; b] vo vo x€ [a; b]
f (x) funksiyas1 [a; b] parcasinda gabariq adlanir.
(12.2) sortinin yoxlanmasi demak olar ki, homisa ¢atinliklara sobab
olur, buna goro do praktikada asagidaki gabariqliq meyarindan
istifads olunur:
[a; b] parcasinda iki dofo diferensiallasmasi vo f(x) funksiyasi
[a; b] parcasinda gabariq olmasi {igiin biitin x € [a; b] —do
f7(x) = 0 olmast zoruri vo Kafidir. Yoni, agor ikinci téroma bu
parcanin  biitlin x Ug¢lin misboat olarsa, funksiya [a;b] —do
qabariqdir

fr(x) =0, x € [a;b].

Minimum noqtodon kegarkon agagidaki sartlor yerina yetirilir:

f'(xk+0)20
f’(xk—O)SO
X =x"

Toxunanlar tisulunu tosvir edak:

Tutaq ki, f(x) funksiyasi [a; b] pargasinda diferensiallanan

gabariq funksiyadir va f*(a) - f*(b) < 0.

Tokrarlanma miinasibatlorine uygun olaraq {a,}, {b,} vo {c,.}.

n=1,2....ardicilligin1 quraq: ag = a, by = b,
bp—1f'(bp—1)—an-1f(An=1)+f (an-1)—f (bn-

Cpq = 1/ (bn-1) f’(b;]:l()_f’iln]:f) 1) ( 1)’ (12.3)

{ f'(cn-1) = 0o0ldugqda a, = a,_4, by, = cp_q }(12 2)

f'(cn-1) < 0olduqda a,, = c,_1, b,= b,_4 '

n addimdan sonra

X" = fT R f(en)
f(cy)toramoasi sifira kifayat godar yaxin olduqda, f(x) talab olunan
minimumlasdirma daqigliyi osldo edilmis hesab olunur, yani,
|f'(cp)| < e buradae <0
Toxunanlar {isulunun  sado hondasi monasi var: (12.3)
disturundaki ¢,,_; giymati- bu [a,_1; b,—1] pargasinin sorhod
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noqtalorindo  ¢okilmis f(x) qrafikine toxunanlarin
noqtasinin absissidir(sokil 12.1).

Af'(x)
|
I
i |
i |
I |
1 1
| ! |
t l i
ap-t  On-1 bp-1 @

Sakil 12.1. Toxunanlar iisulunnun qrafik tasviri
Sokil 12.2 isa uygun olaraq 12.4. diisturundaki
f(cn-1) <0V f(cp—1) > 0 vaziyyatlorini oks etdirir.

Vi) Af (=)
: |
| |
]
| !
| T P ,
i | i 1 | { | i
t | S by 1 1
! N | b | I
1 1 L1 | 1o
aﬂ" x¥ Cn‘l bﬂ'f X an_f Cﬂ_f 33" bn_? -
——
ap z* by a, a* b,

Sakil 12.2. Toxunanlar iisulunnun qrafik tasviri

[ay; b, ] pargas1 elo segilir ki, x* € [a; b].

ogor f(a) - fr(b) < 0 sarti 6donmirss, onda
a)f'(a) >0, fr(b) > 0oldugda x* = a
b) f'(a) <0, f/(b) < 0oldugda x* = b
c)Ogar fr(a) =0vaf'(b) =0,x"=bh

184

kasismo



Masalo 12.2. f(x) = x? + e* funksiyasimn [—1; 1] parcasinda
gabariq olmasinit miiayyan edin vo onu |f*(¢c,)| < 0,05 daqigliyi ilo
toxunanlar {isulu ilo minimallasdirin:

Halli: f»(x) =2+ e* >0 oldugu fgin f(x) funksiyasi
qabariqdir, eyni zamanda

f(a)- f(b) <0.
(12.3) vo (12.4) dusturlari ilo hesablama aparaq vo onun naticalorini
asagidaki codvalds yerlosdirak:

n an bn Cn f’(Cn) Qeyd
0 | -1 1 0,11586 1,35 f'(co) >0
b, = co
1 |-0,41637 0,11586 -0,14313 | -0,173 f'(Cl) >0
bz = C1
2 | -0,41637 0,11586 -0,14313 | 0,58 f'(cz) >0
bs = ¢,
3 | -0,41637 -0,14313 | -0,27806 | 0,02 f’(Cg)
< 0,05,
dogiglik olda
edilmisdir

Yuxaridaki cadvaldan alds edirik ki,
x* = c3 =0,278
f*= f(c3) =0,835

12.3 Tak dayisanli funksiyalarm
minimallasdirilmasinda Nyuton tisulu

Miioyyan sortlor altinda f(x) funksiyasinin tokca birinci deyil,
hom da ikinci toromolorindan istifado edon Nyuton tisulu yuxarida
miizakira edilon minimuma endirmo tsullarina nisbaton x*
minimum ndqtasine daha yiiksok yaxinlagsma siiratini tomin edir.
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Tutag ki, f(x) R tizorinds iki dofo diferensiallanan qabariq
funksiyadir. x, ilkin yaxinlagsmasini segarok,

Xy = Xp_q-— ]’f((xx—’:)) n=1.2,..(12.5)

ardicilligini quragq.
Tolob olunan hesablama dagigliyins nail olmagq ti¢iin | f*(x,,_1)| <
€
(e-kifayat godor kigik rogom) barabarsizliyini sort hesab edorak,
X" R Xy,
fr= fxn)
ovoz edok. x,sec¢imi ugursuz olarsa, (12.5) ardicilligr dagila bilar.
Ogor x,, noqtasi x* Kifayst godar yaxindirsa, bu ardicilliq daha tez
x*-0 yaxinlagir. Yaxinlagma siratinin  giymotlondirilmasini
asagidaki kimi tortib etmok olar. f(x) R tizorinds iki dofo
diferensiallanan funksiya olsun, burada f(x») = u > 0 biitiin x €
R vo f(x») L sabitilo R tizorindo Lipsis sortini 6doyir.
Onda, agor x, ilkin yaxinlagsma

L
q :2_'“2|f’(x0|) <1

sortini  6doyirss, onda (12.5) ardicilign R dizorinde  f(x)
funksiyasinin yegans minimum noqtasine x* yaxinlasir vo

2u on
|x* — x,| < T'uqz n=0,1,...

Masalo 12.3. Nyuton isulu ilo x*minimum noqtasini Vo
If(x,)] < 1077) dogigliyi ilo fx) = (x —2)* —In(x)
funksiyasinin minimum qiymotini miisyyan edin:

Halli. x, = 3 segok va (12.5) diisturu ilo hesablamalar aparag.
Hesablamanin naticalorini asagidaki codvoldo geyd edok:
N Xn f(xn) frCxn)

0 |3 —9,86 + 1072 | 3,67
1 | 2,6972477 | -0,7558859 0,985
2 | 25322701 |-0,8488508 0,208
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3 124736906 |-0,8553636 2,1%x1072

4 | 2,4663735 | -0,8554408 3x107*

5 ]2,4662656 | -0,8554408 5x1078 <1077
Sonolaraq x* = 2,4662656 f* ~= —0,8554408

OZUNU YOXLAMAQ UCUN SUALLAR VO TAPSIRIQLAR

1.Asagidak: funksiyalardan hansinmin gabariq oldugunu
miiayyanlasdirin:

a)f(x) =e*
b)f (x) = 5 x
Q)f (x) = |x]

d)f(x) = xlogx,x > 0
e)f(x) =x+logx,x >0
2.Toxunanlar tisulu ilo ilo tapilan ilkin yaxinlasmadan istifada
edarak, Nyuton zisulu ila
fx)=x*+e™>* ,[0;1]

funksiyasinin x*minimum noqtasini tapin. Hesablamani
|f(x)| < 107°) daqiqliyi ilo tamamlaymn.
3.Toxunanlar tisulu ila ilo tapilan ilkin yaxinlasmadan istifada
edorak, Nyuton iisulu il2

f@X)=x*+x*+x+1, [-1;2]
Sfunksiyasinin x*minimum néqtasini tapin. Hesablamant
If(x,)] < 107°) daqiqliyi ilo tamamlayn.
4.Toxunanlar iisulu ilo o tapilan ilkin yaxinlagmadan istifada
edarak, Nyuton iisulu il2

f) =vV1+xZ+e2* | [0;1]
funksiyasinin x*minimum néqtasini tapin. Hesablamant
If(x)] < 107°) daqiqliyi ilo tamamlaymn.
5.Toxunanlar tisulu ila ilo tapilan ilkin yaxinlasmadan istifada
edarak, Nyuton iisulu ila

fx) = x2_2_ cosx ,[0; 3]
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Sfunksiyasiin x*minimum néqtasini tapin. Hesablamani
|f(x,)] < 107°) daqiqliyi il tamamlaymn.
6.Toxunanlar tisulu ila ilo tapilan ilkin yaxinlasmadan istifado
edorak, Nyuton tisulu ilo

f(x) =x—Inx ,[0,1;2]
Sfunksiyasiin x*minimum néqtasini tapin. Hesablamani
|f(x,)] < 107°) daqigliyi ilo tamamlayn
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XIII FOSIL. COX DOYISONLI FUNKSIYALARIN
SORTSIZ OPTIMALLASDIRILMALARIN BIRBASA
USULLARI

13.1. Cox dayisonli funksiyanin minimallasdirilmasi
masalasinin iimumi qoyulusu

Moagsad funksiyasinin = f(x):R™ - R oldugu sortsiz
optimallagdirilma masalasini nozardon kegirok (mohdudiyyatsiz):
f(x) - extr

Torif 131f(x)=f (xllxz, ...... Xp) X € R" funksiyasinin
gradiyenti x* € R™ noqtasindo vektor adlanir.

) af (x*) 9f (x") of (x*)
Vf(x*) = , e e s —
dx, dx, dx,
Torif 13.2. Vf(x*) = 0 vo yaxud
a *
fO) i
axi
sortlorin  yerina  yetirildiyi x* € R™noqtasi flx) =
f (xl'xz, - .xn) funksiyasinin stasionar noqtosi adlanir.

Teorem 13.1. (1-ci daracali ekstremum {igiin zaruri sort). Forz edok
ki, f(x):R™ - R funksiyas1 x* € R"
noqtasinda diferensiallana bilir. ©gar x* - f(x)-in sortsiz lokal
ekstremum noqtasidirss, onda

Vf(x*) =0.
Isbati:
Miioyyanlik tigiin forz edok ki, f(x) funksiyasinin lokal maksimum
noqtasi x*- dir, daha dogrusu onun U(x*) otrafi mévcuddur:

Vx € U(x*) - f(x) < f(x*).
Teoremi ziddiyyatli (aks) tisulla isbat edak:
Forz edok ki, Vf(x*) # 0. Onda istonilon vektor ligiin
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S=a-Vf(x"),

burada a« >0 S € U(x")
((Vf(x*),S) = VF(x"), a-Vf(x")) = allVf (x> > 0,
yani s vektoru f(x)funksiyasinin x* noqtasinds artma istigamatini
toyin edir vo uygun olarag kifayat godor kigik a > 0 tgilin
fx* + aS) > f(x*)..baraborsizliyi qiivvadadir. Burada ziddiyyot
almair. Belaliklo,

VF(x*) =0

Tarif 13.3. Forz edok ki,

A= a;j i,j = 1,2,3,.....,n
nxm-6l¢iilii simmetrik matrisdir.Ogor istonilon h € R™ ,h # 0

ugun
n n
(hAR) =" > ayhihy > 0
i=1 j=1
sort 6danilirsa, A matrisi miisbat miioyyan adlanir.
Ogor (h,Ah) < 0 A matrisi manfi miioyyan adlanir.
Ogor (h,Ah) = 0 - A matrisi geyri-manfi miioyyon adlanur.
ogor (h,Ah) <0 - Amatrisi geyri- miisbat miioyyan adlanir.
A matrisinin miisbat (monfi) miioyyanliyi (vo ya (h, Ah) kvadrat
formasi ) Silvestr meyarindan istifads etmoklo miioyyan edils bilar.
Teorem 13.2 (Silvester meyar1). Simmetrik A matrisi yalniz vo
yalniz onun biitiin 9sas minorlart miisbat oldugda miisbat miiayyan
hesab edilir.
aiq . Qg

detA;, = >0,k=1,23,...,n

ag1 e Qg
A matrisinin monfi miioyyan olmasi ti¢iin asagidaki sartlorin

yerina yetirilmasi zaruri va kifayatdir:

all e alk
(—1)*detd, = (=1DF| ... >0,
A1 veen Qgk
k=123, ...,n
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Teorem 13.3. Simmetrik A matrisinin (vo ya (h, Ah) kvadrat
formas1 ) geyri-monfi miioyyanliyi Gigiin zoruri vo kafi sort
asagidaki (2™ — 1) borabarsizliklarinin yerina yetirilmasidir:

a;; 20, az; 2 0,. ann 2 0,
|a11 a12| |a11 a13| | n-in-1 an—1n| >0
Q1 Qzzl = 7'lazy aszl — V1 Gpp-1 Apn | —
ajq A1n
=0
Apy - Qpp

Uygun olaraq simmetrik A matrisinin (vo ya (h, Ah) kvadrat
formasi ) geyri-miisbot miisyyonliyi ii¢lin zoruri vo kafi sort
asagidaki (2™ — 1) barabarsizliklorinin yerina yetirilmasidir:

a1 <0, a,, <0,. ann <0,
|a11 a12| |a11 a13| | n-in—1 an—1n| >0
az1 QA2 asz; aszzl — "I Q-1 Ann | —
all e w aln
D" = =0
api - Qun

Teorem 13.4 (1-ci doaracali ekstremum tiglin zoruri sart). Forz
edok ki, f(x):R™ - R funksiyas1 x* € R"
noqtasinds 2 dofs diferensiallana bilir. ©gor x* - f(x)-in sortsiz
lokal ekstremum noqtasidirss, onda asagidaki Hess matrisi

N %f(x*
H) = (210 ij>).
1,j=1,2,3,....n geyri-manfi miiayyandir.
Ogor x* - f(x)-in sortsiz lokal maksimum noqtasidirss, onda

H(x*) Hesse matrisi geyri-miisbat miioyyandir.
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13.2. Sartsiz ekstremum iiciin zaruri va kafi sartlor

Teorem 13.5. Forz edok ki, f(x): R™ - R funksiyas1 x* € R"
noqtasinds 2 dofo diferensiallana bilir. x* - f(x)-in sortsiz lokal
minimum ndqtasi olmasi tigiin kifayatdir Ki :

— Vf(x") =0;
— H(x*) Hesse matrisi miisbat miiayyan olsun.
x* - f(x)-in sortsiz lokal maksimum ndqtosi olmasi {igiin
kifayatdir ki :
— Vf(x")=0;
— H(x™) Hess matrisi manfi miiayyan olsun.
Isbatr:

f(x) funksiyasi x* noqtosinds iki dofo diferensiallana bildiyi
iclin, onda istonilon h = hy, hy, hs, ........, h, € R™ li¢lin
(" +h) = fx*) + (Vf @), h) + (R H(x")R) + a(h) dogrudur.
Burada

ath)
T
(13.5) teoreminin sartlorini nazars alaraqg,
(b, H(x*)h) >0 h+#0
oldugunu aliriq.

1
fx*+h)— f(x*) = E(h' H(x*)h) + a(h)
Boraborliyin sag torofinin isarasi iSo x* noqtasinin otrafindaki
birinci toplananin %(h, H(x*)h) isarasi ilo miioyyan edilir:
Us(x*) ={x € R™:x = x"+ h,||h]|| <5},

yani asagidaki barabarsizlik mévcuddur:
f*+h)— f(x)>0->f(x*+h) > f(x).
Burada x* - f(x)-in sortsiz lokal minimum noqtasidir.

Teorem 13.6. Forz edok ki, x*- f(x):R™ - R funksiyasinin
stasionar noqtasidir . Burada f(x) funksiyasi x* € R™ ndqtasinin
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otrafinda 2 dofo diferensiallana bilir vo f(x) funksiyasinin biitiin
ikinci gismoan téromolari x* noqtasinds kasilmozdir. Belo halda:
-ogar  d?f(x*,Axy, Axy, ... ... ,Ax,;) >0 (“miisbat” isarosini
saxlayir) V Ax; x* noqtasinin qonsulugundadirsa, onda x* noqtasi
f (x)funksiyasinin sartsiz lokal minimum néqtasidir;

-ogar  d?f(x*,Axqy, Ax,, ... ... ,Ax,) <0 (“monfi”  isarasini
saxlayir) V Ax; x* noqtasinin qonsulugundadirsa, onda x* ndqtasi
f (x)funksiyasinin sortsiz lokal maksimum noqtosidir;

-ogar d2f (x* ,Axy, Axy, ... ... ,Axy) - Axq, Axy, ... ... ,Ax,, -nisarosi
doyismis funksiyasidirsa, yani, hom miisbat, ham do manfi
giymotlor alirsa, onda x* noqtosi f(x) funksiyasinin ekstremum

noqtasi deyil;

- oger  d?*f(x*,Axqy,Ax,, .. ... ,Ax,) =0 Vo vya
d? f(x*,Axq, Axy, .. ... ,Ax,) <0, eyni zamanda sifira borabor
olmayan Ax,,Ax,, ... ... ,Ax, qiymotlor var ki, onlar ti¢lin ikinci
diferensialin  doyori sifira ¢evrilir, onda x* noqtasinda

f(x) funksiyasi ekstremuma malik ola da bilor, olmaya da bilor.

Bu halda slavs tadgiqat talob olunur

Funksiyanin sortsiz ekstremumunun tapilmasinin imumi sxemi:

1)f (x) funksiyasimimn miimkiin ekstremum nogqtalorini tapmag:
f(x) funksiyasmmn Vf(x*) =0 - stasionar noqtolori oldugu

noqtalari;

% ,i =1,2,.......,n gismon téramalarin olmadigi noqtalori;
L

2)Ekstremum ti¢iin kafi sortlorin yerina yetirilmasini tohlil etmok
(teorem 13.5 vo ya teorem 13.6-ya asason);
3)fextr (x) hesablamag.
Masalo 13.1 Ekstremum funksiyasini nozordon kegirin:
1
fO) = f(x1,x2) = x1,%2 — 200+ 15)
Halli: f(x) funksiyasinin Vf(x) gradiyentini miiayyan edok:
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Vi(x) = Vf(xy,x2) =

1 1
= + X1 + )
(xz 2(x1 + x5)? *1 2(x; + x2)2>

homginin, H (x) Hesse matrisini tortib edok:

1 1
IR EY) - 3
H(x): H(xl,xz) — . (x1+9;2) (x11+x2)
- (x1+x2)3 B (x1+x2)3

Ekstremum ti¢iin zoruri sortdon (teorem 13.1) istifads edarok
f(x) = (xq,x;) funksiyasinin ekstremum ola bilocayi stasionar
noqtalorini tapaq:

PR 0,)
Xy +———= =0,
2 2
Vf(x)=0—>< (xl-ll_xZ) }—)
+———==0
kxl 2(xq + x3)? )
N 1 0 3 1
= - e - = —— -
X1 =Xz 7 X 8x2 X1
1
X, = _E - X, = _E
f(x) funksiyasinin gqismon téromolorinin olmadigi noqtalor

yoxdur.
Belolikla, funksiyanin bir kritik ndqtasi var:

1 1
= (=10
2 2

x* = (—% —%) noqtolorindo H (x4, x,) Hesse matrisi asagidaki

Y 1 1y _ (1 2
H(x )_H( 2’ 2)_(2 1)
H(x*) Hesse matrisinin ikinci daracali asas minoru
|1 2(_
detHz(x)—|2 | =-3<0

sokil alir:
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oldugundan matrisi no miisbat, no do monfi miioyyan deyildir, ona
gora do x* = (—% — %) noqtasinds ekstremum yoxdur.

Masalo 13.2 Ekstremum funksiyasini nozardon kegirin

fO0) = floxy,x2) = €210y + x5 — 2x3)
Holli:
f (x) funksiyasiin Vf (x) gradiyentini miioyyoan edok:
Vi(x) = Vf(xy,x2) =

(e?*1(2xy + 2x% — 4x, + 1, e?*1(2x, — 2)),
homg¢inin, H (x) Hesse matrisini tartib edok:

B _ [4x1+4x5 —8x, +4 e*i(4x, —4)
Ekstremum tigiin zoruri sortdon (teorem 13.1) istifado edarok
f(x) = (xq, x,) funksiyasinin ekstremum ola bilocayi stasionar
noqtalarini tapaq:

2x 2 _ —
V() = 0 - {e 1(2x; +2x5 —4x, +1 0,} .
e*1(2x,—2)=0
Ikinci tonlikdon x, =1 > 2x; —1=0-> x; = %
f(x) funksiyasinin gismon téromoslorinin olmadigi noqtalor
yoxdur.

Belalikla, funksiyanin bir kritik ndqtasi var: x* = G, 1).

x* = (%, 1) noqtalorinds H(x;, x,) Hesse matrisi asagidaki sokil
alir:
(1 4)_(2e 0
H(x )—H(2,1> = (o Ze)
H(x*) Hesse matrisinin birinci doracali asas minoru

detH,(x*) =2e >0
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oldugundan matris miisbot miioyyandir, Teorem 13.5-0 uygun
olaraq f(xq,x;) funksiyast x* = G, 1) noqtasindo lokal
minimuma malikdir vo

fmin (% 1) = —g doyari alir.

Masala 13.3 Ekstremum funksiyasini nazardon kegirin
2 2

x; x
fOO =flu,xn) =xfxd +—+—0+ xxz +1
Hoalli:
1)f (x) funksiyasinin Vf(x) gradiyentini miioyyan edok:
Vi(x) = Vf(xy, xz) =
(2x1%% + %1 + x5, 2%,%7 + x5 + %, ),
homginin, H (x) Hesse matrisini tortib edok:
2x2 +1  4xx, +1
H(x)=H(xy,x;) = 2 122
4xix, +1  2x7 +1
Ekstremum {giin zoruri sortdon (teorem 13.1) istifado edorok
f(x) = (xq,x,) funksiyasinin ekstremum ola bilocayi stasionar
noqtalorini tapaq:
2 —
V() = 0 - {lexzz +x1+x, = 0,} .
2x,x7 +x,+x1 =0

X, =x,=2x3 +2x,=0- x, =0- x; =0.
f(x) funksiyasinin gismon toromolarinin olmadigi noqtalor
yoxdur.
Belalikla, funksiyanin bir kritik noqtasi var x* = (0,0).
2)x* = (0,0) noqtalorinds H (x,, x,) Hesse matrisi asagidaki sakil
alir:
*Y— (1 1

H(x")=H(0,0) = (1 1)

H (x*) Hesse matrisinin ikinci daracali asas minoru

detH,(x*) = H i =0
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H(x*) Hesse matrisinin birinci daracali asas minoru isa
detH;c1 >0

oldugundan matris H(x*) matrisi geyri-moanfi miiayyandir,

ekstremum tigiin kafi sortlor 6donilmir. ©lavs todgigat talob

olunur.

3)f (x) = f(xq, x,) funksiyasiin giymatini todqiq edok.
2 2

x? x
fxy,x) = x2 x2 +71+72+ X%, + 1

1
= (x1%2)* + E((x1 +x,)% + 1,

Demoali, f (x4, x2) > 0,009or x; # 0,x, #0. Bu zaman,
f(xq1,x5) >, £(0,0) olds edirik. Demali, x* = (0,0) noqtasinds
f(xq,x,) funksiyas: lokal minimuma malikdir vo  f,,,;,(0,0) =
1 qiymati alir.

13.3. Diizgiin Simpleks ilo minimallasdirma iisulu

f (x) funksiyasinin gqiymotlorinin hesablanmasina, yani birbasa
minimallasma tsullarina asaslanan
f(x) = min, x € R™ sortsiz minimumlasdirma masalosinin halli
algoritmlorini nazordon kegirok.Qeyd etmok lazimdir ki, onlarin
totbiqi magsad funksiyasinin diferensiallagdirilmasini va hatta onun
analitik daqiglosdirilmasini talob etmir. Sadacs ixtiyari noqtolorda
f(x) dayarini hesablamaq vo ya 6lgmok lazimdir.Belo hallara
praktiki olaraq miihiim optimallagdirma masalalarinda rast galinir.

Ovvalco minimum noqtays yeni yaxinlagsmanin se¢ilmosini R™
fazasinin bir ne¢o ndqtosinds funksiyanin giymatlorini miiqayiso et-
moklo miiayyan edildiyi hesablama prosedurlari {izarinds dayanag.

R™ fozasinda diizgiin simpleks bir-birindan n+1 barabar masafs-
do yerlason néqtalorin (simpleksin topalari) coxlugudur. Iki topani
birlosdiran pargaya simpleksin torofi deyilir.
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Ogor x°, R™ fozasinda diizgiin simpleksin topalorindan biridirss,
galan n toponin x1....... ,Xx™ koordinatlarin1 asagidaki diisturlardan
istifads etmoklo tapmaq olar:

i {x}’+d1, i #j,
T +dy, i#

} (13.1)

burada:

_a(\/n+1—1)'
= 7 :

aWn+1+n-1)
d, = ;
nv2
a — torafin uzunlugudur.
(13.1) diisturlarina asasan qurulmus simpleksin x° toposi baza
(asas) adlandiracagiq.Malum bir simpleksdoan istifads edorak, hor
hans1 bir topani oks etdirmokls yeni bir simpleks qurmaq olar.Yeni
vo kohno £% vo x* topalori asagidaki miinasibotlo bir-birilo
baghdir:

dy

gk + xk
2
burada:

i#k

Noticada eyni taroflori va topalori olan yeni diizgiin simpleks
alinir:

Rk = 2x¢ — xk, xbi=0,....n,i # k

Diizglin simpleksdon istifado etmoklo  f(x)funksiyasinin
minimum ndqtesinin axtaris1 asagidaki kimi aparilir.  Hoar bir
iterasiyada simpleksin topalorindo f(x)-in giymotlori miigayiso
edilir. Sonra yuxarida tosvir edilon oks etdirmo proseduru f(x)-in
on boylik giymat aldig: tops ti¢iin hoyata kegirilir. ©gor oks olunan
topado funksiya daha kicik giymot alirsa, onda yeni simplekso
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kegilir. Oks halda, novbati on yiiksok f(x) giymati ilo topani oks
etdirmoak ti¢iin basqa cahd edilir. ©gar bu, funksiyanin azalmasina
gotirib ¢ixarmazsa, onda simpleksin torafinin uzunlugu, masalan,
yartya qodor azaldilir vo bu torof ilo yeni simpleks qurulur.
Funksiyanin minimum qiymot aldigi kohno simpleksin x© topasi
baza (asas topa) kimi segilir. f(x) —in minimum noqtasinin axtarist
ya simpleksin torofi , ya da simpleksin topolorindoki funksiya
dayarlori arasindaki forq kifayat godor kigik oldugda tamamlanir.
Bu tisulun alqoritminin variantlarindan birini tasvir edak:
1) dogiglik parametrini , x° baza ndqtosini vo a
torofini segmok vo (13.1) diisturlarindan istifado edorak ilkin
simpleksi qurmag. f(x?) hesablamag;
2)Simpleksin ~ x1 ... XMopoalorinds f(x) -in giymatlorini
hesablamagq;
3) Simpleksin x! .......,.x™ topalorini

fE) S fGED < S fEMH) < M)
kimi diizmok;
4)

%Z[f(xi) — FO] < e (13.2)

sortini yoxlamag. ©gor sort yerino yetirilirss, onda

x* =~ x% f* =~ f(x°) ovoz etmok Vo hesablamalari dayandirmagq.
Oks halda, 4-cii addima ke¢gmoak;

5)

i%k
hesablamaq vo x™ topasinin aksini yerina yetirmok:

X" =2x¢— x™ Ogor f(X™) < f(x™) olarsa, x™ = =x™ ovoz
etmok Vo 2-ci addima kegmok. Oks halda 5-ci addima kegmok;

6)
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i#k
hesablamaq vo x™ topasinin oksini yerina yetirmok:
R =2x¢ —x™. Ogor f(R™1) < f(x™1) olarsa, x"1 ==xn"1
avaz etmok vo 2-ci addima kegmok. Oks halda 6-c1 addima kegmak;

7) x° baza topasi oldugunu nozors alarag, toraflori 2 dofo az oolan

. R . i L4x0
yeni  diizgiin simplekso ke¢mok. x! Z%,l =1,......n

diisturundan istifado edaroak simpleksin galan n topasini tapmag. 1-
ci addima kegmok.

Qeydlor:

1) f(x) funksiyasi ¢oxmodaldirsa, onda tosvir olunan tsul ilo
f(x) -in global minimum néqtasini deyil, lokal néqtasini tapmaq
olar;

2) mogsad funksiyasi agagidan mohdud deyilsa,tisulun algoritmins
alava dayandirma proseduru daxil edilmalidir.

13.4. Koordinatlarmn tsiklik enmasi tisulu

Bu iisul f(x) moagsad funksiyasinin avvalca birinci baza (ssas)
vektor el, sonra ikinci - e? va s. istiqgamatinds ardicil olaraq mini-
muma endirilmasindan ibaratdir.Son e™ baza (osas) vektor isti-
gamotinds minimallagdirma basa ¢atdiqdan sonra dovr tokrarlanir.

Algoritmi tosvir edok:

1) x € R™ doqigliys nail olmaq {iglin kriteriya segmoak, masalan,
p(x**1,x*¥) < &, € komiyyeti .f(x) hesablamag, j = 1 ovoz
etmok;

2) ®(a)=f(x+ ael) >min ,a €R , tok olgiili
minimallagdirma masalasinin holl etmok, yoni,a* tapmag. X = x +
ael ovoz etmok, f(x) hesablamag;

3)Ogor j < nolarsa, x =%, j =j+ 1 ovoz etmok va 1-ci addima
ke¢mok. Oks halda 3-cii addima kegmok;
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4) [lx —x|l <e voaya |f(x) — f(X)] <& dogigliyina nail olma
sortini yoxlaym.Ogor sort yerino yetirilirse, x* =%, f* = f(X)
ovoz etmok Vo axtarist bitirmok. Oks halda, x =X, f(x) =
f(x),j =1 ovoz etmok vo 1-ci addima kegmok;

Koordinatlarin tsiklik enmo tisulunun effektivliyi shamiyyatli
doracada mogsad funksiyasinin xiisusiyyatlorindon asilidir.

Mosalo 13.4. .f(x) = 5x% + 5x2 + 8x,x, » min mosalosini
tsiklik koordinatlarin enms tisulu ils hall edin:

Halli:Koordinat sisteminin 45° bucagla firlanmasi

(x1 = (y1+y2) /N2 Vo x; = (—y1+y,)/V2  doyisenlorinin
doyisdirilmasi funksiyani f; (y) = yZ + 9y2 soklino salir. Aydindir

2
ki, mogsad funksiyasinin soviyya Xotlori ellipsdir % + y% =2
(Sokil 13.1.).

t

o *z X

J—\_
¥z
x* \\al_
TF
1 z \‘ ..’;X,
F=36
=g

Sakil 13.1. Koordinatlarin tsiklik enma iisulunun grafik tasviri
Yuxaridaki alqoritmdon istifado etmoklo aparilmis hesablamalarin
naticalori asagidaki cadvalda taqdim olunmusdur:
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[terasiyalain X1 X3 f(x)
nomrasi

0 5 5 450
1 -4 5 45
2 -4 3.2 28.8
3 -2.56 3.2 18.43
4 -2.56 2.05 11.8
5 -1.64 2.05 7.55
6 -1.64 1.31 4.83
7 -1.05 1.31 3.09
8 -1.05 0.84 1.98
9 -0.67 0.84 1.27
10 -0.67 0.54 0.81

Cadval 13.1. Koordinatlarin tsiklik enma iisulu ils
hesablamalarin naticalari

Codval 13.1. vo Sokil 13.1.-don aydin olur ki,
{x*} minimumlagdirma ardicillig: x * = (0,0) minimum ndqtasine
yaxinlasir. Bu mosalodo minimum noqts tiglin axtaris trayektoriyasi
aydin bir ziqzaq xarakteri dasiyr.

Masalodan goriindiiyii kimi, koordinatlarin tsiklik enma tisulun-
dan istifado etmoaklo mosalonin hallinin somaraliliyini, agar onun
algoritmi x!noqtalorindon p' = x! — x!~tistigamotlorindo mini-
mum noqtonin axtarigimt  vaxtasir: tokrarlayaraq tamamlamagla
artirmaq olar. Beloliklo, masalon, ogar x* noqtesindon p* = x* —
x2istigamatindo tam enis hoyata kegirsok (ndqtolorin koordinatlari
ficiin cadval 13.1-0 bax),onda x>, x®, x7 ndqtalarine nisbaton x*=
(0,0) minimum ndqtasine ¢ox yaximn yerloson —2,2-107°5,6"
1073 ndqtasini aliriq.

Funksiyanin azalma istigamotlorinin ardicil tapilmasindan vo bu
istigamotlor tizro minimuma endirilmasindon ibarot olan  bu
yanasma bir sira alqoritmlorin osasinda durur. Onlardan birini
noazordan kegirak.
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Xuk-Jivs iisulunun algoritmi. Algoritm iki asas prosedurdan
ibaratdir:

1) f (x) azalma istigamotini miioyyan etmak {iglin nozards tutulmus
verilmis néqtonin yaxinliginda koordinatlar {izra kosfiyyat axtarisi;
2) azalan istigamatdo horokat.

Verilmis x noqtasindan har bir koordinat boyunca artimlarla
Anj=1,.... ,n koordinat axtarigin1 todqiq edon algoritmi tosvir
edok:

1) X =x,i =1 ovoz etmok;

2)y =X — Ajej sinaq addimini atmag.
Burada e’- baza (osas) vektordur.9gor f(¥) < f(y) olarsa, onda
3-cli addima, oks halda 4-cii addima ke¢gmok;

3)y = X + Aje’ sinaq addimini atmag.
Ogor f(x) < f(y) olarsa. onda 5-ci addima, oks halda 4-cii
addima ke¢mok;

4HX =y ovoz etmak;

5)j=j=1 ovoz etmok . Ogor ) j <n olarsa, onda 2-ci

addima kegmok. Oks halda, kosfiyyat axtarisi basa ¢atir - X #X

oldugu halda f(x) < f(y) olan X néqtosi alinur.

Qeyd:Kosfiyyat axtarisi naticasinde X =x oldugu moalum ola
bilor. Onda kosfiyyat axtarisi ugursuz hesab edilir. Ogor bu halda
artim normast A= (A; . Ay) kigik, yeni, [|Al|< e ( burada e
gostarilon daqgiglikdir), onda x*= x gabul edilir.Gostarilon dagigliys
nail olunmazsa, A= A/y gabul etmak (sabit y > 1 — addimin azalma
omsali) va Kosfiyyat axtarisini tokrarlamag.

Indi tam Xuk-Jivsiisulunun algoritmini tagdim edok:

1) x°baslangic néqtasini, A= (A, ___A,)artim vektorunu, y >

1 — addimin azalma omsalini, € > 0 axtarisin sonu
parametrini se¢gmok;

..........
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2)

3)

4)

5)

x% néqtosi iiciin kosfiyyat koordinatlar iizra axtaris: hoyata
kegirmok, yoni, X noqtasini tapmag. x° # x olarsa, 3-cii
addima,aks halda — 2-ci addima ke¢gmok,

Axtarigin sonunu yoxlamaq. Ogor ||A||< & olarsa, sonra
axtarigt dayandirmaq vo X*= x° ovoz etmok.Oks halda, A=
A/y qoymaqg Vs 1-ci addima kegmok;

X noqtesindon x° — xCazalan istigamotdo horokat etmok
x1=x04+ (x° —x%) = 2x° — x©;

xnoqtasindo kosfiyyat axtarisi aparmagq, yani ! noqtosini
tapmaq. Ogor f(¥)! < f(¥)°olarsa, onda x° = x°,x° =
x! ovaz etmok Vo 3-cii addima kegmok. Oks halda, x° = !
avoz etmok Vo 1-ci addima kegmok.

Yuxarida tosvir edilon biitiin ¢ox doyisonli funksiyanin sortsiz

minimuma endirilmasinin birbasa iisullar1 daha kicik funksiya
doyari olan noqtalorin axtarigi liglin deterministik prosedurlar
ehtiva edir. Bununla bels, minimum ndqtslorin axtarigi proseduruna
tosadiifilik elementlorinin gosdon daxil edildiyi minimumlagdirma
tisullar1 da islonib hazirlanmisdir.

OZUNU YOXLAMAQ UCUN SUALLAR VO TAPSIRIQLAR

1.1-ci daracali ekstremum iiciin zoruri sarti izah edin
2.8ortsiz ekstremum iigtin Zoruri Vo kafi sartlor nadan ibaratdir?

3. f(x) = fx,x2) = x1x, +
funksiyasinin maksimum va minimumunu miiayyan edin:
4.f(x) = floey,x2) = X7 — X1X — X5 + X1 + X3
Sfunksiyasinin maksimum va minimumunu aragsdirin.
5.£(x) = f(xy, %) = xf — x1%, — x5

Sfunksiyasinin maksimum va minimumunu arasdurin.
6.f(x) = f(x1, %) = x{ — %1%, + x5

Sfunksiyasinin maksimum va minimumunu miiayyan edin.

1
2(x1+x2)
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7.f(x) = f(x,xp) = x2 — 2 x1x, + 2x2 + 2x4

Sfunksiyasinin maksimum va minimumunu miiayyan edin.

8. f(x) = f(x1,x3) = x3 +x3 +3ax.x,

funksiyasinin maksimum vo minimumunu miiayyan edin.

9. f(x) = fxy, %) = x§ —2x3 — 3 x; + 6%,

Sfunksiyasinin maksimum vao minimumunu miiayyan edin.
10.Diizgiin Simpleks ilo minimallasdirma tisulunun alqoritmini izah
edin.
11.Koordinatlarin tsiklik enmasi iisulunun algoritmini izah edin.
12 .Xuk-Jivs disulunun algoritmi izah edin.
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XIV FOSIL.COX DOYISONLI FUNKSIYALARIN
TOROMODON ISTIFADO ETMOKLO, SORTSIZ
OPTIMALLASDIRMA USULLARI

14.1 Enmo tsulunun iimumi sxemi

Yuxarida geyd etdiyimiz kimi birbasa axtaris tiisullarindan
istifado edorkon yalniz funksiya doyarlorinin hesablanmasi talab
olunur, lakin bu hesablamalarin say1 ¢ox bdyiik ola bilar. Birinci
tortibdon {tisullar funksiyalarin téromolorinin giymatlori hagqinda
molumatdan istifads edir, yoani birinci tortibin zoruri sartini tamin
edon stasionar noqtalori tapmaga imkan verir.

Toramoalordon istifado edon tisullar iterativ xarakter dasiyir, ¢iinki
gradiyentin komponentlori geyri-xatti funksiyalardir.

Mogsad funksiyasinin  f(x): R™ - R oldugu sortsiz
optimallagdirilma masalasini nazardan kegirok (mahdudiyyatsiz):

f(x) > min x € R"
Qoyulmus masalanin toxmini halli iisulu ideyasi
F(x©@) > f(x®) > -+ f(x®) > -+ .. sortini 6doyan
x(o),x(l) R x(k), ... noqtalorinin ardicilliginin  qurulmasindan
ibaratdir. Belo ardicilliglar {x®) } relaksasiyal1 ardicilliq, iisullar
ISo enmo tisullart adlanir.

Forz edok ki, x(® -baslangic néqtadir.
x© x@ o x® ardicil toxminlor asagidaki kimi miioyyan
edilir:

— x®nsqtesinds enmo istigamoti  y ¥ € R™ seilir;

xED = x4 o) ) =12 . .. disturdan istifado
edorak (k +1)-ci yaxinlasma tapilir.
Burada «®) enmo addiminin kemiyyatidir. Biitiin enmo {iisullari
farglanir:
— ya enma istigamatini segmoklo;

206



- ya da enmo istigamatinds harokat etmakils.
Hor bir enmo tisulunun  «® y®) parametrlorini se¢orkon osas
vozifosi, x® | k = 0, 1, , 2, ... noqgtalorinda f(x) mogsad
funksiyasinin qiymaotlorinin ardicil azalmasini tomin etmokdon
ibaratdir.
Teorem 14.1. Forz edok ki, f(x) funksiyasi x* € R"
noqtasinds diferensiallana bilir.Onda
(VF(x),y) < 0 (14.1)
sortini 6doyan istonilon y € R™ vektoru x* noqtesindo f(x)
funksiyasinin azalma istiqgamatini toyin edir, yani elo <> 0 ododi
vardir ki, burada
Isbati
y € R™ (14.1.) sortini 6dayan ixtiyari vektor olsun. Onda eloa >0
adadi var ki, x* néqtasinin oc-qonsulugunda diferensiallanan f (x)
funksiyasi ti¢iin par¢alanma dogrudur(x* noqtasindo)
fOrtocy) = f(x7) =((Vf(x"), o y) +1r(x y) (14.2)
Vo
o Ty
=0 o ||y|]
(14.1) sortindon belo ¢ixir ki, f(x*+o« y) — f(x*) isarasi (14.2)
ifadosinin birinci toplanani (ciaraemsim) ilo  (x* noqtesinin -
gonsulugunda) miioyyon edilir:
fOr+oy) = f(x") <0 - fx"+x y) < f(x7)
Qeyd. f(x) funksiyasimimn x* noqtosinds on siiratli azalmasi y* =
—Vf(x*) vektoru istigamotindo bas verir f(x) funksiyasinin x*
noqtasinds  antigradiyenti). -Funksiyanin antigradientinin bu
Xassosi qradiyent tisullarinin asasini togkil edir.
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14.2. Qradiyent enma iisulu

Qradient isullart geyri-xatti programlasdirma masalosinin halli
ticiin toqribi (iterativ) tisullardir vo demok olar ki, istanilon masalani
hall etmoys imkan verir. Lakin bu halda lokal ekstremum miiayyan
edilir. Buna gora do, hor bir lokal ekstremumun global oldugu
gabariq programlasdirma masalalorini hall etmok {igiin bu
tisullardan istifads etmok mogsadsuygundur.
Qradiyent tisulunda f(x) funksiyasinin giymatlorinin ardicil olaraq
azalmasini tomin edon {x® } ardicilligi qurulur.
{x® 1V ardiciligmin qurulmas: proseduru asagidaki kimi toskil
edilmisdir:

X® = xk + akyk k=012 ...,

y*=-Vf(x")
Burada a* > 0 enmo addiminin komiyyati kifayat godor kicik
secilir ki, x®; k=0,1,2,...., noqtalorinds  f(x) moqgsad

funksiyasinin gqiymatlorinin ardicil azalmasi sarti tomin edilsin.

Teorem 14.2. Tutaq ki, f(x) funksiyasi asagidan mahduddur,
R™ —do diferensiallanir vo onun Vf(x) qradiyenti L > 0 sabiti ilo
Lipsis sortini 6doyir:

IVf () = Vi) I < Ll — x|
Vx,x» € R"
Onda iterativ prosedurun istenilon bir baslangic noqtasi x (% {igiin
XKD = x4 oc (0 (14.3)
y® = -vf(x®),k=012..,
o> 0 elo adad (biitiin k ti¢iin sabit olan) segmak olar ki,
jim [7£(<9)] = 0.

k—coo
Burada {x® } ardicillig1 relaksasiyali olacaqdir.
Teorem 14.3 f(x) funksiyasi teorem 14.2-nin sortlorini 6dayir
va C sabiti mévcuddur Ki, onun saviyys ¢oxlugu
L(C)={x€eR™"}: f(x) <C
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bos deyil vo kompaktdir. Onda hor hansi ilkin x(® € L(C)noqtesi
figin (14.3) disturu ilo miieyyon edilon {x®} ardicillig
relaksasiyali olacaq vo onun x* sorhadd ndqtalorinin hor biri
Vf(x*) =0 tomin edir.
Natica. Ogor olavs olaraq f (x)funksiyasi gabariqdirsa, onda {x*®)}
ardicilligiin hor bir sarhodd noqtesi R™-do f(x) funksiyasinin
minimum ndqtasi olacaqdir
Qradiyent enmo tisulunun tahlilini hayata kegirok:
1. o=const sabit addim ils (14.3) iterativ enmo proseduru sadadir,
lakin o,hoyata kegirilorkon praktikada secimlo miioyysn edilon o
addim ol¢iisii haqqinda bilik talob edir. Bu zaman @ —nin boyiik
addim se¢imi

fx®) = fx®toc y®) < f(x1)(14.4)
mogsad funksiyasinin azalmasi sartinin pozulmasina gotirib ¢ixara
bilor.
Digor torofdon, kifayst godor ki¢ik addim (14.4) barabarsizliyinin
yerina yetirilmasini tomin edacak, lakin talob olunan dagiqgliys nail
olmagq ti¢iin ¢oxlu sayda iterasiya tolob olunacaqdir. Buna gora do
owalco a > 0 enmo addiminin bozi giymatlori tosbit edilir vo
(14.3) disturundan istifado edorok hesablamalar aparilir. Bundan
olava, (14.4) barabarsizliyi tomin edilmirss, 0 zaman cari iterasiya
tclin (14.4) funksiyasinin azalma sorti 6donilona godor @ enmo
addimimnin qiymati azaldilir vo hesablamalar davam etdirilir.
2.Enmo  prosedurunun tamamlanmasi sorti. Minimallasdirma
masalasinin hallinin dagigliyine olan talab yerins yetirilir, Masalon

[|x D — x| < & voya

If D) = F D] < ey

burada & >0 Vo & >0 ovvalcadon miisyyon edilmis
adadlordir.
(14.3) sortini nozoros alaraq
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e = 209 <o fly ®| =oc [|v£ () ||
alds edoarik.
Buradan bels natica ¢ixir ki, gradiyent enma iterativ prosedurunun

tamamalanmas1 sarti kimi
|a f(x(k))

0x;
|[VF(x®)|| < e5,e5>0
barabarsizliklarindan istifads etmok olar.
3.Holl se¢imi. Son hesablanmis x ) noqtasi x*li¢iin toxmini olaraq
gobul edilir. Onda £ (x®)) giymati toxminan £* = f(x*) giymatini
miiayyon edir.
Ogar f'(x*) # 0 olarsa, onda f(x) funksiyasinn siirotli artma
istigamati  gradiyentin  istigamatinds, azalma istigamati
antigradiyentin istigamatinds olacaqdir.

(k)
Masalo 141 . |%| <0,05,i =1,2 hesablamam

| <e&,i=1,23,...nvoya

tamamlayarag, qradiyent enmo isulundan  istifado edorok
f(x) = f(xy,x3) = x2 + 2x% + e¥1t¥2; x € R?
moqsad funksiyasint minimallagdirin:
Halli:ilkin toxmini x(® = (0,0) vo o«=1enmo addiminin
giymatini segok, (14.3) ardicilligini quraq ( «<enms addiminin
boliinmasi ilo). Hesablamalarin  naticalorini asagidaki codvaldo

geyd edok:
K xk xk fO) | af(x®) | af(x®@) | «
0xq 0x,
0 0 0 1 1 1 1
-1 -1 3,145 | - -
0 0 1 1 1 0,5
-0,5 -0,5 1,118 | - -
0 0 1 1 1 0,25
1 -0,25 -0,25 0,794 | 0,106 -3,93 0,25
2 -0,277 -0,152 | 0,774 | 0,098 0,045 0,25
3 -0,301 -0,163 | 0,772 | 0,026 0,023
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Beloliklo,
x* =~ x®) =(-0,301, -0,163)
f* =~ £(-0,301, -0,163) =0,772 alirq.

14.3. Suratli enma iisulu

{x®} ardiciliginin qurulmasi proseduru asagidak: kimi togkil
edilmisdir:
x+D) = (0 4o () | =012...,
y® = —7f(x®),
«®>0 enmo addminm giymoti olaraq  birdlgiilii
minimumlasdirma masalalarinin halli y ® secilir:
g™ («®) = min g™ (), g () = f(x®+oc y®) (14.5)

Belaliklo, bu tisulda enmoa, mogsad funksiyasinin on siiratli
azalmasi istigamotindo Vo eyni zamanda maksimum miimkiin
addimla hayata kegirilir.

Teorem 14.4. Tutaq ki, f(x)funksiyas1 14.2. teoreminin
sortlorini 6dayir. Onda hor hansi x(®baslangic ndqtosi iigiin siiralli
enmo tsulu

lim ||V (x®)|| = o.

k—oo

tomin edon {x} ardicilligmin qurulmasina gotirib ¢ixarir.
Ogor y® = 0 olarsa, (14.6) minimumlasdirma mosalosinin yalniz
x®)> 0 oldugda helli var, ciinki

0000 U5 (x9), y®) = [y ®]* < 0

x=0
yoni «®> 0 oldugda f(x) funksiyasmnin giymatinds azalma var.
Siiratli enmo  dsulunun k-ci addiminda «®> 0 (14.5)
masalasinin hallidir, onda
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M =(VF (x(4D),y(9) = 0 » (y&+D 500y = ¢
ox=oc®)

Buradan belo natica ¢ixir ki, (k + 1)-ci iterasiyada enma istigamoti
avvalki k-ci iterasiyada enma istigamatina ortoqonaldir. Belaliklo,
stiratli enmo tisulundan {izro horokat oyrisi, bitigik alagalori
qarsiligh ortogonal olan simq bir xattdir.

Qradiyent tisullarinin effektivliyi minimallagdirilan funksiyanin
noviindan asilidir.

Mosoals 14.2. |

tamamlayaragq, suretll enmo isulundan istifado edarok
f(x) = f(xg,x3) = xF + 2x% + e*1%%2; x € R?
magsad funksiyasini minimallasdirin.
Hoalli:ilkin toxmini x(® = (0,0) segok, onda Vf(x®) = (1,1),
gO>) =f(0-1x¢0-1x) =342
g©@(x) funksiyasinin «(®) minimum néqtasini tapmagq tigiin
se¢ma (mepedopa) metodundan istifads edirik:
o« 0,18 0,20 0,22 0,24 0,26
g©@(x)| 0,795 |0,790 |0,789 |0,791 |0,797
Yoni, x(O=0,22.
Buradan aliriq
xM = (0;0) —0,22(1; 1) = (—0,22; —0,22).
Addim 1. Vf(x®) = (0,204, —0,236),

gD () = (0,22 — 0,204 )% + (—0,22 + 0,236 )2
+ e—0,44+0,0320C

af(x )

| < 0,05,i = 1,2 hesablaman

g® (o) minimallagdiragq:

o« 0,28 0,30 0,32 0,34 0,36
g®(x) | 0,77401 | 0,77384 | 0,77380 | 0,77387 | 0,77401
Yoni, x(MV=0,32.

Buradan aliriq
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x® = (-0,22,-0,22) — 0,32(0,204, —0,236)
= (—0,2853, — 0,1445).

Addim 2. Vf(x®) = (0,08007; 0,07268),

g@(x) = (=0,2853 — 0,08007 x)?

+ (—0,1445 + 0,07268 )2 4 ¢~ 0429+0,15275x
9@ (<) minimallasdiraq:
x 0,20 0,22 0,24 0,26 0,28

g@ () | 0,77273 | 0,77241 | 0,77240 | 0,77241 | 0,77244
Yoni, x(®= 0,24.
Buradan aliriq,

x®) = (-0,3045,-0,1619),
VF(x®) = (0,01821; — 0,02051), yani taleb olunan daqqigliys
nail olunmusdur.
Belaliklo,
x* =~ x® =(-0,305, -0,162),
f* =~ f(-0,305, -0,162) =0,772 alirq.

14.4.Qosma qradiyent iisulu

(x) funksiyasmin minimum noqtosina{x ¥} ardicilliginin
qurulmasi proseduru asagidaki kimi togkil edilmisdir:
x kD) = x () _oc) () | =0,1,2..., (14.6)
p©@ =Vf(x©@),p® = vf(x®) 4+ grp*-D k =1,2,.., (14.7)
«®>0 enmo addiminmn qgiymoti  olaraq  birdlgiilil
minimumlasdirma masalalorinin halli segilir:
g™ («®) = min g™ (), g¥ () = f(x®~oc p*) (14.8)

B¥ parametri asagidaki diistirla miioyyan edilir:
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n U (®)’

oo WG _ X To
= ||Vf(x(k—1))||2 - af(x(k—l))z ) =1.2,..
D T
l

Belaliklo, qosma gradiyent tisulu siiratli enmo tisulundan yalniz
istigamat seciminds farglonir(y® = —Vf(x(k)) ovazine p@). Bu
zaman (14.7) ifadssindon p® yalniz -Vf(x®) antigradienti il
deyil, hom do avvolki addimda p®*~Yenmo istigamati ilo miioyyan
edilir. Bu, f(x) funksiyasinin xiisusiyyatlorini onun minimum
noqtosine ardicil (14.6) yaxinlagmalarint qurarkon yuxarida
miizakiro olunan qradiyent iisullarla miiqayisodo daha dolgun
nazars almaga imkan verir.

Teorem 14.5. Tutaq ki, f(x) funksiyasi asagidan mahduddur
voonun Vf(x) qgradiyenti L > 0 sabiti ilo Lipsis sortini 6dayir:

IVfGe) = Vi) || < Ll — x|
Vx,x” € R™

Onda (14.6)—(14.8) diisturlarina uygun qurulmus {x*}
ardicilligr ti¢iin asagidaki barabarliklor dogridir:

Jim |7 (<) | = o
Qosma gradiyent tisulunun iterasiya prosedurunu tamamlamaq

ti¢lin sort minimumlagdirma masalasinin hallinin diizgiinliiyiina
dair talobin yerina yetirilmasidir:

|af((;;_(_k)) | <& ,i=12,...nvoya
77 ()] < 2322 > 0
af ()

Mosols 14.3. |

tamamlayaraq, qosma qradiyent tisulundan istifado edoarok
fG) = f(x1, %) = xf + 2x3; x € R?

mogsad funksiyasini minimallagdirin.

Halli: lkin toxmini x(® = (1,1) segok, onda

| < 0,03,i = 1,2 hesablaman

Bxi
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VF(x®) = 29,
p@= Vf(x) = (29),
gO0) =f(1-2e1—40) =36 x2=20 o +3
g©@(x) funksiyasmin «(®) minimum ndéqtosini tapmagq iigiin
a9 () 5

= —=oc(0) i o= >
T 0, oc=oc'") yani, « o

xW = (1;1) - 138(2; 4) = (ﬂ —1).

9’79
Addim L. V£ (x™) = (%— g) pY = %

8 4 4 80 20
P =(5:-3) far (5 - 51)
gP(x) = =5 oz — 1< *o
g® (cc)minimallasdiraq vo buradan a® = % aliriq, Buradan
x(z) — (ﬁ _1) _i<@ _@) — (0 0)
9’ 9 20\81" 81 ’
Vf(x(z)) = (0,0),talob olunan dagiqglik aldo edilmisdir.
Belaliklo,
x* ~ x® =(0,0),
f*=f(0,0)=0

aliriq.

k)
Mosols 14.4, |ZE&2)

axi

| < 0,05,i = 1,2 hesablamam

tamamlayaraq, qosma qradiyent tisulundan istifado edorok
f0) = fxg,x3) = x2 + 2x2 + x1%5 — 7x1 — 7%y,
X € R?
magsad funksiyasin1 minimallasdirin.
Halli: Tlkin toxmini x(® = (0,0) secok, onda
VF(x®) = (=7,-7),
pO= Vf(x®) = (-7,-7),
gO() = f(0+7 0+ 7 x) =982 x? —x)
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g@ () funksiyasmnin oc(® minimum néqtasini tapmagq ticiin
dg ()

dx 4

x® = (0; 0)——( 7, 7)—(z Z)

4’4
Addim I Vf(x®) = (_Z'Z)’ p =2

77N 1 35 21
o_(_ TN, 1. _,__(_ 3 _24
p ( 4’ 4) T ( 16’ 16)'

49 (7
® = ([l x2— -
g () 372 (2 xX“—4 392)
g® (c)minimallasdiraq vo buradan a® = —247 aliriq, Buradan

(2)—<Z._Z)_é<_§._ﬂ)_(31)
T EW T 716 T 16) T W

Vf(x(z)) = (0,0),talob olunan dagiglik aldo edilmisdir.
Belaliklo,

x* ~x®@ =(3, 1),

f* = f(3,1)=-14 aliriq.
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OZUNU YOXLAMAQ UCUN SUALLAR VO TAPSIRIQLAR

1. Qradiyent disulunun alqoritmini izah edin.

2. Stiratli enmo disulunu izah edin.

3. Qosma qradiyent iisulunu izah edin.

4.xOnégtasindon a addimi il qradiyent enmonin bir addimim
yerina yetirin £ (x(®) vo £ (xMW) qiymatlorini miigayisa edin:

f(x) = f(xg, %) = xF + 2x5 + e*1t%z,

x©@ =(1,1), a=0,1.

5.xDnégtasindan a addimi il qradiyent enmonin bir addimim
yerina yetirin £ (x(®) va £ (x™) giymatlorini miigayisa edin:

) = fx,x2) = x{ + 2x3 + e,

x©® =(1,1), a = 0,265.

6.xOnégtasindan a addimu ilo> qradiyent enmonin bir addimim
yerina yetirin £ (x(®) vo £ (xMW) giymatlorini miigayisa edin:

S(x) = fxg,xp) = x2 + 2x5 + eX1t%2,

x©® =(1,1), a=0,5.

7.xOnéqgtasindan a addimi il qradiyent enmonin bir addimim
yerina yetirin £ (x(®) va f(xM) giymatlorini miigayisas edin:

) = floxy,x2) = 2x7 + x5 +xy0, + X1 + X,

x© =(0,0), «a =0,1.

8.xOnigtasindan a addimi ilo> qradiyent enmonin bir addimim
yerina yetirin £ (x(®) va f(xW) giymatlorini miigayisa edin:

Q) = flx,x0) = 2x7 + x5 +x0%0 + X1 + X,
x©® =(0,0), a =0,5.
9.xDnéqgtasindan a addimi il qradiyent enmonin bir addimim
yerina yetirin £ (x(®) va £ (x™) giymatlorini miigayisa edin:
fOO) = fxq, %) = 2x7 + x5 +x1%5 + X1 + %,
x©® =(0,0), a =1.
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af(x®
10. |% | <0,01,i =1,2 hesablamani  tamamlayaraq,

stiratli enma tisulundan istifado edarak
f(x) = fxy,x3) = 7x% + 2x,%, + 5x2+x; — 10x, magsad
Sfunksiyasini minimallagdirin.

11 |af(x

stiratli enmoa tisulundan istifado edoarak
f(x) = f(x1,x5) = 3x2 — 3x,x, + 4x5—2x; + x,Maqsad
Sfunksiyasint minimallagdirin.

12, |af(x

stiratli enmoa tisulundan istifada edarak
f(x) = f(xqg,x3) = x + 4x,x, + 17x% + 5x,
Maqsad funksiyasini minimallasdirin.
13, |af(x

stiratli enma tisulundan istifado edarak
f(x) = f(x1,x,) = 5x2 — 4x,x, + 5x2—x; — x,Maqsad
Sfunksiyasini minimallagdirin.

(k)
) | <0,01,i =1,2 hesablamant  tamamlayaraq,

(k)
) | <0,01,i =12 hesablamanm  tamamlayaraq,

) | <0,01,i =12 hesablamani  tamamlayaraq,

14. |af(x ) | <0,01,i =1,2 hesablamant  tamamlayaraq,
stiratli enmo tisulundan istifada edarak
f(x) = f(xg, %) = 4x% + 4x,x, + 6x3—17x, magsad
Sfunksiyasini minimallagdirin.

(k)

15. |af(x ) | <001,i =12 hesablamanm  tamamlayaraq,
stiratli enmoa tisulundan istifada edarak
f(x) = f(x1,x3) = 10x? + 3x;x, + x5+10x, magsad
Sfunksiyasin minimallagdirin.

(k)

16. |af(x ) | <0,02,i =1,2 hesablamant  tamamlayaraq,

qosma  qradiyent tisulundan istifado  edarak
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f(x) = f(xy,x3) = 7x% + 2x,x, + 5x2+x; — 10x, magsad
funksiyasint minimallagdirin.
(k)
17 |af(x )

qosma  qradiyent tisulundan istifado  edarak
f(x) = f(x,x3) = 3x% — 3x1x, + 4x2—2x; + x,MaQsad
funksiyasint minimallasdirin.

18, |af(x

qosma  qradiyent tisulundan istifado ~ edarak
f(X) = f(xl,xZ) = Xf + 4‘X1X2 + 17x% + SXZ
maqsad funksiyasint minimallasdirin.
19, |af(x

qosma  qradiyent tisulundan istifado  edarak
f(x) = f(xy,x3) = 5x% — 4x,x, + 5x2—x; — x,maqsad
funksiyasint minimallagdirin.

20. |af(x )

qosma  qradiyent tisulundan istifado  edarak
f(x) = f(xy,x3) = 4x% + 4x,x, + 6x2—17x; Magsad
funksiyasini minimallasdirin.

| <0,02,i=12 hesablamanm  tamamlayaraq,

(k)
) | <0,02,i=12 hesablamam  tamamlayaraq,

) | <0,02,i =12 hesablamani  tamamlayaraq,

| <0,02,i=12 hesablamanm  tamamlayaraq,
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XV FOSIL. COX DOYISONLI FUNKSIYALARIN
MINIMALLASDIRILMASINDA NYUTON USULU

15.1. Cox dayisonli funksiyalarin
minimallasdiriimasinda Nyuton iisulunun iimumi
sokilda qoyulusu

Nyuton tisulu 2-ci tortibli tisullara aiddir vo minimumlasdirma
mosalasinin Kifayat godor yaxsi lokallagdirildigi halda istifads
edilmasi tovsiya olunur. Bu, adatan ilkin marhalads sifirinct tartibli
tisullarin (birbasa axtarig tisullarindan) birindan istifads edildikdo
Vo sonra Nyuton lisuluna kegid edildikdo miihiim shamiyyat kasb
edir.

Nyuton tisulunun ideyasi sorti qradiyent tisuluna banzayir, lakin
burada x(®) noqtesinin yaxmhiginda f(x) funksiyasinimn xatti yox,
kvadratik approksimasiyasindan istifads edilir.

Forz edok ki, x® € R™ yaxinlasmasi molumdur. Ogor f (x)
moqgsad funksiyast R™ iizorinds iki dofs fasilosiz diferensiallanar-
sa, onda x noqtosinin otrafinda asagidaki par¢alanma dogrudur:
fG) = f¥) +r(x®,h) vo

r(x®, h) 0
< [[h]2

Burada: h = x — x®
f¥(x) - asagidaki kvadratik funksiyan1 gostarir:

fE@) = F®) + (Vfx9), h) + % (h, H(x")h)

Forz edak ki, Hesse matrisi (H (x(k)) miisbat miioyyondir. Novbati
x K+ noqtasi gisminds £ (x) kvadratik funksiyasmin global
minimum noqtasini segirik:
x 0D = x () — g=1(x®)y . vf(x®)) (15.1)
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Burada:
1
FrGD) = £(x®) = 2 (H7(x0) - VF ), Tf (xO).
Istonilon y € R™,y # 0 oldugu ii¢iin (y, H"1y) > 0.
Onda
FEEED) < FE®@) va fEE®) = F(x®),
yani,
h=x0+D — x® = —g=1(x®) ). vf(x®)
vektoru (x® néqtosinds £*(x)-in azalma istigamatini, eloca do
f(x) -in magsad funksiyasinin azalma istigamatini miiayyan edir:
Fx®Dy — F(x® <0 (15.2)
Dogrudan da
o) = VFE®) + HE)h - (TF4 0, B9
= (Vf(x®),h%)
Bu halda
fk(x(k+1)) < fk(x(k))
yani, h¥- x®) nsqtesinds f*(x)-in azalma istigamatini miisyyon
edir:
(VF*x), hk) < 0 » (VF(x¥),h*) <0 (15.2)

barabarsizliyi yalniz (x® -o yaxin x**+1 ndqtosi ticiin dogru
olacaqdir.

Belaliklo, (15.1) diisturu iterativ prosesi toskil etmok {igiin istifado
edilo bilor (onun yaxinlasmasini tomin edon bazi
mohdudiyyatlarlo).

Teorem 15.1.Farz edok ki, f(x) funksiyasit R™ iizorinds iki dofo
fasilosiz diferensiallanir, x*- f(x) funksiyasmin stasionar noqto-
sidir vo H(x*) Hess matrisi doyismir.

Onda x* noqtasinin elo qonsulugu var ki, buradan istanilon ilkin
x© yaxinlasmasi iigiin (15.1) diisturuna uygun olaraq {x*}
ardicilligr qurulur:
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x®HD = x (O — g=1(x®) . yf(x®) k= 1,23, ......
x* yaxinlagir.
Beloliklo, hor hans1 bir x(® € U (x*) iigiin {x*} (15.9) ardic1lligin
aliriq, hor bir sorhod néqtasi

Vf(x™) = 0 sortini 6dayir.

Demoli, ager x(® ilkin yaxinlasmasi f(x) funksiyasimin minimum
noqtasina Kifayat gadar yaxin segilibsa, onda Nyuton metodu (15.1)
ilo qurulan ardicilliq bu néqtays uygunlasacaqdir.Lakin minimum
ndqtenin mdvqeyini bilmodon belo bir x@secimi praktiki olaraq
miimkiin deyil.

15.2 Nyuton iisulunun tahlili

Nyuton tisulunun tohlilinin sxemi agagidaki kimidir:

1) Umumi halda hor iterasiyada ikinci téromolorin

H~1(x%) matrisinin hesablanmasi prosesi ohomiyyatli hesablama

xarclori tolob edir ki, bu da Nyuton disulundan istifadonin

somoaraliliyini kaskin azaldir.

2) Prosesin yaxinlasmasi o zaman tomin edilir ki, ilkin noqto x(®

ekstremum noqtasine kifayat qadar yaxin olsun.

3) Nyuton iisulunun iterativ prosedurunun basa ¢atmasinin sorti

minimumlasdirma masalasinin hallinin diizgiinliyiine dair talsbin

yerina yetirilmosidir:
o (x*)

6xl-

<&, i=123,....n, Vvoya

|V (x®|| < &5,25 > 0.
4) Holl se¢imi. x* {i¢iin toxmin gisminda sonuncu hesablanmis x*
néqtesi  gobul  edilirOnda  f(x®)  doyari  togriben
F*=f(x®) doyorini miioyyon edir.
Masalo 15.1. f(x) = /(1 + x2),xeR mogsad funksiyasinin
minimum noqtasini heablayin:
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Hoalli: Addim 0. ilkin x(© = ¢ > 0 yaxinlasmasini segok.
f (x) funksiyasinin birinci vo ikinci téromalorini hesablayaq:

, — % _ r, - * " -1 _ 213/2
Addim 1. 15.1. diisturuna asason x*) hesablayaq:
x® = 5O _ (f.,(xm)))'l £(x®)
3 x
=c—(1+c?)2———=c—c(1+c?
(1+c?)
= —C3
Addim 2. x® hesablayaq:
Xx@ = (1) _ (f,,(xu)))’l £(x®)
CEREEIE p—
= —C —_ —C  —
1+ (—c?)?

=—c3+-c3(1+c®) =¢°

Noticado ilkin x(®yaxinlasmasmin miivafiq segimi ilo:
- Ol <15 x® 5 x, =0;
C @] =15 x® = —10;
- 2@ > 15 x® 5 oo,
Belaliklo, bu misalda, ilkin yaxinlagsmanin
x©@ = ¢ > 1 secilmasinda Nyuton tisulundan istifada, minimum
noqtadon uzaqlasan {x(k)} ardicilliginin qurulmasina gatirib ¢ixarir.

(k)
Masola 152, |22 < 107%,i = 1,2 dagigliyi ilo ilkin

yaxinlasma kimi x(0) = (0,3012259,—0,1529096) segorak,
Nyuton tisulu ilo

f(x) = f(xg,x5) = x2 + 2x% + e*1%2; x € R?
funksiyasinin minimum ndqtasini tapin:
Halli: Addim 0. ilkin yaxinlasma
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x(© = (0,3012259,—0,1529096),
onda
VF(x(©) = (0,02622655 — 0,02296005),
Hx©) = 0,39319151 0,62867835
x) =
0,62867835 0,22329787
H=1(x(©) tors matrisini tapaq:
_ 0,39319151  —0,053404226
H () = (—0,053404226 0,22329787 )
Addim 1.(15.9) diisturu osasinda x* hesablayaq: x = x(© —
H1(x©) - vf(x©®) = (-0,3012259, —0,1629096) —
0,39319151  —0,053404226
(—0,053404226 0,22329787 ) (002622655 ~
0,02296005) = (—0,3127641,—0,1563821)
VF(x®) =(7,9-107¢,7,9 - 107), yani, tolob olunan dagiglik
alds edilmisdir. Buna g6rs do
x* = xM = (-0,3127641,-0,1563821) alirq.
Aydindir ki, miisbot miioyyan matrisi A olan kvadratik funksiya
{iciin Nyuton iisulundan istifads, istonilon x(®eR™ noqtesindon
global minimum ndqtanin bir addimda alimmasini tamin edir.

*
A+ X X

Sakil 15.1. Nyuton iisulunun qrafik tasviri
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Kvadrat funksiyadan basqa gabariq funksiya ti¢iin bu tisuldan
istifado adoton siiratli yaxinlagmani tomin edir.

Fakt budur ki, iterativ prosesin har bir addiminda tokca birinci deyil,
hom do onun ikinci gismon téromalarinin giymatlorinds
f (x) funksiyasmin x* noqtesinin otrafinda olan davranist hagqinda
molumatdan istifads olunur.

Buna gora do, digor sartlor barabar olduqda, gradiyent metodlar ilo
miiqayisada Nyuton tisulu daha siiratli yaxinlagsmani tomin edir.

15.3.Nyuton-Rafson iisulu

Nyuton-Rafson iisulu modifikasiya edilmis (doyisdirilmis)
Nyuton iisuludur vo onun monfi cohatlorini, masalon, {x} (15.1)
ardicilliginin  x* noqtesine yaxinlasmamasi ehtimalin1 aradan
qaldirir.

Nyuton-Rafson tisulunda {x(")} ardicillig1 asagidak: diistura osason
qurulur:
xk+1D) — 4 (k) _ a(k)H‘l(x(k))Vf(x(k)),
k=0,123,...n (15.3)
Enmo addimim giymeti kimi «® > 0 kimi asagidaki birolgiilii
minimumlasdirma masalasinin halli segilir
g(k)(a(k)) — gggg(k) (),

g® (@) = f(x® — aH 1 (x®) - Vf (x*)). (15.4)

Teorem 15.2. f(x) funksiyasinin R™ {izarindo iki dofo fasilosiz
diferensiallana bildiyini gobul edok vo M > m > 0 ododlori vardir
ki, Vx,s € R™ li¢iin asagidaki barabarsizlik yerina yetirilir:

mlls||? < (s,H(x)s) < M||s]|?.
Burada:
H(x)- Hesse matrisdir. Onda (15.3), (15.4) diisturlarina uygun
olarag
xR0 = x() — g=1(x () . y£ (),
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k=0,123,...n
qurulan {x(k)} ardicilligi x(® ilkin yaxinlasmasinin se¢imindon
asili olmayaraq x* minimum ndqtasine yaxinlasir.
Nyuton tisulunun digor modifikasiyas1 kimi asagidaki iterasiya
sxemindan istifads etmak olar:
x KD = 5 () — g0 g=1(x )£ (x ),

k=0123,...n (15.5).
Burada:
a® > 0 — tok 6lgiilii minimumlasdirma mosolosinin hallidir:

g(k)(a(k)) = E£1>ig,g(k) (),

g9 (@) = f(x® — aH 7 (x9) - Vf(x®)).

Bu halda enms istigamatini qurmaq tigiin ikinci téramolarin ) bir
dofo hesablanmus vo torsina ¢evrilmis matrisindon H (x @istifado
edilir.

Ogor H(x©) matrisi miisbat miioyyandirsa, onda (15.5) iterativ
proses gradiyentin  enisinin  modifikasiyasidir  vo ilkin
(x(® yaxinlasmasinin se¢imindon asili olmayaraq birlosir.

15.4. Kvazi-Nyuton iisulu

Miioyyan sabablordon f~(x*) matrisini hesablamaq ¢atindirso,
onda odoadi diferensiasiya diisturlarindan istifado edorak onun
approksimasiyasini qurmaq olar. Bu yanasmadan istifado edorok
qurulan isullara kvazi-Nyuton tisulu deyilir. Bu masaloys daha
otrafli baxaq.
f7(x*) matrisi ikinci doaracali gismon téromolori ehtiva etdiyina
gora, iki dayisonli f(x,y) funksiyasi halin1 nazordon kegirmok
kifaystdir.

aZf 62

oo Ve . téramoalarinin approksimasiya tigtin malum olan
2 2
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0*f fGe—hy)-2fCy)+fx+hy)

0x, h?

2y, h?

minasibatlorindan istifads edirik.
Burada:

+ 0(h?)

+ 0(h?)

h-adadi differensasiya ligiin yazilmig diisturlarin xatasini miioyyan

edon kigik parametrdir.

. - 2 . .
Indi qarisiq  toromoali oL approksimasiyasi

axoy

iclin ~ farq

miinasibotini ¢ixaraq. Ixtiyari kifayot qodor hamar g(x, Y)

funksiyasi ti¢iin forq operatorlarini toqdim edok:
_gx+hy)—glxy)

9x .
gy +h)—glxy)
Iy = h
_9Gy) —glx—hy)
=
h
_9xy)—gluy—h)
9y = h
) ho?
9x = ﬁ + 26xg+0(h2)
fy = g_;: + %+o(h2) oldugunu bilorok, g = f;

par¢alanmalardan istifado edarok olds edirik:

ho3f ho3f

_ 0*f +a(h2
(f)‘/)x ~ 9xdy + 202x0y 26x62y|0(h )

Analoji olaraq
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0%f ho3f ho3f
Kz = tooo

0xdy  20%x0y  20x02%y
Son iki alagoni comlayarak,

L (e + (h)o) = mm=+o(h?) alang.

+0(h?) alarq.

Burada:
_f(x+h:}’)—f(xJY)‘Ff(x"‘h,y—h) +f(x'y_h)
(e = .
_fy+h)—fy)+fx—hy+h)+f(x—hy)
)z = -

Bu forq miinasibatlori yuxaridaki forq operatorlarinin ardicil tatbiqi
ilo alds edilir. Kvadrat funksiya iigiin

FG) =5 (A, 3) + b(x); () = Ax + b f+() = A

(15.1) disturu asagidak sokil alir:

x U+ = x () — A=1(Ax () + p) (15.6.)
yani, istonilon ilkin yaxilasmada daqiq hall bir iterasiyada sldo
edilir.

OZUNU YOXLAMAQ UCUN SUALLAR VO TAPSIRIQLAR

1. Nyuton zisulunu xarakterizo edin.

2. Nyuton-Rafson sisulunu xarakterizo edin.

3. Kvazi-Nyuton zisulunu xarakterizo edin..

4. Kvadrat funksiyamn minimum néqtasini Nyuton metodunun bir

iterasivasi ilo x® € R™ ixtivari ilkin  yaxinlasmadan tapila

bilmasini gostarin.

5. 4-cii tapsirigin naticasindan istifada edoarak, kvadrat funksiyanin

minimum noqtasini  tapmaq iciin- x© € R™ ixtiyari ilkin

yaxinlasmasinda Nyuton-Rafson iisulunun bir iterasiyasinin Kifayat

oldugunu géstarin.

6. Nyuton tisulunun bir iterasiyasi ilo
f(x) = fxy,x3) = 7x% 4+ 2x,x, + 5x% + x; — 10x,
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funksiyasini minimallasdirin.
7.Nyuton tisulunun bir iterasiyasi ilo
f(x) = f(xy,x3) = x% + 4x,x, + 17x3 + 5x,
funksiyasint minimallagdirin.
8. Nyuton tisulunun bir iterasiyasi ilo
f(x) = fxy,x3) = 4x%2 + 4xyx, + 6x% — 17x;
Sfunksiyasini minimallasdirin.
9. Nyuton tisulunun bir iterasiyasi ila
f(x) = f(xy,x3) = 3x2 4+ 3xyx, + 4x2 — 2x; + x,
funksiyasint minimallagdirin.
10. Nyuton tisulunun bir  iterasiyasi ila
f(x) = floxy, x2) = 5x7 + 4xyx, + 5%5 — %1 — %,
funksiyasini minimallagdirin.
11. Nyuton tisulunun bir iterasiyasi ilo
f(x) = f(xg,x5) = 10x2 + 3x;x, + x5 + 10x,
Sfunksiyasini minimallagdirin.

12. Nyuton tisulunun bir  iterasiyasi ilo
f(x) = f(xy,x3) = x2 + x,x, + X2 funksiyasini minimallasdirin.
13. Nyuton tisulunun bir iterasiyasi ilo

fO) = flxy, %) = %7 + x5 + % + %,
funksiyasint minimallagdirin.
14.Ixtiyart ilkin yaxinlasma kimi x(© € R* —dan istifads edarak
Nyuton tisulu ilo
f(x) =x% +x2+x% +x2 —2x, + 2x3 — 2,4
funksiyasini minimallagdirin.

) e e e e
15.|%| < 107°,i = 1,2 daqiqliyi ilo ixtiyari ilkin yaxinlasma
kimi x(® € R? secarak, Nyuton-Rafson tisulu ilbf (x) =

1 1 . .. o
JX2+x2+1 + SX1— 5% Sfunksiyasimin - minimum  noqtasini
tapin:
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SORTI ISAROLOR:

xeX - x elementinin X ¢osluguna daxil oldugunu gostarir;

R-haqiqi adadlor ¢oxlugudur;

R™- n 6l¢iilii Evklid fozasidir;

A= [ai j] — mxn Ol¢iili matrisdir;

AT —A matrisi transporizo olunmusudur;

A~ - kvadrat A matrisinin tors matrisidir;

[a, b] — uclar1 a vo b noqtalori olan pargadir;

det A —kvadrat A matrisinin determinantidir;

min f(x) vemax f(x)-X ¢oxlugunda f(x) funksiyasinin uygun

olarag minimum vo maksimum giymatlorini gostorir;

my, =X inf f(x)adodi X ¢oxlugunda f(x) funksiyasinin asagi
XE

hoddini gostorir;

M, = sup f(x)adadi X ¢oxlugunda f(x) funksiyasinin yuxari
XeX

hoddini gostorir;

x* - f(x) funksiyasinin X ¢oxlugunda minimum noqtasini

gostoarir;

f(x):R™ - R funksiyasmin stasionar noqtasidir;

frx)= (af—(x) af—(x), ......... af—(x)) - f(x) funksiyasmnin x

0x; | 0x, dxp
noqtasinds gradiyentidir;
H(x) — Hesse matrisini gostorir;
«(®)— enma addiminin kemiyyatidir;

230



10.

11.

12.

ODOBIYYAT:

Azarbaycan dilinda
A.H.Oliyev, Riyazi proqramlasdirma (kompiiter yoniimlii yanagma).
dars vosaiti, Baki, “1qtisad Universiteti” nas.,,2010, 476 s.
Hacizalov Y., Karimova Y., Hiiseynova L., Ekonometrika: nazariyya
vo praktikum, Darslik, Baki, “Igtisad Universiteti” nos., 2010, 520 s.
Isgondorov A.D., Tagiyev R.Q., Yaqubov Q.Y. Optimallasdirma
iisullari, Baki. Casioglu,2002,400s.
Quliyev H.F., Yusubov S.S., Variasiya vo optimallasdirma
iisullarinin asaslari, Baki, Casioglu,2010, 232s.
S.0.Sabanov. EXCEL paketinds iqgtisadi-riyazi modellarin halli,
metodik vosait, Baki. “Iqtisad Universiteti” nas., 2007, 53 s.
Yadigarov T.A. “Omoliyyatlar todgiqgi vo ekonometrik masalalarin
Ms.Excel vo Eviews program paketlorinds halli: Nozariyys vo
praktika”, Baki, “Avropa” nos., 2019,352 s.

Rus dilinda:
AxcénoB, E.Il., Meronpl ontuManbHBIX pemreHuii, yue6. Iloc.,
[epwmb, UL «IIpokpocts», 2016, 90 c.
ArttetkoB, A.B., Metoasl ontumu3sanuu, Mocksa: PUOP: MTHOPA -
M, 2013, 269c.
Axymna W.JI., Marematnyeckoe mporpaMMrApOBaHUe B IPUMeEpax U
3agauax,. Mockea, Beiciias mikoia, 2012.
baxtun B. W., JluHeliHO€ mporpaMMupoOBaHUE, METOJ. MOC. IJIA
cryaeatoB, B. W. 3.baxtun, U. A. UBanumxko u ap.,Munck, BI'Y,
2012, 39 c.
bannu b..OcHOBBI THHEHHOTO TPOTPaMMHUPOBAHMS, TIEP. C aHTIL., M.,
Panvo u cBs3b, 1989, 176 c.
I'onwapos B.A., Metos! onTuMu3zaiuy, yuebHoe nmocodue, Mocksa
, I3narensctBO FOpaiit, 2019
I'peGennukora, M.B. Meroasl ontumuzaimu, ydeOHOE mocoOue |,
Exarepun0Oypr ,Yp®V, 2017,148 c.

231



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Kunkopa H.B., Meronsl onrtuMu3amuu cuUCTeM (DJICKTPOHHBIN
pecypc), yuedHoe mocobue. Caparos, At [1u Op Menna, 2018, 149
c.

UccnenoBanne onepanuii B 5koHOMUKE, yael. [locobue, mox penak.
npod. H.III. Kpemepa, .M., }Opaiir, 2011,430c.

Kamraesa C.B.. Meroasl ontumuzaiuu.yuedHoe nocodue, [lepms,
UIIL “TIpokpocts”, 2020, 84 ¢

KouerypoBa E.A.,Teopus W MeTombl ONTUMH3ALUH, Y4eOHOE
mocoOue s akageMHudeckoro OakamaBpmata, Mocksa, HOpafiir,
2016

Jleonosa H.JI. 3amaun TMHEHHOTO IPOTPaAMMHUPOBAHUS 1 METOJIBI UX
pewenusi, yueOHo-Meroanueckoe mnocobue,BILITD CIIGIVIITA.,
CI16.,2017,75 c.

Meronpl ontumuszanuu. B 4u. U.1. JluHelHas onTuMu3auus U ee
npuiiokeHus, ydeb.-meron. mocobwe, H. B. Jlammnkas, H. II.
Moxeii., Munck , BI'VUP, 2018, 179 c. .

MeTopl ONTUMU3AIMH; TEOPUS M AITOPUTMBI, y4eOHOE mocodue,
A.A Yepnsxk, K. A.Yepusk FO.M. Merenbckuii, C. A. borganosud.,
Mockaa, FOpaiit, 2018.

Mertonp! onrtuMu3anuy, yaeonuk, moj pexn. @. I1. Bacunnera., @. 1.
Bacuises, M. M. Iloramos u np Mocksa, FOpaiir, 2018.
MypaBseBa, H.B.,JluneliHoe nporpammupoBanue, ydeOHOE
nmocobue, Yensiounck, M3xa. meatp HOYpI'Y, 2011, 50 c.

Iesuera A.I'., Kanuakuna M.E., Metoapl onTuMu3anmu, yuyeOHOE
noco6ue, Cankr-IlerepOypr, Yuusepcurer UTMO, 2020, 64 c.
ITonoB, A.M., DKOHOMHKO-MaTeMaTHYCCKHE METOJbl M MOJCIH,
yuebnuk , M., FOpaiit, 2012, 479c.

[llesuenko A.C., JIuneitHOE MporpaMMupoBaHme, yaeOHoe ocodue,
PyOnoBckuit nHAYCTpHAIbHBIH HHCTUTYT, PyOuosck, 2021, 150 c.
[llenexoBa JI. B., MeToapl ONTHMAIBHBIX PEIICHUH, yIeOHOE
nocooue, Cankr-IlerepOypr, Jlanp, 2017, 304 c.

232



MUNDORICAT

GIRIS | cooooeoooomeeoseoeeooeeeoeemeeeeeemesseeeeeseeeeeese e eeeeeees e eeseeeeee s eeee e ee e 3
1 fasil OPTIMALLASDIRMA USULLARINA GIRiS.
OPTIMALLASDIRMA (RiYAZi PROQRAMLASDIRMA
1.1 Optimallagdirma nozoriyyasinin formalagmasi vo inkisafi tarixi........ 5
1.2. Optimallagdirma nozariyyssinin osas milddoalart.........ccccoeeveiinenen 8
1.3. Optimallagdirma nozariyyasinin ohomiyyoti........cccovviviiniiincininne, 11
Oziinii yoxlamagq iiciin suallar vo tapsiriqlar..........ccc.cccoevcuevenene.. 13
Il fasil | OPTIMALLASDIRMA MOSOLOSININ RiYAZI QOYULUSU
2.1 Model vo modellogdirms anlayislarmin mahiyyoti.......cccoovciinnnnen 14
2.2 Ekstremal masalalar. Tariflor. ... 16
2.3 Optimallagdirma masalslorinin hollinin mimkinliyi........ccocenveeee 20
Oziinii yoxlamagq iigiin suallar vo tapsiriqlar.............occoveeieinerennnnn. 24
11 fosil OPTIMALLASDIRMA USULLARININ TOSNIFATI
3.1 Optimallagdirma masalslorinin hslli iisullarmimn xisusiyystlori......... 25
3.2 Riyazi programlagdirma iisullarinin tosnifatl.........c.cccoviniiieniinnnnn, 28
3.3 Optimallagdirma  mosoalalorinin =~ halli ~ disullarinin  miigayissli
XUSUSTY YOIt 30
Oziinii yoxlamagq {igiin suallar vo tapsiriqlar................ccccccevrererrenansn. 37
1V fasil XOTTi PROQRAMLASDIRMANIN RiYAZi MODELI
4.1. Xatti programlagdirmanin miixtalif masalalori..........ccoccoviiniinnnn, 38
4.2. Xatti proqramlagdirmanin osas mosslosinin yazilig formalari........... 43
4.3. Xotti proqramlagdirma masslosinin klassik niimunalari.................... 48
4.4 Xatti proqramlagdirma masslasinin hondasi gorhi 59
Oziinii yoxlamagq iiciin suallar vo tapsiriqlar............c..cccocorrreernn... 60
V fasil XOTTi PROQRAMLASDIRMA MOSOLOSININ HOLLI
UCUN QRAFIK USULU
5.1. Qrafik tsulu ilo iKi doyisonli xatti programlagdirma masalasinin
NI s 63
5.2. Kanonik gokilds verilmis xatti proqramlagdima masalesinin grafik
USUIL 110 NOlli.. s 69
Oziinii yoxlamagq iiciin suallar Vo tapsiriqlar...........cccccoeeveeerriverennnsn. 77
VI fasil. XOTTi PROQRAMLASDIRMA MOSOLOSININ HOLLI
UCUN SIMPLEKS USULU
6.1. Mithiim nazari MalumMatlar.........ocooiiiiiii 79
6.2. Simpleks tisulunun alqoritmi.........c..cvevvrereiieeiriereserreeseeeseeeneeans 80
6.3. Doyigdirilmis Jordan Ovazetmoalorindan istifado etmoklo Xatti
programlagdirma mosalasinin  Simpleks tisulu ilo halli.........ccocenenee. 88

233




Oziinii yoxlamagq iiciin suallar v tapsiriglar 96
V11 fasil. SUNIi 9SAS USUL (M-METOD
7.1 Siini 9sas tisulun tatbiginin shomMiyyoti........cccceeveiviiveiiie e, 99
7.2. Stini asas tisul ilo Xatti proqramlagdirma masalasinin halli
AIGOTTEMIL. .. s 99
7.3. Siini osas iisul ilo Xatti proqramlagdirma masslasinin halli ................. 101
Oziinii yoxlamagq ii¢iin suallar vo tapsiriqlar 108
VIl XOTTi PROQRAMLASDIRMADA iKiLIi MOSOLOLOR
fasil
8.1. Ikin va ikili masalalorin tortibnds iimumi gaydalar....................... 111
8.2. TKili MoSalalorin tartibi. .......cvcecvieirereiicies e 114
8.3. Osas ikilik teoremlari va onlarm igtisadi mozmunu............ccccvevnnane. 120
8.4. Ikili mosalalorin hollinin tapilmast yollart...........c.ccccccvvevreeriirercnans 123
Oziinii yoxlamagq ii¢iin suallar vo tap$Iriqlar..........ccco.eveervirereeennen. 125
IX foasil. NOQLIYYAT MOSOLOLORI
9.1. Nogliyyat masslasinin igtisadi ohomiyyoti.........c.cccovvivriiiiiiininnnnnes 129
9.2. Nogliyyat masalolorinin riyazi qoyulugu.........ccceceeveeiiiiiiiiniiinnnnnas 130
9.3. Noagliyyat masslasinin hollinds zaruri vo kafi ort..........ccccveeviiinnene, 132
9.4. Noagliyyat masalasinin ilkin dayaq planin tapilmasinda istifado edilon
TSUITAT. ...t 137
Oziinii yoxlamagq iiciin suallar vo tapsiriglar...........c.cc.ccoeveerrcrerennne, 153
X fasil. TOK DOYISONLI FUNKSIYALARIN KLASSIK
MINIMALLASDIRILMASI
10.1 Unimodal funksiyalar. ..o 157
10.2 Qabariq FUNKSIYalAr............cccoiiiiiiiii 159
10.3 51 L T T 1 € ST 161
10.4 Tok dayisonli funksiyanin klassik minimallagmast...........c.ccoccovennnene. 163
Oziinii yoxlamagq {igiin suallar vo tapsiriqlar...........c..cccoeeerivereieennnns 16
Xl fasil. TOK DOYISONLI FUNKSIYALARIN SORTSIiZ
OPTIMALLASDIRMA BiRBASA USULLARI
11.1 Tok dayigonli mosalolorin iisullarmin tosnifati.........ccccovveenciiineen 167
11.2 Intervallarin aradan qaldirilmast GSUllari............ccccevevevecrreerennn. 168
11.3 Parganin yariya boliinmasi lisulu (dixotomiya) ........ccccervrerieninne, 169
11.4 Q1z1l BOIGH TSUIUL....vvviiviiiiiici s 172
Oziinii yoxlamagq iiciin suallar vo tapsiriqlar.................c..ccococoe....... 177

234




XI1 fosil TOK DOYISONLI FUNKSIYALARIN TOROMODON
ISTIFAD® ETMOKLO SORTSIZ OPTIMALLASDIRMA
USULLARI
12.1 Sin1q XOLIOr TSUIL. ..o e 179
12.2 ToXUNANIAL TSUIU. ...t 182
12.3 Tok dayisenli funksiyalarin minimallagdirilmasinda Nyuton {isulu...... 185
Oziinii yoxlamagq iiciin suallar vo tapsiriglar
X111 fosil COX DOYISONLI FUNKSIYALARIN SORTSIiZ
OPTIMALLASDIRMANIN BiRBASA USULLARI
13.1. Cox doyisonli funksiyanin minimallagdirilmasi mosslosinin {imumi 189
JOVUIUSU. ..ttt s nr e en e nr e ne s
13.2. Sartsiz ekstremum {iglin zoruri vo kafi sortlor..........ccceevvvievvccnininnnnns 192
13.3 Diizgiin Simpleks ilo minimallagdirma Gsulu..........c.coovveeiiiiniinicicnenns 197
13.4 Koordinatlarm tsiklik enmosi GSUlU..............coovevvveiiieciieiiieiiiee e 200
Oziinii yoxlamaq iigiin suallar vo tapsiriqlar
X1V fasil TOROMODON ISTIFADO ETMOKLO
COX DOYISONLI FUNKSIiYALARIN
SORTSIZ OPTIMALLASDIRMA USULLARI
14.1 Enmo Gsulunun Gmumi SXEMi........evvrreerreieeieniinieeneeeieseeseeneeseeeseens 206
14.2 Qradiyent BNMO TSUIU.....c.eviiriiirieirieiecse e 208
14.3 SUrStli €NMO TSUIUL ...cvvveceveiccie e e eneas 211
14.4 Qosma qradiyent USUIU..........cooeriiririiiiiiieis e 213
Oziinii yoxlamagq iiciin suallar vo tapsiriqlar..............cccoeeveierirereiennns 217
XV fasil COX DOYISONLI FUNKSiYALARIN
MINIMALLASDIRILMASINDA NYUTON USULU
15.1 Cox doyisonli funksiyalarin minimallagdirilmasinda Nyuton tisulunun
QOVUIUSU. .. cvee e ens 220
15.2 Nyuton Gsulunun tahlili........cccooviiiiiiiiiiii e 222
15.3. NYUtON-RafSON USUIU.....c.veiviiiiecie v 225
15.4. KVAZI-NYULON GSUILL vttt ere e 226
Oziinii yoxlamagq iiciin suallar vo tapsiriqlar..............cc.ccocveeeriverncnnn, 228
NS 8 11 e=] ) SRS 230
OUODIYYAL ..o s 231

235




Capa imzalanib: 29.11.2024
Kagizin formati: 60x84 1/16.
Hocmi 15,125 ¢.v. (219324 isara)
Tiraj 200.

“AA — Poligraf” istehsalat-kommersiya birliyinda
hazwr diopozitivlardan istifada olunmagla ¢cap edilmisdir.

olago ii¢iin: capevi@internet.ru Tel.: +994552012809



mailto:capevi@internet.ru




	Page 1
	Page 2

