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GIRIS

Kodlasdirma nozoriyyosi bir olifba {izorindo verilon sozlori —
simvollar ardicilligimi (zancirini) basqa bir slifba tizerinds verilon sozlora
cevrilmasini — inikasini vo bu inikasin qarsililgl birqiymotli olmasi, ters
inikasa malik olmasi, texniki olaraq realizo oluna bilmosi, sahvlora qarsi
davamli olmasini va s. bu kimi xassalorini dyranir. Bu nazariyyanin boyiik
totbiqi ohomiyysti movcuddur, xiisusilo do molumatlarin otiiriilmesi va
saxlanmasi proseslarindo.

Kodlagdirma prosesi dekodlasdirma, yoni koda asason ilkin soziin
tapilmas1 prosesi ilo six baglidir. Bu bagliliq kodlasdirma nozariyyasinin
tatbiginds xiisusi shamiyyat kasb edir.

Kodlagdirma noazariyyasi ti¢ istiqgamoato malikdir. Birinci istiqgamot
molumtlarin daha aydin, daha sorfoli kodlasdirilmasi, texniki olaraq
kodlagdirmanin daha asan realizo oluna bilmasi, imumiyystlo desok,
miioyyon bir meyara oasason daha somoarali olmasi ilo bagli masalalorlo
moasquldur. Bu istigamot statistik yaxud effektiv kodlasdirma istiqgamoti
adlanir.

Ikinci istiqgamat molumatlarin &tiiriilmosi vo molumat dastyicilarinda
saxlanmas1 prosesindo texniki soboblor vo yaxud da subyektiv sabablor
tiziindon onlarin tamhiginin pozulmasi, yoni tohrifloro moruz qalmasi
hallarinda ilkin melumatlarin barpa oluna bilmasi masalslorinin todqiqi ilo
baglidir. Bu istiqgamat tohrifs davamli kodlagdirma istigamati adlanir.

Kodlasdirma nazariyyasinds li¢iincii istiqamat s6zlarin y1igcam halda
tosvir edilmasi masalalarini tadqiq edir.

Doars vesaiti kodlagsdirma noazariyyesinin ilk iki istigametinin bozi
masalalorine hasr olunur va bes fasildon ibaratdir.

Birinci fasildo kodlagdirma nozoriyyesinin osas anlayislari sorh
olunur. Burada olifba kodlagdirmasi, miintezom kodlagdirma, birqiymstli
kodlasdirma, effektiv kodlasdirma haqqinda osas molumatlar verilir.
Effektiv kodlasdirma iisullarindan olan Xafman, Fano vo Sennon {isullar
sorh olunur v onlarm tetbiqine niimunoslor gostorilir. Bundan basqa, bu
fosildo sohvlora nozarotedici kodlar haqqinda osas anlayiglar, sado
kodlasdirma iisullari, sohvlora nazaratedici kodlarin tasnifati, belo kodlarin
yaradilmas1 zorurati, onlarin qisa inkisaf tarixi, totbiq sahslori vo s. sorh
olunur.
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Ikinci fasildo kodlagdirma nozoriyyosinin cobri osaslar1 serh olunur.
Burada qruppoid, yarimqrup, monoid, qrup, halqa, meydan anlayislar,
onlarin névlori, onlara niimunalor, onlarin bazi xassalori verilir. Bu fasildo
on ¢ox diqgat kodlagdirma nazariyyesinde bdyiik shomiyyato malik olan
sonlu meydanlara yetirilir — sonlu meydanlarin novlori, tam odadlor
halqgasina, ¢oxhadlilar halqasina asaslanan sonlu meydanlarin toyini vo bir
sira xassalori, sonlu meydanlarin primitiv elementlori vo strukturlari sarh
olunur.

Uctincii fosildo xotti blok kodlarma baxilir. Burada xotti blok
kodlarinin toyini, onlarin matris tasvirlari {i¢iin istifado olunan amologatirici
va yoxlayici matrislor, kodlasdirma qaydasi, gabul edilon kodlarda tohriflori
axtartb tapmaq Uclin standart diizim qaydast sorh olunur. Bu fosildo
niimuna kimi Xemming kodlarina baxilir. Fasilin sonunda miikommal va
kvazimiikommaol kodlar sorh olunur.

Dordiincti fasil xotti blok kodlarinin bir sinfi olan dovri kodlar
nozariyyasing hasr olunur. Burada dovri kodlarin polinomial vo matris
tasvirlorina baxilir, dévri kodlarin osas anlayislart sorh olunur. Do6vri
kodlarin omologatirici ¢oxhadlilorinin qurulmasi tsullari, dovri kodlarin
toyin olundugu sonlu meydanlarin elementlorinin minimal ¢oxhadlilori vo
gosmalar1 haqqinda otrafli malumatlar verilir. Omolagatirici ¢oxhadlilarin,
minimal ¢oxhadlilorin vo sonlu meydanlarin qurulmasina nimunslor
gostorilir. Bu fosildo homginin dovri kodlagdirmanin fiziki realizasi tigilin
texniki vasitalor hagqinda molumatlar sarh olunur.

Besinci fasilda dovri kodlarin an genis yayilmis sinfi olan Bouz, Roy
Coudxuri vo Xokvingem (BCX) kodlar1 adlanan sinifo baxilir. ©vvalca bu
kodlarin toyini vo onlarin qurulmasi {isulu va belo kodlarin
dekodlagdirilmasi {i¢iin olan Piterson-Qorensteyn-Cirler tisulu sarh olunur.
Bu fasilde hamginin BCX kodlarimin bir sinfi olan Rid-Solomon kodlari
sinfino do baxilir. Sonra iso hom timumi BCX vo hom do Rid-Solomon
kodlarinin  dekodlasdirilmas: ii¢iin olan Berlekemp-Messi vo Forni
alqoritmlori vo Evklid alqoritmins ssaslanan dekodlagdirma tisulu tosvir
olunur. Har bir sorh olunan iisulun totbigine aid niimunslor gostorilir. Bu
faslin sonunda sarbast yerina yetirmoak tiglin tapsiriglar siyahisi verilir.

Spektral tisullara asaslanan kodlar vo onlarin dekodlasdirilmasina
altinc1 fasil hasr olunur. Bu fasildo hamginin Qalua meydanlarinda diiz vo
tors Furye c¢evirmosinin toyinine vo onun xassoloring, qosmaliga
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mohdudiyyatloro vo idempotentlors vo s. baxilir vo onlara niimunalor
verilir.

Cavablar hissosindo V fosildo toklif olunan tapsiriglarin cavablari
verilir.

Dors vesaitinin olyazmasmi diqqgstle oxuyub ve 06z qiymstli
fikirlorini bildiron f.-r.en. S.T.Oliyevaya, f.-r.en. J.B.Ohmoadovaya,
roygilor dos. C.K.Kazimova vo dos. A.Y.Oliyevo 06z tosokkiirlorimizi
bildiririk.

Dars vasaitinin elmi redaktoru, AMEA-nin Kibernetika Institutunun
direktoru, akademik T.A.Oliyeva 6z dorin minnatdarligimizi bildiririk.

K.B.Monsimov, F.G.Feyziyev, N.X.Aslanova
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FOSIL I. KODLASDIRMA NOZORIYYOSININ OSAS
ANLAYISLARI. EFFEKTiV KODLASDIRMA

§ 1. Kodlasdirma nazariyyasi vo onun problemlori

1. Molumat moanbalari va onlarin tasvir iisullari. Kodlagdirma
masololori  riyaziyyatda boyiikk ohomiyysts malikdir. Kodlasdirma
obyektlorin dyronilmasini diger bir obyektlorin Gyronilmasine gatirmoys
imkan verir. Buna niimuns olaraq adadlarin onluq say sisteminda tasvirini,
analitik hondsodo koordinatlar {isulu ilo hondosi tosvirlorin analitik
ifadolorlo tosvirini va s. gostormak olar. Lakin bu niimunslards kodlagdirma
vasitosi komok¢i vasitodir vo o todgiqat predmeti deyildir. Idaroedici
sistemlorlo slagadar olaraq kodlasdirma nisbaton basqa xaraktera malikdir.
Bununla slagadar olaraq kodlagdirma nozsriyyssinde sistematik todqiqata
zorurat yaranmisdir.

Kodlagdirmanin totbiq olundugu an miihiim sahalordan biri do rabita
sahasidir. Burada asas masaloalor sakil 1 asasinda izlanils bilar.

melumaF molumatin olago ¢ixisda cixisda
menbesi kodu »| kanali molumatin {4 molumat
kodu
kodlagdirma korreksiya
tohrif
manbayi
Saokil 1.
Tutaq ki, sonlu sayda simvollardan-horflordon ibarot olan

U=1{a,,....a,} olifbasi verilmisdir. 4=g,a, ...a, soklindo olan sonlu
simvollar ardicillig: U iizorinds soz adlanir, hanst ki, a; € U, /= I,_n
Tutaq ki, S(U)—U olifbasi iizorindo olan biitiin sézlor ¢oxlugudur, S’
iso S(U) coxlugunun hor hanst bir alt ¢oxlugudur. S’ alt ¢oxlugundan

olan sozloro molumatlar, S’ alt coxlugundan olan sézlori yaradan (amala

8
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gotiron) obyekto iso molumatlarin monbayi deyilir. Obyekt avtomat, insan
va s. ola biler.

Kodlagdirma nozoriyyosi mosololorindo adoton molumat monbolori
haqqinda olave irformasiyalar da istifads olunur. Bu irformasiyalar
moalumat monbalorinin har hansi bir qaydada tesviri soklinds olur. Molumat
manbalarinin asagidaki tasvir tisullart mévcuddur:

a) Nozari-¢oxluq tesvir tisulu. Bu iisul halinda giic xarakteristikalari
geyd olunur, mosolon, S'—m uzunluglu biitiin s6zlor coxlugudur vo s.;

b) Statistik tosvir tisulu. Bu iisul halinda S’ coxlugunun ehtimal

xarakteristikalar verilir. Masolon, ' =S vo molumatlarda a;,a,,...,q,

horflorinin amoale golmesinin uygun olaraq pj, py,..., P, chtimallari verilir

(pr+pr+...+p.=1;

¢) Montiqi tosvir. Bu disul halinda S’ ¢oxlugu hor hansi bir «dil»
kimi tosvir olunur. Bu «dil» S’ coxlugunun qurulma iisulunu xarakterizo
edir. Masalon, S” hor hans1 bir avtomat vasitoasilo yaradila bilor va s.

2. Kodlasdirma anlayisi. Tutaq ki, B ={b;,b,,..., bq} olifbasi

verilib. Bu olifba iizorindo olan s6zii B ilo isaro edok. Biitiin belo sozlor
¢oxlugunu iso S(B) ilo isars edok.

Tutaq ki, S(U) coxlugundan olan hor bir sézii S(B) goxlugundan
olan s6zo ¢eviron [ inikasi verilmisdir, yoni B € S(B) vo 4 e S(U)
iigin B=F(A). Bu halda B sozino A so6ziniin kodu deyilir, A

soziindon onun B koduna keg¢ilmosino (qurulmasina) iso kodlasdirma
deyilir. Kodlasdirma nozoriyyasindo £ inikas1 hor hansi bir alqoritmlo
verilir.

Kodlagdirma nozariyyssinds miixtolif kodlagdirma tisullar1 yronilir.
Bu tisullardan bazilarina baxag.

Olifba kodlasdirmasi. U olifbasinin simvollart (horflori) ilo B
alifbasi tizarinds olan bazi sdzlar arasinda asagidaki uygunluga baxaq:

al—Bl, az—Bz,...,ar—Br. (2)
Bu uygunluq sxem adlanir vo X ilo isaro olunur. ¥ sxemi agsagidaki
qaydada olifba kodlasdirmasi toyin edir: S'(U)-dan olan hor bir
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a; sozino B =B; B, ...B; sozii qars1 qoyulur vo bu s6z A

1 2

soziiniin kodu adlandirilir. By, B,,...,B,. sozleri elementar kodlar adlanir.
Miintozam  kodlasdirma. Tutaq ki, {4],A4,,...,A,}¢oxlugu U

olifbas1 tizerindo ciit-ciit mixtalif olan m  uzunluglu so6zlorin
altcoxlugudur. Aydindir ki, 4 = Ai1 Aiz ...A4; soklindo ayrilisa malik olan

l}'I
A sozii yegano ayrihsa malikdir. Tutaq ki, S'(U)goxlugu U
olifbasindan yuxaridaki sokilde ayrilisa malik olan sozlorin har hansi bir
altcoxlugudur. Asagidaki sxemo baxaq:
A4—B,, 4—B,,...,A.—B;. (0]
2  sxemi miintozom kodlasdirmani asagidaki qaydada hoyata
kegirir: S'(U)-dan olan hor bir 4 = 4; 4;, ... 4; sbzino B =B, B, ..B,

sozii qars1 qoyulur vobu 4 séziiniin kodu adlanir.
q -liik kodlagdirma. B ={0,1,...,q — 1} slifbasina baxaq, harada ki,

q>2. Tutaq ki, A ixtiyari ¢oxluqdur. A  ¢oxlugunun ¢ -liik
kodlasdiriimas: dedikds bu coxlugun elementlorinin B olifbasi iizorindo
olan sézlors ixtiyari bir inikas1 basa diigiiliir. Xisusi halda, ¢ =2 olduqda

bels kodlasdirmaya niimuns kimi ikilik say sisteminda tasvir gostarils bilar.
Masalon, natural adadlor agagidaki kimi ikilik kodlagdirilir: 0 — «O», 1 —
«l»,2— «10»,3 — «11l» voia.

Tutaq ki, B =1{0,1} slifbasi (bu slifba binar slifba adlanir) iizorindo
B={v,,i=0,1,...} elementar kodlar ¢oxlugu verilib. A={a,,i=0,1,...}

olifbasiin kodlar1 @; — v, sxemi ilo verilir. ©gar bels olifba kodlasdirmasi
halinda

VU, D, =V, 0, LD,

boraborliyindon alinarsa ki, /=k  vo i =j, t=1..,k, onda

V ={v,,i=0,1,...} kodlar1 ayrilabilon (béliinobilon) kodlar adlanr.

Kodlar miixtalif xtlisusiyystlor osasinda segilirlor (qurulurlar). Bu
xiisusiyyatlora asagidakilar aiddir:

1) Kodlarn o6tiiriilmesinin asanligit noqteyi-nazerinden. Masalen,
ikilik kodlar texniki olaraq asan istifads etmok olar;

10
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2) Anlasighq noqteyi-nezerindon. Masalon, masin  kodlarn
prosessorun isi {i¢lin ¢ox alverislidir;

3) Rabito kanalinda yiiksok 6tlirmo gabiliyyoti tomin etmok noqteyi-
nazarindan;

4) Tohriflors davamliliq noqteyi-nezarinden;

5) Kodlasdirma alqoritminds miioyyan bir xassalarin olds edilmosi
noqteyi-nazorindon (mesalon, kodlasdirmanin  sadsliyi, birqiymatli
dekodlagmanin miimkiinliiyii) vo s.

4. Rabita kanali vo malumatlarin tahrifi. Rabito kanalina bir
girisdon va bir ¢ixisdan ibarat olan qurgu kimi baxila bilor. Kanalin girisino
B kod sozii daxil olur, ¢ixisda iso B’ kod sozii alinir. B"  hor hans1 bir

B’ olifbasi iizorindo olan sozdiir vo B'= f(B). Ideal olago kanali

halinda B’ = B (tohrifsiz kanal halinda) vo hom do B'=B olur.

Tohrif monbolori rabito kanalinda sohvlor yaradir vo bunun da
naticasindo kanalin girigine daxil olan molumatla onun ¢ixisinda alman
moalumat arasinda forq yaranir. Bu forqin amolo golmasi molumatin tohrif
olunmasi adlanir. Tohrif monbslorinin tosviri tigiin iki {isul istifads olunur:

a) mantigi-kombinator tasvir tisulu. Bu {isul ayri-ayri tasadiif olunan
sohvloarin sayina mohdudiyystlo baghdir;

b) statistik tosvir {isulu. Bu iisul monbonin  ehtimal
xarakteristikalarinin verilmasi ils baglidir.

4. Malumatlarin dekodlasdirilmasi. Rabito kanalinda moelumatlar
tohrifo moruz qaldiqda B’ # B olur. Burada B’ rabito kanalinin ¢ixisinda
olan molumatdir.

Kanalin ¢ixisinda molumat kodlarinin korreksiyasi ancaq xtisusi
malumat kodlar1 halinda miimkiindiir. Korreksiya amsliyyatindan sonra
dekodlasdirma bas verir. Aydindir ki, dekodlasdirma heg do biitiin kodlar

tigtin miimkiin deyildir. Ogar F 1 oks inikasi moveuddursa onda
dekodlagdirma miimkiindiir. Umumiyyastls, dekodlasdirma koddan uygun
molumata kegid prosesidir.

§ 2. Birqiymatli dekodlasdirma

1. Birqiymatli dekodlasdirma meyari. U vo B olifbalan iiciin
asagidaki X sxemi ilo verilon olifba kodlasdirmasina baxaq:

11
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a—B,, a,—B,,....a—B, . (09
S'(U) = S(U) gotiirok, yoni molumatlar monbasi U olifbasinda olan
biitiin sozlori yaradir (emola gotirir). Aydindir ki, olifba kodlagdirmasi

S(U) ¢oxlugunun S(B) ¢oxluguna inikasimni omalos gatirir. S (B) ila
S(U) ¢oxlugunun bu inikasda obrazini isars edak.

S(U)-nun Ss(B)-ys inikasi qarsiligli birgiymotli oldugu halda
dekodlagdirma miimkiindiir, yoni B koduna gors ilkin 4 molumatini
barpa etmok olar, harada ki, 4 molumatinin kodu B soziidiir.

Niimuno 1. Tutaq ki, U={q,a,}, B={b,b} vo olifba
kodlasmasinin sxemi asagidaki kimidir:

a—by, ay—bib,.

Tutaq ki, B" vo B" sozlori uygun olaraq A" vo A" sézlorinin
kodlaridir. Aydindir ki, A'# A", onda B’ # B".

Dekodlagdirma prosesi asagidaki kimi aparilir. B € Ss(B) sozi

elementar kodlara ayrilir. Qeyd edok ki, B soziindo b, harfinin har bir
daxil olmasinda b; horfi do istirak edir. Bu da biitin (HD,) ciitlorinin
ayrilmasina imkan yaradir. B soziindo qalan hissalor b; harflorindon
ibarat olar. Ogor B soziindo hor bir (bb,) ciitiinii a, ilo, qalan b
horflorini gy ilo avoz etsok, onda B kodunun proobrazi olan A4 soziinii
alariq. Tutaq ki, B = b;b;b,b,b,b,b;b;b, . Ciitlari ayirdigdan sonra alariq:
B =b(bDy)(b1by)byby(b)Dy) . Burada by-i ay ils, (biby)-ni a, ilo avoz

etsok A= ajararaa alarlq.

Aydindir ki, olifba kodlagdirmasi ancaq ve ancaq o zaman qarsiligl
birqiymatli olar ki, o, ayrilabilon kodlar vasitssils verilsin.

Coxlu sayda niimuns gostormok olar ki, alifba kodlagmasi qarsiligl
birqiymaotliliys malik olmasin. Bununla slagadar olaraq bels bir sual ortaya
cixir:  olifba kodlagdirmasinin X sxemino goro onun qarsiligh
birqiymaotlilik xassasino malik olmasini miioyyon etmok miimkiindiirmii.
Bu mosalonin hall edilmssinin ¢atinliyi ondan ibarotdir ki, sonsuz sayda
s6zlari bilavasito yoxlamaq lazim galir.

Olifba kodlagdirmasinin qarsiligh birqiymatliliyinin {imumi
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olamotini vermoazdsn ovval qarsiligh birqiymeatlilik iiglin sado bir kafi
olamoto baxagq.
Torif 1. Tutaq ki, B séziit B=B'B" soklindodir. Onda B’ sézii B
soziiniin avvoli vo ya prefiksi, B" sézii iso B soziiniin sonu adlanir.
Torif 2. Ogor istonilon i vo j iugin (1<i, j<r, i#j) B; sozi

B j s0ziiniin baslangict (prefiksi) deyildirse, onda deyirlor ki, ~ sxemi

prefiks xassasino malikdir.

Aydidir ki, perefiks kod ayrilabilon koddur (oksi timumiyyatlo
desok, dogru deyildir).

Teorem 1. Ogor ~ sxemi prefiks xassosino malikdirsa, onda olifba
kodlasdirmasi qarsiligh birqiymatli olar.

Isbati. Oksini farz edok, yani farz edok ki, Ss(B) -don olan har
hansi bir B sozii iki proobraza malikdir, demoali, hom do iki elementar
kodlara par¢alanma movcuddur:

B:BilBiZ'“Bis’ B:Bj]sz'“Bjt .
Tutaq ki, B; =B;,..B; =B; .,B; #B; . Buhalda B, vo
B, sozlerinden biri digarinin prefiksidir. Bu isa 2 sxeminin prefikslik
xassasind malik olmasma ziddir. Demoli, prefiks xassosino malik 2
sxeminin amoala gotirdiyi olifba kodlasdirmasi qarsiliqli birqiymatlidir.
(]

Asanligqla gostormoak olar ki, prefikslik sorti qarsiligli birqiymatli
kodlagdirma tigiin zaruri sort deyildir. Masalon, niimuns 1-a baxmaq olar.

Tutaq ki, B=b;..b; sozi S(B) -don olan s6zdiir. B ilb B

sOziiniin «oks olunmasi»-ni1 isars edoak, yoni B= bi,, “'bil 2 ile asagidaki

kodlagsma sxemini isars edok.
a,—B,, ay—B,,..,a,—B,. )
Aydindir ki, £ vo S sxemlori ilo toyin olunan olifba kodlagdirmasi
eyni vaxtda ya qarsiliqli birqiymatli olar, ya da ki, qarsiligh birqiymstli
olmaz. Bu fikir do teorem 1-i agsagidaki kimi giiclondirmays imkan verir.
Teorem 2. Ogor ya X sxemi, ya da S sxemi prefiks xassosina

malik olarsa, onda X sxemi (i sxemi) ilo verilon olifba
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kodlagdirmasi qarsiliqli birqiymatli olar.
2 sxemino malik oslifba kodlagdirmasina elo niimuna gostormok olar

ki, X vo Y prefiks xassosino malik olmasin, lakin slifba kodlasdirmasi
qarsiligli birqiymatli olsun. Bunun ii¢iin asagidaki niimunays baxagq.

Niimuna 2. Tutaq ki, U={ay,a,,a3} vo B={b;,b,,b3} slifbalan

verilmisdir. Asagidaki £ kodlasdirma sxemino baxagq:
ay—by, ay—bby, a3—bsby. )

Aydindir ki, X va S sxemlori prefiks xassasino malik deyildirlor,
lakin olifba kodlasdirmasi qarsilighh birqiymatlidir. Haqiqston do, agor
B e S5 (B) olarsa, onda bu séz birqiymatli olaraq elementar kodlara
pargalanir:

- b, horfindon solda bilavasito b; dayanirsa (bb,) ciitiinii
ayuririq;

- by horfindon sagda bilavasito b, dayanirsa (b3by) ciitiinii
ayuririq;

- bitin  (bby) vo (b3by) ciitlorini ayirdigdan sonra ancaq by
simvollar qalir.

Bundan sonra hesab edacayik ki, £ sxeminds elementar kodlar ciit-
ciit miixtalifdir. Bir sira isaralomoalori daxil edok. /(B) ilo B soziiniin
uzunlugunu, yani bu sdzds olan simvollarin sayini isara edok. Xiisusi halda,
B, elementar kodunun uzunlugunu ¢(B;)=/{; gotirok. L ilo ¢(B;...B,.)
-1 isara edok, yoni £ sxeminin «uzunlugunuy isars edok.

V={v,,u,,...,0, ;} elementar kodlar ¢oxluguna baxaq, hans ki,

m=2 vo v, elementar kodlart B ={0,/} slifbas: tizorindadir. v,

(i=0,..,m—1) kodununuzunlugunu ¢, ilo isaro edok. Tutaq ki,

l .= max [, .
0<i<m—1
Teorem 3. Tutaq ki, £,,¢,,....,0, , - natural adodlorin ixtiyari
yigimdir (m=>2). l()="!,,i=0,m—1 uzunluglu
14

M nitro™" professional



Milli Kitabxana

V={v,,0,,...,0,,} ayrilabilon kodunun mévcud olmasi {igiin zoruri vo

kafi sort asagidaki barabarsizliyin 6denmasidir

"fz-“f <I.
i=0

Isbati. Zorurilik. Ixtiyari V ={v,,0,,...,0, ,} kodu tigiin

m=1
(=S
i=0

funksiyasini daxil edok.

V' kodunun n sayda soziindon ixtiyari ardicilligla diizoldilmis
sozlor ¢oxluguna baxaq (burada miimkiindiir ki, sozlor tst-listo diigsiin,
mosalon,

DyUy-Dy 5 OglygeeDyseees Dy, 5eves U v, .0, ).

m—1

n séz n sz n sz n séz

Bu kodlar ¢oxlugunu ¥ ils isaro edok. Onda

(n) _ . n _ .. .
V" ={oi=0,m" -1, ©,=0,0, .0, ,i},i),..,i, €{0,1,....m—1} va

n .
C NC e
i= lem }.
Jj=1

y coxlugunun elementlorine niimuns olaraq asagidakilar1 gostormok
olar:
W) =V,0,..0y, @ =V,0,...0,,...
s @y ) =000, ey @ =0, 0, 00,
@, s6ziiniin uzunlugunu A(w,) ilo isars edok. Aydindir ki,
A@,) =L, )+ (v, ) +..+L(v,).
Asanliqla gostormak olar ki,
By, (x) =[hy (0]
Indi forz edok ki, V ={v,,0,,...,0, ,} ayrilabilon koddur vo

0, =0,(). M, ilo V" kodunda i uzunluguna malik sozlorin sayim

isars edok. Aydindir ki,
15
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()= 22 - - fM 2

(burada n¢ __ — V" kodunda on uzun kodun uzunlugudur).
(n)

Kod ayrilabilon oldugundan V" kodunun biitiin s6zlori miixtolifdir

va, belaliklo, 1-don nf _ -a qodor biitiin i -lor tigin M, <2' (burada

2" 0 vo 1-don ibarast i uzunluglu biitiin miimkiin yigimlarin sayidir). Bunu
va son barabarliyi istifads etmoklos alariq:

(mzfﬂ] szMz ZI 7l e
i=0

Buradan da

mz_12€[ < n\/ ngmax .
i=0

limg/nl =1 oldugundan aliriq: 22

n—x0

Kafilik. Tutaq ki, £¢,,0,,...,0, , - natural odadlerin ixtiyari

m

yigimdir (m>2) va

3
=

27 <] (1)

Il
S

sortini  6doyir. Gostorok ki, /f(v,)={,, i=0,m—1 uzunluglu
V ={v,,0,,...,0, ;} kodu mévcuddur. Umumiliyi pozmadan farz edok ki,

b, <0, <..</!, ,. Asagidaki gq,,...,q,,_, ododlorino baxaq: g, =0,
i—1
=3 2", i=Lm-1.

Aydindir ki, 0<gq, <1, beloki, (1) qivvedadir. g, yegans tosviro

malikdir:
éi
_ (i) »—Jj
= E ¢’ 27,
Jj=1
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Milli Kitabxana

hansi ki, C;i) e{0,1}.

V ={v,,v,,...,0, _,;} koduna baxaq, hansi ki,
b, =P,
h>i oldugundan ¢, >/, vo q, >q,+2"". Odur ki, kod prefiks
koddur va, belalikls, ayrilabilon koddur. - O
Niimuna 3. by=2,0,=2,0,=3,1,=4 uzunluqlu
V ={v,,v,,0,,0;} prefiks kodunu qurmali.
Aydindir ki,

3
}:24f=1/22+1/22+1/23+1/24=
N L1/4+1/4+1/8+1/16=11/16<1.

Odur ki, teorem 3-o goro axtarilan kodu qurmaq olar. ©vvalcad
q,-9,-9,,9; 2dodlorini tapaq:

q,=0,q,=1/2°,q,=1/2"+1/2°=1/2,q,=1/2+1/2".
Bu halda
(O =0,e0 =0; e =0, ¢ =1 P =1, 62 =0, 2 = 0;
c=LcV=0,c"=1c=0.
Beloliklo, v, =00, v, =01, v, =100, v; = 1010 .
Demoali, V' ={00,01,100,1010} .
Notica 1. Istenilon V ={v,,v,,...,0,,} ayrlabilon kodu ii¢iin bu

kodun kod sozlerinin uzunluqglar ilo eyni uzunluglara malik olan kod
s6zlari y1gimindan ibarat olan prefiks kod mévcuddur.

(1) Dborabarsizliyi ayrilabilon kodlar {i¢lin Kraft-Makmillan
barabarsizliyi adlanir.

Niimuna 4. a) Verilon V ={01,10,100,111,011} ayrilabilon

kodunun kod sozlori uzunluglart ils eyni uzunluqlu kod s6zlari yigimimdan
ibarat olan prefiks kodu qurmal.

Aydndr ki, (,=2,0,=2,0,=3,0,=3,{,=3. Kodun
ayrilabilon kod olmasini yoxlayaq:

27 4 2 4 2y 2 4 2 = /24 3/8=7/8<1.
17

Created with
M nitro™" professional



Milli Kitabxana
Demoli, kod ayrlabilon koddur. ¢,,q9,,9,,9; vo ¢, komiyyatlorini

hesablayaq:
q,=0,q,=1/2°,q,=1/2°+1/2°=1/2,
q;=1/2+1/8,q,=1/2+1/8+1/8=1/2+1/4.
Beloliklo, v, =00, v, =01, v, =100, v, =101, v, =110 . Buradan da
prefiks kod asagidaki kimi olar:
V,=1{00,01,100,101,110}
b) V={10,101,111,1011} ayrilabilon kodunun kod sozlori

uzunluglar ilo eyni uzunluqlu kod s6zleri yigimindan ibarst olan prefiks
kodu qurmali.
Ovvalca verilon kodun ayrilabilon olmasini yoxlayag.

27427427427 =1/4+1/4+1/16=9/16<1.
Demoli, kod ayrilabilondir. Aydindir ki, ¢, =2, ¢, =23,

(,=3, (,=4.
q,=0,q,=27,q,=2"+27,q,=2"+27+27 =27,
Buradan da alinq: v, = 00,0, =010, v, =011,0;, = 1000 .
Demoli, axtarilan prefiks kod: V, = {00,010,011,1000} kodudur.
Tutaq ki, B =1{0,1} slifbas iizorindo olan biitiin sézler coxlugu B’
ilo, V' fizorinds olan biitiin s6zlar coxlugu V" ilo isars olunub vo V" iso

V" -dan olan biitiin s6zlorin avvali olan sézlor coxlugudur. Ogar V' =B
olarsa, onda B slifbasi iizorinds olan /' koduna tam kod deyilir.
Teorem 4. V ={v,,v,,..,0, ,} ayrlabilon kodunun tam kod

olmasi Tligtin zoruri vo kafi sort onun prefiks kod olmasi vo asagidaki sortin
odenmosidir:

m—1

Z 27w — g

i=0

Niimuna 5. V, ={00,01,100,101,110,111} kodu tam koddur, belo
ki

2
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5
D2 =27 4272427427427 427 =1,

i=0

V, ={00,01,100,101,110} kodu tam deyildir. Ciinki
272427427427 4+27=1/2+43/8=7/8<1.

Tutaq ki,
B, = /3'Bl.] ...Bl.“ﬂ”. 2)

B; kodunun trivial olmayan aynhsidir, yoni B; =B; (

1
B'= " =A, A-bos sozdiir — heg bir simvola malik deyildir) ayrilisgindan
forgli ayriligdir. Bu ayriligda hesab olunur ki, asagidakilar 6donir:

a) ' elementar kodla qurtara bilmoz;

b) " baslangic (prefiks) kimi elementar kodu 6ziindo saxlamur;

(2)-do w sifirdan boyiik vo ya ona barabar olan tam adaddir. (2)-nin

monast ondan ibaratdir ki, B; elementar kodunda hor hansi bir S’

baglangicim1 vo hor hanst  bir £” sonunu atmaq olar ki, qalan hisso
elementar kodlara pargalansin.

Aydindir ki, hor bir B; tgiin (2) sokilli ayrilis sonludur.  Biittin 7 -
lor vo B; -nin biitiin ayrilislar1 halinda w odadleri arasinda on boyiiyiinii
W ilaisaro edok: W = max w.

Niimuna 6. Tutaq ki, U ={ay,a;5,a3,a4,as}, B=1{b,by,b3} vo
2 kodlasma sxemi asagidaki kimidir:

ay—0biby, ay—bybsb,, a3—Dbybs, (09
ay—Dbbybiby, as—Dbybibyb,yby.
2< /!, <6 oldugundan W < 3. Digor torofden, B; = b,b,b,b,b; =
=b,B,B,,odurki, W =2.
U olifbasi iizerindo olan vo uzunlugu N ododini agsmayan biitiin

sozlor goxlugunu SV (U) ilo isaro edok. Aydmdir ki, S”(U) sonlu

2

coxlugdur vo glici r+r~ +...+ Y 5 borabordir.
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Olifba kodlagdirmasimnin qarsiligh birqiymetlilik meyar1 asagidaki
kimidir:
Teorem 5. 2 sxemli har bir olifba kodlasdirmasi tigiin elo N adodi

moveuddur ki, olifba kodlasdirmasinin garsiliqli birqiymotlilik problemi

sMNo (U) sonlu ¢oxlugunun kodlagdirilmasinin analoji problemina galir vo
N, <[W +1)(L-r+2)/2].

Burada [x] ilo x adodinin tam hissasi, yoni x odoadini agmayan on bdyiik

tam odod isars olunmusdur.

2. Birqiymotli kodlasdirmanin taninmasi alqoritmi. Bu alqoritm
graflar nozoriyyesi dilindo sorh olunur. Tutaq ki, X sxemli kodlasdirma
asagidaki kimidir:

a,—B,,a,-B,,....a. —B,. (2)

Hor bir B; elementar kodu tigiin

B, = ﬂBi, ...Biwﬂ" 3)
soklinds biitiin trivial olmayan tosvirlors baxag.

B, ilo asagidakilar1 6ziinds saxlayan ¢oxlugu isars edok:

a) A bos soziinii;
b) (3) soklindo hom s6zo6nii (prefiks), hom do ki, s6zsonu kimi rast
golon f  soziinii.

B, -dan olan har bir s6zs miistovi {izorinds bir néqto garst qoyaq.
Tutaq ki, f', 8" € B, . Asagidaki sokildo biitiin ayriliglara baxaq:
B,=p'B,..B, p".
Hor bir belo ayrilis tigiin #' vo 3" sozlorino uygun olan noqtolori
istigamotlonmis ( f'-don " -5) parca ilo birlogdirok vo homin parganin
tzorine B, ...B; yazaq. Bu qayda ilo alinan grafi ['(¥) iloisars edok.

Teorem 6. > sxemli olifba kodlagdirmasinin qarsiliglt birqiymaotlilik
xassasino malik olmamasi iigiin zoruri vo kafi sort ['(X) grafinn A
topasindan kegan oriyentasiyali dovraden ibarat olmasidir.

Niimuna 7. Tutaq ki, U={a,,a,,a;,a,,a;}, B=1{b,,b,,b,}.
Asagidaki sxemli olifba kodlagdirmasina baxaq.

20
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a,—bb,,a,-bbb,,a,-b,b;,a,-b,b,b,b;,a; —b,b,b,b,b;. (X)
Aydindir ki, asagidaki trivial olmayan ayriliglar mévcuddur:
B, =(b))b,); B, =(b)(b;b,)=(bb;)b,); B;=(b,)b;);
B, =(b,)(b,b,b;)=(b,b,)(b,b;) = (b,b,b,)(b;);
B; =(b,)(b,0,b,b;) = (b,)(b,b,)(b,b;) = (b,b,)(b,,b;) =
= (bzblbz )(b2b3) = (bzblbzbz )(b3) -

Demoali,
B, = (b1b3 )(bz) > B4 = (blbz )(b1b3) =B, (b1b3) >
B; =(b,)(b,b,)(b,b;) = (b,)B,B;.
Buradan da B, ={A,b,,b,b,} almir. Bu ¢oxluq osasinda qurulan
['(X¥) qrafi sokil 1-doki kimidir. Goriindiiyii kimi I'(Z) -da
A

BB,

b2 4 bibs
A

Sekil 1.
oriyentasiyali dovro oldugundan  (X)  kodlasma sxemi qarsiligh
birqiymotli deyildir. Bu dovro B = B,b,b,b,B,B, soziunii omalo gatirir vo

bus s6z asagidaki iki proobraza malikdir:
B =(B,b,b;)(b,B,B;) , yoni A'=a,a;

Vo
B=B,(b,b;b,)B,B,,yoni A"=a,a,a,a,.
Niimuna 8. Tutaq ki, U ={a,,a,,a;,a,,a;}, B=1b,,b,} .
Asagidaki 2 kodlagdirma sxemino baxaq:
a,—b,,a,-b,b,, a,—b,b,b,,a,-b,b,b,b,, a; =b,b,b,b,. ()

Asagidaki trivial olmayan ayriliglar mévcuddur:
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Bz = (bz )bJ = bZBI >

By =(b)(b,b,) = B,(b,b,), B;=(bb,)b,),
B, = (b,)(b,)(b,b,) = (b,)B,(b,b,), B, =(b,)(b,b,b,)=b,B,,
B, = (b,b,)(b,b,) = B,(b,b,), B, =(b,b,b,)(h,),
B, = (b,)(b,b,b,) = (b,b,)(b,b,) = (b,b,b,) (b,).
Demoli,
B, =b,B,; B, =B,(b,b,);
B, =(b,)B,(b,b,); B, =b,B,; B, = B,(b,b,);
B, = (b,)(b,b,b,) = (b,b,)(b,b,) = (b,b,b,)(b,).
Buradan da, B, = {A,b,,b,b,,b,b,b,} . Belaliklo, sokil 2-do tosvir

olunan vo A-dan kegon oriyentasiyali dovroys malik olmayan I'(X)

grafin1 aliriq. Odur ki, X olifba kodlasdirmasi qarsiliglt birqiymatlilik
xassasing malikdir.
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3. Qarsihqh birqiymotli kodlarin xassosi. Tutaq ki, 2 sxemli
olifba kodlagdirmasi verilmisdir:

a,—B,,a,-B,,....a. —B,.

7

B olifbasinin elementlorinin sayin1 ¢ ilo isaro edok. Tutaq ki,
0, =0B),i=1r.

Teorem 7. (Makmillan baraborsizliyi). Ogor X~ sxemli olifba
kodlagdirmasi qarsiliqlt birqiymatlilik xassesine malikdirse, onda

<
—<
;¢fL

Ishati. U olifbast iizorindo olan vo »n uzunluguna malik biitiin
miimkiin olan sozlors baxaq. Biitiin bu sozlor asagidaki ifadenin komaekliyi
ilo yaranir:

(a,+..+a)".
Burada métorizo agildiqdan sonra (vurma yerino yetdikdon sonra)

kommutativlik nozers alimmir, hor bir toplanana bir s6z kimi baxilir vo bu
zaman

a. a. a.

i,

hasilino U olifbasinda sozlorin yazilisi kimi baxilir. Aydindir ki, a,

simvolu birinci, a simvolu ikinci, ..., a, simvolu # -ci motarizo
daxilins aiddir. Beloalikls, aliriq:
(a,+..+a,) = Zailaiy...ain .
(i) i)
Bu sozlore aid kodlar a,;-i B, -ls,...,a.-i B, -lo avoz etmoklo alinir.
Beloliklo, alinq:
(B,+..+B)" = > B B, .B . (4)
(i7505ensy)
Olifba kodlagdirmasinin qarsiligli  birqiymatliliyine gors, ogor
(iseresiy) # (Jyses J, ) yoni @, ..a, #a, ..a, olarsa, onda
B, ..B, #B,..B, .
(4) eyniliyi asagidaki eyniliys uygundur:
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-1, -0,y (L +.4l))
(q ! +..+q ! ) = Zq . 5

(if i)
Aydindir ki, burada sag torofdo eyni bir mexracli hodlors (4)-don

eyni uzunluqlu B, B, ...B, sozleri uygun galir.

tile £, +..+ ¢, comini isard edok. (4)-don 7 uzunlufuna malik
olan B, B, ...B, sbzlorinin sayini v(n,t) ilo isars edok. Aydindir ki,
verilon s6z ¢ uzunluguna malik s6z olmazsa, onda v(n,t) =0 olar. Tutaq

ki, ¢/ =max /,.Onda alariq:

I<i<r

nl

-+t ) —

Z q ' —ZV(”J)'Q t.
(il """ in) t=1

Olifba kodlagdirmasinin qarsiliqhh birgiymatliliyine goéra alinir ki,

v(n,t) < q' v, belalikls,

nl
Zv(n,t)-q" <nl.
=1
Bu borabarsizliyi (3) barabarsizliyi il birlosdirsak, alariq:
Zq% < W .
i=1

Bu barabarsizlik biitiin  # -lor tiglin dogrudur. Sol teraf n -don asili
deyildir. Ona goro do n — o olmaqla barabarsizliyin hor torafinds limito

kegsok alariq:
>L<n,

i=1 q[’
belo ki, Iim&/nl =1.

n—0

§3. Minimal izafilikli kodlar

Tutaq ki, U={a,,.,a,}(r=2) olifbast vo p,,p,,...p,

ehtimallar yi1gmm verilmisdir, belo ki, p, (i=],_n) ehtimali gq,

24

Created with

M nitro™" professional



Milli Kitabxana
simvolunun amolo golmasi ehtimalidir vo  p, + p, +...+ p, = 1. Tutaq ki,
hom do B=1{b,,...,b,} slifbasi da verilmisdir (¢ = 2). Onda ¢oxlu sayda
2 olifba kodlasdirmasi qurmaq olar
a,—B,,a,-B,,....a,—-B,_, ()
harada ki, bu sxemlor hamisi garsiligli birqiymatli olar. Xiisusi halda
elementar B,,B,,...,B, kodlarini eyni bir ¢ uzunlugunda gotiirmok olar,

harada ki, ¢ =]log, r[. Burada ]x[ ilo x odadindon kigik olmayan on
kicik tam adad isara olunmusdur.

Hor bir X sxemi ii¢iin kodlasdirma izafiliyi adlanan vo elementar
kodlarmn uzunluglarimin riyazi gézlomesi kimi toyin olunan ¢ , komiyyati

daxil etmoak olar:
oy = zpifﬂ t,=U(B,).
i1

Aydindir ki, /¢ 2 sxemi ilo kodlagdirma zamani s6zlorin

ort

uzunlugunun ne¢o dofo artmasini gostarir.

4

adlandirilir vo L, (P) kimi ds isars olunur, belo ki, P = {p,,..., p, } -dir.
Niimuna 1. Tutaq ki, r=35,9q=2 va p,=0,20, p,=0,20,
p; =025, p,=0,20, p; =0,15.
Tutaq ki, 2 kodlasdirma sxemi asagidaki kimidir.
a,—000,a,-111,a,-01,a,—1,a;—-001.

Bu kod qarsiligh birqiymatlilik xassasine malikdir. Kodun izafiliyini
hesablayaq:

¢ . =3-020+3-020+2-0,25+1-0,20+3-0,15=2,35.
Aydindir ki, izafilik komiyyati bir kodlagdirma sxemindon basqa bir

komiyysti V ={B,,....,B,} kodunun doyori kimi do

ort

ort

sxemd kegdikdo dayisir. Ona géra do hor bir molumatlar monbayi tigiin /.
komiyyatini daxil etmok olar va bu komiyyat
¢, =inf (>
2

ort

disturu ils tayin olunur. Burada infimum qarsiligh birgiymaetlilik xassasine
malik biitiin miimkiin 2 kodlasdirma sxemlori tizro gotiirtiliir. Aydindir ki,
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1<t <]log, r[.

Bu diistur onu gostorir ki, /. komiyystino yaxin olan ¢ . izafilikli

ort

kodlart qurduqda ]log, r[ komiyyatindon béyiik olan izafiliys malik
kodlar1 nozers almamagq olar. Demsli, bela sxemlar tigtin

pil; <]log, r[.

¢,  hesablandiqda p=0-a uygun haodlor nozoers alinmadigindan
DPs= mirol p,; qobul etmoklos alariq ki, istonilon i {igiin
Lp;#
lo
g Mog,

i B

D
harada ki, p; #0.Demoli, /. </, <]log, r{.

Torif 1. X sxemi ilo toyin olunan vo ¢, =/, sortini 6doyon kod

minimal izafilikli kod va ya Xafman kodu adlanir.

Qarsiligh birgiymatli slifba kodlasdirmasi haqqinda teoremlora gora
minimal izafilik veran va prefiks xassasina malik olan alifba kodlasdirmasi
movcuddur. Ona gora do minimal izafilikli kodlar1 tapmaq tictin prefiks
xassosine malik kodlara baxmaq kifaystdir.

Minimal izafilikli kodlarin qurulmasi masalalorine baxaq. Hor bir
prefiks xassoli olifba kodlagdirmasina kod agaci qarst qoymaq olar. Buna
asagidaki niimuns halinda baxagq.

Niimuna 2. Tutaq ki, U = {a,,a,,a,,a,,a;5,a,}, B=1{b,,b,,b,}.
a,—-bb, , p, =022,
a,-b, , p,=0,20,
a;—=bb, , p,=0,4,
a,—bb, , p,=011,
a;,—bb,b, , p;=0,33.
Bu kod prefiks xassasino malikdir vo orta izafiliyi asagidaki kimidir
0,.=2-022+1-0,20+2-0,14+2-0,11+3-0,33=2,13.
Elementar kodlar sakil 1-da verilon kod agacini amals gatirir.
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Sakil 1.

Kod agacinda son topa noqtalori agacin kokiinden baslayan yolun
(budagn) toyin etdiyi elementar koda uygun golir vo bu tapslars elementar
kodun omolo golmasi ehtimali yazilir. Asanligla gormok olar ki, son
topalorine ehtimallar yazilan kod agaci prefiks xassoino malik olifba
kodlasdirmasi verir.

Umumiliyi pozmadan forz edok ki,

p,2p,2..2p,.

Lemma 1. Minimal izafilikli kodlar tGi¢iin p, < p, sortindon alinur
ki, £, >1,.

Natica 1. Minimal izafilikli kodlar ii¢iin kod agacinda ¢’ yarusunda
son topads yazilan ehtimal giymatlori /" > /" sartini 8doyon /" yarusunda
son topada yazilan ehtimal giymatlorindon kigik deyildir.

Kod agaclarinda topalorden ¢ixan tillarin say1 hamin tapanin uygun
olaraq budaqlanma doracasi adlanir.

Tarif 2. Ogor sonlu agacda biitiin topslorin (ola bilsin ki, sondan
ovvalki yarusda olan bir tops istisna olmaqla) budaglanma daracalori 0 va
ya ¢ -ya (istisna olunan topads budaqlanma dorocesi iso ¢, -a borabordir,

harada ki, 2 < g, < g ) borabar olarsa, onda belo agac ifrat agac adlanur.

Asanliqla gérmak olar ki, g, odadi

r=t(g-1+gq,
miinasibatindon toyin olunur. » odoadini (g —1/)-o bélarok qahigi tapaq
(ogor istisna olunan tops olarsa, onda qaliq 1-o barabor olmaz):
_Jg—1 , wogor qaliq 0—a boraberdirse,
90 =1 qahg hq>2i
qaliga, oger qaliq =2 1se.

M
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Lemma 2. (1) mohdudiyysti daxilindo kod agaci ifrat olan minimal
izafilikli kod mévcuddur.

Ishati. Isbat iigiin yuxarida gosterilon tipli kod agaci {izorindo iki
cevirmays baxaq, harada ki, bu ¢evirmolor izafiliyi artirmur.

1. Sonuncu yarusda tilin lagvi. ©gor sonuncu yarusda kod agacinda
diiz bir til mévcuddursa, onda bu tillo B=B'h elementar kodu p

chtimal1 ilo baglhidir, hom do B’ heg bir basqa elementar kodun prefiksi
deyildir. Bu tili logv etmoklo vo p  ehtimalim tilin ¢ixdig1 topays
gotirmoklo yeni kod agaci alariq. Bu ¢evirmadon X sxemindon X'

sxeming kecid alinir, belo ki, X sxemindo B kodu B’ kodu ilo ovoz
olunur. Aydmdir ki,

Elort :gort _p Sgort :
2. Kod agacinin sonuncu yarusundan tilin ifrat olmayan agacin tilino
kogitiriilmoasi. Tutaq ki, kod agacinda sonuncu yarusda on azi iki til
movcuddur. Demali, son topasine p ehtimalinin yazildig til vo har hansi

bir elementar B kodu mévcuddur. Tutaq ki, ¢’ yarusunda (¢'</—1)

topa moéveuddur vo ifrat deyildir. B ’ ilobu topays uygun sozii isara edak.
Topanin ifrat olmadigi iligiin Bobj -nin heg¢ bir elementar kodun prefiksi

olmadigi b ; simvolu mdvcuddur. Bu halda sonuncu yarusun adi ¢okilon
tilini verilon ifrat olmayan toponin j-ci istigamotino kogiirmok olar.
Belaliklo, B elementar kodunu Bobj koduna doyismoklo X sxemindon

¥" sxemini aliriq vo bu zaman
0 =0 —pl+p(l(B")+1)<(
1 vo 2 c¢evirmolori baxilan sinifden istenilon prefiks kodu, o
ciimlodon minimal izafilikli kodu, izafiliyi doyigsmadon agaci ifrat olan
koda cevirmays imkan verir. O
Qeyd. Kod agaci ifrat olan minimal izafilikli koda baxaq. Istisna
olunan topadan ¢ixan va sonuncu yarusda olan tillor destasini gotiirok. Ogor
belo tops yoxdursa, onda sonuncu yarusdan istonilon tillor dostesini
gotirok. Tutaq ki, gotiirtilon dostodo tillerin sayr ¢g,-dir, 2<¢q,<gq.

ort ort ort *

Maksimal uzunluglu elementar kodlarin yerdoyismosi ilo g6tiiriilon
dastenin son topolorinde asagidaki ehtimal qiymsatlorinin yazilmasina nail
olmagq olar
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pr—qo+1 20 pr :
Alinan kodu gatirilon kod adlandiracagiq. Aydindir ki, gatirilmis kod ti¢tin
Pyg i1 P, chtimallant birgiymotli toyin olunurlar, belo ki, onlar

tonlikdon birqiymotli olaraq tapilan ¢, parametri ilo verilir. Moasalon,
r=38,q=4 oldugda
8§=3t+gq,
tonliyindon # =g, =2 aliriq. Bu zaman ayrilan dostoyo p, vo p,
chtimallar1 yazilir.
Teorem 1 (reduksiya). Tutaq ki, (r,q) parametrli vo p,,..., p,

chtimalli minimal izafilikli prefiks kod verilmisdir. Uygun kod agacinda
ancaq son tapalers aparan vo 2 < g, < g berabarsizliyini 6doyon g, sayda

tillorin ¢1xdig1 topslora baxaq. p; ,..., p, ( p;, 2.2 p, ) ilo verilon tillor
dostosinin son topalorine yazilan ehtimallari isaro edok. ©gor r > g iso,

onda verilon tillor dostesini logv etmoklo vo onlarin ¢ixdigr topays
p=p, +..+p, echtimamyazmaqla (r',q) parametrli

Pirss Pipis Pipsises Piy 15 Piy 15005 Prs P (1)
ehtimalli minimal izafilikli koda uygun kod agaci alariq, harada ki,
r'=r—q,+1 (i,=1 va ya i,, =r oldugda (1) ardiciligr  p, ., ilo
baglayir vo ya Pi, -1 ilo qurtarir).

Teorem 1 lemma 1-lo birlikde minimal izafilikli kodlarin qurulmasi
iigin alqoritm verir. Alqoritm teorem 1-in (7,q) parametrli vo
PP, (P, 2...2 p,) echtimallarli gatirilmis koda tatbiqine osaslanir.
Tillor dostesi olaraq ¢, sayda tilden ibarot (2<¢g, <gq) tillor dostosi
gotirtliir. g, parametri birqiymotli olaraq ilkin verilonlor osasinda toyin
olunur. Dastonin son tapslarine yazilan

pr—q”+1 AR pr

ehtimallar1 da hamginin ilkin verilonler asasinda birqiymatli toyin olunurlar,
bu da ki, » > ¢g olduqda reduksiya vasitosilo alinan kodun parametrlorini
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tapmaga imkan verir. Biz r'=r—q+I1<r,q'=q vo p,,..p, .pP

ehtimallarini aliriq, harada ki, p = Py +...+p..

Belolikla, reduksiyanin ¢oxsayli totbiqi nsticesinde » < ¢ oldugu

masoalo alinir vo agar elementar kodlar {igiin birsimvollu elementar kodlar
gotiiriilorso onda bu mosals trivial hallo malikdir.

Niimuna 3. 1) Tutaq ki, r =4,9=2 vo p, =0,49, p, =0,22,
p; =0,20, p,=0,09.Optimal kodu qurmali.

Qurma prosesini asagidaki kimi tosvir etmek olar

P, 0,49 —» 0 49 0 49
D, 0,22 0 22 |1
P; 0,20 | g
Py 0,09_71
Reduksiya ilo bagli ii¢ addima malik oluruq. Tasvirde baglanan
kvadrat moteriza ilo birlogdirilon hadlor gostarilir. Kodlart qurmaq tigtin her
bir motorizo {igiin ehtimallar ilo B-don olan simvollarin altgoxlugu

arasinda qarsilighh birqiymatli uygunluq qurmaq lazimdir. Bu niimuns
halinda yuxar1 sirada olan birlosdirilon adods 0, asagida olan adado iso 1

simvolu qars1 qoyulur. Sonra iso oks istiqgamotdo p,,..., p, simvollarina

dogru harakoto baglanilir vo métarizelordon kegmokls uygun kod yazilir.
Mosalan,

0,51-0,29-0,20 - p,
yolu 000 kodunu,
0,51-0,22-p,
yolu isa 01 kodunu verir. Belolikls, asagidaki kodlagdirma sxemini aliriq:
a,—1,a,-01,a,-000,a,-001.
2) Tutaq ki,
r=5q=2,p,=0,34,p,=0,18,p;,=0,17,p,=0,16,p; =0,15 .

Optimal kodu qurmah
F —‘ 0

Qurma prosesi asagidaki kimidir:
PDF’

n nltro prcﬁe%s[ona\
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0,65
0,35 0,35
p, 0,34 0,34 0,34
0,31 0,31

p, 018 0,18

p; 017 0,17

p, 0,6

ps 015

Asagidaki yollar aling:
0,65-0,31-0,15-p;; 0,65-0,31-0,16—p,;

0,35-0,17-p;; 035-0,18—p,;
0,65-0,34—p,.

Beloliklo,
a,—-00, a,-10, a,-11, a,-010, a;-011,

l,=034-2+0,18-2+0,17-2+0,16-3+0,15-3=2,31.
3) Tutaq ki, r=6,9=2,p,=006,p,=0,1, p;,=0,09,
p, =008, p;, =0,07, p, =0,06. Optimal kodu qurmali vo onun

cokisini tapmali.
Qurma prosesi asagidaki kimidir:
p, 06 0,6 0,6 0,6 06 |9

4_
; Eigmu !
0,17 |1

—> 013 13 0
D, 0,1
p; 0,09 0, 09]
p, 008 0,08

Ds 0,07 o
Ds 0,06 |1
31
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Sxemden asagidaki yollar1 aliriq:
0,6 - p,;
0,4-0,23-0,1-p,;
0,4-0,17-0,09 - p;;
0,4-0,17-0,08-p,;
0,4-0,23-0,13-0,07 - ps;
0,4-0,23-0,13-0,06 — p, .
Belolikla, optimal kodlagdirma sxemi asagidaki kimidir:
a,—0,a,-101,a,-110,a,—-111,
a;—1000,a, —-1001 .
L(p)=0,6-1+(0,1+0,09+0,08)-3+(0,07+0,06)-4=1,93.
Reduksiya zamani hor bir addimda ehtimallar qiymotlorine goro
nizamlandirilir. Bu nizamlanma he¢ do homiss birqiymatli olmur, bels ki,

eyni qiymata barabar olan ehtimallar da yarana bilar.
Niimuna 4. Tutaq ki, ¥y =7, g =4 vo

p, =023, p,=0,14,p,=0,15,p,=0,13,
p;=0,12, p, =0,10, p, =0,09 .
Tutaq ki, B=1{0,1,2,3} .
Bu niimuns halinda reduksiyani iki iisulla aparmaq olar.

%8 |V
p, =023 0,23 0,231
p,=0,19 0,19 0,19]2
—0,19 "
p, =0,14 0,14 |1
p, =013 0,13 |2
ps =012 0,12 |3
ps =007
P, = 0,09] 1
32
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—R58 0
p, =0,23 0,23 0,23 |1
—%),19 019 |2
p, =0,19 0,19 |o
p, =0,14 0.4 |,
p,=0,13 013
ps =0,12 0,12_]5
p,=0,107] 0
p, =0,09 :IT

Bu tisullar asasinda kvadrat motorizo daxilindo olan elementlori
yuxaridan asagi 0,1,2 vo 3 adadlori ilo nomraloamaklo asagidaki iki olifba
kodlagdirmasi sxemini alariq:

a-1,a,-2,a,-01,a,-02,a,-03,a,-000,a,-001, (%)

a,—1,a,-00,a,-01,a,-02,a;,-03,a,—20,a,—21. =)

Yuxarida sorh olunan kodlagdirma tisulunda hesab olunurdu ki,
P;sDPy»--» P, ehtimallari arasinda on ¢oxu biri sifira baraber ola biler.

Ps--» P, chtimallarinin miixtalif vo p, 2...= p, vo hom do bu

chtimallardan sifra barabar olanlarin say1r vahidden boyiik oldugu halda
minimal izafilikli kodlarin qurulmasi halina baxaq. Tutaq ki,

p;z..2p, >0 va

Py =-=p,=0,r—r,>1.
Ovvalco masals (7, + 1) giris simvoluna malik alifba vo p,,..,p, , p, .,
(burada P, =0) echtimallari halinda holl olunur. Tutaq Ki,
Bl,...,BrO ,Br0+1 minimal izafilikli kodlar ti¢lin elementar kodlardir. Sonra

iso Bro ,; clementar kodu atilir vo a .,a, horflari ii¢iin elementar kod

PRI
olaraq asagidaki sokildo sozlor gotiiriiliir:
B ,=B, ,B"", . .B =B

®)
1+l 1+l B 2
33
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harada ki, ¢(B™")=..=¢(B®)ve biitin B®*" ..., B® miixtolifdirlor.
Aydindir ki, belo qurulan kod minimal izafiliklidir vo prefiks xassosini
odoyir.

Minimal izafilikli kodlarin qurulmasi ti¢lin yuxarida tosvir olunan
tisul Xafman tisulu adlanir. Indi iso optimal kodlara yaxin olan kodlarin
qurulmasi ti¢tin iki tisula baxaq. Bu tisullardan biri Fano, digori iso Sennon
tisuludur. Bu iisullarda B = {0,1} hesab olunur.

Fano {isulu kifayot qgodor sadadir. U olifbasinin simvollari
chtimallarinin artmamasi ardicilligl ilo nizamlanir. Sonra ise simvollar
siyahisi iki ardicil hissaya boliiniir. Bu hissoys b6lmo zamani elo edilir ki,
ham birinci vo ham ds ikinci hissoys daxil olan simvollarin ehtimallarinin
comi miimkiin godor bir-birina yaxm olsun. Birinci hissoys aid olan
simvollara 0, ikinci hissays aid olan simvollara 1 simvolu uygun qoyulur.
Sonra iso har bir hissays daxil olan simvollar da yuxaridaki qaydada iki
ardicil hissays boliniir va onlara da 0 vo 1 simvollart uygun qoyulur. Bu
proses alman hissado on azi iki simvol olduqda tokrarlanir vo i.a. Proses
qurtardigdan sonra har bir simvola hissalors bélme zamani uygun qoyulan
simvollar (0 vo ya 1 simvollar1) ardicilhigi qars1 qoyulur. Bu qayda ilo
alman kod prefiks va tam kod olur.

Niimuna 5. 1) Tutaq ki, r =11 vo

p, =021, p,=0,19, p, =015, p, =0,07,p; =0,06, p, =0,06,
p, =006, p, =005, p, =0,05, p,, =0,05, p,, =0,05.

Fano tsulu ilo optimala yaxin kodu qurmali.
Qurma prosesini asagidaki cadval vasitasils tasvir edak.

a [ p [1] 2] 3 4
a, | 021 [0 ] 00

a, | 019 [0 [ 01 [ 010

a, | 015 | 0 | o1 [ o011

a, | 0,07 [ 1] 10 [ 100 | 1000
a, | 0,06 | 1| 10 | 100 | 1001
a, | 0,06 | 1| 10 [ 101 | 1010
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a, 0,06 1 10 101 1011

a, 0,05 | 1 11 110 1100
a, 0,05 | 1 11 110 1101
a,, 0,05 | 1 11 111 1110
a, 0,05 | 1 11 111 1111

Cadvaldon goriindiiyti kimi kodlasdirma sxemi asagidaki kimidir:
a,—00,a,-010,a,-011,a,-1000, a; —1001, a, — 1010, a, — 1011,
ag—1100,a,-1101, a,, - 1110, a,, —1111.

Kodun izafiliyi ise asagidaki kimidir:

0, =021-24+0,19+0,15)-3+4(0,07+3-0,06 +4-0,05)=3,24 .

2) Tutaq ki, r =5,9=2, p, =0,34, p, =0,18, p, =0,17,

p,=0,16, p; =0,15.Fano iisuluilo optimala yaxin kodu qurmali

va kodun qiymatini tapmali.
Qurma prosesini asagidaki cadval vasitasils tasvir edok:

0
1
0
1 10
1 11
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Demoli, a, -00,a,-01,a,-10,a,-110,a;,—111.
L(p)=(0,34+0,18+0,17)-2+ (0,16 +0,15)-3=2,31.
3) Tutaq ki, ¥ =6,9=2, p, =0,6, p, =0,1, p;, =0,09,
p, =008, p;, =0,07, ps=20,06. Fano tisulu ilo optimala yaxin kodu

qurmal1 va kodun qiymatini tapmali.
Qurma prosesi asagidaki cadval vasitasils tosvir edok:

a, | p. | I| 2] 3| 4
a, (U6 [0

a, [0, [ 1[I0 100

a, | 0,09| 1|10 701

a, | 0,08 T [11| 110

a, | 0,07\ 1|11 [ TIT[ 1110
a, | 0,06\ 1| 11| 111] 1111

Demoli,a, —0,a,-100,a,-101,a,—-110,a;,-1110,a, —-1111.
L(p)=0,6-1+(0,1+0,09+0,08)-3+(0,07+0,06)-4=1,93.
Optimal kodlara yaxin olan kodlarin Sennon iisulu ils qurulmasina
baxaq. Bu tisul ancaq biitiin ehtimallar sifirdan boyiik oldugu halda istifads
olunur. Sennon iisulu asagidakilardan ibaratdir.
Simvollar ehtimallarin azalmasi ardicillifi ilo nizamlanirlar. p,

ehtimalina malik a, horfino g, odedinin sonsuz ikilik kesro ayrilisinin

vergiilden sonraki ilk /¢, =]log// p,[ sayda reqemlor ardicilligi uygun
goyulur, harada ki,

i
qizzpj (i=0m-1).
=0

Aydmdir ki, A>i olduqda (v, belolikla, p, <p,) £, >0, va
1>q,2q,+p, 2q, +27" olur. Odur ki, alman kod prefiks kod olar.

Sonra alinmis koddan kasilmis kod (reqemlarin say1 mohdud) aliriq, hansi
ki, optimal koda yaxim kod olur.
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Teorem 2. Istonilon P ={p,, p,,..., p,,} paylanmasi halinda

m—1 I m—1 I
Zp,. log— < L(P) < Zpi log—+1

i=1 i i=0 i

miinasibotinin qiivvado olmasi {igiin zoruri vo kafi sert elo ¢ ,,7,,....0, ,
tam odoadlarinin mévecud olmasidir ki,
D, = 27N i=0,.,m—1
olsun. Burada
m—1
L(P)=)p, log—.
i=0 pP;
Niimuna 6. Tutaq ki, a,,a,,a,,a;,a,,as,a, simvollarmm
omologolmo ehtimallart p, =0,20, p, =0,20, p,=0,19, p; =0,12,
p, =011, p; =009, p, = 0,09 -dir. Optimal kodlagdirmani tapmali.
Sennon tisuluna uygun kodlagdirma asagidaki cadvalds verilir.

a j2 l, q; Sennon kodu

a, 0,20 3 0,00 = 0,000 000

a, 0,20 3 0,20 = 0,001 001

a, 0,19 3 0,40 = 0,011 01

a, 0,12 4 0,59 =0,1001 100

a, 0,11 4 0,71 =0,1011 101

a, 0,09 4 0,82 =0,1101 110

a, 0,09 4 0,91=0,1110 111
Kodun 2,81
doyari

§4. Sohflars nazarstedici kodlar haqqinda
qisa malumatlar

Rabitos sistemlari verilonlor (molumatlar) manbasini verilonlori gabul
edonlorls kanal vasitasils birlogdirir. Kanala rabite kanali da deyilir. Kanala
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niimuno koaksial kabellor, telefon sobokasi, optik liflor sobokasi, kigik
dalgali elektromaqnit xatlori vo hatta maqnit lentlori vo disklori ola bilor.
Rabita sistemlorinin layihslondirilmasi zamani kanalin girisini hazirlayan
va cixisini emal eden qurgular yaradilir.

Verilonlor monbasindon rabito sistemino daxil olan verilonlor
(molumatlar) ilkin olaraq monba koderi vasitasilo emal olunur va daha
yigcam halda togkil olunur. Bu araliq tosvir simvollar ardicilligindan ibarat
olur vo monbonin kod s6zii adlanir. Sonra molumatlar kanal koderinde emal
olunaraq monba kod soézlori ardicilligindan kanal kod sozlori adlanan
simvollar ardiciligma ¢evrilirlor. Kanal kod s6zlori manba kod sézlarina
nisbaton daha uzun ardicilliqdan ibarat olur vo bu da izafi hesab olunur.
Kod s6ziiniin har bir simvolu bit soklinds vo ya miimkiindiir ki, bitlor qrupu
saklinds olur.

Buradan sonra modulyator qurgusu kanalin kod soziiniin hor bir
simvolunu miimkiin sonlu analoq signallar1 coxlugundan olan uygun analoq
signalina ¢evirir. Analoq simvollar1 ardicilligi kanal vasitesilo 6tiiriiliir.
Kanalda miixtalif tohrifedici tasirlor oldugundan kanalin ¢ixis1 ila girisi bir-
birindon forqlonir. Kanalin ¢ixis1 demodulyasiya olduqdan sonra alinan
simvollar ardicilligt gobuledilon s6z adlanir. Kanalda tohriflor, yaxud
interferensiyalar oldugundan qobul edilon s6z kanalin kod sé6zii ile heg do
homigs iist-listo diigmiir.

Kanal dekoderi gobul edilon sozdo sohvlori tapa bilmesi {igiin
izafilikdon (artigligdan) istifado edir vo bunun noticasinde monbs kod
s6ziiniin «qiymatlondirilmasini» yaradir. ©gar biitiin sohvlor diizaldilibss,
onda monba kod séziiniin «qiymstlondirilmasi» ile menbenin ilkin kod s6zii
ust-listo diigir. Monbonin dekoder qurgusu koder qurgusunun yerina
yetirdiyi amoliyyat1 oksina yerino yetirir vo naticado alinan molumat
istifadaciya verilir.

Sohvlara noazarstedici kodlarin tarixi amerika alimi Klod Sennonun
1948-ci ilds ¢ap etdirdiyi islorden sonra baslamisdir. Aydindir ki, hor bir
kanal tg¢iin kanalin 6tiirmo qabiliyysti adlanan ve saniyads Gtlirtilabilon
bitlorin maksimal saymni gosteron C adadi movcuddur. Sennonun fikrince
agar sistemdon talob olunan informasiya Gtiirma siirati R (saniyada bitlarlo
Ol¢iiliir) C —dan kigik isa, onda sahvlara nazarstedici kodlardan istifado
etmokls elo rabito sistemi qurmaq olar ki, ¢ixigsda sshvin olmasi ehtimali
istanilon gadar ki¢ik olsun. Sennonun bu nazariyyasindan ¢ixir ki, hadden
artiq yaxs! rabito sistemi qurmagq c¢ox vosait tolob edir. Iqgtisadi cohotdon
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sarfalidir ki, kodlasdirma nazariyyasi istifade olunsun. Lakin Sennon yaxsi
kodlarm necs tapilmasi haqqinda he¢ bir melumat vermomisdir, ancaq belo
kodlarin méveud olmasini isbat etmisdir. XX asrin 50-ci illorindo «yaxsi»
kodlarin axtarilmasina ¢oxlu qiivvalar calb edilmasine baxmayaraq o qoder
do yaxst noticolor oldo edilmomisdir. Sonraki on illiklor bu maragh
masoloys az fikir verilmisdi. Bunun ovozino kod tadqiqatgilari asas iki
istigamoatdo uzunmiiddatli tadqiqat islori aparmuslar.

Birinci istigamot tomiz cobri xarakter dagimisdir vo osason blok
kodlarma baxilmisdir. ilk blok kodu Xemmingq torafindon 1950-ci ildo daxil
edilmisdir. Bu kodlar bir sahvi diizoltmays miivaffaq olur. 50-ci illarin
sonunadok bu sahado iroliloyis olmamisdir. Eyni bir nozariyyays
osaslanmayan ki¢ik uzunluglu c¢oxlu kodlar tapilmisdir. Osas iraliloyis,
Bouz va Roy-Coudxuri tarafindon 1960-ciilds, Xokvingem torafindon iso
1959-cu ilds ¢oxqat sshvlori diizoltmoys imkan veran kodlar sinfinin
tapilmasi ilo bagli olmusdur. Bels kodlar BCX kodlar1 adlanir.

Rid va Solomon 1960-ci ildo BCX kodlar1 ilo baglh olan va ikilik
olmayan kanallar {igiin kodlar sinfi tapmuslar.

BCX kodlarmin kosfi «bark» vo «yumsag» koder vo dekoder
qurgularmin qurulmasinin praktik tisullarinin axtarilmasina tokan verdi. Ilk
yaxsi iisul Piterson torafindan verilmisdir. Sonralar Pitersonun tasvir etdiyi
hesablamalar1 yerino yetirmoyin giicli alqoritmi Berlekemp vo Messi
torofindon toklif edilmisdir. Bu alqoritmlorin realizasiyasi yeni rogom
texnikas1 yaranan kimi praktikada istifado olunmaga basladi.

Kodlagdirma sahasinds tadgiqatlarin ikinci istigamati ehtimal
xarakterino malikdir. ilkin todqigatlar halo molum olmayan blok kodlari
siniflarinin an yaxsilarinin sahvlarinin ehtimallariin giymotlondirilmasi ila
olagadar idi. Bu tedqigatlar kodlasdirma vo dekodlasdirmanin ehtimal
noqteyi-nozarindon basa diistilmasi cohdi ilo bagh idi vo bu cohd ardicil
dekodlasdirmaya gotirib ¢ixartdi. Ardicil dekodlagdirmada bloklu olmayan
sonsuz uzunluglu kodlar sinfi daxil edilir. Bels kodlar1 agaclar vasitasila
tosvir etmok vo agaclarda axtaris alqoritmlorinin  komokliyi ile
dekodlagdirmaq olur. ©n somorali agacvari kodlardan bagli kodlar1 niimuna
gostormok olar. Bu kodlarn xotti siiriisdiirmo registrlor dovrasi ilo,
ardicilliglh masinlar vasitesilo yaratmaq olar. Bu zaman molumatlar
ardicilliginin baglanmasi ameliyyat1 hoyata kegirilir. 50-ci illorin sonunda
bagl kodlar {igiin ardicil dekodlagdirma alqoritmlori yaradilmigdir. Belo
kodlar tgtin Biterbi alqoritmi kimi on sado alqoritm 1967-ci ildo
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yaradilmigdir. Bagli kodlar tiglin olan vo ¢ox kicik miirokkobliys malik
Biterbi alqoritmi ¢ox genis totbiq olunur. Lakin ¢ox qiivvatli kodlar {igiin o
magsads uygun deyildir.

70-ci illorde yuxarida adi ¢okilon iki todqiqat istigamati bir-birine
qarigmigdir. Bagl kodlar nazariyyasi ilo cobrgilor masgul olmaga baslamis
vo onu yeni yanasmalar ilo zonginlosdirmislor. Bloklu kodlar
nazariyyasinde Sennonun vad etdiyi kodlara yaxin olan kodlarin alinmasi
miyassor olmusdur. Belo ki, kodlasdirma {igiin iki miixtolif kodlagdirma
sxemi - biri Yusteson torafindon, digori iso Qopp terofindon toklif
edilmisdir. Bu sxemlor vasitasilo ham ¢ox boyiik uzunluga ve ham ds yaxsi
xarakteristikalara malik kodlar sinfi yaratmaq mtimkiin olmugdur. Lakin bu
sxemlor praktik mohdudiyyastlors malikdirlor.

80-ci illarin avvalindan baslayaraq koder va dekoderlor yeni roqam
rabito sistemlori vo yaddasa malik roqem sistemlori konstruksiyalarinda
qurulurlar. Sohvloro nozarstedici kodlarin inkisafi ilkin olaraq rabito
masalalori ilo stimullagdirildigindan terminologiya rabits nazariyyasinden
gotiriilmiisdiir. Lakin kodlarin qurulmasi basqa tatbiglorlo do baghidir.
Mosolon, hesablama qurgularinin  yaddasinda olan molumatlarin
gorunmasinda kodlar istifads olunur (hom amoli yaddasda, vo ham do xarici
yaddas qurgularinda, verilonlor bazasinda). Kodlar rogom mantiqi
dovrelerinin tohriflorin tesirinden qorunmasinda da istifads olunur. Kodlar
verilonlorin  sixlagdirilmasinda, kriptoqrafiyada da istifado olunur.
Kodlagdirma nozoriyyssinin rabito masololorinde  totbiqi  miixtalif
xarakterloro malik olur. Ikilik verilonlor (molumatlar) adoton hesablama
terminallar arasinda, ugan aparatlar arasinda, sputniklor arasinda miibadils
olunurlar. Kodlagdirma etibarli miibadilo toskil etmak tigiin istifado oluna
bilar. Getdikca efir insanlar torafindon yaradilan elektromaqnit dalgalar ila
dolduruldugundan kodlasdirma nazariyyosi getdikca daha giiclii qorunma
vasitosino ¢evrilir. Ciinki kodlasdirma noazoriyyasi rabito xotlorindo
interferensiyalar oldugu halda da etibarli islomays imkan verir.

Kodlagdirma noazariyyssi horbi totbiglorde tez-tez roqib torsfin
bilorokdon yaratdigi interferensiyalar miihitindo etibarli islomoyi tomin
edir.

Bir ¢ox rabito sistemlorinde molumatlarin miibadilesindo 6tiirmo
giclorine  mohdudiyystlor mévcuddur. Moasalon, sputnik vasitasilo
retranslyasiyada giiciin artirllmasi ¢ox baha basa golir. Sohvlors
nozaratedici kodlarin totbiqi zoruri giicin azaldilmasinda ¢ox yaxsi

40

M nitro™" professional



Milli Kitabxana

vasitadir. Belo ki, onlar vasitasilo zoiflodilmis melumatlarin diizgiin
borpasint togkil etmok olur. Sohvlera nezarstedici kodlarin totbiqi
naticasinde xarici yaddas qurgularinda molumatlar1 daha yigcam (six)
yerlosdirmok miimkiin olur.

Kompiiter sistemlorindo, sobokslorinde ¢ox boylk uzunluglu
malumatlar paketlora boliiniir vo miibadils olunur. Sistemin ¢ox yiiklondiyi
dovrlards, yaxud diger sabablordon bu vo ya digar paket ito bilor. Uygun
sohvlora nazarstedici kodlarin totbiqi bels itkilorin qarsisinin alimmasina
komak eds bilor. Belo ki, itmis paketlori molum paketlor vasitasilo barpa
etmoak olar.

Forz edok ki, bizi maraqlandiran biitiin melumatlar (verilonlor) ikilik
moalumatlar kimi tosvir oluna bilar, yoni «0» va «1»-lar ardicilligi kimi. Bu
ikilik molumatlar 6tiirmo kanali ilo &tiiriildiikdo tosadiifi sohvloro moruz
qalir. Kodlagdirma masalasi asagidakindan ibarstdir: mslumat simvollarina
olavo simvollar elo qosulur ki, gebuledicids tohriflor tapilib diizeldils bilsin.
Basqa sozlo desak verilanlor simvollart ardicilligi nisbaton uzun simvollar
ardicilligi il avaz olunur va bu artiqliq (izafilik) verilanlorin qorunmasina
kifayst edir.

M giiciino malik vo n uzunluglu ikilik kod M sayda n uzunlugda

ikilik sozlorden ibarot coxluq kimi tesovviir olunur. Adeten M =2°,
harada ki, £ hor hansi bir miisbat tam ododdir. Belo kod (n,k) — kodu
adlanir.

Tutaq ki, x vo ¥ 1 uzunluglu ikilik simvollar ardicilligidir. x vo y
arasinda Xemminq mosafasi dedikde bu ardicilliglarda bir-birinden
farqlonon movqelarin say1 nazards tutulur vo d(x, y) kimi isars olunur.

Tutaq ki, C = {c,,i =0,1,..., M —1} kodu verilib

d” = min d(c,,c,)
¢;.c;€C P
i#]

kimi toyin olunan d” komiyyati C' kodunun minimal mosafosi adlanir.
Niimuna 1. Tutaq ki, C ={1010,1100,0010,1101} . Aydindir ki,

d(1010,1100) =2, d(1010,0010) =1, (1010,1101) =3,
d(1100,0010) =3, d(1100,1101) =1, d(0010,1101) = 4.

Demoli, d" =1.
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d” minimal mosafaosine malik (n,k)-kodu (n,k,d”) - kodu kimi
do adlandirilir.

Forz edok ki, kod s6zii 6tiiriiliib vo kanalda bir sohv bas verib. Onda
gobul edilon s6z otiiriilon sdzdon bir xemming mosafasindo olar. Basqa kod
s6zlorino gadar masafo 1-don boyiik oldugu halda dekoder sohvi diizolds
bilar, yoni gobul edilon s6zs an yaxin olan kod séziinii 6tiiriilon s6z kimi
gotiirs bilar.

Umumi halda ogor kodlarm 6tiiriilmoesi zamani ¢ sayda sohv (tohrif)
bas veribso vo agor gobul edilon soz ilo kod s6zlori arasinda mosafo #-don
¢ox olarsa,onda dekoder bu sahvi diizalds bilor vo bu zaman gobul edilon
$0za on yaxin kod sozii otiiriilon kod s6zii kimi gotiirtile biler. Deyilonlor

d" > 2t +1 sorti ddonildiyi halda miimkiin olar. Bozon bu sort 6donmadiyi
halda da sohvler diizaldils bilir, lakin onun dogruluguna zomanst verilmir.
Deyilonlors hondosi sorh agagidaki kimi verilir: g -liikk » -ardicilliglarin

hamisinin oamslo gotirdiyi fazada n-ardicilliglarim miisyyen bir ¢oxlugu
ayrilir vo onlara kod sozlori deyilir. ©gor kod sozlorinin minimal masafasi

d” iso vo t odadi d* >2¢+1 sortini 6doyan an bdyiik tam odoaddirso,
onda har bir kod s6zii strafinda ¢ radiuslu bir-biri ilo kesismayan kiirsler
¢okmok olar. Bu kiiralor dekodlasdirma kiiralori adlanirlar. Qobul edilon
s6z har hansi bir kiiroys daxil olur. Dekodlagdirma zaman1 qabul edilon s6z
onun daxil oldugu kiiranin moarkazinds yerloson kod s6ziine dekodlasdirilir.
Molumatlarin 6tiirtilmesi zamani #-don ¢ox olmayan sayda sohv bas
verarsg, onda qobul edilon s6z homise uygun kiiroys daxil olar vo
dekodlasdirma diizgiin olar. Ogor 7 -don ¢ox sayda sohv bag verarsa gobul
edilon sozlordon bazisi basqa dekodlasdirma kiirasine daxil olacaq va
dekodlagdirma diizglin olmayacaq. Bozi gobul edilon sozlor #-don ¢ox
sayda sohv bag vermis oldugu halda sferalar arasi sahaya diistir.

Dekoderlor iki qrupa bolinir: natamam dekoderlor vo tam
dekoderloar.

Natamam dekoderlor ancaq dekodlagdirma sferasi daxiline diigon
gobul edilmis sozlori dekodlasdirir. Qalan sozlori ise, harada ki, #-don ¢ox
sayda sohvden ibarat olur, dekoder diizaldils bilmayan s6z kimi gotiriir.

Tam dekoderlar isa qobul edilon s6zii ona an yaxin olan kod s6ztine
(en yaxin sfera morkazing) dekodlagdirir. ©gor on yaxin kod s6ziiniin say1
birdon ¢ox isa (yani barabar masafalords isa), onda onlardan hor hansi biri
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gondorilon kod sozii elan edilir. # saydan ¢ox sohv bas verdiyi halda tam
dekoderlor cox vaxt dekodlagsdirmani diizgiin hoyata kegirmir.
(n,k) - kodunda R =k/n kimi toyin olunan komiyysto kodun

stirati deyilir.

Tutaq ki, ¢ kod sozii verilib. ¢ kodunun sifirdan forgli simvollarinin
(movgelarinin) sayini gostoron w(c) komiyyati ¢ kod soziiniin Xemming
¢okisi adlanir.

Verilon C ={c,,c,,...,c,,} kodunda d° minimal mosafosi ii¢iin
asagidaki miinasibat dogrudur:

d” =minw(c)=w".
s

! sayda sohvi diizoltmok iigin w" minimal g¢okisi w’™ > 27 +1
sortini 6daysn kod tapmaq lazimdir.

On avval sads kodlar adlanan kodlara baxaq. Sads kodlara asagidaki
kodlar aiddir: ciitliys tamamlamaqla sads kod; tokrarlamaqla sads kod,
Xemming kodlar1.

Ciitlilya tamamlamagla sada kodlar. Bu kodlar yiiksak siiratli,
lakin pis korreksiyaedici xarakteristikahidirlar. Verilmis k& sayda
informasiyaya bir bit alava olunur va belaliklo & + I sayda bit alinir. & + 1
-ci bitin mozmunu k sayada bitin mozmunundan asili olur. Ogor ilk &
sayda movgeds «1»-o borabar mozmunlu bitlorin say1 ciit olarsa, k + I -ci
bito «O», tok olarsa — «1» yazilir. Belo kodlar (k + /,k)yaxud (n,n— 1)

kodlardir vo d" = 2- dir. Odur ki, bu kodlar vasitesilo he¢ bir sohv
diizoldilo bilmir. Belo kodlar bir sohvi agkar etmok ii¢iin istifado olunur.
Bazan tokliys tamamlamagla sads kodlar da istifads olunur.
Takrarlamaqla sads kodlar. Bu kodlar kicik stirotli kodlardir va
yaxs1 korreksiyaedici xarakteristikaya malikdir. Tokrarlamagla sads kodlar
bir informasiya soziinii n dofo tokrarlamaqla (adoton n tok adad olur)
alinir. Belo kodlar (n,7) -kodlardir vo minimal mosafo » -dir. Bu kodlarla

(n— 1)/ 2 sayda sohv diizaldils bilar.
Xemming kodlari. Hor bir m tam ododi  lglin
(2" -1, 2" — 1 —m) - Xemminq kodu mévcuddur. Xemminq kodlar1 bir

sohvi diizoltmays imkan verir vo boyiikk m -lor {iglin bu kodlarin siirati
vahids yaximndir.
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Xemming kodlarmmin qurulmasmma baxaq: Tutaq ki, mslumat
movqelori «,,a,,...,a, -dir. Bu movgelor f,,f,,..., 5, movgelorino

kodlagir, harada ki, ¢

m

14
2’”32_

’+1
sortini 6doyan an kigik tam adoaddir.

1,2,...,¢ ododlorini asagidaki kimi qruplara bolok: R,,R,,...,R,,
harada ki, k = ¢ —m . Qeyd olunmus 7 {i¢iin R, ¢oxluguna o adodlori daxil

edok ki, onlarin ikilik say sistemindo yazilisinda 7-ci mévqe (vahiddon
baslamaqla saydiqda) «1»-don ibarat olsun. Aydndir ki, R,,R,,...,R,

¢oxluglarimn birinci elementlori uygun olaraq / = 2°, 2=2",.... 2% yoni
ikinin qiivvatlori olacaq. f,, i=1,2,..,/ movqelerindon indekslori
1,2,...,25" komiyyotlorino borabor olanlart nozarst mévqelori adlanr,
qalanlart iso informasiya movqelori adlamr. S, i=12,.,/
movgelorindon informasiya mévqelarini indekslorin artmasina gore ardicil

diizorok onlara uygun olaraq «,,a,,...,«, informasiya movgelorinin

m

giymatlarini manimsadok:
Bi=a,, fs=a,, fs =3, B, =,
Sonra isa nazarat movqelari asagidaki kimi miioyyon edilir
B= > B, GF2), i=12..k.
JERN2T!}
Burada GF (2) yazisi comlomanin mod 2 -ya goéro aparilmasini gostarir.

Sonuncu diisturdan goriindiiyti kimi Xemmingq kodlar1 yaradilan
zaman ardicilliqli maginlardan istifads oluna bilar.
Indi Xemminqg kodlarinin dekodlasdirilmasi sxemino baxaq. Tutaq

ki, B/,pB,,.... 5, simvollart qabul edilmigdir. Asagidaki kimi hesablama
apartlir:

s; =B, GF(22), i=12,..k.

JER;
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Ogor s, =0, i=12,.,k olarsa, onada heg¢ bir sohv bas

vermomisdir. ©ks halda (s,s,_,...s;) ikilik koduna uygun olan odod
miioyyan edilir vo bu indeks kimi gotiiriiliir. Tutaq ki, bu indeks p -dir.

Onda S 7’ =1®p 7’ korreksiyasi hayata kegirilir. Sonra iso 6tiiriilon kodun

mévgelorini S/, f,,..., #, kimi gotiirmoklo dekodlagdirma prosesi sona
yetmis hesab olunur.

Niimuna 2. Tutaq ki, informasiya sozlori m =4 ikilik movqgedon
ibarotdir: i,,i,,7;,i,. Belo sozlorin sayr 2" =16 ododino borabordir vo
onlar cadval 1-do verilir. Bu m sayda movqeyos k sayda movqge olavo

edok. Noticado ¢ =m+k sayda movqe alariq, yoni ¢ =4 +k . k odadini
ela sec¢ak ki,

2( 24+k
2" < voya 2'<———
l+1 4+k+1
sorti ddonsin. Bu sorti ddoyan on kigik k& ododi 3-o borabordir. Demoali,
(i,,1,,15,1,) sozlorinin  kodlagdirilmas1  noticosindo  alnan  kod

(¢,m)=(7,4) kodu olacaq.
R,,R,,R; ¢oxluqlar1 asagidaki ¢oxluqlardir:
R, ={1,3,5,7}, R, ={2,3,6,7}, R, ={4,5,6,7} .

(i,,i,,i5,1,) sozi (B,,0,,....,) sozino kodlasir. fS,,p,,0,
movqelori nozarot movqelori, f;, S5, B,, B, ise informasiya movqeloridir.

Kodlagdirma zamani

By =i, Bs =i,, B; =i, p, =1, (D
gotirulur. Sonra iso f,,5,,0, yoxlayict movqelorinin qiymotlori
asagidaki diisturla tayin olunur.

B=B;0B®B,, B,=5,OP,OpB,, B,=P;DL;Dp,. (2

(iyiysiysiy) sozino uygun (B, By, Bss By s Bss ;) kodunun

har bir mévqesinin qiymoti (1) vo (2) miinasibatlori ilo hesablanaraq codval
1-da verilmisdir.
Cadval 1.
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i\ L a i B B | By Bl Bs| Bs| B
0|0 |O0] 0O 0 0O[0|0]O0]O
0|01 O 1 1 1 0O|1]0]|0]|1
0] 0 1 0] O0 1 o1 |0]|1]0
01| 0 1 1 1 0 0[O0 |0 11
0 1 0] 0 1 0 O(1|1]0]0
0 1 0 1 0 1 0O|l0|1]0]|1
0 1 1 0 1 1 0O|l0|1]|11]0
0 1 1 1 0 0 O (1 |1]1]1
1 0|01 O 1 1 1100|010
1 0] 0 1 0 0 1 {1 [0]0]1
1 0 1 0 1 0 1 {1 [0]1]0
1 0 1 1 0 1 110011
1 1 0|01 O 1 1 {1 [1]01]0
1 1 0 1 1 0 10 1]0]1
1 1 1 0| O 0 101 ]1]0
1 1 1 1 1 1 1 {1 |1]1]1

Tutaq ki, 6tiirtilon informasiya mévgelori
ﬂ]lzlv ﬂzl =1, ﬂ; =0, ﬂ:t =0, /B; =0, ﬂé =0, ﬂ7’ =1

kimi olan so6z soklindoe qobul olunub. Otiirmo prosesindo tohrif bas verib
vermomasini yoxlayaq. Bunun ii¢iin asagidaki hesablamalar1 aparaq:

s, =BOBOROR=1D0D0D]=0,

S, =L OB OBROL =100O0D]=0,

;=B OB OB OB =000D0D]=1.
s; # 0 oldugundan tohrifin bag vermosi aydn olur. (s;s,s,)=100,=4,,

oldugundan tohrifo moruz qalan movqe dordiincii movqgedir. Demali, dordiincii
mévge f,=1® [, =1®0=1 kimidir, otirilon kod sézii iso

(ﬂj,ﬁ23ﬂ3aﬂ4aﬂ5oﬁ6vﬂ7) = (110100]) sozudiir.
Kod siniflori asagidaki qruplara boltintirlor:
-blok kodlart;
-agacvari kodlar;
-hesabi kodlar va i.a.
Blok kodlar xatti va geyri-xatti blok kodlarina béliintirlor.
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FOSIL II. KODLASDIRMA NOZORIYYOSININ
COBRI 9SASLARI

§1. Cabri amoal va cabri struktur anlayisi

Tutaq ki, hor hansi bir G ¢oxlugu verilmisdir. Bu ¢oxlugun
elementlori adodlordon vo ya hondosi tobisto malik obyektlordon vo ya da
ixtiyari ogyalardan ibarat ola bilor. Ogor G ¢oxlugunun miioyyan nizamla
gotiriilmiis a vo b elementlari ciitlityiine G ¢oxlugunun tigiincii bir ¢
elementi miisyyon bir qayda tizro birqiymstli olaraq qars1 qoyulursa, onda
deyirlor ki, G ¢oxlugunda binar cabri amosl toyin olunmusdur.

Analoji olaraq «unary», «ternar» vo i.a. «n-ar» cobri omsl toyin
olunur: unar cobri omal zamami G c¢oxlugunun bir elementine G
coxlugunun bagqga bir elementi, ternar cobri oamal zaman1 G ¢oxlugunun ii¢
elementine G ¢oxlugunun basqa bir elementi v i.a. n -ar omoal zamant iso
G ¢oxlugunun n sayda elementlorino G ¢oxlugunun bagqa bir elementi
qarst qoyulur.

Xiisusi hallarda, cabri omoli toplama ve ya vurma adlandiraraq onu
«t» va ya «» (noqte) kimi isaro edirlor. Cox vaxt cobri omali {imumilik
iiciin «*» simvolu ilo do isare edirlor. G ¢oxlugunda * omolinin toyin
edilmosi o demokdir ki, a,b € G olarsa, onda hom do a*b € G olar. Bu

halda, basqa sozls, G x G — G inikasi toyin olunmusdur.

Niimuna 1.

1. Tam adadlar ¢oxlugunda toplama va vurma cabri amollori tayin
olunub;

2. Tam adadlar ¢oxlugunda bélma amali cabri amal toskil etmir. Belo
ki, bir torafden sifira bolma toyin olunmayib, diger torofden iss iki tam
odadin nisbati tam adoad olmaya bilar;

3. Natural adadlor ¢oxlugunda ¢ixma amali cobri amal toskil etmir;

4. Irrasional adadlor ¢coxlugunda vurma omoli cobri omol toskil etmir.

Belo ki, iki irrasional ododin hasili irrasional olmaya bilor. Masalen, /5 vo
/25 odadlori tigiin (ciinki /5 -3/25 = 5);
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5. Miilahizolor ¢oxlugunda konyunksiya (mentiqi vurma) vo
dizyunksiya (montiqi toplama) kimi adlandirilan amsller riyazi mentiqds
cobri omollor togkil edir.

6. Tam ododlor ¢oxlugunda kvadrata yliksoltmo omosli unar cabri
omol toskil edir.

7. Miilahizalarin inkar1 amali riyazi montiqds unar cabri amal togkil
edir.

8. Natural adodlor ¢oxlugunda iki adadin on bdyiik ortaq boloni vo an
kicik ortaq boliinaninin tapilmasi amallari binar cabri amallar tagkil edirlar.

9. (n x n) -ol¢uli matrislorin toplanmas1 vo vurulmasi belo matrislor

coxlugunda cobri omallar togkil edirlor.

Caobri omollor miixtolif xassoloro malik ola bilorlor. Bu xassoalors
kommutativlik, assosiativlik xassolori aiddir. Moasalon, tam odadlor
¢oxlugunda vurma vo toplama omollori hom kommutativlik vo ham do
assosiativlik xassoalorine malikdirlor. Tam adodlor ¢oxlugunda ¢ixma omali,
(n x n) -ol¢tlii matrislorin vurulmasi amali kommutativlik xassasine malik

deyildirlor.

Bir cabri amal bagqa bir cobri amals nazoran miisyyan bir xassaya
malik ola bilor. Masolon, vurma omolinin toplama omolino nozoron
distributivlik qanunu.

Miasir cobrin {imumi cobr adlanan boélmosi cobri strukturlar
Oyranmaklo mosguldur. Cabri strukturlar: cobri sistemlar, universal cobrlar
kimi do adlandirirlar.

Cabri strukturlar miisyyon xassalora malik olan bir ne¢a cabri amalin
toyin olundugu miixtalif tabiatli elementlars malik ¢oxluglara deyilir.

Qeyd edok ki, G ¢oxlugu iizerindo # -ar cobri amali riyazi olaraq
asagidaki inikas kimi tayin olunur:

f:GxGx..xG—> G,
harada ki, «x» coxluglarin Dekart hasili amalinin isarasidir. Beloalikla,
cobri omal 7 -dayisenli (7 -yerli) funksiya (inikas) kimi toyin olunur. Hor

hanst bir A cabri strukturu riyazi olaraq G ¢oxlugu ilo onda toyin
olunmus omoallorin S goxlugunun yi1gimi kimi toyin olunur vo

4=(G,S)
kimi yazilir. Burada G ¢oxlugu A cobri strukturunun dastyicisi, S iso
onun signaturasi adlanir. S siqnaturasi asagidaki kimidir:
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S={fi,fn}-

Burada f,,i= L_m , 1 -ar omoaliyyatdir (7 -doyisonli funksiyadir).

Bozon cobri sistemi asagidaki ticliik kimi do toyin edirlor:
A=(G7QF7QP)' (1)
Burada G esas c¢oxluq (dasiyict ¢oxluq), 2, ={F,,F,,..F;} vo
Q, ={F,,P,,..,P;} isa G -dd toyin olunmus uygun olaraq cabri amallor

vo predikatlardan ibarat ¢oxluglardir:
F,:GxGx..xG—>G, P :GxGx..xG—>{0,l},
/ k
(=1i, k=1,j.

Ogor cabri sistem ancaq amoallorla toyin olunursa, onda ona cabr,
ancaq predikatlarla toyin olunursa, onda ona relyasiya modeli deyilir. (1)
miinasibatino uygun olaraq cobr 4 =< G,Q, >, relyasiya modeli iso
A=< G,Q, > kimi ciitliikls toyin olunur.

Cabri strukturlar nozeriyyssinds dasiyict ¢oxlugun neytral elementi
va bu ¢oxlugdan olan elementlors simmetrik elementlor anlayislart miithiim
rol oynayir. Bu elementlar cabri strukturun signaturasina daxil olan bu vo
ya digor amollors nazoran hesab olunur.

Tutaq ki, @ elementi G ¢oxlugunun har hansi bir elementidir vo G
coxlugunda * binar cobri omoli toyin olunub. Ogor istonilon b € G iigiin
ax*b=>b voya bxa=>b sorti ddonarso, onda a elementino G
coxlugunun * cabri amoalina nazaran neytral elementi deyilir.

Niimuna 2.

1. G ¢oxlugunun alt ¢oxluglari arasinda birlosmo cobri amolinog
nazoran neytral element J  bos ¢oxluq elementidir;

2. G ¢oxlugunun alt ¢oxluglari arasinda kasisma cobri oamolina gérs
G ¢oxlugu 6zii neytral elementdir;

3. Z tam adadlor ¢oxlugunda toplama omolins gors sifir — 0 neytral
elementdir;

4. Z tam odadlor ¢oxlugunda vurma amslino gora 1-vahid neytral
elementdir.

G c¢oxlugunda toplama amoline goro neytral elementi adoton «sifir
element» adlandirirlar vo «0» simvolu ils isars edirlor. Vurma omolino géra
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neytral elementi iso «vahid element» adlandirirlar vo « & » voya «e» voya
da «1» ilo isaro edirlor.

Lemma 1. Ogor G ¢oxlugunda * cobri amolino goro neytral
element mévcuddursa, onda o, yeganadir.

Ishati. Oksini forz edok — forz edok ki, G ¢oxlugunda iki neytral
element movcuddur. Bu elementlori e va e’ ilo isara edok. Aydindir ki,
e neytral element oldugundan e’ iigiin do e+ e’ =¢' 06donocok. Digor
torofdon e’ do neytral element oldugundan e elementi iigiin do e+ e’ = e
miinasibati ddonacok. Alinan miinasibatlori miiqayiso etsok e = e’ alariq.
(]

Tutaq ki, G c¢oxlugunda * cobri omoli toyin olunub vo e
elementi bu amolo nozaron G ¢oxlugunda neytral elementdir. a € G
elementi iigiin a*a’'=e sortini 6doyon a'€ G elementino g -nin  *
omolina nazaran simmetrik elementi deyilir.

Niimuna 3.

1. Tam ododlor ¢oxlugunda verilmis a elementino + (toplama)
omolino nazoron simmetrik element « — a » adadidir.

2. Rasional odoadlor ¢oxlugunda sifirdan forqli a elementino X

. . : 1 .
(vurma) amolina nazaran simmetrik element «—» elementidir.
a

3. k -qiymotli montiqds verilmis a elementino (a # 0) mod k {iizro

toplama amoalins nazoron simmetrik element £ — a kimi (burada «-» isarasi
ad1 ¢gixma amoliyyatinin isarasidir) toyin olunan elementdir.

Cabrlarin (cobri sistemlarin) bir ¢ox névleri mévcuddur. Qrup, halqa,
meydan vo bir sira digor cobri strukturlart fundamental cobri strukturlar
adlandirirlar. Bozi cobri sistemlori gérkomli riyaziyyat¢ilarin adlart ilo
adlandirirlar. Masalan, Abel qrupu, Qalua meydani, Kantor cabri, Jeqalkin
cobri, Post cobri, Rosser-Turgett sistemi, Klini cabri va s.

Cobri strukturlarin on sadesi bir cobri amolin toyin olundugu
sistemlardir. Bunlara qruppoid, yarimqrup, monoid va qrup kimi sistemlor
aiddir.

§2. Qruppoid, yarimqrup vo monoid

Bir cobri amolin toyin olundugu G ¢oxluguna qruppoid deyilir.
Demoli, qruppoidds istonilon a,b € G lgiin a*b € G sorti 6donir, harada
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ki, * omoli G ¢oxlugunda toyin olunan amoaldir. Bu sortdon basqa, agor
istonilon a,b vo ¢ Ugin * omali c*(a*b)=(c*a)*b sortini do

odoyarso onda G ¢oxluguna assosiativ qruppoid vo ya yarimqrup deyilir.

* omoli toplama omaoli olarsa, qruppoid ve yarimqrupa uygun olaraq
additiv qruppoid vs additiv yarimqrup deyilir.

* omoli vurma omoli olarsa, bu halda G ¢oxluguna multiplikativ
qruppoid va ya multiplikativ yarimqrup deyilir.

Tutaq ki, G ¢oxlugu * omoalino nazoran yarimqrupdur. Ogor *
omoalino nazeron G ¢oxlugunda neytral element olarsa, onda G ¢oxluguna
monoid deyilir. Analoji olaraq additiv vo multiplikativ monoid anlayislart
tayin olunur.

Ogoar qruppoid, yarimqrup vo monoidds cobri amol kommutativlik
xassosino malik olarsa, onda onlar uygun olaraq kommutativ qruppoid,
kommutativ yarimqrup vo kommutativ monoid adlanirlar.

Ogor baxilan G ¢oxlugu sonlu iss, yani sonlu sayda elementlordon
togkil olunmusdursa, onda gotiiriilon cobri omslo nozoran qruppoid,
yarimqrup vo monoid uygun olaraq sonlu qruppoid, yarimqrup vo monoid
adlanir.

Niimuna 1.

1. Natural ododlor ¢oxlugu adi toplama omoline nozeron hom
qruppoid vo ham do yarimqrup amols gatirir;

2. Natural adadlar ¢oxlugu adi vurma amalins nozaran ham qruppoid
va ham ds yarimqrup amsls gatirir;

3. Tam oadadlor ¢oxlugu ham adi toplama vo hom do adi vurma
amollarine nazaroan monoid amals gatirir;

4. {0,1,...,m —1} odadlor ¢oxlugu mod m tzro toplama omolino

nozaran qruppoid, yarimqrup ve monoid omalo gatirir.

Yarimqruplart isare etmok liglin uygun dasiyict ¢oxlugun vo cabri
omolin métarize daxilinds yazilisindan istifado olunur. Masalan:

(N,+) va (N, ) -uygun olaraq adi toplama vo adi vurma amolino
nozoron natural odadlor coxlugundan omolo golmis
yarimqruplardir;

(Z,4) va (Z, -) - uygun olaraq adi toplama vo adi vurma amaline
nazaran tam adadlor coxlugundan amols golmis yarimqruplardir;

(0,+) vo (Q, -)-uygun olaraq adi toplama vo adi vurma omolino

nazaran rasional adadlor coxlugundan amals galmis yarimqruplardir;
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Bu yarimqruplardan (Z,+) ve (Q,+) hom do monoid amolo
gotirirlar.
Ovvalea bir anlayisla tanis olaq. Tutaq ki, A vo B ¢oxluglari
verilmisdir vo ¢ inikast 4 ¢oxlugunun elementlorini B ¢oxlugunun

elementlorine inikas etdirir: @: A — B . Ogoar istonilon b€ B iigiin elo
a € A movcud olarsa ki, ¢(a) =b olsun, onda ¢ inikas1 suryektiv vo ya
lizoring inikas adlanir.

Ogor istonilon a',a" € A igin @(a')=@(a") miinasibatindon
alinarsa ki, a' = a", onda @ inikas1 inyektiv vo ya daxilo inikas adlanir.
Inyektiv inikas halinda 4 ¢oxlugunun miixtolif elementlori B ¢oxlugunun

miixtolif elementlarino inikas olunur.
Ogor @ inikasi eyni zamanda hom suryektiv vo hom do inyektiv

inikas olarsa, onda ona biyektiv inikas deyilir.

S =(S,0) vo T =(T,*) kimi iki yarimqrupa baxagq.

Tutaq ki, ¢ inikas1 S ¢oxlugundan 7" ¢oxluguna hor hansi bir
inikasdir. ©gor istonilon x,y e § {iglin @(xoy)=@(x)*@(y) olarsa,
onda @ inikast homomorfizm vo ya homomorf uygunluq adlanir.

Verilon § =(S,0) vo T =(T,*) yarimqruplar1 arasinda homomorf
@ inikasi olarsa, onda S vo 7 yarimqruplari arasmnda «o» vao «*»
omollorine nozeron homomorf uygunluq mévcuddur. @ homomorfizmi
suryektiv inikas olarsa, onda S vo 7 arasinda miinasibot epimorfizm,

inyektiv olarsa, onda monomorfizm, biyektiv olduqda ise izomorfizm
adlanir.
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§ 3. Qrup anlayis1

1. Qruplarin torifi vo onlara niimunslor. Qrup anlayis1 cobrin
osas anlayislarindan biridir vo qrup dedikde miisyyon bir cebri struktur
nozords tutulur. Qruplara konkret niimunslor olmagina baxmayaraq onlar
timumi halda todqiq etmok {igiin riyaziyyatda abstrakt qrup anlayis1 daxil
edilir.

Torif 1. Tutaq ki, G ¢oxlugu verilmisdir vo burada * cobri amali
toyin olunmusdur. Ogor asagidaki xassalor ddonorss, onda G ¢oxluguna
qrup deyilir:

1) gapalilig: hor bir a € G va b € G elementlorindon ibarat ciitliik
igiin c=ax*b elementi G ¢oxluguna daxildir;

2) assosiativlik: hor bir a,b,c € G Uglin

a*(b*xc)=(a*b)*c.

3) neytral elementin méveudlugu: G ¢oxlugunda neytral adlanan
e elementi movcuddur vo eladir ki, istonilon a € G elementi tigiin

axe=e*xa=a.

4) simmetrik elementin mévcudlugu: G -don olan istonilon a
elementi iigiin ona simmetrik adlanan elo b elementi mévcuddur ki,

a*b=bxa=e
Odonir.

Ogar G grupunda sonlu sayda element mdvcuddursa, onda ona
sonlu qrup, elementlarin sayina iss G qrupunun tortibi deyilir.

Bozi qruplar asagidaki slavs xassoys malik olur: onlarin istonilon a
vo b elementi ti¢iin

a*b=b*a.
Bu xasso kommutativlik xassosi adlanir. Kommutativlik xassasine malik
gruplar kommutativ va ya Abel qruplari adlanirlar.

Bozi qruplarda qrup emaliyyati + ils isars olunur vo toplama adlanir
(hotta adi toplama omoliyyati belo olmadigi halda). Bu halda neytral
element sifir adlanir vo « 0 » ilo isara olunur. ¢ elementino simmetrik olan
element «— a» kimi yazilir, belo ki,

a+(—a)=(-a)+a=0.
Bozon qrup amoliyyati X ilo isaro olunur vo vurma adlanir (hotta o adi
hesabi vurma omoliyyati olmadiqda bels). Bu halda neytral elementi vahid
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adlanir va «1» ilo isaro olunur. ¢ odadino simmetrik olan element «a ' »
kimi isars olunur, bels ki,

1 1

a-a =a -a=1.
Teorem 1. Hor bir qrupda neytral element yeganadir. Qrupun har bir
elementino simmetrik olan element do yeganadir vo (a™') ' =a.

Ishati. Tutaq ki, e vo e’ qrupun neytral elementloridir. Onda
e=exe' =¢'. Tutaq ki, b vo b' elementlori a elementino simmetrik
olan elementlordir. Onda

b=b*(a*b)y=(b*a)*b' =D’

Nohayot, a'a=aa™' =1, beloliklo, a elementi a™' elementino

simmetrik  elementdir. Simmetrik elementin  yeganoliyino  goro
(@H'=a. O

Qruplara ¢oxlu niimunalor mévcuddur. Oksar qruplar sonsuz sayda
elementdon ibaratdir.

Niimuna 1. Sonsuz qruplara niimunslar:

1. Adi toplama amalina gora tam adadlar ¢oxlugu.

2. Adi vurma amoaline nazoron miisbot rasional adadlor goxlugu.

3. Matrislorin toplanmas1 omolino nozoron 2 X 2-6l¢iilii hagigi
qiymatli matrislor coxlugu.

Bir ¢ox gruplar ancaq sonlu sayda elementlordon ibarat olur.

Niimuna 2. Sonlu gruplara niimunslor:

1. mod 2 tizrs toplama amaline gora G = {0,1} coxlugu.

2. mod 10 tizre toplama ameline gors G = {0,1....,8,9} ¢oxlugu.

3. Vahidin » -ci derocedon kokleri ¢oxlugu kompleks adadlorin
vurulmast omoline gors vo i.a.

Bir godar miirakkeb niimuns kimi geyri-abel qrupu quraq. Tutaq ki,
borabar tarafli {igbucaq verilib va onun topalari saat aqrobi istigamatinda
A,B va C ilo nomralonib. Bu tigbucag: firlatmaqla, yaxud oxa nazeron
oks etdirmokle alt1 qaydada 6zii-6ziino inikas etdirmok olar, hom do bu
inikaslarin tors ¢evirmolori do mévcuddur. Cevirmolori 1,a,b,c,d va £ ilo
isara edok. Bu ¢evirmalor asagidakilardir:

1=(4ABC - ABC) (dayisiklik yoxdur);

a=(ABC — CAB) (saat oqrabi istigamatinds firlanma);

b=(ABC — BCA) (saat aqrobinin oks istiqamatinds firlanma);
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c=(ABC - ACB) (A bucaginin tonbdlonino nozoron oks
olunma);

d =(ABC — CBA) (B bucaginin tonbdlonino nozoran oks
olunma);

! =(ABC — BAC) (C bucaginin tonbdlonine nazoron oks
olunma);
Burada ABC — BCA ¢evirmasi A topasinin B topasing, B topasinin

C topasino, C toposinin A topasino kegmosini gostorir. Beloliklo,
tigchucaq 120° gevrilir. Tutaq ki, (G,*) qrupu G = {l,a,b,c,d, !} goxlugu
ilo toyin olunur vo y * x omoliyyati ovvalco ) ¢evirmasinin, sonra isa x
cevirmasinin ardicil yerina yetirilmasinin naticosini gosterir. Masalon:

axd=(ABC — CAB)* (ABC — CBA)=(ABC — BAC )=
Belolikla, x * y t¢ilin asagidaki cadvali qurmaq olar:

y

Q
[

S QU0 R R
S U Q=
AL O S—= T Q
0O QU =S &
ST = Q0
QU =T 0 QL X
— S Q Q0 & s

Cadval quruldugdan sonra, mosolonin handosi mongayini unutmaq olar.
Cadval 6zii qrup toskil edir. Qeyd edok ki, baxilan niimuna geyri-abel
gruplarina nimunadir, belo ki, a*c#c*a.

Dévri qruplar. Qruplarin bir n6évii do dovri qrupdur. Eyni bir a
elementinin miisbat vo moanfi daracali qiivvatlorinden (vo ya miisbat va
monfi misillorindon) ibarot olan qrup dovri qrup adlanir. a elementi bu
grupun dogurani adlanir. Aydindir ki, @' elementi do doguran adlandirila
bilor.

@ "naLa,..,a",... elementlori ciit-ciit miixtolif ola bilarlor.
Bu halda grup sonsuz (vo ya sarbast) dovri qrup adlanir.
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Sorbast dovri qruplara toplama amolins nazoran tam adadlor
coxlugu niimuns ola biler.

Dovri qrupun elementlari arasinda borabor olanlar1 ola biler. ©gor
k>m oldugda a* =a” olarsa, onda «"” =1. Beloliklo, doguran
elementin hor hansi bir doracoli quivveti vahido borabor olur. Bu sorti
0doyon on kicik natural doracoye a elementinin fortibi deyilir. Ogor a

elementinin tortibi » natural adodidirss, onda 1,a,a’,...,a"" elementlori

arasinda borabor olanlari yoxdur, ¢iinki borabor olanlar1 olsaydi, onda
onlarin doracalari forqi » -don kigik olardi vo bu da # -in tortib olmasina

n-1

ziddir. Hor bir a™ elementi 1,a,...,a"" elementlorinin biri ilo, mosalon,

a” ilo iist-iisto diigiir, harada ki, 7 adodi m odadi # -o boliindiikds alinan
gahqdir.

Simmetrik qruplar. Qruplarin basga bir novii do simmetrik
gruplardir. Simmetrik qrup verilmis » natural adadi halinda » -ci deroacali
ovazlomoalar g¢oxlugunun ovozlomolorin vurulmasi omoline géra amoalo
gotirdiyi qrupdur. Aydindir ki, ovozlomolorin vurulmasi assosiativlik
xassasino malikdir, lakin kommutativlik xassesine malik deyildir. Bu

grupda vahid kimi
1 2..n
E =
1 2..n

g 1 2..n
iy iy i
(i, 0y i,

st 5ok

ovozlomasidir. Simmetrik qruplar abel qrupu deyildirlar.
2. Altqrup. Qonsuluq siniflori. Tutaq ki, G hor hans1 bir qrupdur

elementi ¢ixig edir. Verilon

elementinos tars element

vo H iso G -nin har hansi alt ¢oxlugudur. Ogor H ¢oxlugu G -do toyin

olunan * omoliyyatina gora qrup toskil edirss, onda H alt ¢oxluguna G
gqrupunun altqrupu deyilir. Masolon, ciit adadlor ¢oxlugu veo {igiin misillori
olan adadlar ¢oxlugu biitiin tam adadlor ¢oxlugunda toplama amaline gora
altqruplardir.

56

M nitro™" professional



Milli Kitabxana

Teorem 2. (G,*) qrupunun / alt ¢oxlugunun altqrup olmasi iigiin

zoruri vo kafi sort agagidakilarin olmasidir:

1) VabeH igin axbe H ;

2)aeH igina' e H .

Ishati. Zorurilik. Tutaq ki, H alt ¢oxlugu (G,*) qrupunun alt-
grupudur. Onda V a,be H igin a*beH vo VYaeH igin

a*a”' =e sortini 6doyen a~' méveuddurvo a”' € H .

Kafilik. Ya,b € H tgiin a*b e H olmasi burada * omalinin toyin
olundugunu gostorir. * omolinin F -da assosiativlik sortini ddomosi
omoliyyatda istirak edan elementlorin ham do G qrupunun elementlori
olmasindan alinir.

Tutaq ki, a € H . Sorto géro a' € H . Diger torofdon a*a™ € H .
Bu iso o demokdir ki, e=a*a”' € H. Bu iso onu gostorir ki, H
coxlugunun elementlori * amoline gora qrupun biitiin aksiomlarim 6dayir,
yoni 0, G qrupunun altqrupudur. O

G sonlu qrupunun FH altqrupunu qurmaq ii¢iin G qrupunun
ixtiyari bir /4 elementini gotiiriib onu Ozii-6ziino istonilon dofs vurmagla
alman elementlordon ibarat alt coxlugu gotiirmok lazimdir. Belsliklo,
asagidaki elementlor ardicilligini aling:

hy,h*h, h*h*h,... @))
Burada * omoli vurma omali ovazine toplama omsli kimi do istifads
oluna bilar.

(1) ardiciliglarmi A,k A, k... kimi isaro edok. G sonlu
oldugundan bu elementlorin ancaq sonlu saydas1 bir-birindon forqlanacak.
Odur ki, miisyyon haddan sonra bu elementlor tokrarlanmaga baslayacagq.
[k tokrarlanacaq element /4 6zii olmalidir, belo ki, ogor iki miixtolif
element 4’ vo h’ borabordirso, onda onlari 4 '-0 vurub A" vo A’
elementlorinin do boraber oldugunu alariq. Qeyd edok ki, agor h’ =h -
dirsa, onda A’/ =1 - qrupun vahid elementi olar. Belo qurulan A
altqrupuna % elementinin dogurdugu altqrup deyilir vo {A} kimi isaro
olunur. H qrupunda olan elementlorin ¢ sayr 4 elementinin tortibi
adlamir. h,h*,...,h° =1 elementlor ¢coxlugu dévr adlanir. Dévr altqrupdur,
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belo ki, belo nov iki elementin hasili do belo nov elementdir, 4’ elementino

tors element iso 4~ elementidir vo uygun olaraq dévriin elementlorindon
biridir. Yuxarida deyildiyi kimi bir elementinin doracslerinden ibarst olan
grupa dovri qrup deyilir.

Verilmis G qrupu vo H altqrupu arasinda bir miihiim omoliyyat
mdvcuddur. Bu omoliyyat G qrupunun /-a géro qonsuluq siniflorino
(yaxud da yanas: siniflorine) boliinmesi omoliyyat: adlanir. A, ,h,,h;,....h,

ilo H altqrupunun elementlorini isaro edok vo hom do 4, ilo vahid
elementi (A, =1) isaro edok. Cadvel asagidaki kimi qurulur: Birinci sotrin

elementlori A altqrupunun elementlorindon ibarat olur, hom do sotrdo
soldan ilk olaraq /, vahid element yazilir vo hor bir element sotrdo birco

dofs yazilir. G grupunun birinci satra daxil olmayan ixtiyari bir elementini
gotiirak, onu g, adlandiraraq ikinci satrin birinci elementi kimi gotiirok.

Ikinci sotrin qalan elementlori /A altqrupunun elementlorinin  bu g,
elementino sagdan vurulmasi noticosindo alinir. Analoji olaraq {giinci,
dordiincii, besinci vo i.a. sotrlorin elementlori qurulur: hor dofs birinci
element kimi G qrupunun oavvalki sotrlordo olmayan ixtiyari bir elementi
gotiiriiliir vo i.a. Tobii ki, G -nin elementlorinin say1 sonlu oldugundan hor
hanst bir addimdan sonra molum olur ki, G -nin avvalki sotrlords istirak
etmoyan elementlori artiq yoxdur. Bu zaman qurma prosesi qurtarir.
Naticads asagidaki cadval alinir:

h, =1 h, hy ... h,
g,*h =g, g, *h, g, *¥h;...g,%h,
g3ikh]=g3 g3f1<h2 gs’_kh3---g3*hn
gm.*h]:gm gm.*hZ gm.*h3"'gm*hn

Cadvalde soldan birinci element gonsulug sinfinin lideri adlanir.
Cadvalin her bir sotri sol gonsulug (yanasi) sinifi adlanir, abel qruplar
halinda ise sadaca olaraq qonsuluq sinifi adlanir. ©gor qurma prosesinda
element soldan vurularsa, onda satrlor sag gonsuluq siniflori adlanir.

Umumi halda, G qrupunun X elementinin ixtiyari bir FH
altqrupuna goéro dogurdugu sol yanast sinif xH ilo isars olunur vo
asagidaki kimi toyin olunur:
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xH = {x*a|aeH}.

Analoji olaraq sag yanasi sinif - Hx sinfini do toyin etmok olar. xH va
Hx yanas siniflori halinda x elementi onlarin dogurani adlanir.

Teorem 3. G qrupu qonsuluq siniflarine ayrildigda hor bir element
ancaq v ancaq birca dofo rast galinir.

Isbati. Hor bir element heg olmazsa birco dofs rast golinir. Oks halda
qurma prosesi dayandirilmaz. isbat edok ki, eyni bir element bir satrdo iki
dofs rast golo bilmoz vo ham da eyni bir element iki miixtolif sotrdo rast
gola bilmaz.

Tutaq ki, eyni bir sotrin iki elementi - g, *h ;v g, *h, -

elementlori eynidir: g, * 4, = g, * h; . Bu miinasibatin har torafini soldan

gi_l-a vurduqda hj =h, aling. Bu iso A altqrupunun elementlorinin
birinci satrds ancaq bir dofo yazilmasina ziddir.
Tutaq ki, miixtolif sotrlordo yerloson iki element eynidir, yoni
g, *hj =g, *h, vo k<i. Sonuncu boraborliyi sagdan h;l -5 vurag.
Onda alariq:
8 =8k *hé/ *hjl'
Buradan ¢ixir ki, g, elementi k -c1 qonsuluq sinfini dogurur, belo ki,
h, *h_;l elementi A altqrupuna moxsusdur. Bu iso yuxarida gdstorilon

qaydaya ziddir. O

Yanas: siniflors aid bazi faktlar1 da qeyd edsk (aydindir ki, bu faktlar
asanligla isbat oluna bilar):

1. Hor bir xH yanasi sinfine x dogurani da daxildir.

2. Yanagt sinfin har bir elementi bu sinfin doguranidir.

Teorem 3 vo bu faktlari nozoro alaraq G qrupununu onun
kasismoyan yanasi siniflarine nozoron ayirmaq olar. Tutaq ki, G qrupunun

elementlori x, = e, x,,..., x,_,-dir. /{ isa istonilon alt- qrupdur. Onda
G=HUxHU..Ux,H

voya

G=HUHx U..UHx, .
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Teorem 4 (Laqranj teoremi). Ogor / altqrupu sonlu G qrupunun

altqgrupudursa, onda /A altqrupunun tortibi G  qrupunun tortibinin
bolenidir.
Isbati. Tutaq ki, G sonlu qrupunun tortibi n , H altqrupunun tortibi
k , G qrupunun bir-biri ilo iist-iisto diismoyen yanasi siniflorinin sayi iso
s -dir. G qrupunun kosismoyon yanasi siniflors ayrilisina baxaq:
G=HUxHU..Ux_H . (2)
H - altqrupunda k sayda element vo H,x,H,..,x_,H siniflori ortaq

elementlors malik olmadiglarindan (2)-in sag torafindo alinan g¢oxluqda
n -k sayda element olar. (2) ayrilisindan aydin olur ki, n=4k-s. Buiso o
demokdir ki, £ adadi » -in bdlonidir. O

Bu teoremdon asagidaki naticalor alinir :

Notica 1. Sonlu grupun tortibi onun istonilon elementinin tortibine
boliiniir.

Notica 2. Sonlu qrupun tortibi sado p ododidirss, onda qrup dovri

qrupdur.
§4. Halqa

Halqgalar abel qrupudur vo bundan basqa olavoe xassoslora do
malikdirlor.

Torif 1. R halqasi toplama (+ ilo isara olunur) vo vurma (vuruglar
yanas1 yazilmaqla isars olunur va ya X yaxud - ile isars olunur) smallsrinin
tayin olundugu ¢oxlugdur va bu amallar {igiin asagidaki aksiomlar nozarda
tutulur:

1) toplama (+) amalins géra R ¢oxlugu abel qrupudur;

2) gapaliliq: istanilon a,b € R iigiin ab hasili R -5 daxildir;

3) assosiativlik qanunu: a(bc) = (ab)c ;

4) distributivlik qanunu:

alb+c)=ab+ac, (b+c)a=ba+ca.

Halgada toplama homigs kommutativdir, vurmanin kommutativ
olmasi vacib deyildir. Kommutativ halga dedikde vurma omalinin
kommutativ olmasi, yoni istonilon a,b € R igiin ab =ba olmasi nozords
tutulur.
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Distributivlik qanunu vurma vo toplama omolini bir-biri ilo
olagolondirir. Bu ganundan asagidaki naticalor ¢ixir:
Teorem 1: R halgasinda istonilon a vo b elementlori iigiin:
1) a0=0a=0,
2) a(=b)=(—a)b=—(ab).
Isbati. 1) a0=a(0+0)=a0+a0. Bu boraborliyin hor torafindon

a0 -1 ¢ixsaq, onda 0 = @0 alariq. Ikinci hisss analoji isbat olunur.

2) 0=a0=a(b-b)=ab+a(-b). Beloliklo, a(-b)=—-(ab).
Ikinci hisso analoji isbat olunur. O

Halgada toplama omoali neytral elements malikdir vo bu da sifir
adlanir vo 0 kimi yazilir. Vurma smslinin neytral elementinin olmasi zaruri
deyildir, lakin varsa, o yeganadir. Vurma amolina gora neytral elementina
malik halqaya vahidli halga deyilir. Bu neytral element vahid adlanir va 1
simvolu ilo isara olunur. Onda R-don olan biitiin a elementlori iigiin
asagidaki borabarlik dogrudur:

la=al=a.

Toplama oamolina goéra hor bir element simmetrik (aks) elemento malikdir.
Vurma omolino goro verilon elements simmetrik (tors) olan elementin
olmasi o gader do vacib deyildir, lakin vahidli halgada tors element ola
bilor. Bu o demokdir ki, verilon a elementi ii¢iin elo b elementi mdvcud
ola bilor ki, ab =1 olsun. ©gar bu belo olarsa, onda b elementi a
elementino sag tors element adlanir. Analoji olarag, agor elo ¢ elementi
varsa ki, ca =1, onda ¢ elementi a elementino sol tors element adlanir.
Ogor a elementi hom b sag tors vo hom do ¢ sol tors elemento
malikdirsa, onda a elementi torsi ola bilon (d6nan) element adlanir.

Teorem 2. Vahidli halqada asagidakilar dogrudur: 1) Vahid
yeganadir; 2) ogor g torsi ola bilon elementdirso, onda ona tors olan
element yeganodir (vo @' kimi isaro olunur); 3) (™')™ =a.

Teoremin isbati teorem 1-in isbatina analoji aparilir.

Vahidli halganin tarsi ola bilon elementlori vahid adlamir. Halqada
biitiin vahidlor ¢oxlugu vurma amolins gérs qapalidir, belo ki, agor a vo b
vahidlordirso, onda c¢=ab tors elemento malikdir vo bu tors element

-1 -1 -1 .
¢ =ba Adir.
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Teorem 3. Halqada asagidakilar dogrudur: 1) Halqada vahidlor
¢oxlugu halganin vurma amolino gora qrup amolo gatirir; 2) Ogor ¢ = ab
va ¢ -vahiddirso, onda a sag tors, b isa sol tors elemento malikdir.

Isbat1 bilavasito yoxlamagla hoyata kegirmok olar.

Niimuna 1. Halqalara asagidaki niimunolori gostormak olar:

1. Biitiin hoqiqi adadlor ¢oxlugu adi toplama va vurma omslina
nozaran vahidli kommutativ halga amolo gatirir.

2. Biittin tam adadlor coxlugu adi toplama vo vurma omoline gore
vahidli kommutativ halga omals gotirir. Bu halqga Z kimi isara olunur.
Onun vahidleri ancaq + 1 -dir.

3. Elementlari hoqiqi odadlar olan (nx n) - o6l¢iili kvadrat matrislor

c¢oxlugu matrislorin toplanmast vo vurulmasi omollorine nozoran
kommutativ olmayan vahidli halga omolo gotirir. Vahid kimi (nxn) -

olgiili vahid matris nozords tutulur. Biitlin cirlasmayan matrislorin torsi
movcuddur vo bunlar vahidlordir.
4. Elementlori tam odadlor olan (nxn) - olgtlii matrislor coxlugu

matrislorin toplanmasi va vurulmasi amalins nazoran kommutativ olmayan
vahidli halqa omalo gatirir.

5. x doyisonindon asili haqiqi emsalli biitiin ¢oxhadlilor ¢oxlugu
coxhadlilorin toplanmast vo vurulmasi smslino goére vahidli kommutativ
halqga omolo gotirir. Halqanin vahidi sifir derocesine malik p(x)=1

coxhadlisidir.

ixtiyari halqalarda cabri amallor adadlar iizorinds amallorin bir
sira xassolorina malik ola bilarlor. Lakin nazars almaq lazimdir ki,
toplama v vurmanin 3dadlar iizorinds he¢ da biitiin xassalori ixtiyari
halqalarda saxlamilmir. Moasalon, adodlor iizorinds vurma amolindd
nazardy tutulur ki, agor iki adadin hasili sifira barabardirss, onda
onlardan he¢ olmazsa biri sifira borabordir. Lakin bu xasss biitiin
halgalara samil oluna bilmaz. Bazi halqalarda elo a va b elementlori
ciitii gostormak olar ki, a#0 vo b#0, lakin a-b=0 olsun. Bu
xassoyo malik a vo b elementlori sifirin bélonlori adlanir.

Ododi halqalarda (elementlori ododlor olan halqalar), ododi
omsallardan ibarot ¢oxhadlilor halqasinda sifirm bdélonlori  yoxdur.
Funksiyalar halgasinin ¢oxunda sifirin bélonlori mévcuddur. Qeyd edok ki,
har bir funksiyalar halqasinda sifir element X -in biitiin qiymstlorinds sifra
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borabar qiymot alan funksiyadir. x-mn biitiin haqiqi giymetlorinds toyin
olunmus asagidak: f(x) vo g(x) funksiyalarini quraq:

0, ogor x<0 x, agor x<0
J(x)= , 8= -
x, agor x>0 0, agor x>0
Aydindir ki, hom f(x) vo hom do g(x) sifirdan forqlidir, lakin
f(x)-g(x) hasili sifra borabordir.

Ogor a-b=0, harada ki, a#0,b#0, onda a vo b

elementlorino uygun olaraq sifirin sag vo sol boélenlori deyilir. Sifirin
bélanlori olmayan kommutativ halqaya tamliq oblasti deyilir. Masalon, adi
toplama vo vurma amsllorine nazoron halqa amsls gatiren adadi ¢oxluglar
tamliq oblastidir.

Tamliq oblasti olmayan halgalara yuxarida gostorilon funksiyalar
halqasindan basqa iki tortibli matrislor halgasini da niimuns géstarmak olar.

Mosalon, bu halgada
10 00
A= #0, B= #0

oldugu halda, yoni iki tortibli sifir matrisden farqli oldugu halda 4-B=0
olur.

Torif 2. K halgasmin bos olmayan H alt ¢oxlugu 6z névbasinde K
-da toyin olunan toplama vo vurma cobri amsllorine nazoran halga amalo
gotirarse, onda H -a K -1n althalqas deyilir.

Niimuna 2. Alt halqalara asagidaki niimunalori géstarmok olar:

1. Ciit adadlar halgasi tam adadlor halgasinin alt halgasidir.

2. x=a+ \/E soklindo olan odadlor ¢oxlugunun omolo gotirdiyi
halqa haqiqi adadlar halqasinin alt halqasidir.

3. Har bir halganm 6zii va onun sifir elementi onun alt halqasidir.

Asanligla isbat etmoak olar:

Teorem 4. K halqasinin bos olmayan /H alt coxlugunun alt- halqa
olmasi li¢iin zoruri vo kafi sort agagidaki sortlorin 6denmaosidir:

1. Va,be H igin a—be H;

2.Va,be H i¢ina-be H .

Torif 3. K halqasinin H althalqasi 6ziiniin hor bir a € H elementi
ilo K halgasimin x elementinin ax hasilini (xa hasilini) 6z daxilino
alarsa, onda H -a K halgasinin sol (sag) ideali deyilir.
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K halgasinin eyni zamanda hom sol vo hom do sag ideali olan H
althalqasina ikitorofli ideal vo sadoco ideal deyilir.

Aydindir ki, kommutativ halgada sol ideal hom do sag ideal olur vo
oksina.

Teorem 5. K halqasmin A  althalgasinin sag (sol) ideal olmasi
tiglin zoruri va kafi sart asagidaki sortlorin 6donmasidir:

1. Va,be H t¢in axtbe H,;
2.xeK voaeH iginaxe H(xae H) .
Niimuna 3. Halqanin ideallarina asagidaki niimunalari gostormok

olar:

1. Hor bir halqga 6zii-6ziiniin idealidir. Bu halga vahid ideal adlanir.

2. Tam odadlor halgasinda geyd olunmus #2 odadi iiglin onun
misillari ¢oxlugu tam adadlar halgasinin idealidir.

3. n tortibli kvadrat matrislor halqasinda sonuncu siitunu (sotri)
sifirlardan ibarat olan matrislor ¢oxlugu matrislor halgasinin sol (sag)
idealidir.

4. Sifir althalqa iki torafli idealdir vo bu sifir ideal adlanir.

Vahid vo sifir ideallardan basqa digor ideallar1 olmayan halqalara
sada halgalar deyilir.

Halqa, althalqa, ideal anlayislarinda bas ideal anlayis1 da boyiik
ohomiyyat kosb edir.

Yalniz bir elementin dogurdugu ideala bay ideal deyilir. Demali, bas
ideal har hansi bir elementin misillorinden ibarat olan idealdir. ©gor
element a elementidirss, onda uygun ideal (a) ilo isars olunur.

Doguranlar1 birdon ¢ox sayda elementlordon ibarst olan ideallar da

movcuddur. Mosslon, a,,a,,...,a, elementlorinin dogurdugu ideal

n

elementlori

n n
D xa;+ Y na,
i=1 i=1

kimi toyin olunan coxlugun omslo gotirdiyi idealdir. Belo ideal adoton
(a,,a,,..,a,) kimi yazilir, a,a,,..,a, elementlori iso idealin bazisi

adlandirilir.
a elementini 6ziinds saxlayan ideallar arasinda (@) bas ideali on

kigik ideal adlanir.
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Xiisusi halda hor hans1 bir halqganin (0) ideali (sifir ideal1) bas ideal,
halqada 1 vahidi varsa, onda (1) ideali bag ideal olur.

Vahid elementi olan tamliq oblastinin bas ideali olarsa, onda bu
halqa bas ideallar halqasi adlanir. Buna niimuns olaraq asagidakilari
gostormak olar:

1. Tam adadlor halgasi.

2. Birdayisanli ¢oxhadlilar halgasi.

Tutaq ki, R assosiativ, kommutativ vo vahidli tamliq oblastidir.

Tutaq ki, £ € R elementi ii¢iin elo e'eR moveuddur ki, - =1
olur. Toyina goro £ elementi torsi olan vo ya vahid element adlanir. Bir-
birindon vahid wvurugla farqlonon elementlor assosiasiya olunmus
elementlor adlanir. Aydindir ki, istonilon element assosiasiya olunmusg
elementlors vo vahids boliintir. Bels bélonler trivial bolonlor adlanir. Trivial
bélanlordon basga bolenlori olmayan elementlors ayrila bilmayon vo ya
sado elementlor deyilir. R halqasimin istonilon elementlorinin ayrila
bilmoyon elementlorin hasili soklindo tosvir edilo bilmosi xarakteri R
halqasinda boyiik shomiyyato malikdir. Ogar istonilon element iigiin bela
tasvir movcuddursa va vuruglarin yazilma ardicilligt vs vuruglarin
assosiativ vuruqlarla ovozlonmosi dogigliyi ilo yeganadirsa, onda R
halqasina faktor halqa deyilir.

Faktor halqalara niimuns olaraq tam adodlor halqasini gostormok
olar. Bu halgada iki vahid element — «1» va «-1» elementlori mévcuddur.
Ayrila bilmoyan elementlor sads adadlordir. Bu halqada adodlorin sada
odadlar vasitasile kanonik tesvirleri haqqinda teorem qiivvadadir. Odur ki,
tam adodlar halqas1 faktor halgadir.

Hor hansi bir K ¢oxlugu iizorinds olan, yani amsallari bu ¢oxlugdan
olan bir doyisenli ¢oxhadlilor coxluguna baxagq.

Tutaq ki, K ¢oxlugu kompleks ododlor coxlugudur. Baxilan

coxhadlilorin K[x] ¢oxlugu ¢oxhadlilorin K ¢oxlugu iizerinds toplanmasi
va vurulmasi amollorine gors halqa amolo gotirir. K[x] halqasinda ayrila
bilmayon elementlor ancaq bir doracali ¢oxhadlilordir vo x — ¢ soklindo
xotti ikihadlilorlo assosiasiya olunandirlar.

K[x] halgasinda vahid elementlor K  ¢oxlugunun sifir
elementindon basqa yerdo qalan sifir dorocoli ¢oxhodlilordir. Istonilon
n > 2 halinda n daracali istonilon ¢oxhadli iigiin yegana

65

M nitro™" professional



Milli Kitabxana
S(xX)=a,(x=—¢)x-c,)...(x—¢,)
ayrilis1 qiivvads oldugundan K[x] halqasi faktorial halqadir. Bu halqada

bir-birindon K -dan olan vurugla farglonon ¢oxhadlilor assosiasiya olunan
elementlordir.

§5. Meydan anlayisi. Sonlu meydanlarin névlori

Qeyd edok ki, qrup elementlori arasinda toplamanin vo ¢ixmanin
miimkiin oldugu, halga iso elementlori arasinda toplamanin, ¢ixmanin vo
vurmanm miimkiin oldugu ¢oxluqdur. Nisbaton daha giiclii cobri struktur
meydan adlanan strukturdur vo bu da elementlori arasinda toplama, ¢ixma,
vurma va bolma amallarinin miimkiin oldugu ¢oxluqdur.

Tutaq ki, G ¢oxlugunada toplama (+ ilo isars olunur) vo vurma (X
yaxud - il isara olunur vo ya da vuruqlar yanasi yazilmaqla isara olunur)
omoli tayin olunmusdur.

To’rif 1. G c¢oxlugunada toplama vo vurma omollorine goro
asagidaki aksiomlar qiivvads olarsa, onda ona bu amollora géro meydan
deyilir:

1) Coxluq toplamaya goérs abel qrupu amolo gotirir;

2) Coxluq vurma amolina gora gapalidir va sifir elementdon fargli
elementlor vurmaya gors abel qrupu omolos gatirir;

3) Distributivlik ganunu: istonilon a,b vo ¢ {giin

(a+b)c=ac+bc.

Meydanda toplamaya nozeron neytral elementin «0 » ilo isars
olunmasi gobul edilib, a elementina toplamaya nazeran simmetrik olan
element (additiv tors) «— a » ilo, vurmaya goéra neytral elementi «1» ilo, a
elementinoe vurmaya nazoron simmetrik olan element (multiplikativ tors) «

a”'» ilo isaro olunmasi gobul olunub. @—b ¢ixma omoli «a+ (=b)»,

a/b bolmo omoali «b™" a » kimi basa diisiiliir.
Meydana agsagidaki niimunalari gostormok olar:
1) R -haqiqi adadlar ¢oxlugu;
2) C - kompleks adadlor ¢coxlugu;
3) Q -rasional adadlor ¢coxlugu.
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Biitiin bu meydanlar sonsuz sayda elementdon ibaratdir. Sonlu sayda
elemento malik meydanlar da maraq kosb edir. ¢ sayda elementdon ibarat

meydan sonlu meydan yaxud Qalua meydanmi adlanir vo GF (g) ilo isare

olunur.

On kicik meydan necadir vo hansi elementlordon ibaratdir? On kigik
meydan sifir vo vahid elementdon ibarst olmalidir.

0 vo 1 ododlorindon ibarot meydan GF (2) meydamidir vo ondan

kicik meydan yoxdur. Qalua meydanlarma GF (3)={0,1,2} veo
GF (4) ={0,1,2,3} meydanlar1 da aiddir. Bu meydanlarda toplama vo
vurma saokil 1-da verilon cadvallordaki kimidir:

GF (2) GF (3)
+/0 1 lo 1 +]0 1 2 o 1 2
o|01 0‘00 0/0 1 2 0/0 0 0
1o 10 1 1|1 2 0 10 1 2
202 0 1 200 2 1
GF (4)
+]0 1 2 3 . Jo 1 2 3
ojfo 1 2 3 0/o 0 0 0
11 0 3 2 1|0 1 2 3
202 3 0 1 2 10 2 3 1
313 21 0 310 3 1 2

Sakil 1. Sonlu meydanlara niimunalor

GF (3) meydaninda toplama vo vurma omollori mod 3 tizro
omollordir. Qeyd edok ki, GF (4)-do toplama vo vurma mod 4 iizro
toplama vo vurma deyildir. GF (2) meydan1 GF (4) meydanina
aiddir, lakin GF (3) meydanina aid deyildir.

Ta’rif 2. Tutaq ki, F -hor hansi bir meydandir. F'-don olan har
hansi bir alt ¢oxluq F -ds toyin olunan toplama vo vurma omsline goéra

meydan olarsa, onda bu ¢oxluq F' -do altmeydan, F' iss bu alt meydanin
genislonmoasi meydani adlanir.

67

Created with
M nitro™" professional



Milli Kitabxana
Sonlu meydanin alt ¢oxlugunun altmeydan olmasimi isbat etmok
tictin, onun sifirdan forqli elements vo toplama vo vurma omoline gore
gapali olmasim isbat etmok kifayotdir. Qalan xassolor F meydanindan
altmeydana keg¢ir. B elementinin toplama vo vurmaya gore simmetrik

elementi £ elementinin uygun olaraq toplama vo vurmaya gors

dogurdugu dovri qrupa daxil olur.
Indi iso meydanlar {igiin boyiik shomiyysto malik olan meydanin
xarakteristikasi anlayisi ilo tanis olaq.

Tutag ki, k-1 vo /-1 P meydaninin vahidinin uygun olaraq k vo
¢ misilloridir. Ogor k # ¢ oldugda k -1+ /-1 olarsa, onda deyirlor ki, P
meydani sifir xarakteristikasina malikdir. Yuxarida adi ¢okilon R hagqigi
odadlor, Q rasional adadlor vo C  kompleks ododler meydani sifir
xarakteristikali meydanlardir.

Ogor elo k& va [ tam ododlori mévcuddursa ki, £ > ¢ vo
k-1=/¢-1 6donir, onda (k—/)-1=0, yoni P meydaninda vahidin
sifira borabar olan miisbot misli mévcuddur. Bu halda P meydanina sonlu
xarakteristikali meydan deyilir. P meydaninda &k -1=0 sortini 6doyon on
kicik miisbot k ododi P meydanmin xarakteristikasi adlanir. Sonlu

xarakteristikali meydanlara sonlu meydanlari niimuns gostormoak olar.
Sonlu xarakteristikali sonsuz meydanlar da mévcuddur.

Teorem 1. Ogor P meydan1 p xarakteristikasina malikdirsa, onda
P sado ododdir.

Ishati. Oksini forz edok. Forz edok ki, p miirokkob ododdir, yoni
p=s-t, harada ki, s<p,?<p. Belalikls, (s-1)-(z-1)=p-1=0.
Meydanda sifirin bolanlari olmadig iigiin ya s-1=0, yadaki, £-1=0.
Lakin bu naticolor p ododinin meydanin xarakteristikasi olmasi sorting
ziddir. Demali p sado adoddir. [

Teorem 2. Ogor P meydanin xarakteristikasi1 p odadidirss, onda
bu meydanin istonilon a elementi tiglin pa = 0 olur.

Ishati. Dogrudan da
pa=a(p-1)=a-0=0. O
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Teorem 3. Tutaq ki, P meydaninin xarakteristikas1 0 ododi, ¢ bu
meydanin elementi, n iso tam ododdir. Ogor a#0 vo n#0, onda
na#0.

Isbati. Oksini forz edok: na=0. Onda bu boraborlikdon
a(n-1) =0 alinir. Buradan da @ # 0 olduqda »n-1=0 alinar. Buradan

meydan sifir xarakteristikali meydan oldugundan » =0 olur. Bu iso sorto
ziddir. Demoali, na # 0 . O

Meydan halganin biitiin xassalorine vo homg¢inin miihiim xasso olan
homiso ixtisar xassosino malikdir. Ixtisar bdlmonin zoif formas: hesab
olunur vo monasi o demokdir ki, agar ab = ac iss, onda b = ¢ -dir.

Teorem 4. Ogor ixtiyari bir meydanda ab =ac va a# 0 iso, onda
b=c -dir.

Isbati. Isbat tigiin hor torafi @' -0 vurmagq lazimdir. O

Bozi halqalar ixtisar xassesine malik ola bilerlor, lakin meydan
olmaya bilarlor. Buna sado niimuns tam odadlor halgasidir. Bu halgada
ixtisar miimkiindiir, lakin o meydan deyildir, ¢iinki a~' elementi toyin
olunmayib. Ixtisarin miimkiin oldugu halga xiisusi ada malikdir.

§6. Tam adadlar halgasi vo ona asaslanan sonlu
meydanlar

Biitiin tam adadlar ¢oxlugu adi toplama va vurma amoline gérs halga
omolo gatirir. Bu halqa Z ilo isars olunur.

Ogor ra = s olarsa, onda deyirlor ki, s tam odadi 7 tam odadine
boliniir (vo ya » adadi s -in bolonidir), harada ki, ¢ har hansi bir tam
odaddir. Ogor ¥ adadi s odadini boliirse vo hom da ona béliiniirss, onda
r =15 . Hoqigoton do, hor hansi tam a vo b odadlori iigiin  » =sa vo
s =rb olarsa, onda » =rab alariq va, belaliklo, ab =1 alariq. a vo b
tam oldugundan onlar ya «1» , ya da ki, «-1» ola bilarlor.

p >1 sortini 6doyon tam miisbot odod ancaq + p vo ya *l-o
boéliinarsa, onda ona sads adad deyilir. Birden béyiik olan ve sado olmayan
miisbat tam adade miirokkab adad deyilir. 7 vo s odadlarinin on boyiik
ortaq boloni (OBOB) bu iki adadi bélon on boyiik tam adads deyilir vo
OBOB (7,s) kimi isars olunur. 7 vo s tam adadlorinin on kigik timumi
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bolineni (misillori) OKOB (r,s) kimi isare olunur vo bu adadlorin hor
ikisino boéliinon on kicik tam ododo deyilir. ki ododin ©BOB-u 1-o
borabordirso, onda onlara garsiligli sado adodlor deyilir.

Umumi halda tam adodlor halgasinda bolmo amoali he¢ do homiso
toyin olunmayib. Lakin bu halqada ixtisar veo qaligh bolms kimi
omoliyyatlar miimkiindiir.

Teorem 1 (Qahqh bélma alqoritmi). Hor bir ¢ vo d tam adodlori
ciitii Ggtin (d #0) elo yegano ¢ (natamam qismot) vo s (qaliq) tam

odadlori tapila bilor ki, ¢ = dg + s olsun, belo ki, 0 < s < |d| .

Ogor c=d-q+s, OSSS|d| iso, onda s=R,[c] kimi isaro

olunur, yoni s odadi ¢ odadinin d odadino boliinmoasindon alinan
qaligdir. Bunu asagidaki kimi do yazmagq olar:
s=c (mod d).
Belo miinasibot miiqayiso adlanir vo «s vo ¢ oadodi modul d-yo goro
miiqayise olunandir» oxunur.
Teorem 2. Asagidaki miinasibatlor dogrudur:

D) R,[a+b]=R,{R,[a]+R,[]]},
2) R,[a-b]=R,{R,[a]-R,[b]}.
OBOB (r,s) qaligh bolms alqoritminin iterativ totbiqi ilo miioyyan

edils biler. Tutaq ki, » <s va har iki adod miisbatdir. Onda alqoritm
asagidaki kimi olur:

s=q,-r+rn, r,<r,
r=q, 1n+r,, r, <r
r,=q;-1,+r;, ry <7y,

(1

rl’l*Z = qn rn—] + ]"” b rn < rn—] H

rn—l = qn+1 ’ rn :
Iterativ proses alman qaliq sifra borabor oldugda saxlanilir.

Teorem 3 (Evklid alqoritmi). Tutaq ki, » vo s miisbat tam
odadlordir va s > r. Onda s vo 7 -in an bdyiik ortaq boleni (1) rekurrent
diisturlarinda son sifirdan forqli qaliga borabardir, yani

O©BOB (7,s) =7, .
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Notica 1. Istonilon 7 vo s tam odadlori {i¢iin elo a vo b ododlori
moveuddur ki,

OBOB (r,s) =ar + bs
Odonir.
Isbati. Teoremin sortine gora OBOB (r,s)=r,. Yuxaridaki
ifadolordon axirdan ovvalki barabarlikdon baslayaraq alariq:
Vo = V2 =40 s

rn—l = rn—3 - qn—lrn—Z >

rn=r—4q,n,
r,=8S—q,r.
Bu miinasiboatlords 7, -in qiymetini r, -do r, vo r,-in giymotini r;-do
vo ia. nozoro almagla r», tglin », =a-r+b-s minasibatini alarq.

il

Verilon halga osasinda nisbatlor halgast adlanan yeni bir halganin
qurulmast {i¢iin konstruksiyalar moévcuddur. ixtiyari halga halinda nisbotlor
halqas1 qurulan zaman qonsuluq siniflari qurulur, lakin tam adadlor halgasi
halinda nisbatlor (miinasibotlor) halgasi ¢ox sads qurulur.

Tarif 1. Tutaq ki, ¢ - miisbat tam adoddir.

a+b=R[a+b], a-b=R/[a-D]
miinasibatlori vasitesilo toplama vo vurma omollorinin toyin olundugu
{0,1,...,q =1} coxluguna g - moduluna gors nisbatlor halgast yaxud ¢
moduluna goro tam ododlor halgasi deyilir. Bu halqa Z /(q) ilo isaro
olunur.

0.1,..., ¢ — 1 ilo isars olunan elementlor hom Z vo ham ds Z /(q) -ya
daxildirlor. Z /(g) -ya daxil olan elementlor yaxsi olar ki, Z-in ilk ¢
elementi deyil basqa obyektlor, lakin 0,1,2,...,9—1 kimi isars olunan
obyektlor kimi basa diisiilsiin. Z-in ixtiyari a elementini a'=R [d]
kimi Z/(g) halgasinda oks etdirmok olar. Z ¢oxlugunun Z/(gq)
halgasinin eyni bir elementino oks etdirilon a vo b elementlori ¢
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moduluna goro miigayise olunandir, yoni hor hansi bir miisbot tam
ododi ti¢lin a =b+ m - g olur.
Teorem 4. Z /(q) nisbotlor halgas1 halqa toskil edir.

Teorem 5. Z /(gq) nisbatlor halgasinin meydan olmasi ti¢iin zaruri
va kafi sort ¢ adadinin hor hansi bir sado p adadins barabar olmasidir.
Ishati. Kafilik. Tutaq ki, ¢ sado adaddir. Halganin meydan olmasini

isbat etmoak {iglin géstarak ki, hor bir sifirdan forqli element multiplikativ
tors elemento malikdir. Tutaq ki, s halqanin sifirdan forqli elementidir.
Onda 1<s<g—-1. g sado adad oldugundan OKOB (s,9) =1 vo natico

1-0 goro elo a vo b ododlori moveuddur ki, 1=a-g+b-s 06donir.
Beloliklo,

I=R,[1]=R,[aq+bs]=R {R [aq]+ R, [bs]} = R, [bs] =

=R {R,[b] R, [s]} =R, {R,[D] s}.

Demoli, 1=R_ {R,[b] s}. Bu iso o demokdir ki, R [b] elementi s
elementi tiglin ¢ moduluna gore multiplikativ tors elementdir.

Zorurilik. Forz edok ki, Z /(g) halqas1 meydan toskil edir. Gostorok
ki, g sado ododdir. Oksini forz edok: ¢ miirokkob ododdir vo g =r-s.
Z /(q) meydan oldugundan » elementi »~' tors elementino malikdir vo
ona gora do

s :Rq[s]:Rq[r_1 -r-s]:Rq[r_1 -q]=0.
Lakin s # 0 oldugundan ziddiyyat aliriq. Demali, g sado addadir.

a
Z /(q) nisbotlor halgast meydan olduqda onu GF (¢g) kimi do

isars edirlor.
§7. Coxhadlilor halqas:

GF (g) meydani tizorindo ¢oxhodli asagidaki riyazi ifadoyo deyilir:

f)=f X"+ X"+ fix+ S (1)
Burada x qeyri-miioyyon doyisen, f,, f,,..., f,_, omsallar1 iso GF (q)
meydaninin elementloridir. Indekslor vo qiivvot doracalori monfi olmayan
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tam ododlordir. Sifir ¢oxhadli f(x)=0 ¢oxhadlisino deyilir. f

n-1

=1
olarsa ¢oxhadli ¢evrilmis ¢oxhadli adlanir. ©gor iki ¢oxhadlinin uygun
omsallar1 barabor olarsa, bu ¢oxhodlilora borabor ¢oxhadlilor deyilir.
Sifirdan farqli (1) ¢oxhadlisinin derocesi dedikde f, , omsalinin
indeksi nozorde tutulur vo deg f(x) ilo isaro olunur. Sifirdan forqli

coxhadlinin daracasi sonludur. Sifir goxhadlinin doracesi —o0 kimi gabul
olunub.
GF (¢) meydanm1 {izorindo toyin olunan ¢oxhadlilor ¢oxlugu

coxhadlilorin toplanmasi va vurulmasi tigiin qobul edilmis toplama va
vurma amollorine gors halqa omols gatirir. Belo polinomial halqalar biitiin
GF (g) Qalua meydanlar {iglin toyin oluna bilor. Bu halqalar GF (gq)[x]

ilo isaro olunur. Bu halda GF (q) meydanmim elementlori skalyarlar

adlandirilir.
GF (q)[x] halgasindan olan f'(x) vo g(x) coxhadlisinin comi

FO)+ 8@ =2/ +8)¥

kimi toyin olunan g¢oxhadliys deyilir. Burada g, € GF'(q) elementi g(x)
¢oxhodlisinds x' hoddinin omsahdir (i =0,...,deg g(x)), m iso
m = max{deg f(x),deg g(x)} kimi toyin olunur. Aydmndir ki, comin
doracesi  f(x) vo g(x) g¢oxhadlilerinden an boyiik deracoye malik olanin
dorocoesine boraberdir. Qeyd edok ki, yuxaridaki miinasibotde f, + g,
omaliyyati GF (q) tizro aparilir.

Niimuna 1. GF (2) meydan iizerindo f'(x) = x° + x° +x vo
g(x) =x? +x’ + 1 goxhadlilorin comini tapmal.

f)+g(x)=x"+x" +x+1.

f(x) va g(x) ¢oxhadlilorinin hasili do GF (¢)[x] halgasindan olan

coxhadlidir vo asagidaki kimi tayin olunur:

f(D)g) = 2(2 e }a’ |
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Hasilin derocasi  f(x) vo g(x) coxhadlilerinin doracalorinin comi kimi
toyin olunur, yoni m = deg f(x) + deg g(x).

Niimuna 2. Tutaq ki, f(x)=x" +x’ +x+1, g(x)=x" +x°. Bu
¢oxhadlilorin hasilini tapmali.
fxX)-gx) =" +x" +x+ DX +x)=x"+x" +x +x" +x" +

X+ +xT =x" X7,
Coxhadlilor halgasi ¢ox miinasibatlordo tam odadlor halgasina

oxsardir.
Tutaq ki, s(x) vo r(x) coxhadlilori verilib. Ogor elo a(x)

coxhadlisi varsa ki, r(x)-a(x)=s(x) ©Odonirso, onda deyirlor ki, s(x)
coxhadlisi  r(x) coxsadlisine bolinir vo ya r(x) g¢oxhadlisi s(x)
coxhodlisini bolir. ©ger p(x) c¢oxhadlisi ancaq ve ancaq ap(x)
coxhadlisine (a € GF(g)) vo ya « odadino boliniirss, onda p(x)
coxhadlisina gatirilmayan ¢oxhadli deyilir. Cevrilmis gotirilmoayan
coxhadliys sada ¢oxhadli deyilir.

r(x) vo s(x) coxhaodlilorinin on boyiikk ortaq boloni ©OBOB
[7(x), s(x)] ilo isars olunur va bu iki ¢oxhadlinin eyni vaxtda hor ikisini
bolan an boyiik deracali ¢evrilmis ¢oxhadliys deyilir.

r(x) va s(x) g¢oxhadlilorinin an kigik ortaq boliineni (vo ya misli)
OKOB[r(x), s(x)] kimi isaro olunur vo har iki ¢oxhadliye boliinen on
kigik daracali ¢evrilmis ¢oxhadliys deyilir. ©gor OBOB[r(x), s(x)] =1
olarsa, onda r(x) vo s(x) ¢oxhadlilorine qarsilighh sads ¢oxhadlilor
deyilir. ©gor r(x) eyni vaxtda s(x) coxhadlisini boliir vo hom do ona
boliiniirss, onda r(x) =a-s(x),haradaki, a € GF (q).

Hoaqiqi odadlar meydani tizerinds toyin olunmus ¢oxhadlilor {igiin
diferensiallama amaliyyati toyin olunmugdur. Sonlu meydan {izorinds tayin
olunmus ¢oxhadliler ticiin do analoji diferensiallama amoliyyat1 tayin edils
bilor. Qeyd edok ki, sonlu meydan {izerinds limits ke¢id miimkiin
olmadigindan bu halda diferensiallama formal xarakter dasiyir, lakin natico
etibart ilo osil diferensialin vo téromonin effekti alinir.
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Torif 1. Tutaq ki, #(x)=7,_,x"" +7,_,x" 7 +...+rx+r, coxhodlisi

GF (q) tuzerinde ¢oxhadlidir. 7(x)-in formal toromosi asagidaki kimi
toayin olunur:
r'(x)=((n=1)r,_x"7 +(n=2))r,_,x"" +..+7,
harada ki, ((/)) emsallart GF' (¢) meydaninin adadlori adlanir vo GF (q)
iizorinds 7 sayda vahidin comi kimi hesablanir:
((z))=1+1i:;(;;.+1, GF (q).

Niimuna 3. GF (2) tzorindo f(x)=x" +x’ +x’ +1 ¢oxhadlisinin

toramasini tapmali.
)=+ 1+1+1+D)x’ +(I+ 1+ Dx° +(I+Dx=x"+x".

Asanligla gostarmak olar ki, téromonin aksor xassalori baxilan halda

da qlivvadadir, mosalon:

[r(x)-s(x)]" = r'(x)s(x) + r(x)s'(x)
vo ogar a’(x) coxhadlisi r(x) ¢oxhadlisini bsliirss, onda a(x) ¢oxhadlisi
r'(x) ¢oxhadlisini béliir va.i.a.

Umumi halda sonlu meydan iizorindo toyin olunmus g¢oxhadlilor
halqasinda bolme miimkin deyildir, lakin ixtisar vo qaligh bdlmoe
omoliyyatlar1 qiivvadadir.

Teorem 1 (Coxhadlilords qaligh bélms alqoritmi). Har bir c(x)

vo d(x) coxhadlileri (d(x) # 0) U¢tin elo yegana ¢(x) (natamam gismat)
va s(x) (qaliq) coxhadliler ciiti mévcuddur ki,
c(x)=q(x)-d(x)+s(x), degs(x)<degd(x).

c(x) coxhadlisinin d(x) g¢oxhadlisine bolinmasinden alinan s(x)

qaliq ¢oxhadlisi
$(x) = Ry [e(x)]

kimi isaro olunur. Qaliq ¢oxhadlilorini ¢(x) ¢oxhadlisinin
d(x) ¢oxhadlisi moduluna goéro ¢ixiqu da adlandirirlar. Miiqayiso
anlayisindan istifads etmaklo bu asagidaki kimi do yazila bilor:

s(x)=c(x) (mod d(x)).

75

M nitro™" professional



Milli Kitabxana

Bunun menasi beladir: s(x) va c(x) g¢oxsadlilorinin d(x) g¢oxhadlisine

boliinmosi eyni qaliq verir, lakin bu zaman deg s(x) < deg d(x) olmasi
lazim golmir.
Teorem 2. Tutaq ki, d(x) ¢oxhadlisi g(x) ¢oxhodlisinin mislidir.

Onda istonilon a(x) tgiin

Rola(x)]= R, [Ry[a(x)]]. 2
Isbati. Tutaq ki, hor hansi bir h(x) igiin d(x)= g(x)-h(x)
Odonir. Teorem 1-0 gérs alariq:

a(x) = 0, (x)d(x) + R [a(x)] = O, (x)g (x)h(x) +

+0,(x)g(x)+ Rg(x) [Rd(x) [a()]],
harada ki, qaligin doracesi g(x) coxhadlisinin deracasinden kigikdir. Sol
torofi agsaq, alariq:
a(x) =Q0(x)g(x)+ R, [a(x)].
Qaliglt bolmoe alqoritmine gora qalign dorocasi  g(x) ¢oxhadlisinin

doaracasindan kigik oldugda bels yazilis birqiymatlidir. Teoremin dogrulugu
har iki terafds oxsar hadlari eynilosdirmakdon alinir. [J

Teorem 3.
Ry [a(x)+b(x)] = Rd(x)[a(x)] + Rd(x)[b(x)] ) 3)
Rd(x)[a(x) -b(x)] = Rd(x) {Rd(x)[a(x)] : Rd(x)[b(x)]} . 4

Teorem 4 (Birqiymotli ayirma haqqinda teorem). Hor hans1 bir
meydan tizorinde sifirdan forqli p(x) ¢oxhodlisi meydanin elementlari vo
bu meydan tizorinds sads ¢oxhadlilorin hasiling ayrilir.

Isban. Aydindir ki, hasils daxil olan meydanin elementi p, , amsali

olmalidir, harada ki, » —1 komiyyati p(x) c¢oxhadlisinin doracasidir. Ona
gora do bu elementi nozors almamaq olar vo teoremi ¢evrilmis ¢oxhadlilor
liglin isbat etmok olar.

Forz edok ki, teorem dogru deyildir. Tutaq ki, p(x) g¢oxhaodlisi
teoremin dogru olmadigi an kigik daracali ¢oxhadlidir va bu ¢oxhadli ti¢iin
iki ayrilis movcuddur:

p(x) =a,(x)a,(x)...a, (x) = b, (x)b, (x)...b,(x),
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harada ki, a,(x),i =Lk va b,(x), £ =1, - sads ¢oxhadlilordir.

Biitiin a,(x) ¢oxhadlilori b,(x) ¢oxhadlilerindon forqlonmolidirlar,

belo ki, oks halda umumi hodlori ixtisar edib, iki miixtolif tisullarla
ayrilabilon vo p(x)-1n deracasinden kigik doracoye malik ¢oxhadli almaq

olardi.
Umumiliyi pozmadan forz edok ki, b,(x) g¢oxhadlisinin doracasi
a,(x) coxhadlisinin dorocasindan boyiik deyil. Onda
a,(x) = b, (x)h(x) + s(x).

harada ki, deg s(x) < deg b,(x) < deg a,(x).Nohayat,
s(x)a, (x)as (x)...a, (x) = b, (x)[b, (x)...b,(x) = h(x)a, (x)...a, (x)].

s(x) c¢oxhadlisini vo kvadrat métorizo daxilindo qalan ¢oxhadlini sado
vuruqlara ayiraq vo agar lazim golorso onlar1 meydanin uygun elementine
bolok ki, biitiin vuruglar ¢evrilmis olsun. b,(x) sol torofds olmadigindan
doracesi  p(x)-in doracesindon kicik olan ¢evrilmis ¢oxhodli tigtn iki

miixtalif ayrilis alirng. Bu ziddiyystdir.
O
Coxhadlilorin boliinmasindon ¢oxhadliler tiglin Evklid alqoritmi adi
ilo malum olan miihiim alqoritm alinir.
GF (g) meydan: tizerinds olan r(x) vo s(x) g¢oxhadlilorinin on

boyiik ortaq bélonini qaligli bélme alqoritminin iterativ totbiginin kdmayi
ilo hesablamaq olar. ©Ogor deg s(x)>deg r(x)>0 olarsa, onda

hesablama ardicillig1 bels olar:
s(x) =0, (x)r(x)+r(x),
r(x) = 0,(x)r (x) + 1, (x),
1(x) = 05 (x)r, (x) +15(x),
: (5)
F(X) =0, (0, (x) +r,(x),
1 () =0, (x)-7,(x).

Hesablama prosesi qaliq sifira barabar olan kimi dayandirilir.

77

Created with

PDF"

" nit professional



Milli Kitabxana
Teorem 5 (Coxhadlilar iiciin Evklid alqoritmi). GF' (g) meydam
tizarindo olan r(x) va s(x) coxhadlilorinin on boyiik ortaq boleni (5)
iterativ sxeminds alian son sifirdan forqli qaliga barabordir, yoni
7, (x) = -OBOBJ[r(x), s(x)].
Burada o her hansi skalyardir, yoni GF (¢g) meydaninin elementidir.

Isbati. (5) sxeminda birinci tonlikdon baslayaraq gororik ki, ©BOB
[7(x),s(x)] hom bdloni vo hom do boliinoni vo belolikls, hom do qaligi

boliir. Bu aragdirmani novbati biitlin tonliklor tiglin apararaq gorerik ki,
OBOB[r(x),s(x)] hom do 7,(x) coxhadlisini boliir. Axirinct tonlikden

baslayaraq aragdirma aparsaq, gorerik ki, 7, (x) hom béloni vo hom do

galig1 boliir, demali, o, ham do béliineni boliir. Bu aragdirmant sonuncudan
baglayaraq birinci tonliye qodar biitiin tonlikler {i¢lin aparsaq gorarik ki,

r,(x) coxhadlisi ©BOB[r(x),s(x)]-1 bolir. Demali, 7, (x) hom ©BOB
[7(x),s(x)] ¢oxhadlisini boliir vo ham ds ona boliiniir. O
Notica 1. r(x) vo s(x) ¢oxhadlilari tiglin asagidaki dogrudur:
OBOB [r(x),s(x)]=a(x)-r(x)+b(x)-s(x),
harada ki, a(x) ve b(x) coxhadlilori GF (¢q) tuzerindo heor hansi bir
coxhadlilordirlar.

GF (¢) meydanmnin ixtiyari f# elementi t¢tin GF (¢g) uzerinde
coxhadlilorin bu noqtads giymatini hesablamaq olar. Masalan, tutaq ki,
p(x)=2x" +x* + x> +2 coxhadlisi GF (3) iizerindedir. Onda sokil 1-do
verilon amosliyyat cadvsllorine asasan alariq:

p(0)=2-0°+0*+0*+2=2,

p()=2-T+1*+1>+2=0, p(2)=2-2°+2*+2*+2=2.

Hoqiqi odslor meydam1 halinda bu meydanin genislonmasindo
coxhadlilorin giymatlorinin hesablanmasi {iglin malum prosedura istifado
olunur. Yoni haqiqi amsalli ¢oxhadlilorin qiymatlori kompleks odadlor
meydaninda hesablanir. Analoji olaraq GF (¢) uzerindo c¢oxhadlilorin

giymotlorini bu meydanin genislonmasinds hesablamaq olar. Belos

78

M nitro™" professional



Milli Kitabxana
hesablama qeyri-miioyyon x doyisoninin yerino genislonmis meydandan
olan elementlori yazmagqla aparilir.
Mosalen, tutaq ki, p(x)=x’ +x+1 ¢oxhadlisi GF (2) iizerindedir. Onda
GF (4) meydanimin elementlari tiglin alariq:

p(0)=0°+0+1=1; p(2)=2"+2+1=2,
p(H)=L+1+1=1; pB)=3’+3+1=2.
Ogor p(f)=0olarsa, onda £ elementi p(x) ¢oxhodlisinin kokii, yaxud

p(x)=0 tonliyinin koki adlanir. Coxhadlinin 6ziintin toyin olundugu
meydanda kokii olmaya da bilor. Mosolon x° + x+1 ¢oxhadlisinin
GF (2) -do vo homg¢inin GF (4) -ds koki yoxdur.

Teorem 6. [ elementinin p(x) g¢oxhodlisinin kokii olmas {iglin
zoruri vo kafi sart p(x) ¢oxhadlisinin x — £ -yo boliinmasidir.

§8. Coxhadlilor halqasina asaslanan sonlu
meydanlar

Tutaq ki, /' meydani tizorindo F[x] ¢oxhadlilor halqasi verilmisdir.
F[x]- dan ixtiyari p(x) coxhodlisini gotiirok vo, beloliklo, p(x)
moduluna géro F[x]-1n elementlorindon nisbotlor halqas: diizoldok.

Torif 1. F' meydani lizorindo sifirdan farqli deracays malik istonilon
cevrilmis p(x) coxhadlisi tiglin deracasi p(x)-in derocesinden kigik vo

p(x) modulu tizra ¢goxhadlilerin toplanmasi va vurulmasi smsliyyatlarinin
toyin olundugu F' meydan iizorindo goxhadlilor ¢oxluguna p(x) modulu
tizro ¢oxhadliler halqasi deyilir. Bu halga F[x]/( p(x)) ilo isare olunur.

F[x] halgasindan olan istonilon r(x) elementi F[x]/(p(x))
halgasmin elementina r(x) > R,,,[7(x)] uygunlugu ilo inikas oluna
bilor. F[x] halqasinin iki a(x) vo b(x) elemntlori F[x]/(p(x))
halgasinin eyni elementine inikas olunarsa, onda bu elementlora p(x)
moduluna gora miigayiss olunandir deyirlor:

a(x) =b(x) (mod p(x)).
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Bu zaman b(x) = a(x)+ Q(x)- p(x) miinasibati 6donir, harada ki, Q(x)
har hansi bir goxhadlidir.
Teorem 1. F[x]/(p(x)) ¢oxlugu halqadir.
Niimuna 1. GF (2) ftzerinde coxhadlilor halgasindan, masslon,

p(x) =x’ +1 coxhadlisini gétiirok. Onda p(x) goxhadlisi moduluna

goro halga GF(2)[x]/(x’ +1) ¢oxlugudur vo elementlori asagidakilardan
ibaratdir:
0,1, x, x+1, x>, x> +1, x> +x, x> +x+1}.

Bu halgada vurma, mosolon, agsagidaki kimi yerina yetirilir:

(x* +1)-x* =Rx3+l[(x2 +1)-x°] =Rx3+1[x(x3 +D)+x>+x]=x+x, (1)

harada ki, (1)-do x*=x(x’+1)+x qaydas: iizro reduksiya istifado
olunmusdur.

Niimuna 2. GF(2) meydam {izorinde c¢oxhadlilor halgasindan
p(x)=x" +x+1 sado goxhadlisini gotirok. Onda p(x)=x’ +x+1

sado goxhodlisi moduluna gora halga GF(2)[x]/(x? + x+ 1) ¢oxlugudur
va bu ¢oxluq asagidakidir:
0,1, x, x+1Lx°, x’+ 1, x’ +x+1,x" +x, x°, x’ +1, x’ +x,
xS, x4+ L+ x4 1)
GF(2)[x]/(x* + x + I) halgasinda vurma amoli, masalon, asagidaki
kimi yerina yetirilir:

(X +D-(x*+x+D)=R X+ D" +x+1D)]=

x"+x+][

=R [x'+x’ +x+1]=R [(x"+x+D+x’]=x".

X 4x+1 X 4x+1

Teorem 2. Cevrilmis p(x) coxhadlisi moduluna gors ¢oxhadlilor
halqasinin meydan olmasi tigiin zeruri vo kafi sort p(x) coxhadlisinin sads

¢oxhadli olmasidir.
Qeyd: Halganin meydan olms1 ti¢iin p(x) c¢oxhadlisi gotirilmis

coxhadli ola bilor.
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Isbati. Kafilik. Tutaq ki, p(x) g¢oxhadlisi sado ¢oxhadlidir. Baxilan

halganin meydan olmasimi isbat etmok {giin istonilon sifirdan forqli
elementin multiplikativ tors elementinin olmasini gostormak kifayotdir.
Tutaq ki, s(x) hor hansit sifirdan forqli elementdir. Onda

deg s(x) <deg p(x). p(x) sade oldugundan ©BOB [s(x), p(x)]=1.
Natico 7.1-0 goro her hanst a(x) vo b(x) tgin 1=a(x)p(x)+b(x)s(x)
dogqudur. Belolikla,

I=R,,\[1]1= R, la(x)- p(x)+b(x)-s(x)] = R, {R,,,[b(x)]

X R, [s()]} =R, IR, [D(x)]-s(x)}.

Demoli, p(x) moduluna goro ¢oxhadlilor halqasinda R, [b(x)]

coxhadlisi s(x) ¢oxhadlisinin multiplikativ tors elementidir.

Zorurilik. Forz edok ki, baxilan halqa meydandir. Gosterok ki, p(x)
coxhadlilsi sadadir. ©ksini forz edok. Forz edok ki p(x) sads deyildir vo
daracosi on az1 ikidir. Onda p(x) =r(x)-s(x), harada ki, r(x) vo s(x)
doracolori on azi birs borabar olan hor hansi c¢oxhadlilordirlor. Halga
meydan oldugundan r(x) ¢oxhadlisi 7' (x) tors elementino malikdir vo
ona gora do

$(x) = R,y [s(0)]= R, [ (1) 7(x) - 5(x)] = R,y [ (%) p(x)]=0.
Lakin s(x)#0 vo ona goro do ziddiyyat aliriq. Belslikls, belo halqa
meydan ola bilmoz. Demali, p(x) sade ¢oxhodlidir. O
Ogor GF (g) meydani tizarindo n doroacali sade ¢oxhadli tapilibsa,

onda ¢g” sayda elementdon ibarat Qalua meydani qurmaq olar. Bu qurmada
meydanin elementlori GF (g) tizerinde n—1 daracaden bdyiik olmayan
daracali ¢oxhadlilarls tasvir olunurlar.

Comi ¢" sayda belo goxhadlilor méveuddur.

Niimuna 3. Sade p(x)=x"+x+1 c¢oxhodlisini istifado edorok
GF (2) meydani asasinda GF (4) meydanin1 quraq. Asanligla gostormok
olar ki, p(x) c¢oxhadlisi gotirilmoyan ¢oxhadlidir. Meydanin elementlori
{0,1,x,x+1} ¢oxlugunun elementloridir. Sakil 2-do qurulan meydanin
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toplama vo vurma cadvoli verilir. Aydindir ki, ¢oxhadlilorlo olan
isarolomolori tam qiymstli vo ya bagsqa arzuolunan isarslomolorlo avoz
etmok olar.

Cadval 1-do GF (2) tizerinds sado ¢oxhadlilerin siyahisi verilir. Bu

coxhadlilorin sado olmalarini bilavasito yoxlamaqla gostormok olar. Codval
1-do sado ¢oxhadlilorin xtisusi hallar1 olan vo primitiv ¢oxhodli kimi
adlanan c¢oxhadlilor verilmisdir. Onlar meydanlarin genislonmosinin daha
asan tosvir edilmosinds istifado olunurlar (§9-a bax!).

Coxhadlilarla Tkilik Tamqiymotli Daracali
isaraloma isaralomo isaraloma isare&ams
1 01 1 x’
X 10 2 X'
x+1 11 3 X
a)
+ 0 1 X x+1 - 0 1 X x+1
0 0 1 X X +1 0 0 0 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X x+1
X X x+1 0 1 X 0 X x+1 1
x+1 | x+1 X 1 0 b) x+1 0 x+1 1 1
Saokil 2. GF(4) meydaninin qurulusu
Cadval 1.

GF (2) meydani iizorinde sads ¢oxhadlilor

Daracasi Sads ¢oxhadli Daracosi Sadd
coxhodli
2 x*+x+1 16 xx 2+
3 X +x+1 17 x4+ 1
4 xHx+1 18 xx7+1
5 X+x+1 19 X+ Hx ]
6 x+x+1 20 x+x+1
7 X+ 21 X+
8 xHxHxx ] 22 x2+x+1
9 X +x 23 X2 +x+1
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10 x'+x+1 24 X Hx A x+]
11 xMx+1 25 X2 +x+1

12 xHxx ] 26 x20Hx+xx+]
13 x P Hxtxx+] 27 X+
14 x x4+ 28 X x+1

15 xPx+1

Asagidaki bazi faktlar qeyd edok:

1) Har bir Qalua meydani iizorinds istonilon daracali sadoa ¢oxhadli
movcuddur;

2) Yuxarida sorh edilon iisulla biitin Qalua meydanlarin1 qurmaq
olar. Bela qayda ila qurulan Qalua meydanlarindan basqa Qalua meydanlari
yoxdur;

3) Har bir meydanda primitiv adlanan element movcuddur.

Qalua meydanlarina aid olan bazi miihiim naticalor asagidakilardir:

1. Istonilon Qalua meydaninin elementlorinin say1 hor hansi bir sada
odadin qiivveting barabardir;

2. Istonilon p sado vo miisbot tam m odadi iigiin GF(p™)
meydaninin on kicik altmeydam1 GF' ( p) meydanidir. GF (p) meydaninin

elementlori GF(p")meydaninin tam odadlori, p-odadi isa onun
xarakteristikas1 adlanir.

3. Xarakteristikas1 2 odadina borabar olan sonlu meydanlarda hor bir
f elementi tigciin — f = £ boraborliyi 6donir.

4. Istonilon p sado vo m miisbat tam ododi iigiin p” sayda

elementdan ibarat Qalua meydanit mévcuddur.

5. Har bir GF (g) Qalua meydan1 he¢ olmazsa bir primitiv elemento
malikdir.

6. Hor bir Qalua meydani tizerinds istonilon doracoali he¢ olmazsa bir
primitiv ¢coxhadli mévcuddur.

7. Hor bir primitiv elementin istonilon alt meydan iizerinds sado
minimal ¢oxhadlisi mévcuddur.

8. Eyni sayda elemento malik iki Qalua meydani izomorfdur.
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9. Sads odadin daracasi olan istenilon ¢ odadi va istenilon m tam

miisbat adadi tigiin GF (¢) meydant GF(¢") meydaninin altmeydanidir,
GF(q") isa GF (q) meydanmnin geniglonmasidir.

10. Ogor nododi m ododini bolmiirss, onda GF(q")meydant
GF(¢") meydaninin altmeydani deyildir.

11. GF(g™) meydanmin istonilon elementi ticiin GF (g) iizorindo
minimal ¢oxhadlinin doracasi m -in bélanidir.

§9. Sonlu meydanin primitiv elementi

Torif 1. GF (¢) meydaninin primitiv elementi elo o elementino
deyilir ki, meydanin sifirinc1 elementindon basqa biitiin elementlori bu
elementin doracasi kimi géslarila bilsin.

Mosolon, GF (5) meydannda 2'=2,2?=4,2°=32%=]1,
belalikla, 2 elementi bu meydaninin primitiv elementidir.

Meydanlarmm  qurulmasinda  primitiv  elementlor ¢ox bdyiik
ohomiyyato malikdir. Belo ki, bunlardan biri tapilibsa, onda onlarin
quivvatlorini vurmagqla meydaninin vurma cadvslini qurmaq olar.

Bu paraqrafda qrup dedikde vurma omslino gore qrup noezords
tutacagiq.

Teorem 1. Tutaq ki, /,,5,,... B, elementlori GF (q)
meydaninin sifirdan forqli elementloridirlor. Onda

X =1=(x =) x=Bo)x=B,).

Isbati. GF (¢) meydanimin sifirdan forgli olan elementlori vurma

omolina gora sonlu qrup amolo gotirirlor. Tutaq ki, £ elementi GF (g)

meydaninin sifirdan forqli elementidir vo tutaq ki, # - bu elementin
vurmaya gora tortibidir. Malum teoremoa géra sonlu qrupun tortibi onun
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istonilon elementinin tortibine boliinir. Odur ki, # adadi g —1 adadini
boliir. Beloliklo,

g1 gl
pr=(BN =1 =1,
Demoli, A elementi x*"' —1 coxhadlisinin kokiidiir. O

Teorem 2. GF (¢) meydanmin sifirdan forqli elementlorinin vurma

omolina géra amals gatirdiklori qrup dovri qrupdur.
Isbati. Ogar g —1 sads adoddirss, onda teoremin hokmii trivialdir.

Belo ki, sifirdan vo birdon forqli biitlin elementlorin tortibi (¢ — 1) -dir.
Demoli, biitiin belo elementlor primitivdirlor. Teoremi g —1 miirokkob
odad oldugu halda isbat edok. (g — 1) -in sads vuruqlara ayrilisina baxaq:

g-1=]1n"
i=1

GF (¢q) meydan oldugundan, onun g —1 sayda sifirdan forqli elementlori

(¢-1)/ p;

arasinda x —1 ¢oxhadlisinin kokii olmayan he¢ olmazsa bir element

taptlmalidir, belo ki, bu ¢oxhadlinin (¢ —1)/ p,-don ¢ox olmayan sayda
kokii ola bilor. Beloliklo, hor bir i iigiin GF (¢q) meydanimnin sifirdan forqli
elo a, elementini tapmaq olar ki, a'“"'#” %1 olsun. Tutaq ki,

_ (g-D/p/
b, =a;

i

-dir va tutaq ki,

.
i=1

Isbat edok ki, b ododinin tortibi (g — 1) -dir vo, beloliklo, qrup dovri
qrupdur.

Addim 1. b, elementinin tortibi p;" -yo borabordir. Bunu isbat edak.
Aydmdir ki, b”" =1, beloliklo, b, odadinin tortibi p!’ ododini boliir.
Onda b, -nin tortibi p;" kimi adods barabardir. Ogar n, adadi v, -don kigik

1S9, onda

vi—1
Lakin
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g-1
bf’"m =a’” #1.

Addim 2. b elementinin tortibi (g — 1) -dir. Bunu isbat edok. Forz

edok ki, b" =1. Ovvalco gostorak ki, hor bir i =1,...,s ig¢iin buradan

n=0(mod p;") borabarliyi alimir. Har bir i {g¢iin asagidakini yazmaq

olar:
["HPF’]
b =1.

b -ni l_le b, ilo ovoz edorak vo bip"vf =1 boraborliyini istifado edorak

asagidakini alariq:

[”HP.V}
b =1.

Belolikla,
n[[p} =0 (mod p;').
J#i
Belo ki, p,-lor miixtolif sade ododlordirlor, ona goro hor bir i iigiin

n=0 (mod p;").Belaliklo,

nzli[p;”. O
i=1

Teorem 3. Hor bir Qalua meydaninda primitiv element movcuddur.
Isbati. GF (q) meydanimn sifirdan forgli elementlori dévri qrup

omolo gotirdiklorindon, onlarin arasinda g —1 tortibino malik element

movcuddur. Bu element primitiv elementdir. m

Primitiv elementin meydanda vurma cadvalinin qurulmasinda
istifadasini gostarmak ti¢iin asagidaki niimunays baxaq:

Niimuna 1. GF (8) meydaninda hor bir sifirdan forqli elementin
tortibi 7-ni bolur. 7 sade odod oldugundan sifirdan ve 1-don forqli
elementlor 7-yo borabor tortibo malikdirlor vo belslikls, primitivdirlor.
GF (8) meydamini p(z)=z’+z+1 g¢oxhadlisi vasitosilo qurmaq olar.
o = z primitiv elementing osaslanaraq asagidakilar alanq:
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a=z, a*=z*, a’=z+1, a‘=z"+z,
a’=z"+z+1, a®=z'+1, o' =1=a".
Bu tasvirda vurma asanligla  yerino yetirilir, masalon

et a’=aa’=a’.
Niimuna 2. GF (16) meydaninda har bir elementin tortibi 15-i boliir.
Elementlor 1,3,5 vo 15 tortibino malik ola bilor. GF(16) meydanini

p(z)=z" +z+1 coxhadlisinin vo o =z primitiv elementinin kémokliyi

ilo qurmagq olar. Asagidakilar alinq:

2 2 4 2
a=z, a*=z", a’=2', a'=z+1, a’=z"+z,

a®=z+z%, a'=z2"+z+1, a=z*+1, &’ =2 +z,

a® =z +z+1, o :

=2 +z7+z, a¥ =2 +z +z+1,
a =z +22+1, a" =Z3+1, a® =1.
Meydanin bels tosvirinds vurma sadadir; mosalon,
all .aIB :aIS.a9 :a9‘
Niimuna 3. GF(27)=GF(3’) meydaninda hor bir element 26
tortibine malikdir. Bu meydan1 p(x)=x’ +2x+/ ¢oxhodlisinin vo

a = x primitiv elementinin komakliyi ilo qurmaq olar. Primitiv elemento
osaslanaraq asagidakini alariq:

a=x, a’ =x+1, a® =x? +2x+1,
a’ =x’, a” =x?+x, a =2x? +2x+2,
a’=x+2, a =x?+x+2, a? =2x"+x+1,
a’ =x?+2x, a? =x?+2, a’l =x’+1,
a’=2x"+x+2, a =2, a” =2x+2,

a® =x+x+1, a =2x, a” =2x?+2x,
a’ =x?+2x+2, a® =2x?, a’ =2x?+2x+1,
a’=2x"+2, a =2x+1, a” =2x"+1,

a” =2x? +x, a’=1.

Bu meydanda vurma amslini, masslon, asagidaki kimi yerino yetirmak olar
Cx’+2)-2x* +2x+D=a’-a” =a” =a™" =
=a” - a’=a’ =x"+x+1.
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x coxhadlisine meydanin primitiv elementinin uygun oldugu halda
meydanin ¢oxhadlilor ¢oxlugu soklinde genislonmasinin qurulmasi daha
asan olur. Bu halda vurma codvelinds (x —1)-i loqarifmin osas1 kimi
istifado etmok olar vo bu da miimkiin asaslarin on sadssidir. Meydanin belo
qurulmasini primitiv ¢oxhadlilor adlanan xiisusi sokilli g¢oxhadlilor
vasitasilo hoyata kegirmok olar.

Torif 2. GF (¢q) meydanin tzerindo p(x) primitiv ¢oxhadlisi

GF (gq) tuzerinds elo sads coxhadliys deyirlor ki, p(x) modulu tizrs

qurulan genislonmis meydanda x c¢oxhadlisino uygun meydan elementi
primitiv element olsun.
Primitiv ¢oxhadli kokii primitiv element olan ¢oxhadliys deyilir.

§10. Sonlu meydanin strukturu

Tarif 1. GF' (¢q) meydammn on kicik altmeydaninin elementlorinin
say1 GF (g) meydaninin xarakteristikas1 adlanir.

Teorem 1. Hor bir Qalua meydani elementlarinin say1 sads adad olan
yegans on kigik altmeydana malikdir. Belsliklo, hor bir Qalua meydaninin
xarakteristikasi sado ododdir.

Isbati. Meydan «0» va «1» adadlorine malikdir. Alt meydani togkil
etmok u¢tin G ={0,,1+1,1+1+1,..} alt coxluguna baxaq ve onun
elementlorini {0,1,2,3,...} ilo isaro edok. Bu alt ¢oxluq toplamaya goéro
dovri qrup amoalo gotirir va elementlori sonlu p saydan ibarat olmalidir.
Gostarak ki, p sads adeddir vo G = GF (p). G -do toplama p modulu
tizra toplama amalidir, belo ki, G toplama tizro dévri qrup omals gatirir.
Distiributivlik qanununa gore vurma da mod p {izro vurma omoli
olmalidir:

a-f=(1+..+1)-f=p0+.+7,
harada ki, f# ododi « dofs toplanir. Vurma omoliyyatina gore har bir
element tors elemento malikdir, belo ki, {#, 24, 34, ...}

ardicilliglart G -do dovri altqrup omals gatirir .

Beloaliklo, G altgoxlugunun vahid elementi mévcuddur, toplama vo
vurma amoline gora qapalidir, toplama vo vurma omslins gors elementlorin
tors elementlori moévcuddur. Demoli, o, meydandir vo bu meydanda
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omoaliyyatlar mod p tizrs omoeliyyatlardir. Teorem 6.5-0 gora p sados oadod

olmalidir. O

Iki meydan ancaq tosvir tisullarina goéro forglonorlorso, onda onlar
izomorf adlanarlar.

Tarif 2. Tutaq ki, GF (g) her hans1 bir meydandir vo GF(Q) onun

genislonmosidir. Tutaq ki, # elementi GF(Q) -niin elementidir. /(£)=0
sortini odoyon GF (q) tuzerindo on kicik dorocoys malik  f(x)
coxhadlisine £ elementinin minimal ¢oxhadlisi deyilir.

Teorem 2. GF(Q) meydaninin hor bir S elementi GF (q)
tizarindo yegana minimal ¢oxhodliys malikdir. ©ger f(x) coxhadlisi S
elementinin minimal ¢oxhadlisidirso vo f elementi g(x) g¢oxhodlisinin
kokii ise, onda f(x) c¢oxhadlisi g(x) ¢oxhadlisini boliir.

Isbati. Hor seydon ovval S elementi GF (q) tizerindo x¢ — x
coxhadlisinin kokidiir. Birgiymatli ayrilis teoremindon istifads edok:

X0 —x= f1(0) [0 S, (2).
Burada sag torafdo biitiin vuruqlar GF' (¢q) tizerinds sade ¢oxhadlilordirlor.
Ogor [ sol torofin kokii ise, onda sag torofdo hor hansi bir vuruq
taptlmalidir ki, f# onun da kokii olsun. Lakin, sag torafde ancaq bir vuruq
ola biler, belo ki, sado ¢oxhadlilor GF(Q) genislonmosi tizarindo sabitlor
va xotti hadlerin hasiline ayrilirlar vo £ ancaq bu xatti hadlarin birinin

kokii ola bilar.
Teoremin ikinci hissasini isbat etmak ti¢iin

g(x) = f(x)-h(x)+s(x)
gotiirak, hansi ki, deg s(x) <deg f(x). Demali, f s(x) coxhadlisinin
kokii ola bilmaz. Lakin
0=g(f)=F(PIh(P)+s(f)=s(B).

Belaliklo, s(x) =0 olur. |

Natica 1. Ogor f,(x),..., f,(x) ¢oxhadlilerinin hamist GF (g)
tizorindo miixtalif ¢oxhadlilorse vo GF(Q) -den olan bir vo ya bir neco
elementin minimal ¢oxhadlilaridirlarss, onda

X% —x= £(x) [,(0)-. £ ().
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0

Noaticonin isbati teoremdon ¢ixir, belo ki, hor bir ﬂ elementi x* — Xx

¢oxhadlisinin kokidiir.
0 = g olduqda ayrilis asagidak: boraberliys gevrilir:

x!—x= x(x_ﬂl)(x_ﬂ2)'“(x_ﬁq—l)'

[ elementinin GF (q) iizorinds minimal goxhadlisi f'(x) = x— £ ¢oxhadlisi
olur.
Teorem 3. Tutaq ki, g(x) coxhadlisi GF (g) meydam iizorinds ixtiyari

coxhodlidir. Onda bu meydanin GF(Q) genislonmosi méveuddur vo GF(Q)
meydaninda g (x) xatti vuruqlarin hasiline ¢evrilir.

Isban. Umumiliyi pozmadan hesab edok ki, g(x) gotirilmis ¢oxhadlidir.
GF (q) c GF(Q,) c GF(Q,)c..c GF(Q) genislon-moalor ardicilligim
asagidaki qaydada quraq. Hor bir addimda g (x) ¢oxhadlisini GF (Q/) tizarinda

sada ¢oxhadlilorin hasili soklinds yazaq. ©gar yena geyri-xatti vuruq olarsa, onda
onlardan birini, deysk ki, g,(x) coxhadlisini gotirok va g, (y) ¢oxhadlisini

sado modul gotirmoklo GF(Q;) meydanmin genislonmasini qurag. Bu
genislonmodo g (x) -in ayrilisini davam etdirok, belo ki, yeni f =y elementi
g,;(x)  coxhodlisinin kokidiir. Belaliklo (zoruri oldugu halda isaralomolori

unifikasiya etmoklo), biitiin vuruglar xstti olanadak prosesi davam etdiririk. g(x)
¢oxhadlisinin daracesi sonlu oldugundan bu proses sonlu sayda addimdan sonra
yekunlagir. [

Torif 3. GF (¢) meydamnin istonilon geniglonmosi, harada ki, GF (q)
meydant iizorindo olan g(x) c¢oxhodlisi bu geniglonmods xotti vuruglarin vo
sabitlorin hasilino ¢evrilir, g(x) ¢oxhodlisinin ayrilma (pargalanma) meydant
adlanir.

Teorem 4. Tutaq ki, & elementi GF (g) meydanmin genislonmasi olan
GF (Q) meydaninin primitiv elementidir vo m odadi & elementinin GF (q)
iizorinde f(x) minimal ¢oxhadlisinin doracesidir. Onda GF(Q) meydaninin

elementlorinin say1 Q =¢" odadino borabordir vo onun hor bir f elementi
asagidaki kimi tosvir
oluna bilar:

_ m—1 m=2
p=a,, " +a,  ,a" " +.+aoa+a,,
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., a, odadlori GF (g) meydaninin elementloridir.

burada a a

m—=1>"m=-22""

Ishati. Aydmdir ki,
B=a, a"" +a, a" +. . +aa+a,,

kimi toyin olunan hor bir f# elementi GF'(Q) meydanina moxsusdur. Belo ayrilis
yeganadir, belo ki, agor

B=b, a"" +b, a"+..+ba+b,
ifadesi f elementinin basqa tosviri ise, onda
-1
0=(a,,-b,)a"" +..+(a —b)a+(a,—b,)

v, belaliklo, ¢ odadi m —1 daracali ¢oxhadlinin kokiidiir, bu iso & ododinin
secilmosi ilo ziddiyyot toskil edir. Biitévlikdo ¢” sayda belo elementlor

méveuddur va, beloliklo, GF (Q) meydanimin elementlorinin say1 ¢” -don kigik
deyil.

Digor torofdon meydaninin sifirdan forqli hor bir elementi & elementinin
hor hanst bir doracosi kimi tosvir oluna bilor. Lakin, ogor f(x) g¢oxhodlisi &
elementinin minimal ¢oxhodlisi ise, onda f(a)=0.

Belaliklo,

a”+f, "+ + fia+ f,=0.

Bu miinasibot " elementini & elementinin m -don kigik doracali giivvatlorinin
comi kimi tosvir etmak ti¢iin istifads oluna bilor:

m __ m—1
a" =—f a" —.—fia—f,.
Bu minasibst @ -nin  m -don  boyiik istenilon deracali  qlivvatlarini
m—1 m—2

a .o ey O ! ,a 0 quivvatlorinin xatti kombinasiyasi soklinds alinmasi tiglin
istifads oluna bilor:

a™' = S (_fm—lalw1 —..— fia _fo)_fm—z " _"'_fla2 - fox
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v i.a. Beloliklo, GF (Q) meydanmn istonilon elementi "',

m

Zalal
elementlorinin xatti kombinasiyasit kimi tesvir oluna bilor. Demoli, O odadi ¢g” -
don boylik ola bilmoz. O

Natico 2. Hor bir Qalua meydani p” sayda elementdon ibarstdir, burada
P -sado adod, m iso miisbot tam odaddir.

Qeyd edok ki, teorem 4 meydanin hor bir elementini & elementinin geyri-
miioyyon x doyisoni ilo sado ovoz edilmosi yolu ilo hor hans1 bir m — 1 doracali

coxhadli ilo slagalondirmok ti¢iin istifads oluna bilor. Bu ¢oxhadliys meydanin bir
elementi kimi baxila bilor. Onlarin toplanmasi va vurulmast ¢ elementinin

minimal ¢oxhadlisi olan f(x) modulu iizrs aparilir. Ogoer sads ¢oxhadli kimi
f(x) coxhodlisi gétiiriilorso, onda bu teorem 8.2-do alinan meydanla eyni bir

meydan olar. Beloliklo, hor bir Qalua meydaninda elementlorin say1 sado odod
doracasing barabordir vo hor bir Qalua meydani sado ¢oxhadlilor modulu hesabinin
komakliyi ile qurula bilar.

Bozi naticalori geyd edok:

Teorem 5. Tutaq ki, GF (¢) meydanmmin xarakteristikasi p -dir. Onda

GF (q) -den olan istonilon & vo S ododlori vo istonilon miisbot tam m odadi
lictin
(axp)” =a” £p".
Isbati. Tutaq ki, teorem m =1 olduqda dogrudur:
(@+p)’ =a’ +B7.
Bu beraberliyi p qiivvating yiiksoldok:
(a£p)) =(a"£p")"
vo teoremi m =1 iiciin yenidan istsfado edok:
2 2 2
(ax ) =a” £p7 .
Bu proseduram1 72 — I dof> tokrar etsok, alariq:

(axp)” =a” £p"".

92

Created with
M nitro™" professional



Milli Kitabxana

Beloliklo, teoremi ancaq m =1 halinda isbat etmok lazimdir. Binomial ayrilisa

gora
(@t )’ =D Cia'(*p)"".
i=0
Isbat edok ki, C; =0,i=1,2,...,p—1.Lakin hor bir 7 {igiin

ci Pt _pp-D)
PN p=i) iNp—i)
tam ododdir, p iso sado ododdir. Beloliklo, p sado odod oldugundan mexroc

ancaq (p —1)! -1 boliir, C; -iso P -nin misli olur. Beloliklo, C; =0 (mod p).
GF (g)-do tam ododlor hesabi mod p iizro oldugundan, i#0 vo i# p

hallarinda binomial omsal C; =0 olur. Nohayot, agor p =2 iso, onda

(£8)* = 7, ogor p -tok ododdirso, onda  (£5)7 = +S37 .
Teorem 6. Tutaq ki, p sado, m iso miisbot tam ododdir. Onda GF (p)

tizorindo g(x)=x" " _x coxhadlisinin on kigik pargalanma meydan1 p” sayda
elementdon ibaratdir.
Isbat. GF (p) meydani iizorinds hor bir goxhadli on kigik ayrilma

(pargalanma) meydanina malikdir. Tutaq ki, GF'(Q) meydam g(x)=x" "X
coxhadlisinin on kigik ayrilma meydanidir. Onda GF (Q) meydaninda g(x)
coxhadlisinin  p” sayda (tokrar koklor do miimkiindiir) kékii mévcuddur.
Gostorak ki, biittin koklor miixtolifdir vo meydan omols gotirirlor. Onda buradan
alinacaq ki, GF (Q) meydam1 p” sayda elementdon ibaratdir.

Koklor ¢oxlugunun meydan omsolo gotirmesini isbat etmok {iigiin bu
¢oxlugun toplama va vurma omoline gora qapali olmasini va har bir sifirdan forqli

elementin tors elemento malik olmasim gostormok kifayatdir. Tutaq ki, & vo f

elementlori g(x) ¢oxhadlisinin kokloridir. Teorem 5-0 géro

(@+p)” =a” £ =a*f,
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demoli, o * ﬂ -elementi do g¢oxhadlinin kokiidiir vo, demoli, kokler coxlugu

toplamaya nazaran qapalidir.

@p)” =a” " =a-p.
Beloliklo, @ff elementi do g(x) ¢oxhadlisinin kokiidiir ve, demoli, koklor

coxlugu vurmaya nozoron qapalidir.
Ogor @ kokdiirse, onda ~ & elementi do kokdiir. Asanligla yoxlamaq olar

-1
ki, & coxhodlinin kokii iso, onda &  do goxhadlinin kokiidiir.
_ " _ m
Nohayat gostorok ki, gx)=x X coxhadlisinin biitiin p sayda
koklori miixtolifdir. Bu, formal téromodon ¢ixir:
d[x”" —x)/dx=((p")x" " —1=—-1
belo ki, GF(Q) -da (p))=0 . Belaliklo, x” —x coxhodlisi tokrar koko
malik deyildir. O

Notico 3. Hor bir sado 2 vo miisbot ™ tam adodlori ticlin p sayda
elements malik Qalua meydani moévcuddur.

Nohayoat gostorok ki, ogor 9 sado odod deyildirso, lakin sado ododin
GF(q")

meydanini GF (q) meydaninin genislonmasi kimi

qurmaq olar. Bunun tgiin GF(q) meydan1 iizorindo " dorocoli sado
¢oxhadlinin mévcudlugunun isbat1 kifayatdir.

qlivvetidirso, onda

GF (q)

Teorem 7. Hor bir tam miisbat ” odadi iigiin hor bir sonlu
meydani iizorindo ™ dorocali heg olmazsa bir sads ¢oxhodli

mo6vcuddur.

isbat. 4 ododi sado adadin doracasi oldugundan 7 4 hamginin sada

odadin daracasidir. Natice 3-o gora 9 elemento malik sonlu meydan movcuddur.
Bu meydan « primitiv elementino malikdir vo teorem 4-0 goro bu primitiv

elementin  GF (g) {izorindo minimal goxhadlisi m doracali sado ¢oxhodlidir.
H
Noatica 4. Hor bir tam miisbot m odadi tigiin hor bir GF' (¢) sonlu meydani

tizorindo m doracali heg¢ olmazsa bir primitiv goxhadli mévcuddur.
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Isban. Tutaq ki, & elementi GF'(¢") meydanimin primitiv elementidir vo

tutaq ki, f(x) ¢oxhodlisi @ elementinin GF (q) {iizorindo minimal
coxhodlisidir. Onda f(x) modulu iizro ¢oxhodlilor meydaninda & = x primitiv
elementi f(x) coxhodlisinin kokiidiir. Beloliklo, x ¢oxhodlisi 6ziinti meydanin

primitiv elementi kimi aparir.
O

Teorem 8. GF (2" )meydaninin har bir elementi bu meydanda kvadrat
koka malikdir. Ciit olmayan sade p iigiin GF (p™) meydanini sifirdan forqli
elementlorinin  yarist GF(p™)-do  kvadrat kokoe malikdir. GF(p™)
meydaninin sifirdan forqli elementlorinin yarisi GF (p™) meydaninda deyil,

genislonmis GF (p*") meydanmninda kvadrat koko malikdir.

Isbati. Sifira borabor element istonilon meydanda kvadrat koko malikdir.
Ona goro do sifirdan forqli elementlors baxmaq lazimdir. Ovvalco 2

xarakteristikasina malik vo ¢ primitiv elementli GF(2") meydanmina baxaq.
Onda o elementinin tortibi tok adod olar. Meydanin her bir f elementi hor hansi
bir I tigiin @' kimi yazila

. . - i/2 .
bilor vo ona goro do ogor 7 ciitso 4/ f = '~ , ogor i tokss, onda

itn
\/ﬁ =a ? olar, harada ki, n=¢q" —I-dir. Istonilon halda S meydanin
elementi olur.

Indi iso xarakteristikast P tok sado odod, primitiv elementi iso o = }/qﬂ

olan GF (q) meydamna baxaq, harada ki, ¥ elementi GF(g°) genislonmis

meydanin primitiv elementidir, onun tortibi ¢° —1 = (g —1)(g + 1) odadino
borabordir vo ¢ +1 ciitdiir, belo ki, ¢ ododi tok sado ododin dorocosine
(q+D)i

borabordir. istonilon S elementi hor hansi bir i tigiin &' vo ya y kimi

yazila bilor. Onda i ciit oldugda +/ 8 = "* vo GF (g) meydanina daxildir. i

tok olduqda \/E =y vs bu GF(g) meydanma deyil, GF(g?)
meydanina daxildir, belo ki, bu halda i(q+1)/2 oadodi (¢ +1) adadinin misli
deyildir. O
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FOSIL III. XOTTi BLOK KODLARI

§1. Xatti blok kodlariin strukturu

GF"(q) vektor fozasti GF (q)-don olan elementlorin 7 -

ardicilliglarindan yaxud # -6l¢iilii vektorlardan ibarot olan ¢oxlugdur vo
burada komponentlor iizro toplama vo GF (g)-don olan skalyara vurma

omali movcuddur. Bu fozanin on ohomiyyotli xiisusi hali GF"(2)

fozasidir. Bu fozada iki vektorun komponentlar iizra toplanmasi mod 2-iizra
aparilir.

Torif 1. GF"(gq) fozasindan olan istonilon altfozaya xotti kod
deyilir.

Beloliklo, xotti kodlar GF (¢q) tizerinds kod sozii adlanan # -
ardicilliglarin bos olmayan ¢oxlugudur vo eladirlor ki, iki kod s6ziiniin
comi vo ya kod soziinin meydan elementi ilo hasili do kod soéziidiir.
Istonilon kodda sifir s6z koordinat baslangici kimi gotiiriilon kod soziidiir.
Daha doqiq desok, agor ¢ kod soziidiirss, onda —c¢ do kod soziidiir va,
belaliklo, ¢ + (—¢) do homginin kod sozii olar.

Xotti kodlarda hor bir soziin basqa soézlorlo bagliligi (slagosi)
istonilon basqa kodlarda oldugu kimidir. Sifir s6ziin strafinda qonsu kod
sozlorinin yerlosmasi  istonilon basqa kod sozlori otrafinda kodlarin
yerlogmasinin tipik niimunoasidir. Masalon, tutaq ki, ¢ hor hansi bir kod

sozudir vo ¢,,c,,..., ¢, sozleri bu sozden hor hansi bir d mosafasindo

r

c. —c kodlan

yerloson sozlordir. Onda ¢ —c¢ sifir s6z vo ¢, —c,c, —c,...,C,
iso sifir sozdon d mosafasindo (Xemming mosafasindo) yerloson kod
sozlaridir. Belalikla, xotti kodlarin minimal mosafalorini toyin etmok {igiin
sifir sozlo ona yaxin basqa kod sozlori arasinda masafonin toyin edilmosi
kifayatdir.

Torif 2. ¢ kod soziiniin sifirdan forqli komponentlarinin sayma c

kod so6ziiniin Xemmingq ¢okisi deyilir vo w(¢) kimi igars olunur.
Teorem 1. Xotti kodlar {igiin d* minimal mosafasi ii¢iin

d" = m){ionw(c) =w'
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dogrudur, harada ki, bu borabarlikdo minimum sifir kod séziindon basqga
biitiin kod sozleri tizra gotiiriliir.
Isbati. Tutaq ki, B xotti koddur. Onda

d” = min d(c,,c,;) = min d(0,c, —c,) = minw(c). O
¢;,c;€B / ¢;,c;€B 7 ceB
i#j i*j c#0

Belalikla, #-sayda sahvi diizeldon xatti kodu tapmaq tiglin minimal
¢okisi w* > 2¢ + 1 sortini 6doyan xatti kodun tapilmasi zaruridir.

§2. Xotti kodlarin matris tasviri

B xotti kodu GF"(q) fozasinda altfoza toskil edir. Bu fozanin bazis

vektorlariin istonilon bir ¢oxlugunun elementlori kodlarin amalogatirici
matrisi adlanan (k x n) -6l¢iili G matrisinin sotrlori kimi istifado oluna

bilor. G matrisinin satrlori fozas1 B xotti kodlaridir, istonilon kod s6zii G
matrisinin satrlorinin xotti kombinasiyasidir. qk sayda kod sozlorinin
omolo gotirdiyi ¢oxluq (7, k) - xatti kodlar1 adlanir.

G matrisinin satrlori xotti asili deyildirlor vo sotrlorin say1 k&
altfozasinin 6lgiisiine borabardir. Biitovlikdo GF"(q) fozasinn dlgiisii # -

dir. Comi ¢* sayda kod s6zii méveuddur vo GF (g) iizorinde ¢* sayda

miixtalif & -ardicilliglar1 kod sozlori ¢oxluguna inikas oluna bilor.

k -ardicilliglarinin vo kod sozlorinin istonilon qarsihigh birgiymotli
uygunlugu kodlasdirma tigiin istsfado oluna bilor, lakin on tobii
kodlagdirma tisulu

c=i-G (1
inikasim istifado edir, harada ki, i informasiya sozii olub kodlagdirilan
informasiya sozlorinin & -ardicilligi, ¢ iso amoalo golon kod séziiniin # -
ardicilligidir.

(1) miinasibati ilo verilon informasiya sozii ilo kod sozii arasinda
uygunlugu koder qurgusu verir vo G matrisinin satrlori kimi istifado
olunan bazis vektorlarinin se¢ilmosindon asilidir.

Tutaq ki, omologotirici matris agsagidaki kimidir:
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10010
G=[0100T1].
00111
Bu halda i = (0 /1) informasiya sozii asagidaki kimi kodlasacaq:

10010
c=01DH-{01001|=(01110).
00111
Omologatirici matris xatti kodlarin qisa yaziligidir.
B altfoza oldugundan o, ortoqonal B* tamamlayicisina malikdir,

yoni B tamamlayicisi B altfozasmna ortoqonal olan vektorlardan
ibaratdir. Ortoqonal tamalayic1 altfaza oldugundan ona kod kimi baxmaq
olar. B"-yo kod kimi baxdiqda ona B koduna ikili olan (dual) kod deyilir.
B* ortoqonal tamamlayicinin 6lgiisii (1 — k) -dir vo onun istonilon bazisi

n —k sayda vektordan ibarstdir. Tutaq ki, /4 matrisinin sotrlori B*-nin
bazis vektorlari sistemidir. Onda ¢ n -ardicillig1 o zaman kod sézii olar ki,
o, H matrisinin biitiin sotrlorina ortoqonal olsun, yani:
c-H"=0. )
(2) minasibati ¢ -nin kod s6zii olub olmadigin1 yoxlamaq ti¢iin istifads
edilo bidor. /4 matrisi kodun yoxlayict matrisi adlanir. (2) miinasibati hor
bir kod s6zii tigiin 6danildiyinden asagidak: alinir:
G-H =0. 3)
G iigiin yuxaridaki niimunays uygun olaraq H tigiin aliniq:
[1 011 oj
H= .
01101
G matrisinin ¢oxsayl segmoak iisulu oldugu kimi /A matrisini do ¢oxlu
tsulla segmok olar.
Teorem 1. B kodunun omologatirici matrisi B~ dual kodunun
yoxlayici matrisidir.

Kodlarin minimal ¢okilori ilo yoxlayici matrislor arasinda olaqo
asagidaki teorem vasitasils toyin olunur:
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Teorem 2. B kodu w -don bdyiik olmayan Xemming ¢okili sifirdan

forqli kod sozlorino malik olmasi iigiin zoruri vo kafi sort H yoxlayici
matrisinin w sayda xatti asil1 olan siitunlar coxluguna malik olmasidir.

Isbati. Zorurilik. Tstonilon ¢ kod sozii tigin ¢H ™ =0 boraborliyi
Odonir. Tutaq ki, ¢ kod sozii w ¢okisino malikdir. ¢ -don sifira borabor
olan komponentlari ataq. Onda alinan barabarliklor /' matrisindo w sayda
siitunlarin xotti asililiq miinasibotlori olacaq. Beloliklo, A matrisi w
sayda xotti asili siitunlardan ibarat olar.

Kafilik. ©gor H matrisi w sayda xotti asili siitunlar ¢oxlugundan
ibaratdirss, onda w —dan ¢ox olmayan sayda siitundan tagkil olunmus sifira
borabar xatti kombinasiya tapmaq olar. w sayda sifirdan forqli amsallara
uygun olan omsallar w-dan ¢ox boylik olmayan ¢okiys malik vektor

omals  gotirir ve  bu  vektor {giin cH" =0 olur.
(]

Notico 1. Kodun w-dan kigik olmayan ¢okiys malik olmasi tigiin
zoruri va kafi sort /- dan olan w—1 sayda siituna malik har bir ¢oxlugun
vektorlarinin xatti asili olmamasidir.

Bu noticadon bels goriiniir ki, ¢ sayda sohvi diizalds bilon (n,k) -

kodu tapmaq {igiin, kifayotdir ki, istonilon 2¢ sayda siitunlari xotti asili
olmayan (n — k) x n - 6lgiilii /A matrisi mévcud olsun.

Minimal mosafasi d” -a barabor olan verilmis (n,k) - kodunda agor

har bir kod séziinds iki movqe se¢ib vo bu movgelords olan simvollarin
yerini doyissok, onda yeni eyni bir parametrli kod almaq olar. Bu halda
ovvalki koddan trivial olaraq farglonan kod almir. Alinan koda avvalki
koda ekvivalent kod deyilir.

Ekvivalent kodlarin G vo G’ omologotirici matrislori bir-biri ilo
baglhidir. Kod G matirsinin satrlor fazasidir vo odur ki, matisin satrlori
tizorindo elementar omsliyyatlar yerins yetirildikde o, doyismoz qalir.
Kodun koordinatlarinin doyismosi G matrisinds siitunlarin yerdoyismosina
ekvivalentdir. Belolikls, iki kod ancaq va ancaq o zaman ekvivalent olur ki,
onlarin birinin amalogatirici matrisi o birisinin amalagatirici matrisindon: 1)
stitunlarin yerdoyismasi vo 2) sotrlor {izerinds elementar omoliyyatlarin
aparilmasi naticosinda alinir.
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Hor bir G omologatirici matris har hansi bir kanonik pillovari
matrisa ekvivalentdir vo G matrisinin sotrlori xotti asili olmadigindan
ekvivalent matrisin biitiin sotrlori sifirdan forqlidir. Beloliklo, siitunlarin
yerdoyismoasi daqiqliyi ilo istonilon amologatirici matris ilk & siitununda
k x k -6l¢iilii  vahid altmatrisdon ibarot olan matriso ekvivalentdir.
Ekvivalent matrisi asagidaki kimi yazmaq olar:

G = :P),

belo ki, P matrisi k x (n— k) 6lgilii matrisdir, 7, , iso kxk - 6lgiilii

vahid matrisdir. Belo sokildo olan amologatirici matris sistematik sokilda
olan omologoatirici matris adlanir. Tutaq ki, G = ({,,, : P)-dir. Onda H
matrisi H = (—P" 1 ) ) kimi toyin olunur, bels ki,

(n—k)x(n—k

(n—k)x(n—k)

Indi forz edok ki, H yoxlayict matrisi H = (P inety)
soklindadir. Aydindir ki, P altmatrisi (n — k) x k - dl¢iilii matrisdir. (3)
sortino uygun olaraq G matrisi {igiin kanonik pillovari sokili tapagq.
Aydindir ki, H" matrisi asagidaki sokilds olar

H' =
[(n—k)x(n—k)
Tutaq ki, G matrisi G =(/,,:X) soklindo matrisdir, hans1 ki, X
altmatrisi k x (n — k) - 6l¢tilii matrisdir. (3) sortine goéro alariq:
G-H =1, P +X-I, un=P +X=0.
Buradan da X =-P" almir. Demoli, G matrisi G= (I, —P")

soklinds matris olar.
Niimuna 1. Tutaq ki, n =7, k = 4 vo H yoxlayici matrisi

1010:100
H=|1001:010
0101:001
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kimidir. Onda buradan P vo P’ asagidaki kimi olar:

110
1010
P—{]OOZ} pr=| 00|

100
0101 011
Beloliklo,
1000:110
G = 0]00?001
“10010:100 |
0001:011

Tarif 1. Hor bir kod sozii informasiya simvollari ils baslayan koda
sistematik kod deyilir. Qalan simvollar yoxlayici simvollar adlanir.
Teorem 3. Hor bir xotti kod xatti sistematik koda ekvivalentdir.

Niimuno 2.
0 :10
101:10
0 :01|, H= .
011:01
1 :1 1

Bu halda i=(011) informasiya s0zii sistematik kod so6zii olan
c=(01110) soziino oks olunur.

Koda sistematik halda baxmaqgla kodun parametrlori iigiin sado
barabersizliklor almaq olar. Tutaq ki, hor hans1 (n,k) - sistematik xatti kod

verilmigdir vo d* minimal mosafadir.

Teorem 4 (Singlton sorhadi haqqinda). istonilon xotti  (n,k) -
kodunun minimal masafosi (minimal ¢okisi) asagidaki borabarsizliyi
odoyir:

d" <l+n-k.

Isbati. Kodlarda sifirdan forqli sézlorin minimal gokisi d” -dur. Bir
sifirdan forgli informasiya simvoluna vo n —k sayda yoxlayici simvola
malik sistematik kod s6zii mévcuddur. Belo kod sozii 1+ n — k -dan boyiik
¢okiyo malik ola bilmoz. Beloliklo, minimal ¢oki 1+ # — k komiyyotindon
¢ox ola bilmaz. O

Torif 2. d" =1+n—k sortini 6doyon minimal mosafoyo malik
istonilon kod minimal moesafali kod adlanir.
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Singlton sorhadi gostorir ki, ¢ sayda sohvi diizoltmok {igiin 27 -don
az olmayan sayda yoxlayici simvol olmalidir (2 yoxlayici simvol 1 sohva).
Oksor kodlar, hotta optimallar da, singlton sorhodindon olduqca ¢ox sayda
yoxlayici simvollara malikdirler, lakin bozi kodlarin parametrlori bu
sarhoddi boraborlik halinda ddayirlor. Maksimal mosafali kodlar daqiq 2¢
sayda yoxlayici simvollara malikdirlar.

§3. Standart diiziim qaydasi

Xatti kodlarin iki kod soéziiniin forqi ds kod szt oldugu tictin sifir
s6z do kod sozii olacaq. Ogor biz bilirikso ki, xotti kodlarin hansi alt
coxlugu sifir s6zo an yaxinda yerlosir, onda koordinat baslangicinin sado
stiriismasilo asanligla miioyyan etmak olar ki, gobul olunan sézlarin hansi
istonilon basqa kod s6zlorine on yaxinda yerlosir.

Tutaq ki, d* tok adaddir vo d* = 27 + 1. Markazinds sifir s6z olan ¢
radiuslu kiironin daxilinds asagidaki noqtalar ¢oxlugu yerlasir:

S, ={]d(0,v) <1} .
Bu kiira sifir s6zo dekodlagdirilan biitiin qobul olunan sézleri 6ziinde
saxlayir. Moarkozi ¢ kod sozii olan ¢ radiuslu kiironin daxilindo
S, = {U|d(c, )<t}
¢oxlugundan olan noqtalor — sdzlar yerlasir; onda
S. =5, +c:{u+c|ueS0}.

Standart diizim biitiin dekodlagdirma kiirolorinin tosvir tisulunu
0ziinda oks etdirir. Tutaq ki, 0, C35C350e5C s biitiin qk sayda olan va (n, k)
- koduna moxsus olan kod sozloridir. Asagidaki sokildo tosvir olunan
standart diizim cadvalini bels quraq: Birinci satrda biitiin kod sézlorini
yazaq. GF"(q) fozasindan qalan so6zlor arasindan sifir sézdon 1
mosafasinds yerlogon istonilon sozil gétiirok vo onu v, ilo isara edok. Ikinci
sotro 0+v,,c, +v,,¢c; +U, eesC i + v, -lori yazaq. Bu qayda ilo novbati,

yani tiglincti, dordiincii vo s. sotrlor qurulur. j -ci addimda sifir s6zo on
yaxin olan va avvalki sotrlords rast galinmayan kod soziinii gétiirok, onu
v, ild isars edok va j-ci satro 0+v,,¢, +v,,¢4 +05e,C i TU; yazagq.
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Bu proses o qoder davam etdirilir ki, axirda istifade olunmamis kod sozii

qalmasin.
Ogor koda altqrup kimi baxilarsa, onda bu prosedura bir altqrup {izro

gonsuluq siniflori amoals gotirir. Aydindir ki, bu codvaldo q”’k sotr olacagq.
Birinci siitunda olan sozlor qonsuluq siniflarinin liderlori adlanir.

dekodlasm dekodlasma
a kiirasi kiirasi
0 6’2 C3 qu
0+v, c, + 0, ¢y +U, C . +u,
q

Qonsuluq 0+, ¢, +0, ¢y +0, Cp 0
sinfi

0+v, C, +V; c;+U; cptU;
Ufliqi xott 0+v,, ¢, +v,, C3+U; Cp TV

0+U£ ¢, 0V, c; U, qu +0U,

Qongul c,-9 meyl

uq. a edon

Sinitior sferalar

- arast oblast

lider-

lori

Sakil 1. Standart diiziim

Cadvelin qurulma qaydasina goro sifir sézdon baslayaraq, birinci
stitun morkozi sifir s6zds olan dekodlasdirma kiiresinin daxilinds yerloson
biitiin sozlori, yoni sifir sézdon ¢ mosafasindon ¢ox olmayan mosafodo
yerlason s6zlori 6ziindo saxlamalidir. Sotrlor merkazi sifir kod séziinds olan
¢t radiuslu kiironin daxilini tam doldurduqdan sonra cadvalds tifiigi xott
cokilir. Bu xatdon yuxarida olmayan kod sozlori qala bilor. Onda onlar an
yaxin olan kod so6zlori ilo miiqayiso olunurlar. Hom tam vo hom do
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natamam dekoderlor standart diiziim vasitosilo tosvir oluna bilor. Tam
dekoder qgobul olunmus sozlori oan yaxin kod sozlori ilo tutusdurur. Qobul
edilon s6z cadvalds tapilir va onun oldugu siitun miisyyan edilir va siitunda
on yuxarida - birinci satrds yerlogon kod s6ziine dekodlasdirilir.
Natamam dekoder gabul olunmus soziin ancagq {ifiiqi xotdon yuxarida
oldugu halda onu dekodlagdirir.
Nimuna kimi (5,2) - koduna baxaq vo tutaq ki, bu kodun
omologatirici matrisi agagidaki kimidir:
{1 011 1)
G= .
01101
Bu kod bir sshvi diizolds bilir. Standart diiziim asagidaki kimidir:
00000 10111 01101 11010
00001 10110 01100 11011
00010 10101 01111 11000
00100 10011 01001 11110
01000 11111 00101 10010
10000 00111 11101 01010

00011 10100 01110 11001
00110 10001 01011 11100

1 radiuslu kiiraler kosigmirlor. Hor birindo 6 ndqte - s6z olmaqla 4 kiiro
movcuddur. 8 noqts kiiralordon kenarda qalir.

n va k boyiik oldugda standart diiziimiin sotr vo siitunlari artir vo
yuxarida gosterilon qaydada totbiq ¢atinlasir. Ancaq birinci slitunu yadda
saxlamagla cadveli qisaltmaq olar. Qalan siitunlart iso lazim goldikdo
tapmagq olar. Bundan 6trii sohvin sindromu anlayigindan istifads etmok olar.

Istonilon qobul edilmis v vektoru (sozii) ii¢lin sindrom asagidaki
borabarlikls toyin olunur:

s=v-H".

Teorem 1. Bir qonsuluq sinfindon olan vektorlarin hamis1 ancaq bu
qonsuluq sinfi tiglin olan eyni bir sindroma malikdirlar.

Isbati. ©gar v vo v’ eyni bir qonsuluq sinfino aiddirlorss, onda hor
hansi bir y, ¢, vo ¢; kod sézleri iglin v =c, +y vo v'=c; +y olur.

Istonilon ¢ kod sozii iigin c¢-H' =0 boraborliyi dogrudur. Buradan
asagidakini alanq:
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s=v-H =y-H", ss=vH" =y-H"
v, beloliklo, s=s" alinir. Oksino baxaq, tutaq ki, s=s'. Onda

(L=0")H" =0 vo ona gére v — 0" kod séziidiir. Beloliklo, v vo v’ eyni
bir qonsuluq sinfins aiddirler. O

Bir qonsuluq sinfindon olan iki vektor eyni bir sindroma malikdir.
Belolikla, codvals sindromu va qonsuluq sinfinin liderini daxil etmok
kifayotdir. Bu halda dekodlasdirma asagidaki kimi aparila bilor. Qabul
edilon v vektorunun sindromu hesablanir vo sindroma asason qonsuluq
sinfinin lideri tapilir. Bu lider gqobul edilon s6zlo dekodlasdirma kiirasinin
morkozi olan kod soziiniin forqidir. v qobul edilon sézdon qonsuluq
sinfinin liderin ¢ixmaqla sohvi diizoltmak olar. Niimuno kimi asagidaki
yoxlayici matrisi gotiirak:

11100
H =|10010 |.
11001
Yeni standart diiziim cadvali asagidaki kimidir:
Qonsuluq Sindromlar
siniflorinin lideri

00000 000
00001 001
00010 010
00100 100
01000 101
10000 111
00011 011
00110 110

Bu cadval avvalki cadvaldon ¢ox sadadir. Tutaq ki, v =10010 qgabul

olunub. Onda s=v-H" =101. Uygun qonsuluq sinfi 01000 kod
soziidiir. Buradan aliriq ki, gonderilmis séz 10010-01000=11010 s6ziina
borabordir, informasiya sozii 11-a borabordir.

§4. Xemminq kodlarinin matris tasvirlori
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Minimal kod masafssi tigdon az olmayan kodlar Notico 2.1-0 goro
bitiin stitunlart sifirdan forqli vo miixtslif olan yoxlayici matriso malik
olmalidirlar. ©gor ikilik kodlar m sayda sotro malik olarsa, onda biitiin

stitunlar m uzunluglu ikilik ododlor olur. 2" —1 sayda miimkiin olan

siitunlar mdvcuddur. Uygun olaraq, ogor H matrisi d* >3 olan ikilik
kodlarm yoxlayic1 matrisi isa vo bu matris m sotro malikdirse, onda o, (

2™ —1)-don ¢ox olmayan sayda siituna malik ola bilor. Naticods
(2" =1,2" —=1=m) - kod alinir. ©n sado vo trivial olmayan niimuno

m =3 ododino uygundur. Bu halda H vo G matrislori sistematik halda
asagidaki kimidir:

1000110

1101100
0100101
H=|1011010|, G= .
0010011

0111001
0001111

Belo (2" —1,2™ —1—m) - kodlar Xemminq kodlar1 adlanirlar.

Aydindir ki, istonilon siitunlar ciitliiyti xatti asili deyil, lakin bazi ti¢
stitundan ibarat sistem xatti asili olar. Odur ki, teorem 2.2-yo goérs kodun
minimal ¢akisi 3-2 barabardir va kod 1 sahvi diizalds bilar.

Xemming kodlarinin toyinini ikilik olmayan hallar tctin do
timumilosdirmak olar. Bels kodlarin qurulmasiin asas ideyasi istonilon iki
slitunu xatti asili olmayan / matrisnin qurulmasindan ibarotdir. H
matrisinin qurulmasi ti¢lin GF (g) tzorindo (g # 2) sifirdan forqli olan
m - ardicilliglarin hamismin istifade etmok lazim deyildir, belo ki,
bunlardan bozileri xatti asil1 ola biler. Xatti asili olmamazlig1 tomin etmok
ticiin A matrisinin siitunlarmin ~ qurulmasi1 zamani ilk sifirdan forgli
elementi vahido borabar olan m -ardicilliglar1 gotiirmek lazimdir. Bels
oldugda biitiin stitunlar ciit-clit xotti asili olmayacaqlar, lakin siitunlarin
bozi tgliiklori xatti asili ola bilarler vo kodda minimal masafs 3-o borabar

olar. Biitiinlikds (¢” —1)/(q —1) sayda belo miixtolif siitunlar ola bilor.
Beloliklo, alinan kod [(¢™" —1)/(¢ —1), (¢” —1)/(q¢ —1) — m] - kodu olar.
Bir sohvi diizeldon Xemming kodu her bir ¢ (hans1 ki, bu adad iiciin
GF (q) meydant movcuddur) va m iigiin movcuddur.
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Bozi (n,k) - Xemminq kodlarinin parametrlori

GF(2) GF(4) GF(8) GF(16) GF(27)
(7.4) (5.3) 9,7) (17,15) (28,26)
(15,11) 21,18) (73,70) (273,270)  (757,754)

(31, 26) (85,81) (585,581)
(63,57)  (341,336)
(127,120)

Mosalon, GF (3) izorindo (13,10) - Xemmingq kodu asagidaki H

yoxlayici vo G amalogatirici matrislor vasitasilo verilir:

1111111100100
H=0 0 1 1 1 222 11 0120)|

12 01 201 21 2 001
/I 0 0 0 0 0 0 00 0 2 0 2
o 1 0 0 0 0 0 00 0 2 0 I
o 0 1 0 0 0 0 00 0 2 2 0
o o0 o 1 0 0 0 00 0 2 2 2
G=00 o o0 1 0 0 00 0 2 2 1]
o 0 0 0 o0 I 0 00 0 2 10
o o0 o0 0 0 0 I 00 0 2 1 2
o 0 0o 0 0 0 0 I 0 0 2 11
o 0 0 0 0 0 0 01 0 0 2 2
o 0 0 0 0 0 0 00 I 0 2 1

§5. Miikommol vo kvazimiikammal kodlar

Kod sozlarinin altfoza oldugu biitiin » - ardicilliglar1 fozasina baxagq.
Bu fazada dekodlagdirma kiiralari eyni bir radiuslara malikdirlar va har bir
kiiranin meorkazinds bir kod sozii dayanir. Tutaq ki, kiiralorin radiuslar1 tam
odad olmaqgla artir. Bu artmaq o gqodor davam edir ki, artiq radiuslarin
artmasi kiiralorin kosigmosi olmadan miimiikiin deyil. Radiusun bu son
haddo olan qiymoti kod soézlorinin diizoldilo bilon sohvlorinin sayina
borabardir. Belo radius kodun sferik baglanma radiusu adlanir. Radiusun
artirilmasini  fozanin biitlin noqtalorinin he¢ olmazsa bir kiiroys daxil
olmasina kimi davam etdirok. Bu son hadds uygun radius kodlarin 6rtiilma
radiusu adlanir.
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Kodun baglanma va ortiilmo radiuslan tst-tste diise bilor. Oger bu
beladirss, onda standart diiziimiin qurtarmasit ¢ radiusu daxilindo biitiin
kodlarm tiikonmoasi aninda bas verir. Bu halda fozanin biitiin ndqtslori
kiiralsrin daxilinds qalir va kiiralardon xaricds heg bir noqte qalmur.

Torif 1. Ogor hor hansi bir eyni radiuslu kod otrafi kiirslor
kosigmodon biitiin fozani ortiirsa, onda belo koda mitkommal kod deyilir.

n=(q" -1)/(q—1) wuzunluglu Xemminq kodlar1 miikommsl
kodlardir. Bu ona gorodir ki, radiusu 1-o baraber olan kiiro daxilindo
1+ n(g—1)=¢q" ndqto vardir vo fazada olan ndqtolorin sayinin kiiralarin

sayima nisboti ¢” / g* = q" ododino borabordir, belo ki, n—k =m.

Miikemmal kodlar ¢ox shomiyystli xassslars malikdirler, lakin onlar
¢ox az olduglarindan mahdud tatbiq shamiyyatine malikdirlar.

Torif 2. Ogor hor bir kod s6zii otrafinda olan ¢ radiuslu kiiralor
kasismirlarsa va bu kiiralora daxil olmayan biitiin s6zlor he¢ olmazsa bir
kod sozindon ¢+1 mosafodo yerlosorss, onda belo kodlara
kvazimiikommaol kodlar deyirlor.

Kvazimitkommsal kodlar miikommsal kodlara nisboton tez-tez rast
golinir. Verilmis n vo k tgiin kvazimiikommoal kodlar oldugu halda
(miikkommol kodlar movcud olmadigi halda), onda bu n vo k fiigiin

boyiik d” -lara malik kodlar olmur.
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FOSIL IV. DOVRi KODLAR

§1. Kod meydanin genislonmasi néqteyi nazarindan

GF (gq) tzerinda dovri kodlar xotti kodlarin bir sinfidir vo onlarin
xiisusi tosvir imkani movcuddur. Bu kodlar GF (¢) meydani tizorindo

olsalar da onlar1t GF'(q¢") tizerinde daha aydin tesavviir etmok olur.

GF (q) tizerinds xotti kodlar elementlori GF (g)-don olan matrislor
vasitasilo tosvir oluna bilarlor. Bu matrislor yoxlayicit matrislor adlanirlar.
GF (g) tzerinds ¢ o vaxt kod olur ki, ¢- H " =0 olsun. Mosolon, (7,4) -
Xemming kodunun yoxlayict matrisinoe baxaq:

1001011

H =|0101110 |.
0010111

Genislonmis meydana kegmoklo bu matrisi daha kompakt sokildo
yazmagq olar. /4 matrisinin siitunlari1 GF' (8) meydaninin elementlori ilo
eynilogdirmok olar. Bu meydanin elementlori ¢oxhadlilordir. Matrisin
birinci sotrinin elementlorini z° -a uygun omsal, ikinci sotrin elementlorini
z' -0 uygun omsal, tigiincii sotrin elementlorini iso z*-a uygun omsal kimi
gotiirok. Onda GF (8) meydanmi qurmaq iig¢iin  p(z) =z +z+1
coxhadlisinin istifado edilmasini nazars alaraq vo z -i ¢ primitiv elementi
kimi gotiirorok /4 matrisini asagidaki kimi yazaq

H=[a"ad'a’c’a’‘a’a’].
GF (8) genislonmis meydani tizerindo yoxlayici matris (I1x 7)- olgiili
matrisdir. /4 matrisini istifado edorak, kod soziinii GF (2) iizorinds elo
vektor kimi toyin etmak olar ki, onlar GF (8) genislonmis meydaninda

cH" =0 voya c¢,+c,a+..+c;a’ =0 sortini 6dosin. Belolikla, biz

kod so6zlarini goxhadlilor kimi tasvir etmoak ideyasina golirik: ¢ kod sozii

n—1

c(x)=c,+c,;x; +..+c, ;x" coxhadlisi kimi tosvir olunur vo kod

soziiniin / yoxlayict matrisino vurulmasi omoaliyyati ¢(x) ¢oxhadlisinin
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x =a noqtesinda qiymatinin hesablanmasi omsliyyatina g¢evrilir. ¢(x)

coxhadlisinin kod soziinii oks etdirmesi sorti c(a) =0 boraborliyine
cevrilir. Bagqa sozlo desok, c¢(x) ¢oxhadlisi ancaq vo ancaq o zaman kod
sOzii olar ki, ¢ elementi c(x) coxhadlisinin kokii olsun. (7,4) —Xemminq
kodunun ¢oxhadlilerlo tosviri deracesi 6-dan ¢ox olmayan vo GF (2)
meydani {izarinds toyin olunan ¢oxhadlilor ¢oxlugudur. Bu ¢oxhadlilorin
kokii GF (8) lizerindo olan « elementidir.

Forz edak ki, xatti kodun yoxlayict H matrisi n siitun va (n — k)
sayda sotro malikdir. Tutaq ki, sotrlorin say1 m -2 boliiniir. Belo matrisin
m sayda sotrdon ibarot hor bir qrupu GF(q™)-don olan elementlorden

ibarat sotrlor kimi tosvir oluna bilor. Beloliklo, A yoxlayici matrisi
asagidaki kimi matrisa gevrilir:

ﬂll ﬁ]2"'ﬁ1n

H =| P21 P22-P2n

By By

Burada r=m—-k)/m, B, =(B,;.B00,) (= I,n) sotri iso
yoxlayict matrisin m(i—1)+1, m(i—1)+2, m(i—1)+3-cti sotrlori
yigimina uygun galon vo GF (¢™) meydaninin elementlorindon ibarat olan
sotrdir. Beloliklo, GF'(q) meydan: tizerindo (n — k) x n- olgtilii matris

ovozine GF(q") meydan iizorindo rxn- Olgilii matris aliriq. Biz

yoxlayici matrisin ancaq asagidaki sokildo yazildigi bir xiisusi hala
baxacagiq

0

W en

H= }/3 7; "'7/?72 7/;71 (1)

AN NS A
Burada n=¢" —1 vo y, € GF(q"), j =1,...,r.
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Hor bir ¢ kod sozii GF (¢q) meydani tizorinds vektordur. Beloliklo,

GF(q") genislonmosindo

c-H" =0
matris baraborliyi ddonir. Bu boraborlik /A matrisinin yuxarida gotiiriilon
(1) xtisusi sokli Tictin asagidaki kimi yazila bilar:

n—1
Deri=0,j=1..r.
i=0

Bu miinasibat y,,7,,..., 7, elementlorinin c¢(x) kod ¢oxhadlisinin

kokii olmasi barados fikirls iist-iisto diisiir. Baxilan kod # —1 dearacadon ¢ox
olmayan,

n—1 )
c(x)= ch_x’
i=0

kimi tosvir olunan vo ¢(y;)=0, j=1,...,r sortlorini 6doyon goxhadlilor

¢oxlugu kimi toyin olunur.

Beloliklo, xotti kodlarin matris tasvirlorindon onlarin xiisusi bir alt
siniflorinin polinomial tasvirlorine kegdik. Polinomial tosvir yaxsi kodlarin
axtarisini, koder vo dekoder qurgularinin qurulmasimi asanlagdirir. Xatti
kodlarin bu alt siniflori dévri kodlar adlanr.

Masalon, GF (16) meydanmnin hor hansi bir primitiv ¢ elementini

gotiirak vo hesab edok ki, kodun uzunlugu 15-o borabardir. Kodun GF (2)
meydan1 {izorindo yoxlayici matrisini qurmaq i¢iin y, =a vo ), =« ’
gotiirak. Onda alariq:
S RN T
(AN VANV ANV AN V AR 0 AR 0 AR 0 AR V ARV AR V AR V AR V AR 0 AR 0 4
7, Vo y, elementlorinin basqa ciir se¢imi basqa bir /7 matrisino — bazon
yaxsl1, bazan iso pis matrisa gatirib ¢ixarir.
Lazim olduqda yuxarida (2)-do gostorilon A matrisini GF (2)
tizorindo olan matrislo ovoz etmok olar. Onun iiglin GF (16) meydaninin

tosvirindon istifado etmok lazimdir. ¢ elementinin hor bir doracosini 4
bitlik stitunlarla ovez etmok lazimdir vo bu zaman siitunun on yuxaridan

birinci elementini polinomial yazilisda z° -in
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omsall, ikinci elementini z'-in omsali vo ia. kimi gotirmek lazimdir.
Beloaliklo, alariq:

H matrisinin satrlori xatti asili deyildir va (15,7) - kodlarmi tayin
edir. Kodun minimal maesafesi 5-dir. Bu kodlar GF (2) {tizerindo 14

dorocodon boyik olmayan veo GF(16) meydaninda c¢(a)=0 vo
c(a’) =0 borabarsizliklorini 6doyen goxhadlilor ¢oxlugu kimi do tosvir

edilo bilor. Basqa sozlo, kod sozlori «a vo o« koklerino malik
coxhadlilordirlar.

§2. Dovri kodlarin polinomial tasvirlori

Torif 1. B xotti kodunda ¢ =(c,,c,,...,c, ;) ixtiyari kod sozii
oldugda ¢'=(c, ,,¢,,¢,,--.nC, ,) s0zii do B koduna daxil olarsa, onda B

kodu dovri kod adlanir.

¢’ kod sozii ¢ kod sdziindon biitiin komponentlorin bir mévqe saga
dovri stirigmasi naticasinde alnir. Dovri koda niimuns olaraq Xemming
kodlarim1 gostermok olar. GF (g) tzerinds # uzunluqda hor bir xotti
kodlar GF"(q) fozasmin altfozasidir, dovri kodlar iso altfozanin olavo
dovriiliik xassasine malik xtisusi halidir.

GF"(q) fozasinda hor bir vektor x-m n—1 dorocodon bdyiik

olmayan ¢oxhadlilori kimi yazila bilor. Vektorun komponentlori
coxhadlinin omsallar1 kimi gétiiriiliir. Coxhadlilar ¢oxlugu vektor fozasinin

strukturuna malikdir vo GF"(q) fazasinin strukturu ilo identikdir. Bu
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coxhadlilor ¢oxlugu GF(q)[x]/(x" —1) halqasimn strukturuna malikdir.

GF (q)[x]/(x" —1) halgasinda vurma asagidaki kimi toyin olunur:
pl(x)'pz(x):Rxn,l[pl(x)'pz(x)]- (1)

(1) miinasibatindo beraborlik isaresindon sagdaki vurma GF (gq)[x]
halgasinda vurma, soldaki iso - GF'(q)[x]/(x" —1) halqasinda vurmadir.
Qeyd edok ki, R, [f(x)] il f(x)-m x"-1 ¢oxhadlisino
boliinmesindan alinan qaliq isars olunmusdur.

Dévri siiriisdiirmo GF (q)[x]/(x" —1) halqasinda vurma omoliyyati
kimi yazila bilor:

x-p(x)=R,_ [xp(x)].

Belaliklo, agor hor hansi bir kodun kod s6zlori ¢oxhadlilor soklinda
verilirss, onda kod GF (q)[x]/(x" —1) halgasinin altgoxlugudur. Ogar belo
koda her bir c¢(x) kod sozi ilo yanast hom do x-c(x) kod sozii
daxildirsa, onda kod dévri koddur.

Teorem 1. GF(q)[x]/(x" —1) halqasmin B alt ¢oxlugunun dévri
kod omolo gotirmosi {iglin zoruri vo kafi sort asagidaki iki sortin
O6donmosidir:

1) B alt ¢oxlugu GF(g)[x]/(x" —1) halgasinda toplama amslina
gora altqrup amoalo gotirir;

2) ogoar c¢(x)eB vo a(x)eGF(gq)[x]/(x"-1), onda
Rx,ifl[a(x)c(x)] eB.

Qeyd. B coxlugu halqanin ideali adlamr. Umumi halda [
altcoxlugu vo R halqasi {igiin agor asagidaki sartlor 6donarse, onda [/ alt
coxlugu R -in ideali adlanir: 1) [ altgoxlugu R halgasinin additiv
altqgrupudur; 2) r€ R vo ae€l -donalmirki, a-rel.

Isbati. Kafilik. Tutaq ki, B alt ¢oxlugu {i¢iin yuxarida gostorilon iki
sart 6donir. Onda o toplama vo skalyara vurma omollorine gore qapalidir
vo, belaliklo, alt fozadir. Balt ¢oxlugu halganin biitiin elementlorina,
xuisusi halda x elementine vurma omoline gora qapalidir va, belslikls, o
dovri kod amals gatirir.
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Zorurilik. Indi forz edok ki, baxilan alt ¢oxluq dévri koddur vo ona
gors do toplama vo x elementins vurma smsline gore qapalidir. Onda o, x
elementinin qlivvatlorine vurma vo bu qiivvatlerin xatti kombinasiyalarina
nozoran qapalidir, yoni istonilon ¢oxhadliys vurma omsoline mnazoren
qapalidir. Belaliklo, o, sortlorin ikisini do Odayir.
il

B ¢oxlugundan sifirdan forqli vo on ki¢ik doracoya malik ¢oxhadlini
gotiirok vo onun doracasini #—k ilo isaro edok (bu doroco #2-don kigik
olmalidir). Bu coxhadlini meydanmn elementine vurmaqla onu ¢evrilmis
coxhadli soklino (bdyiik hoddinin omsali bir ododine beorabar olan
coxnadliya) gotirok. B kodu xotti oldugundan, alinan g¢oxhadli do B
coxluguna daxil olacag. B ¢oxlugunda n—k dorocali gevrilmis basqa
coxhadli olmayacagq.

B kodunda on ki¢ik doracali ¢evrilmis c¢oxhadli B kodunun
omologatirici  ¢oxhodlisi adlanir vo g (x) ilo isare olunur.

Teorem 2. g(x) oamologatirici goxhadlisinin & —1 doracadan bdyiik

olmayan doracoys malik g¢oxhadlilora vurulmasindan alinan g¢oxhadlilar
dovri kodlardir.

Isbati. Teorem 1-0 gora biitiin belo ¢oxhodlilor B koduna daxildir.
Ogor hor hansit bir c¢(x) ¢oxhadlisi koda daxildirso, onda bdlmo

alqoritmina gora

c(x) = 0(x)g(x) +s(x),
harada ki, deg s(x) < deg g(x), vo

s(x) = c(x) - 0(x)g(x)
coxhadlisi do koddur, ¢iinki sag terafds har iki ¢oxhadli koda daxildir va
kod xattidir. Lakin s(x)-in deracasi #—k -dan kigikdir, yoni on kigik
dearacays malik sifirdan forqli coxhadlinin deracesindsn ds kigikdir. Bu iso
ziddiyyaotdir. Demali, s(x)=0 \£) c(x)=0(x)-g(x).
il

Teorem 3. g(x) omologotirici ¢oxhadlisine malik # uzunluglu

dovri kodun movcud olmast ti¢lin zoruri vo kafi sort g(x) coxhadlisinin

x" —1 ¢oxhadlisinin boloni olmasidir.
Ishat. Bolma alqoritming goro

x" =1= 0(x)g(x) +s(x).
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harada ki, deg s(x) < deg g(x) . Onda
0=R, [x"-1]=R, [O(x)g(x)+s(x)].
Beloliklo,

0=R, [0()g(x)+5(x)].
Teorem 1-don ¢ixir ki, bu miinasibotdo sag torofdo olan birinci
coxhadli kod coxhadlisidir. Onda s(x) ¢oxhodlisi do doracesi g(x)
¢oxhadlisinin doracasindan kigik olan kod c¢oxhadlisidir. Yegana belo
coxhadli s(x)=0 coxhadlisidir. Belalikls, x" —1 c¢oxhadlisi  g(x)
coxhadlisine béliiniir. Sonra, x” —1 ¢oxhadlisini bolon hor bir ¢oxhadli
dovri  kodlarin omolo  gotirici ¢oxhodlisi kimi  goturtils  biler.
(]
Teorem 3-3 goro istonilon dovri kodun g(x) amologatirici goxhadlisi

liclin asagidaki baraborlik 6donir:
x"—1=g(x)h(x).
Burada /(x) her hansi bir ¢oxhadlidir vo bu ¢oxhadli yoxlayici ¢oxhadli
adlanir. Hor bir ¢(x) kod sozi asagidaki borabarliyi 6doyir:
R, [A(x)c(x)]=0,
bels ki, har hansi bir a(x) tgiin
h(x)c(x) = h(x)g(x)a(x) = (x" = Da(x).

Tutaq ki, c¢(x) otiirtilon kod sozudiir. Bu o demokdir ki, 6tiirtilon kod
sozuntin simvollar1 ¢(x) c¢oxhadlisinin eamsallaridir. Tutaq ki, v(x) ile
qobul edilon kod so6zii isars edilmisdir vo e(x) = v(x) — c(x) . Burada e(x)
coxhadlisi sehv ¢oxhadlisidir. Bu ¢oxhadlinin sifirdan forqli omsallarinin
oldugu movqelor kanalda 6tiirma zamani sshvlorin bas verdiyi mévgeloari

gostorir.
Informasiya goxhadlisini (k — 1) -don béyiik olmayan deracoye malik

i(x) coxhadlisi kimi tosvir edok. Sads kodlagdirma asagidaki kimidir.
c(x)=i(x)-g(x).
Bu diistura uygun koder qurgusu sistematik deyildir, bels ki, bu c(x)
koda gora i(x) kodunu ayirmaq miimkiin deyildir. Sistematik kodlagdirma
tisulu bir godor miirokkob soklo malikdir. Ideya informasiya soziiniin kod
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soziiniin boylik omsallar1 (komponentlori) kimi yazmaqdan vo kicik
omsallar1 elo segmokdon ibaratdir ki, noticodo miimkiin kod alinsin.
Belaliklo, kod sozii asagidak: kimi yazilir:

c(x)=x""-i(x)+1(x),
harada ki, #(x) els segilir ki,

Rg(x)[c(x)] = 0
olsun. Bu ifadalor o demokdir ki,
Ry X" i(0)]+ Ry [1(x)] = 0
vo  #(x) c¢oxhadlisinin doracesi (n — k)-dan, yoni g(x) c¢oxhadlisinin
doaracasindan kigikdir. Belalikla,

1(x) = =R [x"i(2)]

vo kodlagdirma qaydasi garsiligh birqiymatlidir, belo ki, ¢oxhadlinin &
sayda boyiik emsallar1 birqiymatli toyin olunub.

Hom sistematik vo hom ds sistematik olmayan kodlasdirma qaydasi
eyni bir kod sozlori ¢oxlugunu toyin edir, lakin i(x) vo c¢(x) arasinda

uygunluq farqlidir.

Dekodlagdirma {tigiin istifado olunacaq s(x) sindrom ¢oxhadlisini
asagidaki kimi toyin edok:

$(x) = R, [0(D)] = R, [c(x) +e(x)] = R, [e(x)].

Sindrom ¢oxhadlisi ancaq e(x) ¢oxhadlisindon asilidir, ¢(x) vo i(x)
coxhadlilsrindan asili deyildir.

Belalikls, asagidaki ¢oxhadlilori daxil etdik:

Omolagatirici goxhadli:  g(x), deg g(x)=n—-k,

Yoxlayict ¢oxhadli: h(x), degh(x)=k,

Informasiya coxhadlisi: i(x), degi(x)=k—1,

Kod ¢oxhadlisi:  ¢(x), degc(x)=n-1,

Sohv ¢oxhadlisi  e(x), dege(x)=n-1,

Qabul edilon ¢coxhadli: v(x), degv(x)=n-1,

Sindrom ¢oxhadlisi: s(x), degs(x)=n—-k-1.

Teorem 4. Tutaq ki, d° ododi B d6vri kodunun minimal

mosafasidir. d* /2 -don kigik ¢okiyo malik olan har bir sohv ¢oxhadlisino
yegana sindrom ¢oxhadlisi uygundur.
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Isbati. Tutaq ki, e,(x) va e,(x) goxhadlilorinin ¢akilori d" /2 -don
kicikdir vo onlara eyni bir sindrom ¢oxhadlisi uygundur. Onda

e (x) =0 (x)g(x) +5(x), e,(x)=0,(x)g(x)+s(x)

\£)
e,(x)—e,(x) =[Q,(x) = 0, (x)]g(x). 2
Forziyyaya goro e (x) vo e,(x) ¢oxhadlilerinin har birinin
¢okisi  d*/2-don kigikdir, onda onlarin forglorinin ¢okisi d* -dan
kigikdir. (1) miinasibatds sag torafds kod sozii durur. Ogor bu s6z sifirdan
forqli isa, onda onun ¢okisi d”-dan, yani kodun minimal ¢okisindon kigik
deyildir. Beloliklo, sag torofds sifir dayanir vo ona goro do e,(x) va e,(x)
borabordirlar. O
Belalikls, sohvlarin diizoldilmasi masalasi s(x) = R, [e(x)] sortini
0doyon on az sayda sifirdan forqli omsallara malik olan e(x) ¢oxhadlisinin

birqiymotli hesablanmasina gatirilir. Cox da boyilik olmayan giris halinda
bu masals cadval qurmagq yolu ilo hall oluna bilor. Har bir e(x) c¢oxhadlisi

tctin  s(x) coxhadlisi hesablanir vo cadvalde saxlanilir. Bu cadval
sindromlar qiymotinin codvali adlanir. v(x) qobul edilon kod ssasinda
s(x) ¢oxhadlisini hesablayaraq dekoder s(x)-i sindromlarin qiymatlori
cadvalindon tapir vo sonra uygun e(x) coxhaodlisini tapir. Sonra iso
c¢(x) = v(x) —e(x) dusturu asasinda otiiriilon kod s6zii tapilir.

§3. Minimal coxhadlilor va qosmalar

Molum oldugu kimi GF (¢) meydam iizorinds x" —1
coxhadlisini bélon har bir g(x) coxhadlisi ii¢iin 7 uzunluqlu dovri
kod mévcuddur. 7 uzunluqlu dévri kodlarin amalagatirici

coxhadlilorini tapmaq masalasina baxaq. Bunun iiciin x” —1
coxhadlisini sado vuruqlara ayiraq:

X' =1= £,(x) f2(x)... [ (x).
Burada sodadi sado vuruglarin sayidir. Bu vuruglarin istonilon alt
coxluqglarina daxil olan elementlorin hasilindon alman g(x) omologatirici
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¢oxhadli olur. ©gor (x" —1)-in biitiin sado vuruqlan forqlidirlorso, onda

comi 2° — 2 sayda miixtolif trivial olmayan 7 uzunluglu dévri kod vardir (
g(x)=1vo g(x)=x"—1 trivial hallar nozors almmur).

Tutaq ki, g(x) omologatirici ¢oxhadlidir. Bu x" —1 ¢oxhadlisini
boliir va, belalikla,

g =T1/,(x),

hans1 ki, S yuxarida gostorilon ¢oxhadlilorin hor hansi bir altgoxluguna
daxil olanlarinin indeksloridir. g(x) coxhadlisi ils yaradilan dévri kod har
bir f,(x),i€ S, g¢oxhodlisine bolinon ¢oxhadlidon ibarotdir. g(x)

coxhadlisini tapmaq tiglin onun biitiin sado ¢oxhadlilerini tapmaq lazimdir.
Sads ¢oxhadlilorin genislonmis meydanda koklori ilo bu ¢oxhadli
arasinda olagoni aragdiraq.

Torif 1. GF (q) tizerindo kodun 7n=(g" —1)uzunlugu primitiv
uzunluq adlanir. GF (¢) tzerindo primitiv uzunluga malik dovri kod
primitiv dovri kod adlanir.

GF(q") meydan1 GF (q) meydanmm genislonmosi adlanir.
Birqiymaotli ayirma teoremine gora GF (q) tizerindo

1= fi(0 £ 1, ()
ayrilist birgiymotlidir. g(x) ¢oxhodlisi x? ' —1 coxhadlisini béldiiyii
li¢lin o, yuxaridaki vuruglarin bazilorinin hasiline berabardir. Digar
torofdon  GF(¢™)meydaninin sifirdan forgli elementlori ~ x? ' —1
coxhadlisinin kokloridir. Beloliklo, GF(g¢™) tizorindo

X -1=I(x= ), (1)

J X
harada ki, S, elementlori GF(q")-in sifirdan forgli elementloridir.
Buradan belo ¢ixir ki, f,(x), /=1,...,s , ¢oxhadlilorinin hor biri (1)-do

olan xatti vuruglarin hasili kimi yazila biler va, belsliklas, hor ﬂj daqiq bir

J,(x) ¢oxhadlisinin kokidir. Bu f,(x) ¢oxhadlisi [, elementinin
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minimal ¢oxhadlisidir vo sadslik iigiin o ¢oxhadlini do f ;(x) kimi isaro
edok.
Teorem 1. Tutaq ki, GF(g")meydaninin f,,...,[3. elementlori

primitiv kodun g(x) omalo gotirici c¢oxhadlisinin kokloridir. GF (q)

tizorinds ¢(x) ¢oxhadlisinin kod olmasi {igiin zoruri vo kafi sort
c(B)=c(fy)=...=c(B,)=0

olmasidur.

Isbati. Ogor c(x) =a(x)g(x) isd, onda ¢(f,)=a(B,)g(B,)=0
olur.  Torsine, tutaq ki, c(B;)=0. c(x) coxhadlisini
c(x)=0(x)- f,(x)+s(x) kimi yazaq, harada ki, degs(x)<deg f,(x)
va f;(x) goxhadlisi S;-mn minimal ¢oxhadlisidir. Lakin onda

0=c(B)=0(B)];(B)+s(B;)=s(p;)
boraborliyindon s(x) =0 alnir. Beloliklo, c(x) ¢oxhadlisi hor bir

Jj=1..,r tgin f,(x) ¢oxhadlisino bolinmalidir, vo ona gora do

OKOB [f,(x), f5(x),.... f, ()] = g(x). 0

Niimuna 1. n =15 uzunluguna malik biitiin dovri kodlar1 tapmal.
x" —1 ¢oxhadlisini sada vuruglara ayiraq:

xP—I=(x+ D +x+ DT+ x+ DT+ D+ T x4+ D).

Boraborliyin sag torofindo olan sade coxhadlilor goxlugunun 2° =32
altcoxlugu moévcuddur va, belalikla, 15 uzunluguna malik dévri kodlarin 32
omolo  gotirici  ¢oxhadlisi  movcuddur.  Bunlardan  ikisi  (

g(x)= x" -1, k=1 vo g(x)=1, k=n) trivialdir, 30-u iso trivial
olmayan dovri kodlar yaradir. Niimuns kimi onlardan birins baxagq:
g(x)z(x4 +X D X D)=t x4

g(x) c¢oxhadlisinin doracesi 8-dir, ona goro do n—k =8, k =7 -dir. Bu
g(x) coxhadlisinin ¢okisi 5 oldugundan, minimal mesafs 5-don bdyiik

olmur. Beloalikls, baxilan kod (15,7,5)-kodudur va iki sohvi diizoltmaya
imkan verir. Yoxlayici miinasibotlor asagidaki kimi yazila biler:
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c(a)=0, c(a’)=0,
burada «' vo @’ elementlori x*+x’+1 vo x*+x +x+x+1
coxhadlilerinin GF (16) genislonmis meydaninda har hanst bir kokloridir.

Xiisusi halda, c¢()=0 vo c(a’)=0 (albatto, g(x) ¢oxhadlisinin basqa
koklori do vardir, lakin bu iki kok g(x) -1 toyin etmoys kifayotdir vo
basqa koklari yoxlamaga ehtiyac yoxdur).

Forz edok ki, biz koklori f,,f,,..., . olan g(x) omalogatirici
¢oxhadlisini qurmaq istoyirik. f,(x), f,(x),..., f,(x) ilo bu elementlorin
minimal ¢oxhadlilarini isara edok. Onda

g(x) = OKOB [/, (x), £, (x)s-ws £, (0)].

Beloliklo, mosolo verilon £ elementi {iglin minimal c¢oxhadlinin
tapilmas1 masalasine gevrilir.

Tutaq ki, £ elementinin f(x) minimal goxhadlisinin doracasi 77 -
dir. Onda GF(q™) meydaninda bu ¢oxhodli 77 sayda koko malik

olmalidir. Bu slave kokler asagidaki teoremlor vasitasils tosvir olunurlar.
Teorem 2. Tutaq ki, GF (q)meydaninin xarakteristikast p -dir.

Onda GF (q) uzorindo istonilon s(x) ¢oxhaodlisi vo ixtiyari tam 7 ododi
liglin asagidaki barabarlik 6danir

‘ "y
Zsl.x’ =Zsi” X
i=0 i=0

Bu boraborlik hom do p -ni onun istonilon qiivveti ilo avoz etdikdo do
odonir.
Ishati.  m=1  halindan  baslayaq. s'(x)  ¢oxhadlisini
s(x)=s'(x)-x+ s, boraborliyi ilo toyin edok, onda
[s())” =D C)[s" @) s~

i=0

Lakin
ci . _pp-D
Poilp=i) iW(p-i)!
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vo i=0 va i= p hallarin1 ¢gixmaq sortiylo sado p odadi bu barabarliyin

moxracing daxil deyildir. Demali, C;

barabordir, yoni mod p -ya goro sifirdir. Belaliklo,
[s()]” =[s"(x)]" x” +s5 -

Homin miizakironi s'(x) c¢oxhadlisi iigiin do aparaq vo hesablamani

tam adad olub p -nin misillerine

davam etdirok. Bu m =1 ii¢iin h6kmiin isbatin1 verar:
A
[s(x)]” = Zsi”x"’ .
i=0

Sonra

[sCO1” =[[s(0)1"]” =[Zsf’xi”} DL

Bu hesablamam ixtiyari sayda tokrarlamaq olar, belolikls, p -ni

onun istonilon qiivvati ilo avaz etmoak olar. g
Teorem 3. Tutaq ki, GF (¢) meydam iizerindoe f(x) coxhadlisi

GF(g") meydanindan olan £ elementinin minimal ¢oxhadlisidir. Onda

f(x) hamds A7 elementinin do minimal ¢oxhadlisidir.
Isbati. q adadi meydanin xarakteristikasi olan p -nin qiivvati oldugu
tictin, teorem 2-don aliriq:

deg /(x) ,
fF = D (")
i=0
f; omsallart GF (g)meydaninin elementloridir, bu meydanin elementlori
isa y? =y sortini 6doyir. Belaliklo,

deg f(x)

[F@N = 2 fGN = f(x).
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f(f)=0 oldugundan, ona goro do 0=[f(B)]? = f(B?) va, belaliklo,
S? elementi f(x)-in kokii olur. f(x) sads ¢oxhadli oldugundan o, S
ticlin do minimal ¢oxhadlidir. u
Torif 2. GF(gq) meydam1 {izerindo olan eyni bir minimal
¢oxhadlinin koékii olan GF(g¢™) meydaninin iki elementi GF (g)

meydanina nozaran qosma elementlor adlanirlar.

Umumi halda elementin 7 sayda qosma elementlori moveuddur.
Qeyd edok ki, qosmaliq miinasibati asas meydandan asilidir. Masalan,
GF (16) meydaninin iki elementi GF (2) meydanina nazoran qosma ola

bilor, lakin GF (4) meydanina nozoron qosma olmaya bilor.
Teorem 3-u istifado etmoklo S elementi ilo qosma olan biitiin
elementlori yazmaq olar. ©gor f(x) ¢oxhoadlisi £ elementi {igiin

minimaldirsa, onda f(x) coxhadlisi S7, ,qu vo i.a. elementlori tigiin do
minimaldir. Belaliklo, asagidaki ¢oxlugun biitiin elementlari qosmadir:

B.BBY ...} 2)
Burada r ododi 87 = /8 sortini 6doyon on kigik tam adoddir. Qeyd edok

ki, 87 = 3, ona gdro do ¥ <m . Yuxarida gdstorilon (2) ¢oxlugu qosma
elementlor ¢oxlugu adlanir. Biitin qosma elementlor f'(x) ¢oxhadlisinin

kokloridir. Asagidak: teorem gostarir ki, onlardan basqa koklor yoxdur.
Teorem 4. f elementinin minimal c¢oxhadlisi asagidaki kimidir:

S =(x=B)x=B).(x=p"). 3)

Isbati. Teorem 3-o gora (3)-iin sag torofindo istirak edon biitiin
elementlor £ elementinin minimal ¢oxhadlisinin kokii olmalidir va

minimal ¢oxhadlinin dorocesi f(x)-mn doracesindon kicik olmamalidir.
Ona gora do goéstormok lazimdir ki, f(x)-in biitiin omsallart GF (g)

meydanindandir. x? — x ¢oxhadlisinin koklorinin GF(g™) -do altmeydan
omolo gotirma faktindan istifads edok.
Hor seydon ovval [ f(x)]?-nii hesablayaq:
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[F)) =(x= ) (x= 1) (x =7 ) =(x* = )T~ f)(x* = ).

Burada sonuncu beraborlik teorem 2-don vo S¢ =/ olmast faktindan

cixir. Beloliklo,
[f)]7 = f(x*) =D fix".
Eyni zamanda teorem 2-nin hokmiins gora

LN =[X a1 =3 £

Beloliklo, her bir i igin f?=f, ve f, emsali GF (q)

1

altmeydanina daxildir. O
Niimuna 2. Tutaq ki, & elementi GF(256) = GF(2°) meydaninin

primitiv elementidir. & elementinin minimal ¢oxhadlisini qurag.

o elementina qosma olan elementlar ¢oxlugu asagidaki ¢oxluqdur:

2 4 8 16 32 64 128
{a, a0, ,a”,a”,a” ,aa"}.

128

Bu coxluq o'®elementi ilo qurtarir, belo ki, a®° =1 va, belolikls,

a®® = a - ¢oxlugda olan elemento borabordir. ¢ elementinin minimal
coxhadlisi:
f=G-a)x-a’)x-a )Y x-a" ) x-aYx-a?)(x-a™)(x-a™).

Motorizalor agildiqdan sonra alinan omsallar GF (2) meydanindan
olar.

Niimuna 3. GF(256) = GF(2®) meydan iizorindo @’ elementinin
minimal ¢oxhadlisini qurmali.

a’ elementini 6ziindo saxlayan qosma elementlor coxlugu
asagidakidir:

@ ,a",a®,a*,a",a®,a®,a™)

a elementinin minimal goxhadlisi:
FO)=(x—a ) x—a"Yx—a®)x—a")x—a?)x
x(x—a”)(x—a”)(x-a"").
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Bu miinasibotdo motorizolor agildigdan sonra omsallar GF (2)

meydaninin elementlori olar.
Niimuna 4. GF (256) meydani iizerindo o’ elementinin minimal
coxhadlisini qurmali vo asas meydan kimi GF (4) meydanimi gotiirmali.

a’ elementini 6ziinds saxlayan qosma elementlor coxlugu asagidaki

¢oxluq olar:
{a7 6¥28 allZ a193
a’ elementinin GF (4) {izerindo minimal ¢coxhadlisi asagidaki ¢oxhodlidir:
S =(x-a)x-a™)x-a")x-a™),

harada ki, métorizalor agildigdan sonra alinan omsallar GF (4) meydaninin
elementlori olar. Bu elementlorin GF (4) -don olmasini gostormok ti¢lin
GF (4) altmeydanmnin elementlorini GF (256) meydaninin elementlori

arasindan ayirmaq lazimdir. GF (256) meydaninin GF (4) altmeydanini

toskil edon elementlor {O,l,ass,ano} coxlugunu togkil edirlor, belo ki,

% elementlori

GF (256) meydaniin elementlori arasinda ancaq a® vo a'’
li¢ tartibino malikdirlor.

Niimuna 5. GF(3’) meydaninin elementlorinin GF (3) meydam
tizorinds minimal ¢oxhadlilarini tapmali.

GF(37) meydam1 GF (3) meydan iizorinde p(x)=x"+2x+1
sado coxhodlisi osasinda qurulur vo II fasildo §9-da bu meydanin
elementlori tasvir olunmusdur.

a,a’ vo &’ elementlori qosma elementlordir. Odur ki,
fu@)=f,(x)=f.(x)=x"+2x+1.
a’,a’ vo a’ elementlori qosma elementlordir. Odur ki,
fr @)= fp (@)= f0(0) = (@-a)a-a)Ya-a) =
=x'—(@’+a’ +a ) +(@’+a’ +ra)x-a” =
=x’+x7+x+2.
a",a” vo a" elementlori gosma elementlordir. Odur ki,
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fx)=f(x)=F(x)= (x—a ) x—a”)x-a'’) =

=x'—(a’+a” +a" )’ + (@ +a” +a¥)x—a’ =x+x7 +2.

Indi iso primitiv olmayan dévri kodlara baxaq. Tutaq ki, kodun
uzunlugu 7 odadi (¢” —1) -don forqlonir.
Teorem 5. Tutaq ki, GF (g) sonlu meydanidir. ©gor n vo g

qarsiligh sadadirlorss, onda hor hanst bir m igiin  x" —1 ¢oxhadlisi
x? 7 —1 coxhadlisini bolir vo x" —1 ¢oxhadlisi GF (¢) meydaninmn
genislonmosi olan GF(¢™) meydaninda diiz 7 sayda miixtolif koklora

malikdir.
Isbati. Hor hansi bir m iigiin ancaq #-in (¢" —1) -i bolmosini isbat

etmok zoruridir. #2-in (¢" —1)-i bolmosi halinda, yoni hor hansi bir b
iigtin ¢” —1=mnb olmas1 halinda asagidaki dogrudur:

X o1=(x") 1= (x" =DV + 1" X"+ ]).
Belolikla, x" —1 ¢oxhadlisi x -1 coxhadlini boliir. Belaliklo, x" —1
coxhadlisi GF(g™) iizorindo 7 sayda miixtolif koklors malikdir, belo ki,

x? ™ —1 ¢oxhodlisi bu meydan iizerinds g™ —1 sayda miixtolif koklors
malikdir.
n-in har hansi bir m igin (¢” —1)-i bélmasini isbat etmak iigiin

b6lmo alqoritmindan istifado edok vo asagidaki n+1 sayda boraborliyi
yazaq:

q=0,-n+s,,

q* =0, n+s,,

g’ =0y-n+s,,

qn:Qn'nJ’_Sn’

n+l _
q" =0, nts,,.
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Bu miinasibotlordo biitiin qaliglar 0 vo #n—1 odadlori arasinda
yerlogirlor. Bu qaliglar comi #+1 saydadirlar vo ona gora onlardan on azi

ikisi bir-birine barabardirlor. Tutaq s, =5, vo i< j.Onda

qi _qj :Qi NS, _(Q_/‘ -I’l+Sj)
voya
q’ (¢ =D =(Q,-0))n.
g vo n qarsiligh sads odadlor oldugundan, 7 odadi (¢'/ —1) ododini

bolmslidir. m =i — j qobul etsok teoremin isbat1 yekunlasar.

0
Bu teoremi istifado edorok 7 vo ¢ qarsiliglt sado adadlor oldugu

halda istonilon dovri kodu uygun genislonmis meydanda tosvir etmok olar.
n uzunluglu dévri kodun g(x) omolagatirici coxhadlisi x" —1

¢oxhadlisini béliir. Oz névbesinds sonuncu da x -1 coxhadlisini boliir.
Demali, g(x) g¢oxhadlisi x -1 coxhadlisini do bolir. Tutaq ki, &
elementi GF(¢") meydaninin primitiv elementidir. Tutaq ki,
q" —1=nb vo S =a’. Ona goro do x" —1 goxhadlisinin (vo hom do
g(x) -in) biitiin kokleri £ -nin qiivvatleri kimi nozers ¢arpir. (x" —1)-in
sado bolanlarinin kdklari ancaq belos elementlordir.

Belaliklo, deyos bilerik ki, agor « avozina [ = o’ i istifado
edirikso vo omologatirici ¢oxhadlinin kokleri ¢oxlugunu ancaq f -nin

doracaleri ilo mohdudlasdiririgsa, onda biz n=(q" —1)/b uzunluglu
dovri kod aliriq.

§4. Dovri kodlarin matris tasvirlari

§3-do kodlarin yoxlayict matrislori ilo ¢oxhodlilorin geniglonmis
meydandan olan kokleri arasinda olaqe verilmisdir. Yoxlayic1 matrislorin
yaradilmasi {iglin c¢oxlu tsullar movcuddur. Ogor g(x)-mn  sifirlar

7; €GF(q"), j=1,..,r is, onda
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n—1
ZCi}/} =0, j=1..,r. (1)
i=0

(1) miinasibatini asagidaki matris soklinds yazmaq olar
c-H" =0. )

Burada ¢ =(c,,c,,...,c, ), H iso asagidaki matrisdir:

nworeen”

0 1 n—1
H: ]/2 7/2""7/2 (3)
Ve V¥

(3)-doolan rxn- dlgiilii vo GF (¢™) tizorindo olan H matrisini GF (q)

lizorinds olan vo rmxn olglisiine malik matrislo avoz edok. Bunun tigiin
hor bir £ elementini onu GF (g) meydaninda tomsil edon ¢oxhadlisinin

omsallarinin siitun vektoru ilo ovoz etmok lazimdir. Noticodo alinan
yoxlayicit matrisinin bozi satrlori xatti asili ola bilor va, belalikls, artiq ola
bilor. Bu matrisdon xatti asili olmayan satrli matris qurmagq ii¢iin zaruri olan
on az sayda sotrlori atilmasidir. Bu, kodun yoxlayici matrisine gatirib
gixarir.

Tasvir olunan prosedura kodun amslogatirici ¢oxhadlisinin kéklari ilo
kodun yoxlayici matrisi arasinda slagani aydinlasdirsa da o, istifads tigiin
¢ox ¢otindir.

Genislonmis meydana kegmodon do omologatirici ¢oxhadliys gora
zoruri olan matrisi qurmaq olar. Bunu etmok tgiin olan {isullardan biri
omologatirici  ¢oxhadliys  goro  bilavasito  omologatirici  matrisin
qurulmasidir. Kod sozii c(x)=i(x)-g(x) kimi yazildigindan matris

soklinds asagidakini alds edirik:
0 .0 gy &8 & &

0 o ek -1 Eni-2--81 8o
G: 0 gn—k—] gn—k—Z gn—k—j’"' gO

J < 0 0
Onda yoxlayic1 matris agagidaki kimi olar.
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0 0 e, h
hy hy b, b, O 0 0
o b, hyo by 0 0 ... 0 0
Burada A(x)dovri kodun yoxlayict coxhodlisidir. G-H' =0

borabarliyini  yoxlamaq {iclin  u, :Zgrfihi komiyystine baxaq.
i=0

h(x)-g(x)=x" -1 oldugundan, u, =0, 0<r <n olmalidir. Onda

G‘HT — un_z un_3 “ee uk_l :0

Uy, ; U, 5 Uy

U, , U, 4 g .. U,
Beloliklo, A matrisi dogrudan da yoxlayict matrisdir.
Dual kodun omalagatirici ¢oxhadlisi h (x)=x"h(x™") kimi toyin
oluna biler.

Omologatirici matrisi sistematik sokildo do ¢ox sads almaq olar.
Qaligli bolms alqoritmindan istifado edok vo har bir i = 1,..., £ informasiya

movqesi liclin agagidaki ¢oxhadlini yazaq:
X" =0, (x)g(x)+s,(x), i=1,...k,
harada ki,

n—k—1

s;(x)= ZCﬁxj.
j=0
Onda x" —s,(x) goxhadlisi kod soziidiir, bels ki,

X" =s5,(x) = 0,(x)g(x).
Bu miinasibatin sol torofindo olan ¢oxhadlinin omsallarindan istifado
etmoklo amologatirici matrisi asagidaki kimi yazmaq olar:

—Sox = Stuokoiik 1 0..0
G= = Spht S ket 0 1 ..0 @
=Sos Sy 0 0.1
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Bu sistematik omsologatirici matrisdo informasiya simvollarmin
koordinatlarmin indekslori (n —k)-dan (n—1)-0 kimi dayisir. Belo

omologatirici matrisi tosvir etmok {igiin x' -ni g (x)-a bolmoklo alman
s;(x) qaliq ¢oxhodlisini hesablamaq lazimdur.

(4) amologatirici matrisine asasan H yoxlayici matrisini do yazmaq
olar:

10 ..0 Sox - So
H = 0 1..0 Spp o S

00 ..1 Stk—1yk =0 S(nok-1),1

§5. Dovri kodlasdirmanin realizasi

Do6vri kodlasdirmanin realizoasini, yoni informasiya soziinii kod
s6ziina ¢eviron koder, qobuledilon s6zds sohvlorin askarlanmasini va
korreksiyasim hoyata keciron, koddan informasiya soziinii ayiran dekoder
qurgularinin realizasini iki tisulla qurmaq olar. Birinci tisul sxem tsuludur,
ikinci {isul iss program iisuludur.

Dovri kodlarm sxem {tsulu ilo realizosi onlarin rogam mantiqi
qurgulan vasitasilo realizo edilmosidir. Ragam mantiqi qurgularim siirtiisme
registrlori vasitosilo asanligla realizo etmok olar. Bundan basqa sxemlorin
qurulmasinda triggerlor, saygaclar va s. istifado olundugundan belo
sxemlori ardicilligh masinlar kimi da tasvir etmak olar.

1. Sonlu meydan cabri ii¢iin montiqi dovralor. Qalua meydanlari
cobrinin amoliyyatlarini mantiqi dovralor vasitasilo ¢ox asanligla realizo
etmok olar, xiisusilo do g kemiyyati iki adadinin qiivvati olduqda. Dovri

kodlarin realizesi zamani meydanin elementlorini yadda saxlamaq {iigiin
stiriisma  registrlorinin  movgelori adlanan dovra elementi vo sonlu
meydanda hesab omoliyyatlarint yerino yetirmok tigiin dovra elementlori
lazim golir. Bu elementlor istonilon GF (¢) meydani ticlin toyin olunur,

lakin buna baxmayaraq onlar ikilik elementlor vasitosilo qurulur.

Stirtigma registri sokil 1-do verilir vo yaddas elementlari ardicillig
kimi tosvir olunurlar. Bu yaddas elementlari mévqelor, yaxud da martobalor
adlanir. Bu yaddas elementlori triggerlordir. Hor bir movqe GF (q)

meydaninin bir elementini saxlaya bilor. Hor mévqeds olan simvol onu terk
etdikdo bu movqgedon ox isarasi ilo ayrilan névbati moévqeys yazilir. Ogor
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stiriismo registrindo 72 sayda yaddas elementi (mdvqe) olarsa, onda o 72-
movqeli yaxud da 7-uzunluqlu siirtisms registri adlanir. Har bir mévge
giris xatti ilo tomin olunur. Bu xatlo mévgeys GF (¢g) meydaninin elementi
daxil olur. ©gor giris liglin bagqa gostoris yoxdursa, onda girig simvolu
meydanin sifir elementine barabar gotiiriiliir. Takt adlanan diskret zaman
anlarinda yaddas elementlorinds yerlogson meydan elementlori giris xottindo
olan meydan elementlori ilo avoz olunur. Miiasir elektron registrlori
saniyado milyardlarla taktlar1 asan takt tezliklorinds islomays imkan verir.

kil n- ﬁqel’i s.ii.ri.isma Stri. |:|

Montiqi dovralordo siirlismo registrlori ilo yanasi skalyara vurucu
(sokil 2,a), camlayici (sakil 2,b) va vurucu (sokil 2,c) elementlari istifado
olunur. Skalyara vurucu bir doyisonli funksiya kimi tosvir olunur, yoni girig
doyiseni GF (q)meydaninin geyd olunmus elementina vurulur. Camlayici

va vurucu GF (¢) meydanindan qiymot alan iki giris doyisenli funksiya
kimi tosovviir olunur. Ikilik halda comloyici «vo yanini istisnasi» vo ya

mod2 iizro toplama elementi, vurucu iso «vo» yaxud da montiqi vurma
(konyunksiya) elementi adlanir.

a 4@—»}1(1 a+p })—» af
B

a B
Sokil 2. a-skalyara vurucu, b-comlayici, ¢ - vurucu.

Yuxarida adi ¢okilon dovre elementlorini istonilon GF' (¢) meydani
tictin ikilik elementlordon qurmaq olar. g adadi ikinin qiivvati olduqda

m

bunun neco edilmasini tosvir edok. GF(2") meydanmin elementlori m

sayda bitlorin y1gimi kimi yazilir vo dévralords paralel (bir zaman aninda
m xattin (naqilin) her birinds bir bit) vo ya ardicil (bir zaman aninda bir

xotdo bir bit) olaraq realizo oluna bilor. GF(2") meydaninn
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elementlorinin ikilik stirligmo registrlorinds iki realizo tisulu sokil 3-do
tosvir olunur. Bu tosvir GF(16) meydan1 halinda nozorde tutulur.

Meydanin hor bir elementi 4 bitlo tomsil olunur, meydan elementlorinin
ardicilligr iso 4-bitlik ododlor ardicilligr ilo yazilir. Meydanin elementlori
ardicil va ya paralel olaraq, yoni bir vo ya dord xatlo (naqills) qurulur.
Ardicil qurma halinda GF (16) Ugiin striisma registri uzunlugu dord dofs
boyiik olan ikilik registr soklinds realizo olunur. Meydanin elementlorinin
ndvbati mévgeys siiriismasi {igiin dord takt talob olunur.

Sokil 4-do GF (16) meydaninda elementlorin toplanmasi dovrosi
ham ardicil vo ham do paralel qurma halinda verilir. Hor bir halda comloma
yerina yetirilmoazdon avval toplananlar uygun siirlisma registrlorine daxil
edilir, com iso Ugilincii silirlismo registrinds omoalo golir. Ardicil qurma
halinda toplama omolinin yerino yetirilmosi Ugiin dord takt, paralel
variantda iso comi bir takt lazim golir, lakin comlayici daha ¢ox sayda
naqillordon vo mod 2 tzro comloyicidon ibarat olur. Lazim olduqda

toplananlar avvallar yerlasdiklari siirlisms registrina qaytarila bilarlor.

— =l ]

a

vV

—>

— |
Sokil 3. 16 elementdon ibarst olan meydan tictin ikilik

komponentlorden
slirlismo registrlorinin qurulmasi. a- ardicil qurma; b -paralel

VVYVY Y
VVVY

vy

qurma.

»
L

-
[
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b

Sakil 4. Meydanin iki elementinin toplanmas.
a-ardicil variant; b -paralel variant.
Saokil 5-do GF (16) meydaninin ixtiyari bir elementinin ~ GF (16)
meydaninm S = z® sabitine vurucusu tosvir olunur. Bu qurgunu tesvir
etmok Ugiin GF (16) meydanmin tosvirini konkretlogdirmok lazimdir.

Tutaq ki, meydan p(z)=z*'+2z+1 primitiv ¢oxhodlisi vasitosilo
qurulmusdur vo  y =y,z° +y,z° +y,z+y, meydanin ixtiyari bir
elementidir. Onda

By :7326 +7,2° + 52" +7/OZ3 =

(D

=(7; "'7/0)23 +(75 +72)Z2 +(+r)z+,
Bu boraborlikdon bilavasite skalyara vurucunun paralel varianti alinir. Bu
vurucunun ardicil variantda (1) baraborliyinin her iki satri istifade olunur:

Ovvoles y,z° +y,2° +y,z* +y,z° hesablanir, sonra iso z'+z+1

moduluna goro miiqayise olunur. Vurma omolini yerino yetirmok ti¢lin
ardicil variantda dord takt istifads olunur.

AR R

v

WDt

i

v

®

o
[on
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Sakil 5. Meydanmn f = z® sabitino vurma.

a- ardicil variant; b - paralel variant.

2. Raqam filtrlori. Stirisma registrlori GF (¢) meydani tizorindo

coxhadlilerin vurulmasi v béliinmasi {iglin istifade olundugundan onlardan
koder vo dekoderlorin qurulmasinda genis istifadoe oluna bilor. Bundan
bagqa stirlismo registrlori ¢oxhadlilor tizorindo bozi omoliyyatlarin daha
yaxs1 basa diigiilmosine komoaklik edon psevdoriyazi isaraloms kimi istifado
olunmagla koder va dekoderlarin nozriyyasinin inkisafinda ¢ox faydalidir.
Siirtismo registrlari dévrasini hom do filtrlor kimi do adlandirirlar.

n uzunluglu registrlordo saxlanilan 7 simvolu n—1  doracali
¢oxhadlinin amsallar1 kimi interpretasiya etmok olar. Adston sorti olaraq
gobul olunur ki, registrlor soldan saga siiriisiirlor. Bu da ¢oxhadlinin
omsallarinin siirlismo registrinds azalma c¢iras1 ilo sagdan sola omolo
golmosino gotirib ¢ixarir.

Coxhadlilori dovri siirtisdirmok {igiin  stirlisdiirmo  registrlorinin
gapal dairasi istifads olunur. Sakil 6-da #—1  daracali goxhadlilori dovri
stiriisdirmok {iclin #z7-movqeli registr tosvir olunmusdur. Bu registr

xv(x)(mod x" —1) -i hesablayir. Bu xatti oks slagoli siiriismo registring

sado niimunadir.

Xotti oks olagali siiriismo registrinin tmumi sakli sokil 7-do tosvir
olunmusdur. Bu dovra asagidaki rekursiyani hesablamaq ti¢iin istifads
olunur.

L
pj:—Zhipj_i, jzL. (2)
i=1

Sakil 6. Coxhadlilorin dovri siiriisdiirmasi qurgusu.
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Sakil 7. Xoatti oks alagali siirlisma registri.

Ogor baslangic anda registr L sayda (pg, P Pry)

simvollart ilo yiiklonibso, onda registrin ¢ixisinda p, ilo baslayan vo (2)

rekurrent miinasibsti asasinda toyin olunan sonsuz simvollar ardicillig:
omala golir. Ogar bu filtr sokil 8-do tasvir olunan dovra olarsa, onda o
avtoreqresiya filtri adlanir. Bels ki, onda aks slage mévcuddur va ona gora
ds o rekurrent filtrlor adlanan genis bir sinfs aiddir.

IXR X1

Qg yees A}, zhp/’+a ---p3apz,p1:po

Sokil 8. Avtoreqresiya filtri.

Filtrin girisino oks oalage xatti ilo onun ¢ixis simvolunu vermok
ovazina giris siqnali olaraq kenardan amoala galon ardicilligr istifade etmok
olar. ©ks alagasiz bels xatti siirtisma registri sokil 9-da tosvir olunmusdur.
O homginin sonlu impuls reaksiyali (SIR — filtr) vo ya rekurrent olmayan
filtr adlanr.

bybyssb, s

..._> —>
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L
b, = ; g4,

Sokil 9. Oks slagasiz siiriisma registri.

Tutaq ki, g(x)=g,x" +...+ g,x+ g, coxhadlisinin omsallari oks

olaqgasiz siirlismo registrinin budaqglarinda olan ¢oki vuruglarina borabordir
vo tutaq ki, giris Vvo  ¢IXi$ ardicilliglart  uygun  olaraq

a(x)=a,x" +..+ax+a, Vo b(x)=b, ,x"*"" +..+bx+b,
coxhadlileri ilo yazilir. Onda bu ¢oxhadlilerin b(x) = g(x)a(x) hasili sokil
9-da tesvir olunan siiriismo registrindo bas veran proseslari tasvir edir va
nozordo tutulur ki, baslangic halda registrdo ancaq sifirlar yerlosir vo a,
elementi L sayda sifirdan sonra daxil edilir. Bu zaman deyirler ki, a(x)
va g(x) g¢oxhadlilorinin omsallar siirtigma registri vasitasi baglanir, belo
ki,

L
by =284,
i=0
SIR-filtrlorino ixtiyari a(x) g¢oxhodlisinin qeyd olunmus g(x)
coxhadlisine vurulmasi qurgusu kimi baxila bilor. Bu filtrloro g(x)
coxhadlisine vurma dovrasi ds deyilir.
Sokil 10,a-da  g(x)=x"+x" +x*+x> +x+1 icin g(x)
coxhadlisine vurma dovrosi verilmisdir. Bu filtr SIR-filtridir. Qeyd edok ki,
stiriisma registrinin daxili mévqelori oxunur, lakin doyisdirilmir. Vurma

qurgusunun elo variantini gostormoak olar ki, onun daxili movqelori
doyissin. Bu varianta niimuns olaraq sokil 10,b-do

g(x)=x"+x" +x* + x? + x +1 coxhadlisino vurma dévrasi verilmisdir.
SIR-filtrinin belo sokli o goder do genis istifads olunmur.
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b

Sokil 10. x* + x” + x* + x> + x +1 ¢oxhadlisina vurma dévralori.

Siirtisma registrlarini ixtiyari ¢oxhadlilari geyd olunmus ¢oxhadlilora
bolmok ligilin istifado etmok olar. Belo dovralor goxhadlilorin adi b6élme
prosedurasini istifado edir. Forz edok ki, bolon c¢evrilmis c¢oxhadlidir.
Bucaqli bolmo asagidaki kimi yazilir:

k-1 k-2
a —1x + (an—Z - an—lgn—k—l )x t..

n

n-1 n-2
a, x" + a, ,x" " +..+ax+a,

n

n—k n—k-1
X +gn_k_lx +...+g0
n—1 n-2
,H,x + a,Hg,HHx + ...
n-2
(a,,=a,,8, )X " +...

-2
(an—2 - an—lgn—k—l)xn t..

Bu hesablamalari iki rekurrent barabarliklor sistemi ilo yazmaq olar.
Tutaq ki, Q") (x) vo R (x) rekursiyanin 7 -ci addimda uygun olaraq
gismot vo qaliq c¢oxhadlisidir vo bu kemiyystlorin baslangic qiymatlori
0”(x)=0 vo RV(x)=a(x). Burada a, x""' +..+ax+a, vo

x"*+g, x4+ +g, uygun olaraq bélinen vo  bolen
¢oxhadlilordir.
Rekurrent baraborliklori asagidaki kimi yazmagq olar:
0" (x)=0" " () + RS2, 3
RV (x)=R""(x)-R" "x""g(x). 4)

Aydindir ki, k& addimdan sonra Q*(x) qismotini vo R™(x)
qaligini alariq.
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Sokil 11-ds istenilon ¢oxhadlini qeyd olunmus g(x) coxhadlisine

bolon dovra tosvir olunur. Burada g(x) coxhadlisi qeyd olunmus bolen,

b(x) c¢oxhadlisi iso boliinon ¢oxhadlidir vo onlar agagidaki kimidir:
n—k-1

n—k
gx)=—x""+g, X"+ +gx+g,.
b(x)=b, x"" +b, ,x"*+..+bx+b,.
n slirigmadon sonra registrin ¢ixisinda gismot (natamam qismat), registrdo

(yoni movqelardo) isa bélmads alinan qaliq olar.
Sokil 12-do  GF (2) tizerinde verilon istonilon g¢oxhadlini

g(x)=x"+x" +x* +x* + x+1 coxhodlisino bélon dévroys niimuno

verilir.
@ @ @ Balkl
jﬂi‘—f H— F(H—>-. —E§—| i

n 27 n—1 ak Z’ak 1
Sokil 11. g(x) ¢oxhadlisine bolma dovrasi.

A s

Sakil 12.

Sokil 12-do gostorilon dovrads registrin daxili movqelsri arasinda
comlayicilor qoyulmusdur vo bu da tez-tez dovranin isini ¢otinlogdirir. Bu
dovra ovazino registrin daxili movgelorinin mozmununu doyigsmadon
oxumaga imkan veron bolmo dovrasi istifado etmok olar. Belo dovrolori
qurmaq tUglin ¢oxhadlilorin bolinmesini bagqa ciir toskil edok, yoni
yuxarida sorh olunan «bucaqli bolmada» (3), (4) rekurrent baraborliklarini
asagidaki kimi yazaq:

R (x) = a(x) - 0" (x)g(x) ,

bels ki,
137
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(r 1)_ (r=1)
R _Zgnrz z

Q(l)(x) g() 1)(x)+R() 1) kr‘
Bu boraborliklori gokil 13-do gosterilon dovrs ils realizo etmak olar (

g(x)=x"+x" +x* +x* + x+1 halinda)

an 29 an—l

—>
(n+1)-den (n—k) -dan
(n+k)-ya n-ci takta
kimi taktlarda kimi gismat
asagi (n+k)-dan (n+k)-ya alinir
birlosdirilir kimi taktlarda qaliq alinir 3
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FOSIL V. BOUZ-COUDXURIi-XOKVINQEM KODLARI

Bouz-Coudxuri-Xokvingem kodlar1  bir nego sohvi diizoltmoyo
imkan veran kodlardir vo dovri kodlar ailasine aiddirlar.
Ovvalco ¢ sayda sohvi diizeltmays imkan veron, GF (¢) tizerinds

toyin olunan vo ¢” —1 uzunluguuna malik Bouz-Coudxuri-Xokvingem
(BCX) kodlarina baxagq.

§1. BCX kodlarimn tayini

Do6vri kodlarin amalagatirici ¢oxhadlilorini asagidaki kimi tasvir
etmok olar:

g(x) = OKOB [ f,(x), f5(x)s..., f,(x)]

Burada  f|(x),..., f,(x) c¢oxhodlilori g(x) c¢oxhodlisinin koklorinin
minimal ¢oxhadliloridirlor. Belo yanagmadan istifado etmoklo 6z koklori
vasitesilo verilon omsologotirici ¢oxhadlilor vasitaesilo miisyyon olunan
kodlar qurulur.

Tutaq ki, c¢(x) kod g¢oxhadlisi, e(x) iso sohvler coxhadlisidir.
Omsallart GF (g) -den olan gabul edilon ¢oxhadli

v(x) =c(x)+e(x)

soklindo yazilir. Bu ¢oxhadlinin qiymotlorini GF(g¢™) elementlorindo
hesablamaq olar. Tutaq ki, y,,7,,..., 7, elementlori g(x) coxhadlisinin

koklaridir. c(y j) =0, j=1,...,r, oldugundan asagidaki dogrudur:

U(yj) = C(yj)-'-e(}/j) = e(}/j) .
Beloliklo,

n—1
U(y./) = Zeij/_;o ] = 1,...,}", (1)
i=0

Noticodo 7 sayda tonlikdon ibarot sistem alinir vo bu sistemds ancaq
sohvdon asili olan, lakin kod s6ziindon asili olmayan komiyyatlor istirak
edir. (1) tonliklor sistemini e, ,e,,..., e, -loro nozaran hall etsok, onda sohv

coxhodlisini tapa bilerik. y,,i=1,...,r, koklori elo segilmolidir ki, hor
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dofs ¢ saydan ¢ox olmayan sifirdan forqli mochullar halinda (1) tonliklor
sistemi e, -loro goro hall oluna bilsin.

V15V s ¥, kOklorino malik g(x) omologatirici goxhadlili ixtiyari

dovri kod ti¢iin sindromun komponentlarini tayin edok:
S, =v(y,), j=l..,r.
Meydanin bu elementlori s(x) sindrom g¢oxhadlisindon forqlenir, lakin
ckvivalent informasiyaya malikdirlor. Biz y,,7,,..., 7, -koklorini elo
se¢moliyik ki, §,,S,,...,S,-loro osason # sohvi tapmaq miimkiin olsun.
Ogor o elementi GF(q") meydanmim primitiv elementi olarsa, onda
koklar iigiin bela goxluq
{a,a’,a’,...,a”

coxlugu ola biler. Tutaq ki, bu ¢oxluga daxil olan elementlor g(x)
coxhadlisinin kokudiir. Kodun uzunlugunu her hansi bir m {glin
n=gq" —1 gotiirok vo agagidaki kimi horokot edok:

1. m doracali primitiv ¢oxhadli gétiirok vo GF(g") meydanini
quraq;

2. Horbir a’,j=1,...,2¢ ticiin Jf;(x) minimal ¢oxhadlisini tapaq;

3. g(x)=9KOB[f (x),..., f,,(x)] gobul edok.

Bela qurulan dovrii kodlar ¢ sohvi diizalds bilor. Bazi hallarda ise #-don
¢ox sohvlori do diizolds bilor. Ona goére do d = 2¢ +1 kimi toyin olunan
komiyyat kodun konstruktiv masafasi adlanir. Kodun asl minimal masafasi

olan d* komiyyati konstruktiv masafodon bdyiik ola bilor. Cadval 1-do
GF (16) meydan1 GF (2) meydanmin genislonmasi kimi verilir. Bu
qurmada p(z)=z*+z+1 primitiv ¢oxhodlisi istifade olunur. Codvalda
GF (16) -meydaninin har bir elementinin minimal coxhadlisi do verilir.
a =z elementi GF (16) meydanimin primitiv elementidir. Qeyd edsk ki,
o -nin istonilon ciit doracesinds minimal ¢oxhadli artiq cadvealin avvalki
satrlorinden birinds istirak etmis olur. Bu, o teoremin naticesidir ki, f vo

> elementlori istonilon £ iigiin GF (2) meydam iizerindo eyni bir
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minimal g¢oxhodliyo malikdirlor. Bu fakt g(x) c¢oxhadlisinin
hesablanmasinda istifads oluna bilor.
Codval 1.
GF(2%) meydaninin tosviri

Daraca Coxhadli Ikilik Onluq Minimal

soklindo soklindo sokilda sokilda coxhadli
0 0 0000 0
o 1 0001 1 x+1
o z 0010 2 xHx+1
o 7 0100 4 x*x+1
o’ z 1000 8 X xrl
ot z+1 0011 3 xHx+1
o 7tz 0110 6 xX2x+1
o’ 7+ 7 1100 12 XMl
o 2+ z+1 1011 11 xHx+1
o 7+1 0101 5 xHx+1
o’ 7+7z 1010 10 XA +x+]
o'’ 7+ z+1 0111 7 x*x+1
o 7+ 7+z 1110 14 xHx+l
a" 2+ 2+ z+1 1111 15 X x+]
o 7+ 7°+1 1101 13 xHx+l
o z+ 1 1001 9 xHx’+1

Iki sohvi diizoltmok {iciin

omologoatirici ¢oxhadlisi asagidaki kimi qurulur:

g(x) = OKOB [ f,(x), f,(x), f3(x), f, (¥)] =

=OKOB [x* +x+Lx* +x+Lx* +x  +x° +x+L x* +x+1]=

= Hx+ D AT D=t T x4t L

15 uzunluguna malik BCX kodunun

g(x) -in doracesi 8-0 borabardir, demoli, »—k =8 . Buradan da k =7 -
dir. Belalikla, (15,7) - BCX kodu alinir va bu 2 sohvi diizaltmoys imkan
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verir. Qeyd edok ki, BCX-kodu verilmis » vo ¢ halinda qurulur. g(x)

coxhadlisi tapilmayanadok k -nin qiymoti namoalum galir.
Eyni qayda ila 15 uzunluguna malik basqa primitiv BCX kodu qurula
bilar.

Tutag ki, =3 . Onda
g(x) = ©KOB [ f,(x), f,(x), f5(x), £, (x), f5 (%), f (X)] =
=(x*+x+D(x*+ 0+ X+ x+ DX +x+1) =
=x" P x4l
Belaliklo, 3 sohvi diizoltmoys imkan veron (15,5) — BCX kodunun

amolagatirici goxhadlisi quruldu.
Tutaq ki, 1 =4

g(x) =
=OKOB [ f,(x), f5(x), f5(x), f3.(x), f5(x), [ (x), 17 (x), fs ()] =
=(x"+x+ DT+ X x+ D+ x+ DT X+ ) =
=x e e e a7 e+
+x’ +x? +x+ 1.
Demoli, dord sohvi diizoltmays imkan veron (15,1)-BCX kodunun

omologatirici ¢goxhadlisini aldiq.
t =5,6,7 hallarmin hor birindo alinan amologatirici ¢oxhadli ¢ =4

halinda oldugu kimidir. # > 7 oldugu halda BCX kodu mévcud deyildir.
Belo ki, GF (16) meydaninin sifirdan forqli elementlorinin say1 comi 15-

dir.

Codval 2-do GF(16) meydam1 GF (4) meydaninm (GF (4)
meydanda vurma vo torlama coadvoli fosil II-do sokil 1-do wverilir)
genislonmosi kimi tosvir edilir. Bu zaman p(z)=z>+z+2 primitiv
coxhadlisi istifado olunur. Bu cadveldo homginin GF (16) meydaninin
bitiin elementlori tigtin GF (4) tizorindo minimal c¢oxhadlilor  verilir.
GF (16) meydaninda « = z primitiv elementdir.
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GF (4) tzerinds 15 uzunluguna malik olan vo bir sohvi diizoltmok

tcin  nazords tutulan BCX kodunun omsologatirici ¢oxhadlisi asagidaki
kimi qurulur:

2(x)=9KOB[ f,(x), ()] =(x* +x+2)(x* +x+3)=x" +x+1.

Cadval 2.
GF(4%) meydanmin tosviri

Qiivvat Coxhadli Dordliik Onluq Minimal

soklindo soklindo soklindo soklindo ¢oxhadlilor
0 0 00 0
o 1 01 1 x+1
a! z 10 4 X>+x+2
o’ 7+2 12 6 X+x+3
o’ 3z+2 32 14 x+3x+1
ot z+1 11 5 X+x+2
o’ 2 02 2 x+2
al 2z 20 8 X +2x+1
o’ 27+3 23 11 X H2x+2
al z+3 13 7 X+x+3
o’ 27+2 22 10 X +2x+1
a'’ 3 03 3 x+3
a! 3z 30 12 X+3x+3
a'? 3z+1 31 13 X+3x+1
al 27+1 21 9 X*H2x+2
a' 3z+3 33 15 X +3x+3

Beloliklo, GF (4) tizerindo 1 sohvi diizoldon (15,11)-BCX kodu {igiin
omologatirici ¢oxhadli quruldu. Bu kodla 11 doérdlilk simvollardan ibarat
ardicilliq (22 bits ekvivalentdir) 15 dordliik simvollar ardicilligina kodlagir.
Belo koda Xemming kodu deyildir.

Belo gayda ilo GF (4) tzerindo 15 uzunluguna malik bagqa BCX

kodlarim da tapmaq olar.
Tutaq ki, 1 =2:
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g(x) =OKOB[ f,(x), f,(x), f5(x), f;(x)] = (x> + x + 2)(x* + x + 3) X

x(x*+3x+ D) =x"+3x" +x* +x° +2x7 + 2x + 1.

Bu (15,9)-BCX kodunun omologatirici ¢oxhadlisidir. Belo kodla 2 sohv
diizoldilir.

Tutaq ki, 1 =3

g(x)=x" +3x" +3x7 +2x° +xX° +2x  +x+2.

Bu omologstirici ¢oxhadli ti¢ sohvi diizoltmoys imkan veron GF (4)
tizarinds (15,6)-BCX kodunu yaradir.

Tutaq ki, #=4.Onda

g(x)=x"+x" +2x% +3x7 +3x" + %7 +3x  + X7+ x+3.
Bu coxhadli dord sohvi diizeldon GF (4) tizerinds (15,4)-BCX kodunu
yaradir.

t =5 olduqda

g(x)=x" +2x" +3x" +2x° +2x* + x7 +3x° +3x* +3x° +x7 +2

alinir vo bu da GF (4) tizerinds (15,3)-BCX kodunu yaradir. Bu kod beg
sohvi diizoldir.

t =6 olduqda

g)=x" +xP x0T XX

+xt X+t +x+1.

Bu GF(4) meydan1 fzorinde (15,1)-BCX kodunun omologatirici

coxhadlisidir va o yeddi sohvi diizaldir. Haqiqotds bu, tokrarlamaqla olan
koddur.

BCX kodlarmin formal toyinini verak. Bu torif yuxarida verilon
toyindon daha tmumidir. g(x) ¢oxhadlisinin koklori kimi meydanin

ixtiyari £ elementinin 2¢ sayda qiivvatlori ardicillign goturilir (4
primitiv element olmaya da bilor). Kodun uzunlugu /£ elementinin
tortibing, yoni " =1 sortini 6doyan on kicik n odadina barabar olar.

Torif 1. Tutaq ki, ¢ vo m verilib vo S elementi GF(q")
meydaninin istonilon 7 tortibli elementidir. Onda istonilon miisbat # tam
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odadi vo istonilon j; tam odadi ii¢lin uygyn BCX kodu omologatirici

coxhadlisi
g(x) =OKOB [f; (%), f; 1 (X)ss [ 1210 (¥)]
olan n uzunluglu dovri koddur. Burada f;(x) ¢oxhadlisi S’
elementinin minimal ¢oxhadlisidir vo GF (¢) meydan1 tizorindadir.
Tez-tez j, =1 secilir. Bu da on kigik dorocoli g(x) g¢oxhadlisini

omolo gotirir. Adoton bdoyiik uzunluqlu kodlar tolob olunur. Onda f

elementi kimi meydanin an boyiik tortibs malik elementi, yani primitiv
elementi gotiirtlir.

Niimuna 1.

GF (3) tuzerindo ¢ =2 sohvi diizoldon (26,17) - BCX kodunun

omologatirici ¢goxhadlisini qurmali.
Aydindir ki, n=26. n=q" -1= 3 -1=26 oldugundan
g =3, m=3 aliriq. Demoali, bu (26,17) — BCX kodu GF(3’) meydan

tizorindo koddur.
Toyine gore axtarilan omalogatirici coxhadli agagidaki kimi qurulur:

g(x) = OKOB[ f; (x), f5(x), f5(x), f, (X)].
Fasil IV-do §3-do niimunos 5-do f,(x), 1, (x), f;(x), f,(x) t¢ln asagidak:
ifadolor alinmigdir:
i) =x+2x+1, f,(x)=x"+x"+x+2,
fr(x)=x"+2x+1, f,(x)=x"+x"+2.
Beloliklo,
gX) =" +2x+ D(x7 +x7 +x+2)(x7 +x7 +2) =

=+ 2x vl e A2 2 2 x4+ 1

§2. Piterson-Qorensteyn-Cirler iisulu

BCX kodu dovri koddur va, belaliklo, bu kodlara doévri kodlari
dekodlasdirmaq {i¢iin olan biitiin {isullar totbiq oluna biler. Lakin, xiisusi
olarag BCX kodlar iigiin yaradilmis yaxst alqoritmlor movcuddur. Bu
algoritmlardan birine baxaq. Bu alqoritm ilk dofs Piterson terafindan ikilik
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kodlar tigiin toklif edilmisdir. Sonralar homin algoritm Qorensteyn va Cirler
torafindon timumilogdirilmisdir.

Alqoritmin sorhindo sadolik iglin j, =1 hesab edocoyik. Lakin

alman naticolor hamusi heg¢ bir doyisiklik olmadan istonilon j; {i¢iin do

alina bilor. Hesab edacoyik ki, ¢ sayda sohvi diizoldon tisuldan sohbot
gedir.

Forz edok ki, BCX kodunun konstruksiyasinin asasinda meydanin «
elementi durur vo miimkiindiir ki, & primitiv element deyildir. Tutaq ki,
sahv ¢oxhadlisi asagidakidir:

e(x)=e, x""+e, ,x"7 +..+ex+e,
va t-don boyiik olmayan sayda omsallar sifirdan forqlidir. Forz edok ki,
oslindo v sayda, 0 <v <t sohv bas vermisdir vo bu sohvloro namalum
I;,0y,...,1, movgelari uygundur. Bu halda sohvler ¢oxhadlisini asagidaki
kimi yazmagq olar:
e(x)= eilx[‘ +e[2xi2 +...+eivxiv )
Burada e, omsali /-ci sohvin qiymotidir (ikilik halda e, =1). Bu
minasibotlorde no 7,,i,,...,7, indekslorinin (vo ya qiivvet doraselorinin) no
do ki, €, ,€; 50 €; omsallarinin  qiymotlorini  bilmirik. Oslinde v
komiyyatinin do qiymoti bilinmir. Sohvlori diizoltmek {i¢lin bu
komiyyatlorin hamisimi hesablamaq lazimdir. §, sindrom komponentini
olds etmoak ti¢lin gqobul edilmis v(x) coxhadlisinin @ noqtesinds qiymatini
tapmaq lazimdir:
S, =v(@)=c(@)+e(a)=e(a)=¢,a" +e, a” +..+e a".

Sadolik tgtin Y, =e, (sohvin qiymati), X, = a” (sohvin lokatoru)
isaralomolorini qobul edok. o elementinin tortibi #» oldugundan baxilan

sohvlor konfiqurasiyasinin ~ lokatoru miixtalifdir. Bu qgoabul edilon
isaralomolors asason:

Si=YX +Y,X,+.+Y X, .
Analoji olaraq qobul edilon ¢oxhadlinin qiymatini ¢ -nin biitiin
qiivvetlorinds (g(x)- a daxil olan qyvvetlorinde) hesablamaq olar.
j =1,...,2¢ tg¢tn sindromlar1 toyin edok:
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S, =v(a@’)=c(a’)+e(a’)=e(a’).
Onda namolum X, X,,.., X

sohvlarin qiymatlari tigiin  2¢ sayda tonlikdon ibarat sistem alariq:
S =YX +Y,X,+.+Y X ,

S, =Y, X} +Y,X; +..+Y, X2,

lokatorlar1 vo namolum Y,,Y,,...,Y

14 \4

(1

S, =Y, X+ Y, X, +..+Y, X
Sindromun tayinina gora (1) tenliklor sistemi he¢ olmazsa bir hallo malik
olmalidir. Biz goracoyik ki, bu hsll yeganodir. Bizim mosalo verilmis
sindroma goéro namolum komiyyastlori tapmaqdan ibarotdir. Tonliklor
sistemi geyri-xattidir.

Bu tonliklor sistemini bilavasito hoall etmoak ¢otindir. Sindrom
komponentlorino géro hesablana bilon vo onlara goro sonradan sohvlorin
lokatorunun hesablana bilmasi miimkiin olan bazi araliq dayisonlar toyin
etmoklo siini bir tisuldan istifads edok.

Tutaq ki,
AX)=Ax"+A, x"" +.+Ax+]. )
Bu ¢oxhadli sahvlarin lokatoru ¢oxhadlisi adlanir vo koklori X, '

¢ =1,...,v - komiyyatloridir. Belalikla,
AX)=(1-x-X)1-x-X,)..1-x-X,).
Ogor A(x)-1n omsallar1 molum olarsa, onda sahvlarin lokatorlarini tapmaq
tictin onun koklorini tapmaq lazim goslor. Ona gora do sindromun verilon
komponentlorino géro A,,...,A, omsallarmin hesablanmasina cohd edok.
Ogor bu bizo miiyassar olarsa, onda mosalo holl edilmays yaxin olar. (2)
¢oxhadlisinin hor terafini Y, X/" kemiyyatine vuraq vo x=X, !
gotiirak. Onda sol torof sifira ¢evrilor va belosliklo, asagidakini alariq:
0=Y, X/"U+A X +A, X7+ +A,_ X "D+A X"

Vo ya

Y, (X" +A X+ L+ AL X])=0. 3)
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(3) miinasibati hor bir ¢ vo j Uglin yerina yetirilir. (3) miinasibatini /-3

gora 1-don v -yo godor comlosak, alariq:

DY, (XA AXTT L+ AX])=0
=1
va ya

DY XA Y, X L+ AD Y, X =0, 4)
/=1 (=1 =1
(4) miinasibatinds hor bir com sindrom komponentidir. Ona goérs do tenlik
asagidaki soklo diisiir:
Sin tMS L, +AS, L+ +AS, =0,
v<t-dir, onda /< j<v oldugda ; {giin biitiin indekslor molum
sindrom komponentlarini togkil edir. Belalikla, tonliklor sistemi alariq:

Jtv— Jtv—

AS  +AS L+ FAS =S, =12,
Bu matris soklinds asagidaki kimidir:
S, S, S3 Sv—] S, Av _Sv+l
Sz ‘_93 *_94 Sv Sy+1 . Av—l — __Sv+2
Sv Sv+1 Sv+2"'S2v—2 SZWI A] _Szv

Ogor sistemin matrisi cirlasan deyildirss, onda bu tenliklor sistemini
matrisin torsini totbiq etmoklo holl etmok olar. Isbat edok ki, agor v sayda
sohv bas veribso, onda matris cirlasan deyildir. ©vvalco Vandermond
matrisi haqqinda bir fakt1 qeyd edok:

Teorem 1. Tutaq ki,

1 1.1
X, X, X,
A=\ X! X;.X,

w1 u-1 -1
X 1 X 2 X U

A matrisi ancaq vo ancaq X, # X piE], L= 1, i olduqda sifirdan

forqli determinanta malikdir.
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Teorem 2. Tutaq ki, M sindrom komponentlorindon diizoldilmis
matrisdir:

7]

S, S, .S
S, S, .S

u+1

M = .
S, S S
Ogor M komiyyoti bag vermis sohvlorin sayr olan v komiyyatino

baraborsa, onda M matrisi cirlasan matris deyildir. ©Ogor >V isa M
matrisi cirlagandir.
Isban. Tutaq ki, p>Vv sortlerini 6doyon 4 tigiin X, =0; A

.. i—] . .. .
matrisi A; = X elementli matrisdir, yoni

1 1 .1
. X, X, .X, '
X xe X;j—l

B matrisi diagonal matrisdir vo elementlori B, =Y, X6, komiyystloridir

(0;=1i=j;0;,=0,i#j). Onda ABA"  matrisinin elementlori

asagidaki k1m1 olacaq

(4BA"), ZX’ ’ZY X, 6, X/ ZX’ Y, X, X/ =
k=1

Zﬂ: X:+j 1

=]
yani M matrisinin elementlori ilo ist-iisto diigiir. Beloliklo,

det( M) =det( 4)-det(B)-det(4).

Ogor 4>V, onda det(B)=0. Buradan almir ki, det(M)=0 vo,
beloliklo, M cirlagsandir. Ogor (£ =V olarsa, onda det( B) # 0 . A matrisi
Vandermond matrisi oldugundan onun determinanti sifirdan forqli o zaman
olur ki, matrisin siitunlar1 forqli olsunlar. Bu da =V halinda olur.

Demoli, f£=V olduqda det(M)#0 olur. [J
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Bu teorem dekodlagdirma alqoritminin qurulmasimin osasidir. Her
seydon ovval asagidaki kimi yanagmaqla v tctlin diizglin qiymoti tapagq.

Baslangic olaraq v =t gotirok vo M matrisinin determinantini
hesablayaq. Ogor o, sifira borabor deyilss, onda v {i¢lin diizgiin qiymot
almisiq. Oks halda v -don «1» ¢ixaq vo prosedurani tokrar edok. Prosesi
determinant sifirdan forqli alinana kimi davam etdiririk. Onda biz v
komiyyatinin qiymatini, yani ne¢a sohv bas verdiyini tapmis olurug. Sonra
M matrisinin  tors matrisini hesablaylb bunun osasinda  A(x)
coxhadlisinin omsallarm1 tapiriq. A(x)-in koklerini tapib, belslikla,
lokatorlar1 miioyyan edirik. Ogor kod ikilik kod iss, onda sohvlor
molumdur. Oks halda sindromun komponentlorini toyin edon (1) tonliklor
sistemina qayidirlq. Sohvlorin lokatorlar1 malumdur vo ona goéro do biz
sohvlorin v sayda namolum qiymatlorindon ibarat olan 2¢ sayda xotti
tonliklors malik oluruq. Bu tonliklorin ilk v saydasmin amsallari matrisinin
determinant1 sifirdan forqli olarsa, onda bu ilk v sayda tonliklor sohvlorin
qiymatlarina nozaran hall edils bilar. Lakin

X, X, .. X, 1 I |

2 2 2
det| X1 X0 X0 _ oy x, o x el X X o A
X Xy .. X! X7 oxytLxt

Teorem 1-o0 goro ogor v sayda sohv bas veribso, axirinci matrisin
determinant1 sifirdan forglidir belo ki, X, X,,..., X, bir-birindon forqlidir
va sifra baraber deyildirler. Dekodlagdirma alqoritmi sokil 1-ds verilir.

Baxmayaraq ki, mithakimo xiisusi halda - j;, =1 halinda aparilir, biz
forz edirik ki, j, ixtiyaridir.

Meydanin elementlori sonlu oldugundan, adston, A(x) -in koklorinin
tapilmasinin on sade yolu «niimuns vo sshv» isuludur. Bu tisul Cen
prosedurasi adi ilo moshurdur. Bu prosedura hor bir j iigiin A(a’) -in

ardicil hesablanmasindan vo alinan qiymeotlorin sifira barabar olmasinin
yoxlanmasindan ibarotdir. A(x)-in f -noqtesinde hesablanmasinin on sade

tsulu Horner sxemidir:

A(ﬁ) = ((((Avﬂ-l_ Av—l)ﬂ-l_ Av—z )ﬂ + Av—3)ﬂ+ ot Ao)-
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Bu sxem vasitesilo A(f) -nin hesablanmasi {iglin v sayda vurma va v
sayda toplama lazimdir.
Niimuna 1. (15,5)-BCX kodunun dekodlasdirilmasina baxaq. Bu kod

tic sohvi diizoltmaye imkan verir vo omalogatirici ¢oxhadlisi asagidaki
kimidir:

g)=x"+x*+x" +xt +xT+x+1.
Niimuno kimi hesab edok ki, v(x)=x"+x> goxhadlisi gebul olunub.

Aydindir ki, agor tigdon ¢ox olmayan sayda sohv bas verarso, onda kod
sozu sifir olmaliydi va v(x) = e(x) , lakin dekoder bu naticays golo bilmoz.

Dekodlagdirma alqoritminin biitiin addimlarii hoyata kecirok. Ovvalca
GF (16) meydanm1 hesabindan istsfado etmoklo sindrom komponentlorini

hesablayaq:
S,=a’+a*=a", S,=a"+a’=a’,
S3=a21+a6=0, S4=a28+a8=a3,

S;=a”+a" =a’, S;=a¥+a" =0.

Tute .
Y% p(x) -1n daxil
v |
Sindrom komponentlarinin A, ~S,.
hesablanmasi A | ails Syi2
S;=v(@ ™y, j=1,..,2t : :
j=u( )sJ A, -5,
' |
=1 A(x) -1n koklerinin
E— hesablanmasinin kémokliyi ile
S, .. S X,(l =1,..,v) sehvler
M=|": EV lokatorunun tapilmasi
SV' . S2v71 ,
-1
X =] : o
y£ | Y,) \xy.x) Sy
L 151 Son
vi=v-1
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S, S, S\ (e a0
M=|S,S, S, |=|a’ 0 o
Sy 8, Ss 0 a1

det(M)=0. Belaliklo, v =2 qobul edirik. Onda

(Sl Szj a’ a’
M= = .
SQ S3 a9 0

M matrisinin determinant: sifirdan forglidir. Demoali, v =2 sayda
sohv bas verib. M ~' matrisini hesablayaq:

M- (O af

a’ a’

A,) (O a® ) (0 B a’
A, - ab ol a’ a al ’
Beloliklo, A(x)=a’x* +ax+1.

etmoklo asagidaki pargalanmani alariq:
A(x)=(@ x+ )’ x+)=a’ (x—a*)(x—a"”).A(x) ¢oxhadlisi a® vo

Onda

Cen prosedurasimi istifads

a® koklorino malikdir. Sahvin lokatorlar1 koklorin torsing borabardir.
Belalikls, ikinci va yeddinci movgelards sshv bas verib. Kod ikilik

oldugundan sehv «1» -0 barabordir vo e(x) = x” + x7.

Niimuna 2. GF(3’) meydani iizorindo dekodlagdirma mosalosing
baxaq. Tutaq ki, amoalogatirici ¢coxhadli

g(X)=x"+2x° +x" +x" X7+ 2%+ 257+ 2x7 x4+ 1
coxhadlisidir. Aydmdir ki, bu ¢oxhodli (n,k)=(26,17)- BCX kodunu
omolo gotirir. Kodun Xemming ¢okisi w = /0 -a borabardir. Belo kodlar

152

Created with

M nitro™" professional



Milli Kitabxana
t = 2 sayda sahvi diizalds bilir (§1-0 bax!). Tutaq ki, bu koda daxil olan
hor hansi bir kod sozii otiirtilmiisdiir vo
v(x)=x" +x" +x" +2x" +2x7 +2x7 4 x+1
s6zii  gobul edilmisdir. Qabul edilon kod soziiniin diiz gobul olunub
olunmadigimi yoxlamali. Ogor 6tiirma zamani sohv bag veribso, onda sohvi
diizoltmali.
S,,S8,,8; va S, lokatorlarini hesablayaq:
S, =v@)=a’+a’ +a’ +2a’ +2a’ +2a° +a+1=a",
S, =U(0(2)=0{]8 +a+a” +2at+2a° + 20’ v+’ +1=a”,

S,=v(@)=a+a” +a” +2a"” +2a’ +2a° +a’ +1=0a"’,
S,=v(@)=a" +a’ +a” +2a" +2a"” +2a’ +a’ +1=a".
Tutaq ki, v = 2.

14 20
S, S, aw am
S, S, ¥ «

Demoli, molumatlarin G&tiiriilmosi zamani 2 sohv bas vermisdir.
A(x) = A,x* + A, x+1 sohvlorin lokatoru goxhadlisinin A, vo A,

=o' —a"=a’#0.

omsallarini toyin etmak iigiin
S] Sz . Az — _S3
S, §; A,) =8,
a” o (4, _ —a't
o ol A _aP

tonliklor sistemini holl edok. Bunun ii¢iin Kramer qaydasindan istifads
edok. Uygun determinantlar1 hesablayagq.

voya

A= S, S, — g2
b
S, §;
16 20
-a’ «a
4, = 5 Csl=—a’ e’ =al,
—a
14 16
a’ —a
AZZ 20 15 ——a3+a10=0!22.
a’ —a
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Buradan da A, =a”/a’=a”,A,=a”/a’ =a”. Demali,

A(x)=a”x* + a”x + 1. Bu goxhadlinin koklorini tapaq. Ondan 6trii x
komiyyatinin yerino GF(3’) meydanmnmn elementlorini yazaq vo A(x)
¢oxhadlisinin giymatlorini hesablayaq:

Ala)=a” - a’+a” a+l1=a” +a” +1=a" %0,

Al@’)=a” +a” +1=a’ 20,

A@)=a” +a” +1=a” #0,

Aey=a” +a” +1=a” %0,

Al@’)y=a" 20, A(@®)=a” £0, Aa’)#0,

A@®)#0, Aa’)#0, Aa)=0,

Aa)y =0, A(@”)#0, A(a”)=0,

Ay =0, A(@”)=0, Aa'")=0,

A@')y#0, A@®)=0, Aa”)=0,

Ay #0, A@”)=0.

Beloliklo, A(x) ¢oxhadlisinin koklori X,;" =o', X J=a”.
Buradan da X, = al, X , = a’ . Demali, sohvlorin bas verdiyi movgelor
8-ci va 5-ci movgelardir. Sehvlarin qiymatini tapaq. Bundan &trii

Y X, +Y,X, =5,
by
Vo ya
{a‘W, +a’Y,=a”
CZMY] +a10Y2 —g?

tonliklor sistemini hall edok.

8 5
(04 a 18 21 14
A="15 “pl=a" —a” =a,
(94 a
14 5
(04 o
A =" Yl=a®—a® =a, Y, =A,/A=1,;
(94 (94
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(ZS (ZM 2 4 14 13 13
Azzam a”':a -a'=a, Y,=A,/A=ala” =a" =a” =2.

Beloliklo, sohv goxhadlisi e(x) = x* + 2x” kimidir. Otiiriilon kod
¢oxhadlisini hesablayaq:
cx)=v(x)—e(x)=x" +x" +x° +2x" +2x7 + 2x7 + x+ 1+

22X+ =X A2 X 20 207 4 2% x4+ 1L
Belaliklo, dtiiriilon kod sozii asagidaki kimidir:
cX)=x" +2x  +x" +x+x7 +2xT 207 4 2x7 x4 1
vo ya vektor soklinds ¢ = (1122211121 000...00) .

10 simvol 16sifir

Aydindir ki, informasiya simvollarinin say1 17-dir. Bu informasiya
coxhadlisini tapmaq t¢tin ¢(x) coxhadlisini g(x) g¢oxhadlisine bélmak

lazimdir:
i(x)=c(x)/g(x)=1.
Buradan da informasiya soziinii vektor soklindo asagidaki kimi tapiriq:

i = (100...0) .

16sifir

G omologatirici matrisi asagidaki kimidir:

11222111210000..000
01122211121000...000
G=/00112221112100..000

00000000000000...121

§3. Rid-Solomon kodu

BCX kodlarinin genis istifado olunan vo shomiyyatli altcoxlugu Rid-
Solomon kodlaridir. Bu kodlarda kod soziintin simvollar1 olifbasiin
multiplikativ tortibi kodun uzunluguna bolinir. Beloliklo, m =1 va
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GF (g) simvollar meydani ilo sohvlor lokatoru meydant GF'(¢") iist-iisto
dusiir. o -nm1 primitiv element gotiiracoyik, onda

n=q" -1=¢q-1.
f € GF (q) elementinin GF (g) tizerinde minimal ¢oxhadlisi asagidakina
borabardir:
fy@)=x-F.
Belo ki, simvollar meydani1 vo sohvlor lokatorlarinin meydani {ist-iisto
diistir, biittin minimal ¢oxhadlilor xattidir. ¢/ sayda sshvi diizelden Rid-

Solomon kodlarinda adoton j, =1 oldugu nozoro alinir vo ona goro

omologatirici ¢oxhadli asagidaki sokilds yazilir:
g(x)=(x—-a)x-a’).(x—a™).

Bu g(x) g¢oxhadlisinin doracasi homisa 27 -y borabordir vo buradan da

n—k =2t alinir.

Rid-Solomon kodlarinda j, li¢lin basqa qiymot do gotiirmak olar.
Jo-In qiymotini aglabatan se¢moklo bozon koderi sadoslosdirmok olur.
Beloliklo,

g(xX)=(x—a)(x—a”"). (x—a”?").
Niumuns kimi GF' (16) tizerinds ¢ =2 olan (15,11) - Rid-Solomon kodlar1
tiglin g(x) c¢oxhaodlisini tapaq. j, fg¢ilin istonilon qiymot gotiiriilo bilar.
Jo =1 gotiirok. Onda
gX)=(x—a)x—a’)x-a ) x—a’)=x"+( +2°+Dx’ +
+( P+ A+ (P Az D=x"+a X +a’x ra’x+a”.

(burada GF (16) meydanmin elementlorinin z dayisoninin cadval 1-do
verilon ¢oxhadlilori kimi tesvirinden istifads edilir) g(x) g¢oxhadlisinin
doaracasi 4-0 borabardir vo ona ¢dra do n—k =4 va, belaliklo, £ =11
alimir.  Informasiya goxhadlisi GF (16)-dan olan 11 simvollar
ardicilligindan ibaratdir vo bu da 44 bito ekvivalentdir.
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Ikinci niimuns kimi GF (8) tizarinds ¢ =2 olan (7,3) - Rid-Solomon

kodunun g(x) c¢oxhadlisini tapaq. j, t¢iin istonilon qiymat gotiiriilo bilar.

Jo =4 gotiirok. Onda
g)=(x—a)x-a)x-a')x-a’) =
=x'+CZ+DxX + (@ + D)X+ (z+Dx+z=
=x'+a’X +a’x +a’x+a.
(burada GF (8) meydanimin elementlorinin z doyiseninin ¢oxhaodlisi kimi
tosvirindon istifado olunmusdur) Informasiya coxhodlisi ii¢ sokkizlik
simvoldan (bu da 9 bito ekvivalentdir) ibarat ardicilliqdan ibaratdir. Forz
edok ki,
i(xX)=(z*+2)x> +x+(z+1).
Sistematik olmayan kod sézii asagidaki kimi yazilir:
c(x)=i(x)-g(x)=(a’x’ +x+a’)x' +a’x’ +a’x’ +a’x+a) =
=a'x" +ax’ +a’x' +0-x’ +0-x +a’x+a’.
Bu da yeddi 8-lik simvol togkil edir.
Rid-Solomon kodu Singlton masafasine géra optimal koddur.
Teorem 1. Rid-Solomon kodu #n—k+1 minimal mosafasine
malikdir vo maksimal mosafali koddur.
Ishati. Tutaq ki, d =2t+1 kodun konstruktiv mesafosidir. d”
minimal mosafasi asagidaki barabarliyi 6doyir:
d>d=2t+1=n-k+1,
belo ki, Rid-Solomon kodu iigiin 2¢ = n—k -dir. Lakin istonilon xotti kod
ii¢iin Sinqlton sorhadi qiivvadadir: d* <n—k+1.Demali, d" =n—k +1
vod" =d. 0
Isbat olunan teorem siibut edir ki, qeyd olunmus n vo k iigiin
minimal masafasi Rid-Solomon kodlarimin minimal mesafasindon ¢ox olan
kod movcud deyildir. Lakin bu siibutu séziin hoqiqi monasinda basa
diismok lazim deyildir. Tez-tez (n' k') parametrli elo kodlara iistiinliik

verilir ki, bu parametrli Rid-Solomon kodu mévcud deyildir. Eyni vaxtda
Rid-Solomon kodlar1 eyni bir olifba tizorinde homiss on qisa kodlar olur.
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§4. Berlekemp-Messi alqoritmi

Piterson-Qorensteyn-Cirler alqoritmindo hesablamanin osas hocmi

asagidaki matris tonliyinin halli ilo baglidir:

S, S,..8, A, -S .,
S, 858, ,A —S,.

v—-1

M

Sy Syire 8oy A, =8,

v komiyyatinin o gqader ds boylik olmayan gqiymotinds (1) tonliklor sistemi
tors matrisin totbiqi ilo hoall oluna bilor. v xv §lgiili tors matrisi

hesablamagq ii¢iin v’ tortibindo hesablama aparilmasi lazim golir. v -niin
boyiik qiymotlorinds daha effektiv hesablama alqoritmi talab olunur. Bels
alqoritmlorden biri Berlekemp tisuludur. Bu {isulun ssasinda (1)-in sol
torafinds birinci matrisin ixtiyari matris deyil xiisusi struktura malik matris
olmasi fakti durur. Belo struktur A vektorunun axtarilmasi ilo bagh
hesablamalar1 ohomiyyatli doracodo azalda bilor. Lakin bu hesablama
matrisin torsinin hesablanmasindan daha ¢atin qavranila bilar.

Alqoritmin Messi tarafindan toklif edilon variantina baxaq. Forz edok

ki, A=(A,,.,A,)" vektoru molumdur. (1)-don goriiniir ki, istonilon
j=v+1,..,2v {lgin

S;==D2 NS, @
i=1

S,-lorin (j=v+1,..,2v) hesablanmas: t¢iin miixtolif texniki qurgular,

masoalon avtoreqresiya filtri, sonlu avtomat va ya ardicilliglt magin istifade
oluna bilar. Aydindir ki, bu qurgular gecikmo elementlari vasitasilo qurulur.
Bu zaman omsallar kimi A vektorunun komponentlori istifade olunur
(moasolon, sokil 1). Bundan sonra sxem dedikds siirtigdiirms registri (lazim
olduqada xatti oks slagali) nezards tutacagiq.

Beloliklo, mosolo sindrom komponentlorini amoalogatiron Xxiisusi
sxemlorin qurulmasina gotirilir. Lakin belo sxemlor ¢oxsayli ola bilor.
Masolo belo sxemlordon on qisa uzunluga malik olanmin miisyyen
olunmasindan ibarstdir. Bu da gobuledilon s6zds minimal ¢akili sohvler
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vektorunu toyin etmoys vo ya da on kigik dorocali A ¢oxhadlisini toyin
etmoys imkan verir. Minimal doraceli ¢oxhadlinin doracesi v -yo
barabordir vo yegans qaydada toyin olunur, bels ki, ilkin sistemin v x v
ol¢iilii matrisi torso malik olan matrisdir. Avtoreqresiya filtrinin qurulma
prosedurast hom do (1) matris tonliyinin A vektoruna nozoron hall
edilmosi tisuludur. Asagida deyilon sxemlorin qurulmasi verilacak. Tasvir
olunan tisul istonilon meydan tizorinds hesablamalara tatbiq olunandir va
S,.S8,,...,8,, ardicilliqlarinin hor hansi bir xiisusi xassoyo malik olmasini

nozordo tutmur. A(x) ¢oxhadlisinin tosvir etdiyi sxemin uzunlugu

(registrlorin uzunlugu) A(x) -in deracasindon uzun ola bilor.

Tolob olunan siirlismo registrini qurmaq i¢tin iki komiyyati: siiriismo

registrinin L uzunlugunu vo A(x) ¢oxhadlisini tapmaq lazimdir:
AX)=Ax"+A,_ x""+. . +Ax+1,

harada ki, deg A(x)< L. Bu citliyi (L,A(x)) ilo isaro edok. Uygun

baslangic voziyyoti halinda Sl,...,S ardicilligim1  yaradan on kigik

2t
uzunluqlu sxemin tapilmasi talob olunur.

DD+ )
S TSTo s oSSt

Baslangic voziyyotdo S,,S,_,,...,S, ardicillifindan ibarat olur.

Sakil 1. Sshvlarin lokatoru ¢oxhadlisi siirtismo registrlori dovrasinda.

Axtarilan sxemin (oks slagoli siiriismo registri, sonlu avtomat vo ya
ardicilligh masin) qurulmasi induktiv olaraq hoyata kegirilir. 7 =/-don
baslamagla hor bir 7 igciin ilk 7 sindrom komponentlarini, yoni S Lo S

S

Joeees S,
komponentlorini doguran (emsls gotiran) minimal uzunluglu sxemdir. O
yegana olmaya da bilar: bir ne¢a belo sxem ola bilar, lakin onlarin hamisi
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eyni uzunluga malikdirler. 7 -ci iterasiyanin baslangicinda artiq sxemlor
siyahisi toyin edilmis olur:

(L, A ()5 (Ly, A7 (), (L, A7 (X))

Berlekemp-Messi alqoritminin osas ideyast S,,..., S, ,,S

. ardicilligim

doguran minimal uzunluglu yeni (L,,A"’(x)) sxeminin qurulma {sulunu

tapmaqdan ibarotdir. Bu ovvolki addimda (iterasiyada) qurulan sxemdon istifado
etmoklo hoyata kegirilir, harada ki, lazim goldikde uzunlugu vo ¢oki vuruqlarn
(emsallaint) uygun sokilds doyisdirilir.

7' -ci iterasiyada (7 — I) -ci sxemin ¢ixisini hesablayaq:

A n—1
— (r=1)
S, ==3 AUS,

Jj=1
n—1 ododi A" (x)-in dorocosindon  bdyiik oldugundan, comdo

toplananlarin goxu ¢ifra barabordir, va, belolikls, comi 1-don deg AP (x)-a

kimi yazmaq lazimdir. Yazilisin sadaliyi xatirine com avvalki kimi yazilacagq.
A

Tolob olunan §, e¢ixisindan S, komiyyotini ¢ixmagla 7 -uygunsuzluq

adlanan A~ komiyyetini alariq:

A n—1
— _ _ (r=1)
A, =8 -8 =8+ NS
J=1
vaya

n—1
— (r=1)
A, =D ADS,
j=0

dgor A, =0 olarsa, onda (L,,A” (x))=(L,_,,A" " (x)) qobul edirik vo
¥ -ci iterasiya sona yetir. Oks halda sxemdo ¢oki vuruglarmi asagidaki kimi
doyisirik:

AP (x) = AP (x) + Ax A" (x),
harada ki, A meydan elementidir, ¢ tam ododdir, A" (x) iso ovvolki
iterasiyalarin birindo rast golon sxem coxhadlisidir. Yeni ¢oxhadliden istifads
etmoklo uygunsuzlugu yenidon hesablayaq (onu A’ ilo isars edak):

n—l1 n-1 n—1
o ) _ (1) (m-1)
A, _ZAJ S, _ZA/ S, +AZAJ S i
=0 =0

7=0
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indi m, ¢ vo A komiyyatlorinin toyin edilmasine baxaq:

m-i r-donelo kigik gotirok ki, A #0 olsun. £ =r—m vo A=-A'A,
kimi toyin edok. Onda

vo, beloliklo, yeni sxem §,,..., S, ;,S, -lori omolo gotirocok. Lakin bizo lazim
olan heg¢ do hor belo sxem deyil, minimal uzunluglu sxemdir. m -in se¢ilmosindo
A, #0 sortini 6doyon elo m  se¢mok lazimdir ki, L, > L, 6donsin. Bu

halda qurulan sxem minimal uzunluqlu sxem olur.
Proseduranin daqiq tesviri asagidaki teoremlo verilir.
Teorem 1 (Berlekemp-Messi alqoritmi). Tutaq ki, hor hansi bir

meydandan S,,...,S,, -lor verilmisdir vo tutaq ki, A (x)=1, B (x)=1 vo

L, =1 baslangic sorti halinda A" (x) -in hesablanmasi iigiin asagidaki rekurrent
borabarliklor dogrudur:

n—1
A =2 AS, 3)
j=0
=0,(r=-L,_)+(U-6,)L,,, “4)

A (x) —Ax ) (A" (x) s
B0 A"ﬁ (1-5)x { e () )’ ®
r=1,..,2t, harada ki,

_J1, agoar A #0 vo 2L _,<r-1,
o _{0, oks halda. : 6)

Onda  A“”(x) coxhadlisi omsallari asagidaki boraborliklori 6doyon on kigik
doaracoli goxhadlidir:
n—1
2 2
AT =1, S, +> NS, =0, r=L,+1..2.
J=1
Bu teoremdo A, sifira borabor ola biler, lakin bu o halda ola biler ki, &, =0

olsun. Onda toyino goro A;Ié'r =( qobul edok.
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Hor bir iterasiyada matrislorin vurulmasi tigiin 27 -den gox olmayan sayda

vurma omaliyyati, A -in hesablanmasi {i¢iin iso 7 -don ¢ox olmayan sayda vurma

omoliyyati lazim golir. Comi 2¢ sayda iterasiya oldugundan 67 ? _dan ¢ox

olmayan sayda vurma omsliyyati lazim golir. Belaliklo, bu alqoritm # ’ sayda
omoaliyyatin lazim goldiyi matrisin torsinin totbiqine asaslanan alqoritmdsn adaton
effektivdir.

Teorem 1-in isbat1 iki lemmaya gotirilir. Birinci lemmada L vo L _, -lori
olagolondiron boarabarsizlik tapilir. Bu lemma asagidaki kimidir.
Lemma 1. Tutaq ki, (L, ,,A""(x)) sxemi §,,..,S, , ardicilligin

S, .S

yaradan minimal uzunluglu sxemdir, (L, ,A"(x)) iso S S,

Joeees
ardicilligini yaradan minimal uzunluglu sxemdir. Onda

L >max{L, ,,r—L, ,}.
Isbati. Isbat olunacaq borabarsizlik iki boraborsizliys boliiniir:
L >L ,, L 2r-L_,.
Birinci berabarsizlik aydindir, belo ki, agor sxem hor hansi bir ardicilligi amolo
gotirirso, onda o bu ardicilligin ovvali olan istonilon kigik ardicilligi da omolo

gotirir. ©gor L, _, > r, onda ikinci borabarsizlik do aydindir. Ona goro do forz
edok ki, L , <r. Oksini forz edok. Forz edok ki, ikinci boraborlik yerina
yetirilmir. Ziddiyyat alinmasini gostorok. Forziyyadon ¢ixir ki, L <r—-1-L_,.
Yazilis1 sadolosdirmok iigiin asagidaki isarolomoni daxil edok: c(x) = A" (x),
b(x)=A"(x), L= L, vo L'=L,. Yeni isarolomalords ilkin forziyys

asagidaki soklo distir: 7 >L+L'+1 vo L<r. Bundan basqa lemmanin
sartindon alinir:

L
S;==>¢S, ,j=L+1..,r-1,
i=1
Vo
B
S, ==>bS, 4, j=L+1..r.
k=1

Indi iso ziddiyyati miioyyonlosdirok. Bir torofdon
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L UL
S, = _Zkar—k :Zbk ZCiSr—k—i . ™
=1 [y

harada ki, Sr_k -n ayrihsinin  dogrulugu ondan almir ki, »—k ododi

L+1,..,r — 1 ododlori arasinda yerloson 7 —1-don 7 = godor olan tam
ododlor arasinda qiymatlor alir, belo ki, 7> L +L'+1. Digor torofdon

L LI
S, # _ZciSr—i = Zcizbksr—i—k > ®)
i=1 k=1

i=l k=
harada ki, S, -nin ayrilisinin dogrulugu ondan alimir ki, # tam adadler olan

L'+1,.,r—1 ododlori arasinda yerloson #—/-don # — L -0 kimi olan tam

ododlori arasinda qiymotlor alir, bu iss 7 >L+L'+1 forziyyosindon alinir. (8)
barabarliyinin sag torafinde comloms qaydasinin deyismasi, (7) berabarliyinds sag

torofdo alman §,  igilin olan ifadoys gotirib ¢ixardir. Beloliklo, S, # S,
ziddiyyetini alirng. Demoli, L, >2r—L, . g

r—

Lemma 2. Forz edok ki, (L,,A”(x)), i=1,..,7, sxemlori minimal
uzunluglu sxemlor yigimidir vo elodirlor ki, A" (x)  goxhodlisi S PR

komponentlorini amolo gotirir. 8gor A" (x) # A" (x), onda
L =max[L, ,,r—L, ] )

vo §,,..., §, komponentlorini omolo gotiron vo (9) boraborliyinin sag torofino

boraber olan uzunluga malik olan istonilon sxem minimal uzunluglu sxemdir. Belo

sxem teorem 1-la tayin olunur.

Isbati. Lemma 1-o goro L komiyyati (9) beraborliyinin sag torofindon

kicik ola bilmoz. Ogor tolob olunan komponentlori omalo gotiron vo uzunlugu
gostarilon komiyysto borabor olan heor hansi bir sxemi qurmaq miimkiin olarsa,
onda o minimal uzunluglu sxemdir. Isbati riyazi induksiya vasitesilo aparaq. Hor

bir k <7 —1 igiin ardicil qurulmasi forz olunan vo teoremi tomin edon sxemlor
quraq. Hor bir £k (k=1,..,r—1) igiin (Lk,A(k)(x)) vasitasilo S,..., S,
komponentlarini amals gatiron minimal uzunluqlu sxemi isars edok.

Hor dofo A® (x) # A% (x) oldugda induksiya farziyyasi olaraq gobul
edok:
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L =max[L, ,,k—-L, ], k=1,.,n—-1.
Bu k =0 oldugda dogrudur, belo ki, L, =0 vo L, = [ . Sonuncu iterasiyada

uzunlugun doyismesino goti ron k  qiymotini m ilo isaro edok. Sonuncu o
demokdir ki, (r—1)-ci iterasiya sona catdigda m o tam ododdir ki,

L ,=L, >L,_, olur Belliklo, asagidaki beraborlik qiivvado olar:

& S 0, j=L r—1
(r=1) _ (r=1) _ 5 =L, ;s — 1,
Sj+;Ai Sj_i—;Ai Sj_i_{A,,jzr. ]

dgor A, =0, onda (L, ,,A""(x)) sxemi do hom¢inin komponentlorin ilk 7
simvolunu omoalo gatirir vo, beloalikla,

L =L_, A”x)=A"x).

Ogor A, #0, onda yeni sxem qurmaq lazimdir. Sxemin uzunlugunun

doyismosinin kK = m olduqda bas vermosini nozars alsaq, belolikla, alariq

L .
R\ (1) 0, j=L ,,..m—1,
Sj+;Al Sj_i_{A,niO:j:m’

vo induksiya forziyyasino gors
L ,=L =max[L, ,,m—-L ,]=m-L_ ,,
beloki, L, > L _,. Indiiso yeni coxhodlini segok:
AV (x)= A" ()= AN AT (x).
L, =deg A" (x) qobul edok. Bu halda
deg A" " (x)<L,,, deg[x"A""(x)]<r-m+L,,
oldugundan

L <max[L, ,,r—-m+L, ]<max[L, ,,r—L,,].

1A

Bu barabarsizlikden vo A(r)(x) -in §,,..., S, ardicilligin1 omolo gotirmosi sorti

halinda lemma 1-don ahmir ki, L, = max[ L, ,,» — L _,].indiiso (L,, A" (x))
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siirlismo registrinin tolob olunan ardicillig amolo gotirmosini isbat edok. Bunu S ;

ilo stirigmo registrinin oks olaqosinin ¢ixiginda olan signalin forqini hesablamagla
bilavasito isbat edok:

L, L,

i=1 i=1

1‘7117[
-1 (m—1) _
B A"Am |:Sjr+m + ZI:Ai Sjr+mi:| -
_ 0 ) _] :Lr’Lr +1,...,V—1,
A -AANIA =0, i=r.

Beloliklo, (L,,A"”(x)) sxemi §,,..,S
(L,,,A®"(x)) sxemi S,,...,S,, ardiciligim dogurur. 0

Niimuno 1. GF(16) meydan iizorindo (15,9) — Rid-Solomon koduna

baxaq. Bu kod ti¢ sohvi diizalds bilor. Bu kodun amologatirici ¢oxhodlisi agagidaki
coxhadlidir (& -meydanin primitiv elementidir):

g(x)= (x+a)(x+a2)(x+a3)(x+a4)(x+a5)(x+a6) =

ardicilligini dogurur; xiisusi halda

r

=x"+a”’x +a"x" +a’'x’ +a’x’ +a’x+a’.
Tutaq ki, i(x) = 0 -dir. Aydindir ki, ¢(x) =0 olar. Tutaq ki, qobul edilon
¢oxhadli
v(x)=ax +a’x’ +a''x’
¢oxhadlisidir. i(x) =0 oldugundan e(x)=uv(x) olar. S,,S,,5;,5,,5; v
S, sindrom komponentlorini hesablayaq:
S, =aa’ +a’a’ +a'a’ =a”, S,=aa” +a’a’ +a'a’ =1,

14 13

S,=aa’ +a’a” +a"a’ =a" .S, =aa” +a’a” +a"a’ =a”,

S;=aa®” +a’a” +aa”" =1, S, =aa®” +a’a”’ +a"a” =a’.

A(x) coxhadlisini hesablamagq {igiin alt1 iterasiya lazim galir. Iterasiyalarin

noticesi va  A(x) {igiin son ifads cadval 1-ds verilir.
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Niimuna 2. GF (2) iizerinds (15,5) — BCX koduna baxaq. Bu kod ii¢ sohvi
diizalda bilar. Bu kodun amolagatirici coxhadlisi
g(x)=x""+x*+x" +x* + x7 + x + I goxhodlisidir.
Tutaq ki, sadoalik tigiin i(x) =0 -dir. Aydindir ki, ¢(x)=0 olar. Tutaq

ki, gobul edilon goxhodli v(x) = x” + x” + x° -dir.
i(x) = 0 oldugundan e(x) = v(x) olar.

Cadval 1
ro|A, T(x) B(x) L
0 1 1 0
1 a? | I+a®x a? I+a’x 1
2 o’ I+a’x a’x I+a’x 1
3 1 I+a’x+a’x? I+a’x I+a’x+a’x? 2
4 1 I+a'x x+a’x? I+a'x 2
14 11_2 14 3
Slall | 1+a¥x+ax? +ax%| a’ +a’x I+a"x+a 'x" +a’x 3
14 11_2 14 3
6 0 I+a’x+ax? +a™x?| a’x+a’x?| 1+axra!x +al | 3
Ax)=l+a?x+a’x? +aX’ =(+a’ ) U +a’x)I+a’x)

S,,8,,8;,5,,85 vo S, sindrom komponentlarini hesablayaq:

S, =a +a’+a’=a”, S,=a”"+a" +a’=a",
11

>

S,=a” +a” +a’ =1, S,=a”+a” +a’ =«

S;=a”+a” +a" =a’, S, =a”+a” +a” =1,
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A(x) coxhadlisini hesablamaq iigiin alti iterasiya lazim golir. Iterasiyalarin

naticasi vo A(x) tigiin son ifado cadval 2-da verilir.
Niimuna 3.t =3
g(x)=x"+x*+x" +x* + x> +x+1 olan (15,5) — BCX koduna baxaq.

sohvi dilizoldo bilon vo omologstirici ¢oxhadlisi

Tutaq ki, 0(x) = x* + x* + x +1 kod sbzii gobul olunmugdur. Otiiriilon ¢(x)

coxhadlisini tapmali.
Sindrom komponentlorini hesablayaq:

S,=v(@)=a’*+a’ +a+l=a’,

S, =U((Z2)=0(8+Q'4+0{2+1=0{4,

S;=v@)=a”+a’+a’ +1=0a’,

9

S,=v(@Y=a+a’+a*+1=a",

S;=v@)=a’+a"" +a’ +1=0a’,

S,=v(@®)=a’+a” +a’ +1=a’,
Baslangic sort: A”(x) =1, B (x) =1, L,=0.
I-ci iterasiya: A, uygunsuzlugunu hesablayaq:

A =AY-S =a’=0.

L =0,(1-L))+(1-0,)L,-a baxaq. Burada ¢, =1, ¢linki A, #0 vo
2L, <0 eyni vaxtda 6denir. Demoli L, =1.
(5) miinasibatinin komokliyi ils alarq:
AY(x)) (1 =Ax\(1) (l+a’x
B(l)(x) A—ll 0 1 b '
Buradan da A (x) =1+ a’x, BY (x)=a” olar.
Cadvel 2
4, T(x) B(x) A) L
0 1 1 0
Lo | 1+ax @ I+a'x 1
21 0 | 1+a"x ax I+a’x !
3ol | 1+ax+a®x? a’ +a’x I+ax+a’’x? 2
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41 0 I+a?x+a’x? a’x+a’x? I+ax+a®x? 2
St a | 1+a¥x+al’x?+ | a’ +a’x+ ax? I+a"x+a''x’ +a'*x* | 3
+alx?
61 0 Jva®x+allsx?+ | a'x+a’x? +ax’| 1+ax+a!'¥+a"x | 3
TN
Ax)=l+a’x+a'x’ +a X} =(I+a’ ) U +a’x)I+a’x)
2-ci iterasiya. A, uygunsuzlugunu (3) diisturuna osasen hesablayaq:
A, =AY S, +AV .S =a*+a’-a’=0.
Onda 0, =0vo L, =L, =1 olar.
(5) miinasibatinin komokliyi ils alarq:
A® (%) 1 0)l+a’x 1+a’x
B(2) (x) 0 X alS a13x
Buradanda A¥ (x)=I+a’x, BV (x)=a”x olar.
3-cii iterasiya. (3) diisturuna osason alariq:
A, =AY S, + AP S, =a’ +a’a* =a’ 20.
2L, <2 oldugundan (6) diisturuna géro O, =1 vo L, =2 olar. (5)
miinasibatine gors alariq:
A (x) 1 &x\l+a’x) (1+a’x+a’x’
B(S) (x) alo 0 0.’13)6 alo +a12x

Beloliklo, AV (x) = I+ a’x+«

3 2

4-cii iterasiya. (3) dusturundan alarlq:

A4

A,

=AY S, +AY S, +AY S, =at e +a
Belolikloa,

diisturuna gore L, = L, = 2 olar. (5) miinasibstine gors alarq:

[

A? (x) _(1
B(4)(x) 0

i

I+a’x+a’x
a” +ax

).
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=0.
=0 oldugundan (6) diisturuna goro J, =0 vo (4)
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Buradan da AY(x)=I+a’x+a’x’

, BYx)=ax+a”x’
olar.

5-ci iterasiya. A -i hesablayaq:

Ag=AD-S;+AP -8, +AY -S;=a’+a" -a” =a" 20.
Eyni vaxtda Ay #0 vo 2L, <4 oldugundan &5 =1 vo Ly =3 olar. (5)
miinasibotine gora

A (1 &'x)(1+x+a’x’|_(1+x+a’x’ +a’x’
B”x)) o «x a''x+a"x’ o +a’x+a’x’ +a'’x’ )
Buradan da

AV =l+a’x+a’x’ +a’x’, BO(x)=a’ +a’x+a’x’ +a”x’
olar.

6-ct iterasiya. A -n1 hesablayaq:

A, =AY -S, +AY -8, + A S, +AYS, =
—a’+a’ a’+a’ -+t a’ =a +a’ v’ +a’ =0.
A, =0 oldugundan 6, =0 vo Ly = L, =3 olar.

(A(‘”(x)j _( 1 0j[l+a2x+a2x2 +a’x’ ]
B(é)(x) 10 X

0{4 +a6x+a6x2 +0[12x3 -
(1+a’x+a’x’ +a’x’
a'x+a’x’ +a’x +a’x? )
Bebliklo, A(x) = A (x)=a’x’ +a’x> +a’x +1.

A(x) coxhodlisinin

koklarini
2

axtarsag, onda x'=a’,
=a',x=a veyaX'=a’, X, =a’, X =a.
Buradan da X, =a', X, =a®, X, =@’ almar. Belbliklo, sohv
goxhadlisi e(x) = x'* + x* + x° olar. Demoli,
0, 8, .5, 4, 2
c(x)=v(x)+e(x)=x +x" +x +x" +x +x+1
alariq.
169
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§5. BCX kodlarinin cald dekodlasdirilmasi. Forni
alqoritmi

NXxH=-X,JJu-xXx".
j#l
Buradan da
QX
A’(X(/_]) :

¢

O
Berlekemp-Messi  alqoritmindon (teorem 4.1) istifade etmoklo
sohvlar lokatoru ¢oxhadlisinin hesablanmasina gayidaq. Sokil 1.a-da bu
masalonin halli Tiglin Messi torofindon toklif olunan variant gostorilir.

Verilon §,,j=1,..,2¢t Uuglin asagidaki ¢ tonliklori 6doyon minimal

uzunluglu A vektoru tapilir:
t
S, +>.8, A, =0, j=t1+1,.2t. 3)
k=1

Bu o demokdir ki, agor molumdursa ki, j >¢ oldugda A ;= 0,onda S

vektorunun 2¢ sayda komponenti osasinda A vektorunun hesablanmasi
tolob olunur. (3) boraborliyini 6doyan A vektoru (1) sohvlor lokatoru
¢oxhodlisinin  omsallarim1  toyin edir, harada ki, X, /=1,.,v,
komiyyatlari sohvlarin lokatorlaridir. Sehvlarin qiymatlari ¢oxhadlisi olan
Q(x) ¢oxhadlisi (2) diisturu ils toyin olunur.

Baxilan masslonin hallinin Berlekemp variant1 gokil 1.b-ds gosterilir
vo bu sokildon goriiniir ki, sshvlorin qiymoatlor ¢oxhadlisi burada boyiik
ohamiyyato malikdir.

Registrin baglangic veziyyaeti

24928 9
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a
Reglstrln baslangic VSZlythl > SX)
Qx)—>) O
® ? jb
Sokil 1.

Belo variantda A vo () vektorlarmin axtarisinda forz olunur ki, onlarin
komponentlori # < k <n olduqda (kK komponentin nomrasidir) sifira barabordir

vo asagidaki 2t tonliklori 6doyir:
5

S+ S AN =Q,, j=1..2 @)
k=1

harada ki, j <0 oldugda S ;= 0. (4) tonliklor sisteminin halli iki ¢oxhadli ilo

verilir: sohvlarin lokatoru ¢oxhadlisi va sahvlorin giymati goxhadlisi.
Yuxarida tosvir olunan iki variant ekvivalentdir. Bundan sonra Messi
torafindon toklif olunan varianta baxilacaq. Zsruriyyst yarandiqda Berlekemp-

Messi alqoritmini iterasiyan: bilavasito A"’ (x) vo Q) (x) coxhodlileri iigiin

aparmagqla Berlekemp formasina ¢evirmak olar.
Sokil 2-do Berlekemp-Messi alqoritminin blok-sxemi verilir. Gostorildiyi

kimi bu alqoritm 2¢ sayda verilmis S,,...,S, ~ sindrom komponentlori
vasitasilo sohvlarin lokator ¢oxhadlisinin hesablanmasina imkan verir. 9gor kodda
Jo#1 isa,onda S, j=1..,2¢, kemiyyati S, =V

J+io=1
Sindromun bu komponentlori hesablamada ovvalki komponentlor kimi istirak
edirlor. Bu halda alqoritmin 6zii he¢ bir dayisikliys moruz qalmur, lakin alqoritm
daxili dayisenlerin indekslori uygun olaraq dayisdirilir.

Berlekemp-Messi alqoritminin daxili mantiqi bir az miilommali goriine bilar.
Omolo golon suallara cavablar miimkiindiir ki, asagidaki diisiincolori, miilahizolori
tapmaga komoak etsin. Bozi iterasiyalarda, deyak ki, 7 -ci iterasiyada, Berlekemp-
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Messi alqoritmi ilo gotiiriilon oks olagali sxemloa eynigiiclii olan va lazim olan
simvolu doguran basqa bir oks olagoli sxemlor movcud ola bilorlor. Biitiin bu
sxemlar 7 sayda komponentlarin eyni bir ardicilligini dogurarlar; eyni zamanda bu
¥ ardicilliga daxil olmayan novbati komponentlor miixtalif olar. Hor dofo miimkiin
olduqca novbeti iterasiyada ovvalki uzunluga malik olan vo sindromun tolob
olunan novbati komponentlorini doguran aks olaqoli sxem gotiiriiliir;

Ogor belo sxem olmazsa, onda sxemin uzunlugunu artirmaq lazim golir.
Lakin sxemin uzunlugunun artirtlmasinin zoruriliyi mosolosi holl edilondo

sindromun névbati komponentin giymoti nazars alinmir (ancaq A ., # 0 sortinin

r+l
6donmaosi yoxlanir).
Beloliklo, (7 + I) -ci addimda sxemlor iigiin olan variantlarin say1 on azi

S

.+, -in ala bilocayi qiymatlorin say1 qodoardir.

Tasvir olunan alqoritm kompiiterlorde program soklinds realizo oluna bilar.
Ogor ¢ox boylik siirotlo dekodlagdirma tolob olunarsa, onda dekoderlori «bark»
halda qurmaq olar, yani sxemlor vasitasilo. Bu zaman siirligms registrlori, diskret

sxemlar, ardicilligli masinlar istifade oluna bilar.

Baslangic qiymatlor:
Ax)=Lr=0,L=0,B(x)=1

<

A 4

r=r+1

A, =0 olan yeni alage ¢oxhadlisinin hesablanmasi

I7(x) = /;'(x)— A, xB(x)|

ho

‘M@zm%ux
Ax)=T(x)

AX)=T(x) ...
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Sokil 2.

Stirtisms registrlorindo qurulan aparat realizosi sxemi sokil 3-do verilir. Bu
sokilde tesvir olunan ii¢ registr  S(x),A(x) ve B(x) ¢oxhadlilorinin
omsallarinin qiymetlorinin saxlanmasi tglin istifado olunur. Hor bir registrin
uzunlugu onun saxlayacagi uygun ¢oxhadli amsallarinin sayindan az olmamalidir,
yoni uygun ¢oxhadlinin ola bilocok an boyiik deracasindon bir az ¢ox olmalidir.
Ogor registrlor maksimal deracaden kigik olan derecays malik ¢oxhadlilerin
omsallarini saxlayarsa, bos galan mévgolor sifirlarla doldurulmalidir. S(x) va

B(x) tgiin olan registrlor maksimal doracs halinda lazim golon mdvqe sayindan
bir vahid ¢ox mévqeys malik olmahdirlar; S(x) iigiin olan registrlordo do ehtiyat

movqelor olmalidir.
Registrlorin uzunlugunun bir iterasiya miiddetindo her bir registrin is
vaxtinin sayi ilo birlikdo secilmosi ona gotirib ¢ixarir ki, hor bir iterasiya
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noticosindo ¢oxhadlilorin omsallari ilkin voziyystdon bir mévqe stirtisdiiriiliir. Bu

B(x)-m x-a vurulmasini vo A, igiin ifadoys daxil olan S, ; komponentinin

alinmasina gatirib ¢ixaran S ; komponentlorinin indeksdoyisdirilmosini tomin edir.

Bunu basa diigmok {igiin sokil 3-0 baxaq, hansi ki, burada S (x) registri baglangic
voziyyatindo gostorilmigdir. Hor bir iterasiya naticosindo bu registrin mozmunu bir
movge saga siiriisiir vo noticodo novboti iterasiyada S(x) vo A(x)

coxhadlilorinin uygun omsallarmnin diizgiin vurulmasi tomin olunur. A registri bir
iterasiya miiddotindo tam uzunluqda iki dofs siiriisiir: A hesablandiqda vo bu

registro A -in yeni qiymoti daxil edildikdo.

Sokil 4-do Berlekemp-Messi vo Forni alqoritmlorini istifado edon dekoderin
yerina yetirdiyi hesablamalar ardicillig1 tosvir olunmusdur.

t -don ¢ox olmayan sayda sohv bas verdikdo dekoder sohvlorin lokatoru
coxhodlisi ligiin diizgiin ifado tapir. f-don ¢ox sayda sohv bas verdikdo
dekodlasdirma miivoffoqiyyatsiz olur vo alinan ¢oxhodli ya sohvlorin lokatoru
¢oxhadlisinin 6dodiyi sortlori 6domir, ya da ki, miimkiin ¢oxhodli olur, amma
diizgiin ¢oxhadli olmur.

Birinci halda dekoder sohvi askarlaya bilor, lakin onu diizaldilo bilmoyon

sohv kimi nozorde tutar. Diizoldilo bilmayan sohvlor konfiqurasiyasimin
agkarlanmasi haqqinda qorar gobulu o halda olur ki, asagidaki iki sortdon biri

6donmis olsun:

Taktlarm Acarlarin idarasi vo
wroeiloanc hor bir siiriismo
Ar
B,B,B,...

(t+2) movgeli B

Hor bir iterasiyada

Arnna~ 411 +al-4dA / +
/
/
m /
/
AA A, ... m
174 \ 4
(t+1) movgeli A [<—B—

registric

SNy
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Sokil 3.

1) A(x)-m GF(gq™)-do yerloson miixtolif koklorinin say1 L-o
borabar deyil;

2) Sahvlarin giymotlari kodun simvollar1 meydaninda yerlasmir.

Dekodlasdirma zamani ovvalco sshvlorin lokatorlar1 ¢oxhodlisi
yoxlanilir. ©gor o lazim olan sortlori 6doyirss, onda dekoder sohvlarin
qiymoati ¢oxhadlisini hesablamaga baslayir. Ola bilar ki, sohvlarin giymati
kod simvollart meydanina daxil olmasin (agor bu meydan sohvlar lokatoru

meydanindan kigik olarsa).

v(x) -1n daxil edilmosi

|

Sindrom komponentlarinin

hesablanmasi
Berlekemp-Messi alqoritmil
vasitasila Alx) coxhad

MW nitro™" professional
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Sokil 4.

Sohv dekodlagdirma ehtimalim1 azaltmaq tiglin dekoderin diizalds
bildiyi sohvlorin saymi elo  gqiymoti ilo mohdudlasdirmaq lazimdir ki,
2t+1<d" olsun. Dekoderin diizoldilo bilmoyen sohvi askarlamasi iigiin
kod sozii diizgiin olmayan dekodlasdirma sferasina ke¢molidir, yoni
d" —t sayda sohv bas vermolidir.

Belo dekoderds Berlekemp-Messi alqoritmini totbiq etmok lazimdir.

A(x) -1 hesablamagq ticiin bu alqoritmlo 27 sayda iterayisa etmok lazimdir.
Qalan 7—¢ sayda iterasiya Ar uygunsuzlugunun sifra borabar olmasinin

yoxlanmasi ii¢iin nozorda tutulur, harada ki, 7 =d” —1—¢. Ogor bu slava

iterasiyalardan he¢ olmazsa birindo A, # (0 olarsa, onda gobul edilon s6z
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f-don ¢ox sohvin bas verdiyi sz kimi elan olunur. Tosvir olunan

proseduranin diizglinliiyii asagidak: teoremls isbat olunur.

Teorem 3. Tutaq ki, 7 -dan ¢ox olmayan sayda sohv bas vermisdir

vo j=1,..,t+7 Uglin §;-lor verilibvo 7 >¢ . Tutaq ki, (L,,, A" (x))

sxemi S, j=1,2¢t ardicilligint doguran oks slaqoli siiriismo registridir
Vo
n—1 2
_ t
A, = AS,
=0
kimi toyin olunur, 6zii do r =2¢+1,...,t+7 olduqda A, =0 olur

vo L, <t. Onda f-don ¢ox olmayan sayda sohv bas vermisdir vo

A®”(x) goxhadlisi sehvlorin lokatorunun diizgiin ¢oxhadlisi olar.

Isbatr. Teoremin  sortlorinda S, j=let+r sindrom
komponentlori verilmisdir. Ogor yens 7 —¢ sayda S, j=¢+7+1,..,27,

sindrom komponentlori olarsa, onda 7 sayda sohvi diizoltmok olardu.
Tutaq ki, bu olave komponentlor do haradansa bizo moslumdur. Onda
Berlekemp-Messi alqoritmini istifado etmoklo doracasi sohvlorin sayina

baorabor olan sohvlorin lokatoru coxhadlisini tapa bilorik. Lakin 2f -ci

iterasiyada L, <?, vo forziyyoyo goro r=2t+1,.,t+7 olduqda
A, =0. Ona goro do L komiyyoti #+7+/ ndmrali iterasiyaya kimi

doyismayacak va, belalikla, L -in dayismasi qaydasina gora

L, >2(+c+D)-L,, >2({t+c+1)~t=7+1.
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Bu iso 7 -don ¢ox olmayan sayda sohv bas vermasi sortino ziddir.

Niimuna 1. GF(3”) meydani iizorinde ¢ = 2 sohvi diizoldo bilon vo
oamolagatirici goxhadlisi
g(X)=x" +2x° +x" +x" X7+ 2x7 #2570 + 2x7 4 x4+ 1

olan (26,17)- BCX koduna baxaq. Tutaq ki,
v(x)=x" +x" +x" +2x" +2x7 + 2x7 +x+ 1

kod ¢oxhadlisi gabul olunmusdur. Otiiriilon ¢(x) ¢oxhadlisini tapmali.
Ovvalca A(x) sohvlarin lokatorlar1 ¢oxhadlisini tapaq. Bunun ti¢tin
sindrom komponentlarini hesablayagq:
S, =v(@)=a, S,=v(@’)=a”, S,=v(@’)=a",
S,=v(@’)=a”
Bas veran sohvlorin saymni tapaq. v = 2 olduqda alariq:
S, S, a” o
SZ S3

— :a4_a14:a2.

20 16
(24 (24

a’ # 0 oldugundan sohvlorin say1 v = 2 olar. Demali, sohvlorin lokatoru

¢oxhadlisi A(x)=a”’x’ + a”x—1 olar. Bilavasite yoxlamagla miioyyon

etmak olar ki, bu ¢oxhodlinin koklori x, = XI_] = a"g, X, = Xz_] =a’

kimidir. Buradan da X, =a® vo X, =a’ aliriq. Demoli, 8-ci vo 5-ci

movqelords sohv bas vermisdir.
Forni alqoritmindon istifade etmoklo sohvlorin qiymatlorini
hesablayaq. Bunun {igiin S(x) sindrom ¢oxhadlisini quraq:
16 2

Sx)=8,+S,x+S,x’ +Sx' =a” +a’x+a"x +ax’.
Q(x) =S(x)-A(x) (mod x?) disturu ilo Q(x)  sohvlor
¢oxhadlisini hesablasaq alariq: Q(x) = a'*.
Digor torofdon, A'(x)=a” +2a”x.
Y, va Y, komiyyatlorini
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X! —
e N
A(XT)
disturu il hesablayaq. Onda alariq
alt al
}712——2—&132—221, Y2:—72—122’
a a

Beloliklo, sohv ¢oxhadlisi e(x) = x* + 2x”, otiiriilon ¢oxhadlisi iso
c(x) =v(x)-e(x) =
=x’ +2x a7 xx 2xt 27+ 2x a1
olar.
§6. ikilik BCX kodlarinin dekodlasdiriimas:
Bu foslin avvalki paraqgraflarinda deyilonlorin hamisi istonilon sonlu

meydanlar halinda dogrudur. GF (2) meydan1 halinda aparilan bozi
miihakimalari sadalosdirmak olar. Aydindir ki, ikilik halinda dekodlasdirma

zamani ancaq sohvin movqesini hesablamaq lazimdir, sohvin qiymoti
homiss vahida barabardir.

Niimuna 4.2-don goriiniir ki, A, komiyyati #-in ciit qiymatlorinda,
yoni ciit iterasiyalarda sifira barabardir. Ogar bu homiss belo olarsa, onda
ciit iterasiyalara baxmamagq olar.

Isbat edacayik ki, bu dogrudan da belodir. Isbat asagidaki fakta osaslanir:

GF (2) meydaninda ciit ndmroli sindromlar asagidaki diistur asasinda tok némrali

sindromlar vasitasils toyin olunurlar:

n—1 n-l ?
S, =v(@)=Y v(a’) = (Zvi(a")"j =S
i=0 i=0

179

Created with

M nitro™" professional



Milli Kitabxana

F-in bir nego ilkin giymotlori halinda A"’ (x)-in omsallart @igiin cobri

ifadalori hesablayaq. Sokil 5.2-do verilon alqoritmden biitlin ikilik kodlar tigiin

dogruolan S, =§ 22 =S/ boraborliklori istifads etmoklo alariq:
A =S, A, =5, -I—Sl,2 =0, A;=§,+5,S,,
A, =S,+8,8,+S,'S,8,+8; =0,
APx)=8,x+1, AVx)=8x+1,
AV (x)=(S;'S, +S,)x* +S,x+1.
Buradan alinir ki, istonilon ikilik BCX-kodu iigin A, vo A, homiso sifira
borabordir. 7-in ciit giymotlorindo A, =0 olmasi asagidaki teoremlo sorh
olunur.
Teorem 1. Tutaq ki, GF' (2) meydanmin genislonmosindo 2 < 2v —1
olan 2 iigiin S, = S; sortini 8dayen ixtiyari bir §,,S,,...,S,, , ardiciligs
verilmigdir; tutaq ki, homginin A(x) xotti oks olaqoli siiriismo registri verilmigdir

va asagidaki borabarlik dogrudur:

n—1

Sj :ZAiSj—i’ j:V,...,ZV_].
i=1

Ogor ardicilligin névbati haddi

n—1

SZV = ZAiSZV—i

i=1
baraboarliyi ilo tayin olunursa, onda

S, =87
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Isban. Gostorak ki, teoremin sortlori daxilinda Sf vo S, igiin ifadoler iist-

usto dugtir.

Bir torafdon

n—1 2 n—1 n—1
sz = (zAiSvij = AiS‘il. = ZAZiSz‘/fzi : )
i=1 i=1 i=1
Digor torafdon isa
n—1I n—I1 n—1
S,, = ;Akszwc = ;ZJAICA,'SZWH .

Sonuncu ifadonin simmetrikliyindon alinir ki, i# k olduqgda hor bir
toplanan como iki dofo daxil olur. Hesablama GF (2) meydaninin
genislonmasinds aparildigindan bu toplananlarin comi sifira berabar olar. Ona gora

do comdo o hodlor qalar ki, i =k olsun:
n—1 P
S, = ZAiSZV—Zi 2)
i=1

(1) vo (2) barabarliklorinin sag toroflori {ist-listo diisdiiyiindon onlarin sol

toraflori do iist-listo diisor, yoni
2
SV = SZV

Teorem 1-don istifado etmoklo induksiya vasitesi ilo ala bilorik ki, ciit
giymatli 7 tglin A = (. Ona géro do formal olaraq iki ardicil iterasiyan
birlasdirmokle ancaq tok némrali iterasiyalara baxmagq olar:

A (x) = A" (x)-A x’B" ) (x),
BV (x)=8 AN (x)+(1-6,)x’B" ) (x).

Bu diisturlar istifads etmokls ciit ndmrali iterasiyalar1 nozars almamaq olar

v9, belalikla, dekodlasdirmani siiratlondirmak olar.
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§7. Evklid alqoritminin komakliyi ilo dekodlasdirma
Evklid alqoritminin komoakliyi ilo dekodlagdirma dekodlasdirmanin asas
tsullarindan biridir vo bu tisul iki ¢oxhadlinin an boyiik ortaq boloninin tapilmasi

ticin olan rekurrent proseduraya osaslanir. Bu proseduranin bir az genislonmosi

noticosindo istonilon iki §(x) vo #(x) ¢oxhadlilari iigiin slave olaraq
OBOB [s(x),#(x)] = a(x)s(x) + b(x)t(x)
xotti ayrilisim 6doyon a(x) veo b(x) coxhadlilorini hesablamaga imkan
veran tisul alinur.

Ixtiyari s(x) va #(x) goxhadlilori tigiin Evklid alqoritmini

s(x) =] s(x)/1(x) |- 1(x) + r(x)
b6lmo alqoritmindan istifads etmokls matris soklinds tosvir edok. Bu
tosvir asagidaki teoremlo sorh olunur (\_s(x)/t(x)J ilo s(x) coxhadlisi
t(x) g¢oxhadlisine boliindiikde alinan natamam qismat, qaliq iso r(x) ilo
isaro olunur).

Teorem 1. Tutaq ki, s(x) vo #(x) c¢oxhadlilori {giin

deg s(x)>degt(x). Tutaq ki, sPx)=s(x), x)=tx) vo

A’ (x) = (é ]0) . Asagidaki rekurrent tonliys baxaq:

Q(r)( ) \‘S (X)J A(’”)(x)=(? _Q(r])(x)).A(r)(x)’

()
s (x) (0 1 ) sO () Z 4o ()
t(r+1) (X) Q(”)(x) t(r) (X) t(r) (x) :
Onda bu tenliyin halli
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s (x) = y - OBOB[s(x),#(x)]

olar vo ham da elo ¥ skalyari tapilar ki,
yOBOB [s(x),1(x)] = A (x)s(x) + A Pt(x),
olsun, harada ki, R eladir ki, #*® (x) =0 olur.
Isbati. Aydmdir ki, deg¢"*” (x) < deg?"” (x). Ona géro do nohayaot

hor hansi bir R iigin ™ (x)=0 olar vo proses miitloq dayanar.

CEIE el o

Buradan da ¢ixir ki, s(x) vo #(x) ¢oxhadlilerinin istonilon

Beloliklo,

bolonlori s (x) ¢oxhadlisini do bélor.

Asanligla yoxlamagq olar ki,

0 I Y (0" 1
1 - Q(”) x)) 1 0
vo ona goro do

(;&c))) { (Q(” @) JOJ}(N;@C)} @

belo ki, 5" (x) coxhodlisi s(x) vo f(x) ¢oxhadlilorini do
bolmalidir vo, belalikla, OBOB[s(x),#(x)] -i do bolmalidir. Buradan aliriq
ki, ©BOB[s(x),7(x)] hom s (x)-i bélir vo hom do ona béliiniir.

Demoli,
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s (x) = y ©BOB [s(x),#(x)].

Aydindir ki, 4" (x)-in toyinindon va (1) miinasibatindon alariq
(R)
S(X) | Z 4y s(x)
)= ameli)

s (x) = 4] (x) - s(x) + 41 (x) - 1(x) .

v, belalikla,

Burada hesab olunur ki, A(R)(x) matrisi asagidaki sokilde

matrisdir:

(R) (R)
o G5

Teorem 1-do A(x) vo AM(x) matris elementlorinin no
iigiinolmas: gostorilmisdir. 4 (x) matrisinin qalan iki elementinin do
monasini tayin etmok olar. Bunun iigiin 4"’ (x) matrising tors olan matrisi
tapmaq lazimdir. Aydindir ki,

. 00 1
00-T17 _gle)

Bu boraborlikdon goriiniir ki, A4’ (x) matrisinin determinant:
(—=1)" -2 borabardir. Onda tors matrisin toyinina géra tors matris asagidaki

matrisdir:

A40@ AP0y Y@ -0
AP AD ) AP A ) )
€)
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Notica 1. Evklid alqoritminin komokliyi ilo alinan Az(g)(x) \)

A ;;) (x) ¢oxhadlilori agsagidaki barabarliklori 6dayir:
s(x) = (=) 4;(x)y - OBOB [s(x), 1(x)], (4)
1(x) = (=1)" 45, (x)y - ©BOB [s(x),#(x)].
Isbati. (3)-don istifada etmoklo (2)-don alariq:
(%c)): ot A0 =420 (s )
1) ~ A4 A7)0 )
Buradan da (4) miinasibatlari alinir. O
Evklid alqoritmindon istifado etmoklo iki miixtslif dekodlasdirma
tisulu vermak olar. Onlardan birini névbati fasildo sorh edacoyik. O biri

tisulu is indi sarh edak.

Tutaq ki, S(x) sindromlar ¢oxhaodlisi, A(x) sohvlerin lokatoru

coxhadlisidir. Bu ¢oxhadlilar asagidaki kimi tayin olunurlar:
2t 14
Sx)=>.8x"", Ax)=]JU-xX,). (5)
j=1 Jj=1

Sohvlarin qiymatlari coxhadlisi Q(x) ¢oxhadlisidir vo o asagidaki

kimi tayin olunur:
Q(x) = S(x)A(x) (mod x*). (6)
(5) vo (6)-da nazordo tutulur ki, deg A(x) <t vo deg Q(x)<¢—1.
Evklid alqoritminin isbatin1 (6) tonliyinin A(x) va Q(x)-lara nazaran hall

edilmasinds istifade etmoys calisaq. Homin isbatdan asanliqla miisyyen

etmok olar ki,
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sT) [ A7) 45 (x) (S(x)j
t e (%) AE? (x) A(’) (x)) L 1(x)

vo ona gora do

17 (x)=t(x)4%) (x)  (mods(x)). (7

Ogor  1(x)=S8(x) vo s(x)=x”  qobul etsok, onda (7)
borabarliyine tonlik kimi baxmaq olar va bu tonliyin holl edilmosi lazim
golor. Bu tonlik hor bir 7 {iglin noazordo tutulur. Qoyulan mosaloni hall

etmok tliclin elo # qiymsotini (agor o movcuddursa) tapmaq lazimdir ki, bu
qiymot halinda deg A%} (x)<t vo degt”’(x)<t—1. Sonuncu sortin
odonmosi tigiin #'-i elo 7 qiymatino borabor gotiirmok lazimdir ki, bu 7
lgiin
degt" " (x) >t vo degt(x)<t-1

olsun. degt” (x)=2t vo r artdigca ¢’ (x)-mn dorocosi ciddi
azaldigindan bu borabarsizliklor 7' {igiin yegano qiymat toyin edir.

7' -in toyinino gors alingq:

degt"(x)<t-1

r artdigca A$;(x) goxhadlisinin deracesi artir. Ancaq o qalir ki,

gostarak ki,
deg 4% (x)<t.
Bu borabaersizlik A(x) matrisinin torsinin hesablanmasi ilo isbat

olunur. Qeyd edak ki,
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A (x) = H ( e (x))

r=r'—1

Buradan da alinir ki, deg 4%} (x) > deg 4\, (x). Hom do qeyd edok

ki, degs” (x) > degt" (x) . Bu borabarsizliklordon vo

(S (x)j = (=" Ag,) () Az(g : (x) . (r:) (%)
#(x) —A4) () 4 () ()
matris barabarliyinden ¢ixir ki,
degs(x)=deg 4% (x)+degs" (x).

Onda s (x)=¢"""(x) oldugundan alriq ki,

deg A} (x) =degs(x)—degt" " (x)<2t—t=t,
harada ki, bu miinasibotdo boraborsizlik 7’ -in toyinindon alinur.
Belolikls, asagidaki teoremi isbat etdik:

Teorem 2. Tutaq ki, A7 (x)= (1 0) sP(x)=x",

t”(x) = S(x), harada ki, S(x) ¢oxhadlisi # sayda sehvi diizaldon BCX

kodunun sindrom goxhadlisidir. Tutaq ki, s (x),#"” (x) vo

r A7 (x) A7 (x)
A )(x) (A(r)(x) A(r)(x)j

asagidaki rekurrent tonliklarin hollidir.

) ") (x)
0" (x)= L”() ®)
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40D (x) = ((1) B é(,) (x)j A" (%), 9)

D(x))_(0 / “)(x)
(;(H/)(;C)j—(] —Q(r)(x)j'(f(’)(;c)j' (10)

Tutaq ki, 7' elodir ki, t"’(x)<t—1. Onda Q(x)=A"t""(x),

A(x)=A"A4")(x) (harada ki, A= A4""(0)) coxhadlileri (6) tenliyinin
degA(x)<t,A, =1 vo degQ(x)<t—1 sortlorini 6doyen yegano
hollidir.

Isbati. A-ya bolmok A, =1 boraborliyini tomin edir. Digor

torofdon ovvelki miihakimslorden almir ki, (6) tenliyi vo biitlin sortlor
Odonir. Alinan hollin yeganoaliyi # sohvi diizoldon BCX kodunun sindromu
liclin ancaq yegana belo bir hoallin mévcud olmasi faktindan almur.
il

A(x) vo Q(x) tapilan kimi dekodlasdirmanm1 Berlekemp-Messi

alqoritmi {igtin toklif olunan istenilon tisulla yekunlasdirmaq olar. Uygun
dekoderin alqoritminin blok-sxemi sokil 1-ds verilir. Bu blok-sxemda
dekoder 6z isini Forni alqoritmi ilo yekunlasdirir. Aydindir ki,
yekunlagdirmada bagqa tisullar da istifads oluna bilar.

Niimuna 1. t =3 sohvi diizolds bilon (15,5) — BCX koduna baxagq.
Bu kodun amalogatirici ¢oxhadlisi

g(X)=x"+x*+x° +xt +x7+x+1

¢oxhadlisidir. v(x) = x' + x* + x* + x* +1 coxhodlisi qobul edildiyi
halda otiirtilon ¢(x) kod ¢oxhadlisini tapmali.
Ovvalca sindrom komponentlarini hesablayaq:
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S, =v(@)=a"+a* +a’ +a* +1=0a°,

S,=v(@)=a”+a" +a” +a* +1=a’ +a+a” +a’ +1=a",

S;=v@)=a”+a* +a"” +a” +1=1+a’ +a’ +a” +1=a",

S,=v@H)=a+a’ +a* +a" +1=a" +a’ +a’ +a+1=a’,

S;=v@)=a” +a* +a’ +a® +1=a’ +a"” +1+a’ +1=a",

S,=v@)=a”+a® +a* +a* +1=1+a’ +a’ +a’ +1=a".
Belalikls, sindrom goxhadlisi asagidaki ¢oxhadlidir:

Sx)=a"x’ +a"x* +a’x’ +a"x* +a"x+ .

Teorem 2-don istifado etmoklo Q(x) vo A(x) coxhadlilerini tapaq.
Baslangic giymotlor: A'” (x) iki tortibli vahid matrisdir,

sP7x)=x, 1) =a’+a"x+ax’ +a’x’ +ax' +a''x’.

r =1 halr: (8)-(10) diisturlari {izro hesablama aparaq:

Q(()) (X) _ \\S(O)(X)

(7 (x)
00 ! 10y (0 1
X)= . = .
1 a‘x+a’) 0 1 1 a'x+a’

v(x) -in daxil edilmosi

J:a4x+a3,

A 4

T
S, =v(a”™"), j=1..,2t

sindrom komponentlorinin
hesablanmasi
A4

Baslangic qiymatlor:
2t

S0 =10 = % S5, A= (g ]
j=1

/—@x) <19 yox "M nitro™" professional
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Sokil 1.

sP®)) (0 1 x°
) 1 a'x+d )| a'x +a'%* +a°x° +a°x* +a'*x+a’
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[0{“)65 +ax* +a’x +ax’ +a12x+a6]

a'x*+a’x+a’
r=2 hal:

s? (x)
tP (x)

A(z)( ) 0 1 0 1
x = . =
1 a‘x*+a’x) (1 a*x+a’
B 1 a‘x+a’
a‘x*+a’x o’ +alx+1 ’

5P (x) (0 1
D)) U a'x*+a’x

(a”xs +a10x4 +a9x3 +a'3x2 +0{12X+0{6]
X

2
J=a4x +a’x,

0" (x) {

a'xX+a’x+a’

[057x3 +a5x+a9]

a’x? +af

Qeyd edok ki, deg ™ (x) < 2. Onda teorem 2-yo géro
Qx)=A"t"x)=a’x* +a°
Vo
AX)=A"A4P (x)=a’x’ +a’x+1,
haradaki, A =1,
Q(x) = S(x)A(x) (mod x°)
tonliyinin deg A(x) <3, A, =1 vo degQ(x)<2 sortlorini 6doyon

yegand holloridir. A(x)=a®x’ +a’x+1 lokatorlar goxhadlisinin
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koklorini  axtaraq.  Bilavasito  yoxlamaqla alarniq ki, x, =a’,

x,=a’, x,=a” voya X,=a", X,=a’, X,=a’. Buradan
da e(x)=x"+x"+x’ olar. Demoli, otiiriilon kod ¢oxhadlisi
cx)=o(x)+e(x)=x"+x" +x° +x* +x" +x* +x7 +1
coxhadlisidir.
Niimuna 2. Tutaq ki, niimuno 1-do verilon koda baxiriq.

v(x) = x* + x> + x +1 kod ¢oxhadlisi gebul olunduqda étiiriilon ¢(x) kod
coxhadlisini tapmal1.

Ovvalca sindrom komponentlarini hesablayaq:
S,=v(@)=a’*+a’ +a+l=a’,
S,=v@)=a’+a*+a’*+1=a’,
A =U(6¥3) =a”+a’+a’+1=0a’,
S,=v(@Y=a+a’+a* +1=a",
S;=v@)=a’+a" +a’ +1=a’,
S;=v(@®)=a’+a” +a’ +1=a’.
Belaliklo, sindrom ¢oxhadlisi asagidaki ¢oxhadli olar:
Sx)=a’+a‘x+a’x’ +a’x’ +a’x +a’x’.
A(x) sohvlorin lokatoru c¢oxhaodlisi va €((x) sshvlerin qiymatlori
coxhadlisi asagidaki tonlikden tapilir:
Q(x) = S(x)A(x) (modx®). (11)
A(x) vo Q(x) ¢oxhaodlisini tapmagq ti¢iin teorem 2-don istifado edak:
Baslangic giymotlor: A4'” (x) iki tortibli vahid matrisdir,

sPx)=x°, 1 =a’ +a’x+a’x’ +a’x’ +a’'x" +a’x’.

r=1 halr
(0)
(0) 577 (x) 12 14
= = "xt+a .,
A0 o) < 1 10y (0 1
a’*x+a™ )0 1 1 a’x+a™)’
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sP()) (0 1 x°

12 14
Y U a*x+a oa’x’ +a’xt +a’x +a’x +atx+ o

a’x +a’xt+at P+’ +atx+a’

a’x' +a"x +a"x+x+a

v =2 halr:
Q(l)( )= (1)(x) —al'x
(1)( ) ’
@ 0 1 0 1 1 ax+a"
A7 (x)= 0| 12 VRN Il BT 7.2 9 ’
1 a'x)\l aox+a a'x ax +oax+1
sPx)) (0 1 O’ +a’xt vt v’ +atx+a’
= 0| =
1P (x) 1 ox) lax+a"x +a"x* +x+a

a’xt+a’x +axP +x+a

a4x3 +0!13X2 +0{13X+0£2

r =3 halr:
e
X
Q(z)( )= (2)( ) —a'x+a’
17 (x)
) 0 1 0 a’x+a
A7 (x) = 4 717 10 7.2 9 -
1 a‘x+a a'x ax +ax+1
3 a’x a'x’ +a’x+1
= 42 113
a’x’+a’x a'xX’ +a’x +a'x+a
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s (x) 0 1 a*xt+a’y +a ' rx+a
19 (x) 1 a'x+a’ ) la*® +a®x* +a"x+a?

{a“)f +ax* +ax+ azl

1 2
a>xX +a’x*+a'x+a’

r=4 hali:
3)
Q(j)(x)z 577 (x) —af
3) g
17 (x)
A9 ) 0 1 a''x a'x* +a’x+1
xX) = . =
6
1 a a“x*+a’x a'"'x+a*x+a'x+a
a“x*+a’x a"¥+a’x+al'x+a
a’x? +ax a’x +a'x*+a''x+a’

SYPx)) (0 1) (a'x +a"x*+aPx+a’

= 6 . =
1Y (x) 1l «a a P +atx’ +atx+a’
[0{13x3 +a’x? +a7x+a3]

N a’x+a"
Qeyd edok ki, ¢ (x)<2. Onda teorem 2-ya géro
Qx)=A"tYx)=a’x* +a’
Vo
AX)=A"AP () =a’x +a’x’ +a’x +1

¢oxhadlilori  (11) tenliyinin deg A(x) <3, A, =1 vo degQ(x)<2
sortlorini 6doyen yegano holloridir. Burada A~ = °-dir, belo ki,
A=A 0)=a’.
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indi iso tapilan A(x)=a’x’ +a’x> +a’x+1 coxhadlisinin
koklarini axtarag. Bilavasito yoxlamagqla alariq:

X, = a’, X, = a’, Xy = ab. Buradan da alinir ki,
X, =a",X,=a’, X, =a’. Beloliklo, e(x) = x"* +x* + &’ wo
cx)=v(x)+e(x)=x" +x*+x +x* +x* +x+1
otiiriilon kod ¢oxhadlisidir.

YOXLAMA TAPSIRIQLARI

Tapsirig 1. n =3 —1=26 uzunluguna malik, 7 = 2 sayda sohvi
diizeltmaya imkan veran Vo informasiya sOztindon

g)=x"+2x° +x" +x" +x7 +2x" +2x7 +2x7 + x4 1 omologo-
tirici coxhodlisi vasitesilo qurulan GF(3”)meydani iizorindo BCX -
kodlar1 halinda goabul edilon kod sozt asagidaki v(x) coxhadlisi oldugda
Gtiiriilon kod soziinii, sahv soziinii va informasiya soziinii tapmali:

D o(x)=2x"" +2x" +2x° +x° + 2x+ 1;

2) v(x) = x4+ x? +2x% +2x7;

Nox)=x"+2x" +x7 +x¥ +2x" +2x7 +x7 +x7;

Hox)=x"+x+x"+2x7 +2x" +2x7 + X7+ 2x+ 1;

Sy o(x)=2x" +2x* +2x° +x7 +2x7 +2x7 + 2x+ 2;

6) v(x)=x" +x* +2x" +2x° +2x7 + 2x" +x+ 1;
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7) FOSIL VI. SPEKTRAL USULLARA 9SASLANAN KODLAR

§1. Qalua meydanlarinda Furye ¢evirmalori

Kompleks  ododlor  meydaninda  kompleks  komponentli
p=(py>P;s-Py_;) vektorunun diskret Furye ¢evirmosi komponentlori
asagidaki miinasibotlo toyin olunan P =(P,,P,,...,P, ;) vektoru kimi
tayin olunur:

oy
N-l 27,

/
P=Ye " p,k=0l.,N-I,

i=0
harada ki, j= J-1. Aydindir ki, bu ¢evirmonin niivesi olan
exp(— 2”7]] kompleks ododlor meydaninda vahidin N -ci doracaden
kokiino berabordir. GF(g")sonlu meydaninda » tortibino malik «
elementi vahidin n -ci tortibdon kokii olur. Beloliklo, o vo
exp(— 271'7]] arasinda oxsarligl nazero almaqla asagidaki torifi vermok

olar.
Torif 1. Tutaq ki, v = (v,,0,,...,0, ;) vektoru GF (gq) tizorindo

vektordur vo n ododi hor hansi bir m  {igtin (¢” —I)-i boliir. Tutaq ki,

a eclementi GF(g") meydaninin n tortibli elementidir. o© vektorunun
Qalua meydan1 iizerinde Furye c¢evirmosi asagidaki diisturla verilon
V=,,V,,.,V, ;) vektoru kimi toyin olunur:

n-l
V,=>a"v, j=0,l..n—1.
i=0

i diskret indeksi zaman indeksi, o© - zaman funksiyasi vo ya signal
adlandirmagq olar. Analoji olaraq j -ni tezlik, V' -ni iso tezlik funksiyas1 vo
ya spektr adlandirmaq olar.

Furye g¢evirmosinin uzunlugu kimi (¢” — 1) ododinin ixtiyari
bolonini gétiirmok olar. On boyiik shomiyysto malik # = (¢” — ) primitiv
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uzunlugudur. Bu halda o elementi GF(q™) meydaninin primitiv
elementi olur. Kompleks odadlor meydanindan farqli olaraq sonlu Qalua
meydanlarinda diskret Furye ¢evirmasi he¢ do biitin » odadlori halinda
movcud olmaya bilor. Ciinki istonilon » {i¢lin bu meydanda # tortibino
malik olan element olmaya da biler. Ogor on kigik tam m odadi eladirse

ki, n odadi (¢" —1)-in bolonidir, onda GF (¢) meydani iizorindo n
uzunluguna malik diskret Furye ¢evirmosi mévcuddur vo bu gevirmonin
komponentlori GF'(¢™) meydaninda yerlogir. Tosssiif ki, bazi n -lor tigiin

Furye ¢evirmasi miimkiin olmasia baxmayaraq ¢evirmenin komponentlori
¢ox boyik Qalua meydaninda yerlosmasi iiziindon praktik totbiglri ¢ox
somorasiz olur.

Hoaqiqi qiymoatli p zaman funksiyasinin diskret Furye ¢evirmosi olan

P spektri kompleks adoad olur. Analoji olaraq GF (g) meydanindan olan
v zaman funksiyasinin ¢evirmosi olan V' spektri GF(g”) meydaninda
yerlosir.

Teorem 1. p xarakteristikasina malik GF (¢) meydani tizorindo
vektor vo onun spektri arasinda asagidaki miinasibat dogrudur:

n-l ] n—1 B
V=20, 0="3a"V,, M)
i=0 n -0
harada ki, » meydanin adodi kimi interpretasiya olunur, yoni mod p tiizrs

gostorilir.
Isbati. Istanilon meydanda
X" —I=(x-Dx""+x"7 +. +x+])

olur. @ elementinin toyinina goro istonilon 7 lglin «” elementi sol
torafdoki ¢oxhadlinin kokiidiir. Beloliklo, p modulu iizrs istonilon » # 0

tigin «” elementi x"' +x"7 +..+x+1 ¢oxhadlisinin kokidiir. Bu
asgidakina ekvivalentdir:

n—1
Y a” =0, r#0 (modn).
=0

Ogaor r =0 (mod n) olarsa, onda
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n—1

Y a” =n (modp)

J=0
vo bu da n odadi p-in misillorine borabar olmazsa homiso sifirdan

forqlidir. Bu berabarliklsri birlesdirsek alarlq'

Za ”Zakfuk ZUkZa(k Y =(nmod p)-v,
j=0

Nohayot, ¢” —1=p" —1 adedl n -in mislidir vo ona goro do n
P -in misli deyildir. Beloliklo, n # 0(mod p) . 0

Qeyd edok ki, (1) miinasibatlorinin birincisi diiz, ikincisi iso tors
Furye ¢evirmosinin toyini diisturudur.

Furye c¢evirmosinin ¢oxlu xassalori mévcuddur vo bu da sonlu

meydanlar halinda da dogrudur.
Teorem 2 (baglama haqqinda teorem). Tutaq ki,

e=/-8,i=0..n-1.
Onda

.—(]/n)z (i Gis J=0in—1,

harada ki, burada ikiqat moterlza onu gostarir ki, indeks mod#n  hesabi
tizra hesablanir.
Isbati.e, = f,-g., - komponentli vektorun Furye ¢evirmasini

hesablayaq:

n—I n—1
E, = Za’jﬁ((]/n) : Za”‘GkJ =
i=0 k=0

_ (]/n)nz_lek(n—l ai(j_k)-fij (]/n)ZG ((j—=k))*

= i=0

Qeyd edok ki,
£, Z“Ufgz ‘U/")Z -G
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baglanmasinda j = ( secilmosi Parseval tipli asagidaki boraborliys gotirib

¢ixarir:

ngz _(]/”)Z (0.

Teorem 3 (Surusmamn xassas1). Ogar {v,} > {V;}  Furye
. c et .. i J
gevirmalori ciitliiklori iso, onda {&@'v;} <> {V(;, )} vo {y )} 1’V }
ciitliikklari do Furye ¢evirmolari ciitliikloridir.
Bu teoremin isbatini diiz Furye ¢evirmosinin diisturunda v, avozind
aiui, tors Furye c¢evirmasinin diisturunda iso Vj. ovazine a’ V_j

gotiirmokls bilavasito aparmaq olar.
Tutaq ki, v vektoru ov(x) coxhadlisi ilo verilir. Qalua meydam

tizorindo Furye ¢evirmosi vasitosilo
v(x)=v, X" +..+v,x+,
¢oxhadlisi
Vix)=V,_x""+.+Vx+V,
coxhadlisina gevrilo bilor. ¥ (x) c¢oxhadlisi spektral ¢oxhadli yaxud v(x)

ilo assosira olunmus ¢oxhadli adlanir.
Teorem 4. Asagidaki homlor dogrudur:

1)a’ elementinin v(x) coxhadlisinin kokii olmasi iigiin zoruri vo

kafi sort, j -ci Vj tezlik komponentinin sifra barabar olmasidir;

2) a' elementinin V' (x) g¢oxhadlisinin kokii olmast igiin zoruri vo
kafisort, i -ci v, zaman komponentinin sifra barabor omasidir.
Isbati. 1) Bu hokmiin isbati aydindir, belos ki,

7y — N i _
v(a )_Z(;U’a =V,.
2) Bu hokmii ds analoji qaydada isbat etmak olar. O

§2. Qosmahga mohdudiyystlor va idempotentlor
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GF (q) tuzerindo olan »n uzunluglu Furye cevirmesi genislonmis

GF(q") meydaninda qiymotlor alir. Ogor biz GF(q¢") meydam
tizorindo olan ixtiyari »n - Olgiili vektoru gotlriib onun tors Furye
cevirmoasini hesablasaq, onda timumi halda GF (g) tzerinde olan zaman

vektorlarimi ala bilmirik, ¢iinki bdyiik meydandan olan komponentlorin
almmasi miimkiindiir. Odur ki, spektr {izorine qoyulacaq elo mahdudiyyat
sartlori tapmaq lazimdir ki, bu mahdudiyyatlor halinda zaman vektorunun
komponentlorinin GF (¢) meydaninda olmasi tomin olunsun.

Belo mohdudiyyat sortlori kompleks adadlor meydanindan tanigdir.
Qeyd edok ki, kompleks adodlor meydaninda P( f) spektrinin haqiqi tors
Furye gevirmosino malik olmast iigiin zoruri vo kafi sert, P (—f) = P(f)
olmasidir. Asagidaki  teorem qosmaliga mohdudiyyatlor adlanan
mohdudiyyatlor ¢oxlugunu tosvir edir vo sonlu meydan {i¢iin analoji sortlori
tayin edir.

Teorem 1. Tutaq ki, V' vektoru komponentlori GF'(¢™)-don olan

n -6l¢iili vektordur. Onda onun tors Furye ¢evirmasi olan v vektorunun

GF (q)-don olan komponentlors malik vektor olmasi ti¢lin zoruri vo kafi
sart asagidaki barabarliklorin 6denmasidir:
Vii=Vigy> J=0:lpsn—1.
Ishat1. Zorurilik. Toyino géro

n—1
V,=>av, j=0,,.,n-1.
i=0
p  xarakteristikali meydanda  istonilon tam 7  {gilin

(a+b)” =a” +b" boeraborliyi dogrudur. Dgor v, elementi GF (q)

meydaninin elementidirso, onda istonilon 7 ligiin v/ = v, . Belalikls,

n—1 n—I n—1
vy = Satuy =Sarer =$ao ¥,
i=0 i=0 i=0

Kafilik. Forz edok ki, hor bir j tgtin V! =V . Onda
n—1 n—1
Za’q’uﬁ = Za’q’ui, j=0,..,n—-1.
i=0 i=0
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Tutaq ki, k =¢j odonir. ¢ ododi n=¢g" —1 odadi ilo qarsiligh

sado oldugundan ;j komiyyoti 0 -dan (n— 1) -0 kimi qiymatlor aldigda
k komiyyati do 0 -dan (n — I) -0 kimi qiymatlor alir. Uygun olaraq,

n—1 n—1I

N -
E a"vl = E a"v',k=0,..n-1,
i=0 i=0

vo Furye ¢evirmosi garsiligli birgiymotli oldugundan hor bir i iigiin
v! =v,. Belolikls, v, istonilen I iigiin x? —x ¢oxhadlisinin kokiidiir vo
bu koklor vasitesilo GF (¢) meydanin biitiin elementlori nozordos tutulur.

]
Isbat olunan teoremi totbiq etmak ii¢iin mod » iizro odadlori gosma

elementlor siniflori adi altinda malum olan alt ¢oxluglara bolok:

A =4 jqn g™
harada ki, m; odadi jg " = j (mod n) sortini 6doyan on kigik miisbat
tam ododdir. Meydan sonlu olduguna gors belo m;  homiso mdveuddur.

Masalon, ¢g=2 vo n=7 oldugda qosma elementlor siniflori
asagidakilardir:

A, =10}, 4, ={1,2,4}, 4, ={3,6,5}.
A ; qosma elementlor siniflori spektrlords tezliklor ¢oxlugunu ayirir. Bu

coxluglar1 vatarlor tezliyi adlandiraq. Teorem 1-do isbat olunur ki, agor
zaman siqnallar1 GF (¢) meydaninda qiymet alirsa, onda bir veterin

tezliyindo spektrin qgiymoti bu vatorin biitin tezliklerindo spektrin
qiymatlorini toyin edir.

Sokil 1-do bir sira ki¢ik meydanlar tg¢iin (bir godor doyismis
isaralomolorla) qogma elementlar sinfi verilir. Alinmig simmetrikliyi nazors
capdirmaq ti¢lin qogsma elementlor siniflori monfi tam adadlorin istifadesi
ilo yazilir. Lazim golorso monfi tam ; ododini miisbot tam n+ j ilo

doyismak olar. 21 modulu iizra qosma elementlor siniflori modul kimi
istonilon tam ododin gotiirtilo bilmesini gostormok tigiin cadvalo daxil
edilmisdir. Qeyd edok ki, 21 moduluna goro qosma elementlor sinfinin
hadlorini ogor 3-0 vursaq, onda bu siniflor 63 moduluna goéro qosma
elementlorin sinifloring ¢evrilir.
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Torif 1. GF(g") meydaninin £ elementinin ¢ -liik izi asagidaki

kimi toyin olunan coms deyilir.

() = iﬂq' .

mod 7 iizra

127 modulu iizra

{-1,-2,3}, {0}, {1,2,-3}
15 modulu iizra
{-1,-2,-4,7}, {0}, {1,2,4,-7}
{3,6,-3,-6},{5,-5}

31 modu iizra
{-5,-10,11,-9,13},{-3,-6,-12,7,14}
{-1,-2,-4,-8,15},{0}
{1,2,4,8,-15},{3,6,12,-7,-14}
{5,10,-11,9,-13}

21 modulu iizra

(-3,-6,9},1-1,-2,-4,-8,5.10},10}
{1,2,4,8,-5,-10},43,6,-9},{7,-7}

63 modulu iizra
{-11,-22,19,-25,13,26},{-9,-18,27}
{-5,-10,-20,23,-17,29},
{-3,-6,-12,-24,15,30}
{-1,-2,-4,-8,-16,31},{0}
{1,2,4,8,16,-31},{3,6,12,24,-15,-30}
{5,10,20,-23,17,-29}
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(-21,-42,43,-41,45,-37,53}
{-19,-38,51,-25,-50,27,54}
{-13,-26,-52,23,46,-35,57}
{-11,-22,-44,39,-49,29,58}
{-9,-18,-36,55,-17,-34,59}
{-7,-14,-28,-56,15,30,60}
{-5,-10,-20,-40,47,-33,61}
(-3,-6,-12,-24,-48,31,62}
(-1,-2,-4,-8,-16,-32,63}
{0}
(1,2,4,8,16,32,-63}
(3,6,12,24,48,-31,-62}
£5,10,20,40,-47,33,-61}
{7,14,28,56,-15,-30,-60}
{9,18,36,-55,17,34,-59}
{13,26,52,-23,-46,35,-57}
(11,22,44,-39,49,-29.-58}
{19,38,-51,25,50,-27,-541
(21,42,-43,41,-45,37,-53}
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(7,14,28,7,-14,28},{9,18,-27}

{11,22,-19,25,-13,-26},{21,-21}

Sakil 1. Qosma elementlor siniflori

Aydmdir ki, f elementinin q -lik izinin g -ci qivveti f elementinin
q -lik izino borabordir vo, beloliklo, ¢-lik iz GF (g) meydaninin
elementidir. ©gor [ elementinin daxil oldugu qosma elementlor sinfi m

elementdon ibaratdirse, onda # () bu sinfin biitiin elementlarinin comino

borabordir. Oks halda qosma elementlor sinfindo elementlorin say1 m -i
boliir vo elementlorin izo ne¢o dofo daxil olmasi alinan nisbato barabordir.
Izin torifina vo sonlu meydanin strukturu haqqmnda bazi teoremlora goéra
(teorem 4.6.10)

r(B+y)=wr(B)+ur(y)

vo buna gora do biitiin qogsma elementlor eyni bir izo malikdirlor.
Teorem 2. GF(q") meydam tzorindo ¢-lik iz GF (q)

meydaninin hor bir adadini ¢” — 1 dofo 6z qiymati kimi alir.
Isban. Tutaq ki, ¥ odadi GF (¢) meydaninin elementidir, B iso

GF(q") meydaninin elementidir va #(f) =y .Onda £ elementi

X X +x-y
coxhadlisinin kokiidiir. Bu ¢oxhadlinin doracasi qm_l—dir vo, beloliklo, o
g" - don ¢ox olmayan sayda koko malikdir. Lakin comi g sayda belo

¢oxhadli movcuddur voe GF(g™) meydanmin hor bir elementi bu
coxhadlilordon birinin kokiidiir. O

2m

Teorem 3. Tutaq ki, a elementi GF'(¢”") meydaninin elementidir,

x’+x+a=0 kvadrat tonliyinin, GF(g’") meydaninda kokiiniin

movcud olmasi {igilin zoruri vo kafi sort bu elementin 2-lik izinin sifra
borabar olmasidir.
Isbati. Zorurilik. Tutaq ki,  bu kvadrat tonliyinin kokiidir. A

noqtesinde kvadrat iichadliya uygun hesablanmis ikilik iz asagidakina
borabordir.
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r(B’+pB+a)=tr(0)=0.
Toplamaya nozoron iz distributivdir, # vo S’ elementlorinin izlori
GF (2) -ds eyni bir elementdir. Buradan da #7(a) = 0 almur.

Kafilik. Tutaq ki, hor bir £ mioyyon bir a {igiin x° +x+a
¢oxhadlisinin kokiidiir vo hogigoton do bu a odedi —(B+ °) ododine

borabordir. izin sifra borabor oldugu belo a elementlorinin sayr 2" -dir.
Bu iso kifayot edir ki, hor biri iki koko malik 2"~ sayda tonlik qurmaq

miimkiin olsun. g
Tutaq ki, A, vatori se¢ilib vo asagidaki spektr toyin olunub:
_ 0, je 4,
7L je A,

Teorem 1-0 gora bu spektr ticiin tors Furye cevirmosi GF (q)
tizorindo vektordur vo w(x) coxhadlisi ilo tesvir oluna bilor. Tezlik

oblastinda w’(x)  baglanmasi sz hasilino ¢evrilir, ona goro do

sz =W, va, beldlikla, w(x) ¢oxhadlisi asagidaki xiisusi xassays malik
olur:
w’(x) = w(x) (mod x" —1).
w’ (x) = w(x) (mod x”" — [) sortini 6deyen istenilon w(x) goxhadlisi
idempotent adlanir.
Hor bir idempotent asagidaki kimi alina bilor: bir nego vator
gotiiriirtik vo agor j  bu vatorlordon birino daxildirss, onda w; =0, oks

halda iso w, =1 qobul edirik. Tors Furye gevirmosi zaman oblastinda

idempotent olan ¢oxhadli verir. Hor bir idempotent bu qayda ilo qurula
bilar.

Alinan naticalorin dovrii kodlara tatbigine baxagq:

Teorem 4. Hor bir dovrii kodda elo yegane w(x) kod coxhadlisi

movcud olur ki, verilon ¢(x) c¢oxhadlisi ancaq vo anacaq
c(x)-w(x)=c(x) (mod x" —1)
oldugda kod ¢oxhadlisi olur. w(x) ¢oxhadlisi idempotentdir.
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Isbati. Tutaq ki, g(x) omologatirici goxhadlidir vo tutaq ki,

w -0, oger gla’)=0,
71, eger g(a’)=#0.
Onda w(x) idempotentdir. Onun koklori g(x)-mn kokleri ilo ust-listo
distir vo, belaliklo, o kod sozii olur. Bundan basqa her bir j igiin
W, -G, =G, vo ona gbro do w(x)-g(x)=g(x). Ancaq vo ancaq
c(x)=a(x)-g(x) borabarliyini 6doyon hor hansi bir a(x) ¢oxhadlisi
halinda ¢(x) c¢oxhadlisi kod s6zii olur. Buradan da alinir ki,
c(x) - w(x) = a(x)w(x)g(x) = a(x)g(x) = c(x) (mod x" — 1)
O
Niimuna 1. g(x)=x"+x+1 omologatirici goxhodlisino malik
(7,4)-Xemminqg koduna baxaq. Bu ¢oxhadli GF (8) meydaninda
a,a’,a’ koklorino malikdir. Asagidaki spektra baxaq:
V=01,0,0,1,0,1,1).
aa’ o
Tors Furye ¢evirmosi ila spektri V' olan v zaman vektorunu tapagq.
L =(v,,0,,...,0;) vektorunun komponentlorini hesablayaq:
O, =V, +V,+V,+V, =0,

v =V, +aV,+a V,+a V,=1+a* +a’ +a =1,

v, =V, +aV,+a Vi +a "V, =1l+a+a* +a’ =1,
v, =V, +a’Vi+a V., +a ™V, =1+a’ +a’ +a’ =0,
v, =V, +a "V, +a Vi +a MV, =1+’ +a+a’ =1,
v, =V, +a "V, +aV,+aV,=1+a’ +a’ +a’ =0,
v =V,+a "V, +a "V, +a”V, =1+a’ +a’ +a’ =0.
Beloliklo, zaman vektoru o =(0,1,1,0,1,0,0) vektoru olar.
idempotent w(x) = x + x” + x” goxhadlisi olar. Dogrudan da

w (x)=x"+x"+x° =x" +x* + x(mod x" - 1),
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yoni w’ (x) = w(x).

u(x)=x"+ x> +x* +1 ¢oxhadlisino baxaq. Bu ¢oxhadlinin kod

¢oxhadlisi olmasini yoxlayaq. Bunun ti¢iin

u(x)w(x) =u(x) (mod x” —1)

miiqayisesinin diizgiin olmasini yoxlayaq:

uCwWx) =" +x° + X7+ D+ +x)=xP +x +x X Fx=
=x'+x’+x°+1 (mod x” —1).

Beloliklo, u(x)=x"*+x’ + x* +1 ¢oxhodlisi kod goxhadlisi olar.

Dogrudan da, asanliqla yoxlamaq olar ki, u(x) = (x +1)g(x)
Odonir.

Niimuna 2. t =2 sohvi diizoldo bilon vo omologatirici ¢oxhadlisi
g(x)= x* +x7 +x°+x*+1 olan (15,7) — BCX koduna baxaq. Bu kod

liclin idempotenti tapag.

Bilavasito yoxlamagqla gostormok olar ki, g(x) coxhadlisinin kokleri

GF(2*) meydannin a,a’,a’ vo «a elementloridir. Uygun votorlor

asagidakilar olar: {1,2,4,8}, {3,6,12,9} . Beloliklo,

V1:V2:V4:V8:V3:V6:V12:V9:O’
Vo:V5:V7:V10:V11:V13:V14:V15:1-

Komponentlori w(x) idempotentinin omsallar1 olan w vektorunun

spektri V' =(1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,1,1,0,1,1,1) vektoru olar. w vektorunun
komponentlarini tars Furye ¢evirmasinin komakliyi ila tapaq:

W :V()+V5+V7+V10+V11+V13+V14+V15 =0,
w=V,+a Vi+a V. +a "V +a 'V, +a V, +a ™V, +
+a V=V, +a"Vi+aV, +aV,, +a'V, +a’V, +al, +
+V=l+a" +a*+a’ +a* +a’ +a+1=1,
w, =V, +a’Vi+aV, +a"V,+a'V,, +a*V, +a’V, +V =
=a*+a+a+at +a' +a’ =1,

w,=1l+1+a’ +1+a” +a’ +a’+1=a’ +a’ +a’ +a” =1,
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w,=1+a" +a’ +a’ +a+a’ +a’ =1,

wi=l+a’ +a"’ +a"" +a’ +a"’ +a’ +1=1,
wy=1+a"+a’ +a’+a’ +a” +a’ +1=1,
w,=1+a"" +a" +a’ +a” +a” +a’ +1=0,
wy=l+a’ +a'+a" +a’+a+a’ +1=1,
wy=I1+a"” +1+a’ +a’ +a’ =1,
wy=a"+a’+a’ +a”" +a’ +a'’ =1,
w,=a’+a” +a"’ +a" +a’ +a' =0,
w,=a'"+a’ +a’ +a’ +a’ +a” =1,
wy=a""+a"+a’ +a’ +a' +a’ =0,
wy=a"+a’ +a"" +a'" +a” +a" =0.
Beloliklo, w vektoru w = (0111111011 10100 ) kimidir. Onda
wx)=x+x" +x" +x" + 27 +x0 1% x X+ x

idempotentdir.

u(x) = XAttt a1 coxhadlisine  baxagq. Bu

coxhadlinin kod ¢oxhadlisi olmasini yoxlayaq

u(IWx) =x" +x"” +x” +x7 +x7 +x (mod x” 1) =
=x’ +x° +x’ +x* +x+1 (mod x" - ).

Buradan da almir ki, #(x)w(x) = u(x) (mod x” —1) vo odur ki,
u(x) kod ¢oxhadlisidir. Digar torafdon do bilavasito yoxlamaqla gostormoak
olar ki, u(x) = (x+1)g(x), yoni u(x) haqigaton do kod ¢oxhadlisidir.

§3. Dovri kodlarin spektral yazilislan

Dovri kodun har bir ¢ s6zii (n—1) doracali ¢oxhadli soklindo
verilir. Qeyri-sistematik sokildo o c¢(x)=g(x)-d(x) soklindo yazlir,
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harada ki, d(x) -informasiya ¢oxhadlisidir vo deracasi (k — /) -dir. Zaman
oblastinda bu asagidaki (d6vri) baglamani verir:

n—1
¢ = Zg«i—k)) “dy. .
k=0

Belaliklo, tezlik oblastinda kodlasdirma amaliyyati asagidaki hasil soklinda
yazila biler:

¢, =G,;-D,
Bu barabarliyi 6dayan istonilon spektr biitiin komponentlorin  GF (¢ ) -den

olmasi sorti ilo tezlik oblastinda kod sozii verir. Informasiya spektrinin
ixtiyari olmasi sorti ilo G;-nin yegano ohomiyyatli rolu kod sdziiniin

spektrinin sifra barabar olan C; komponentinin dayandif1 tezliyin toyin
edilmasindon ibarotdir. Belaliklo, dovri kodun asagidaki kimi alternativ
toyinini vermok olar. B dovri kodu GF (¢) iizerinds olan elo sozlor
coxlugudur ki, onlarm yoxlayic tezliklor adlanan j,..., j, , tezliklorinin
verilmis ¢oxluguna moxsus spektral komponentlari sifirdir.

Dovri kodun hor bir sozii GF (g) tizerinds vektordur, amma kod
soziiniin spektri GF (g™) tizorinds vektordur. Beloliklo, dévri kod verilon

tezliklor coxlugundan olan komponentlori sifira boraber olan biitiin
vektorlar coxlugunun GF (g) -qiymatli tors Furye ¢evirmalori coxlugu kimi

toyin edilo bilor. Verilon tezliklor ¢oxlugunda sifirlardan ibarat ixtiyari
spektral vektor gotiirilo bilmaz; belo vektorlarin  bazilorinin  tors
cevirmolorinin komponentlori GF (¢) meydanindan olmaya da bilor. Kod
soziiniin GF (g) meydanina aid olmas1 iiciin ancaq teorem 2.1-ds verilon
qosmaliq sortini 6dayan spektri gétiirmak lazimdir.

BCX kodlann yoxlayici tezliklori ardicil gotlriilon  d6vri
kodlardandir. n=¢" —1 uzunluqlu vo ¢ sayda sohvi diizoldon BCX
kodlar1 27 sayda ardicil tezliklordon ibarat verilmis blokda spektrlori sifira
borabar olan GF (gq) tizerinde biitiin kod sozleri ¢oxlugu kimi toyin
olunur.

Teorem 1 (BCX kodlarimin sarhaddi). Tutaq ki, #» odadi hor hansi

bir m igin (¢" —1) odadini bolir. GF"(q)-don olan (d —1) -don ¢ox
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olmayan ¢okiyo malik vo spektrde ardicil (d —1) sayda sifir komponentli

yegana vektor sifir vektorudur.
Isbati. ¢ vektorunun v sayda sifirdan forqli komponentlarinin

indekslorini i,,...,7, ilo isaro edok, v < d —1. Tezlik oblastinda biitiin I
tezliyi tiglin tors Furye ¢evirmasi sifir komponentlordon ibarst olan vektor
toyin edok, harada ki, ¢, # 0. Belo vektor ¢oxlu tsullarla se¢ilo biler.

Miimkiin se¢gmolordan biri A(x) lokatorlar ¢oxhadlisine asaslanir:

A =[J0-xa™)=Ax"+A, X"+ +Ax+A,.
k=1
A vektoru spektr kimi tosovviir olunur, harada ki, onun siiurlu toyini ona
gotirib ¢ixarir ki, onun A =(4,,4,,...,4,) tors gevirmasi ¢, #0 sortini
odoyon hor bir i zaman am iigiin sifira borabordir. Yuxarida zaman
oblastinda yazilan hasil sifira berabordir (i =0,..,n—1 tgin A.c, =0);
Belaliklo, tezlik oblastinda dévri baglama sifira barabardir:
A*C=0.

k>d—1 oldugda A, =1 vo A, =0oldugundan baglama asagidaki kimi
yazila biler:

d—1
¢ = _ZAkC«j—k» .
k=0

Lakin d —1 uzunluglu blokda C vektoru sifirdir. Belaliklo, rekursiyaya
goro  C vektoru hor yerdo sifira borabardir. Demoli, C vektoru sifir
vektoru olmalidir. u

Ogoar n=¢g-1 (voyan ododi g-1 odadini bolur) ise, onda
BCX kodu Rid-Solomon kodudur; kod s6zii vo onun spektri eyni bir
meydanda yerlosir. Informasiya simvollarin1 spektral komponentlorin
hesablanmasinda istifads etmoklo kodlagdirmani bilavasits tezlik oblatinda
aparmaq olar. 2¢ sayda ardicil komponenti sifira barabar olan har spektr
kod soziidiir. Kodlagdirma asagidaki kimi aparilir. Hor hansi  2¢ sayda
ardicil tezlik (masalon, ilk 27 sayda tezlik) zoruri olan mohdudiyyati tomin
etmok tclin goturilir: bu tezliklordoki simvollar sifir goabul olunur.
Spektrin qalan 7 —2¢ koordinatt GF (q)-don olan informasiya simvollari

ilo doldurulur. Onda tors Furye ¢evirmasi sokil 1-do gostorilon kod soziinii

209

M nitro™" professional



Milli Kitabxana
(sistematik olmayan) verir. Belo ki, informasiya simvolunun yazildigi
n—2t sayda tezlik oldugundan (n,n — 2¢) - Rid-Solomon kodu alinur.
BCX kodlarinin nisboton daha imumi halinda kodlasdirma daha
miirokkabdir. Indi biz iki meydana malikik: simvollarin GF (g) meydan

vo spektrlor tigiin istifado edilon lokatorlarin GF(¢") meydani. Yeno do

spektrin 2¢ sayda ardicil komponenti onlara sifirlar yazilmasi tigiin ayrilir.
Qalan komponentlor k informasiya simvollari kimi toqdim olunurlar,
harada ki, ters Furye cevirmosinin GF (g)-don qiymet almasi iigiin

GF(q")-don ¢" sayda qayda ilo secilmolidirlor. Niimuno olaraq sokil 2-
ds 63 uzunluguna malik koda uygun prosedura verilir. Burada spektrin hor
bir komponenti 6-bitlik ikilik adod kimi verilir, spektr vektoru isa 63 6-
bitlik adad kimi toaqdim olunur. Kod s6zii do hamg¢inin 63 6-bitlik ikilik
odad kimi teqdim olunur, lakin o mohdudiyystlorlo ki, hor bir 6-bitlik
odaddo ancaq on kigik tortibli bit sifirdan forqli ola bilor. Belslikla,
haqigatds kod so6zii 63-bitlik ikilik sozdiir. Biz istayirik ki, spektral vektoru
elo veroak ki, signal vektoru oxsar sokildo ikilik kod s6zii olsun. Uygun
golon spektral vektorun qurulmasinda zoruri olan mohdudiyyatlori bizo
teorem 2.1 verir.

2t sayda sifira barabear

yoxlayict komponent GF (q) meydaninin

simvollari
XLe XX | e [ ] ]

k informasiya
komponenti

»

A

n komponent

Cevirme ﬂ GF (¢) meydaninin simvollar

kod s6zi

210

" nitro™"

professional



Milli Kitabxana

Sokil 1. Furye ¢evirmasi vasitasilo Rid-Solomon kodlarinin
Kodlagdirilmasi.

63 uzunluqlu kodun qurulmasimin dorhal yerino yetirilo bilmasine
baxmayaraq, oavvalcadon daha sads niimunays baxaq, mohz teorem 2.1-i
istifado etmokls tezlik oblastinda (7,4) — Xemming kodunu quraq. Belos
qurma sokil 3-do gosterilir. Yoxlayicr tezlik kimi c, vo C,
komponentlori segilmisdir, belo ki, yegana sohv diizaldilo bilinar.
Informasiya C, vo C, tezlik komponentlorinds olur.

211

Created with

" nitro™"

professional



Milli Kitabxana

Spektral vektor
(qosmaliq sortini
O6dayen)

O

o

o

a0
|
|

|
|

O

Cﬁ()

61

@

@

62

6 bit

Signal vektoru

(ikilik)
“lo 00 00 |
Gl oo 00 |
2t sayda oo oo |
sifir C3 000 |
cy a a0 |
A 4 C5
n—1
c,=)a ’JC.
i=0
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Sakil 2. BCX kodlarinin Furye ¢cevirmasi

vasitasilo kodlasdirilmasi

Qalan komponentlor teoremin verdiyi mohdudiyystlors gore yazilir:
C/=C;=C,=0vs C{=C]=C,.Teorem2.1-0 géro C, =C, vo,
beloliklo, C, ancaq 0 vo ya 1 qiymotlorino malik ola bilor. C,

komponentinin ekvivalent «bit mozmunu» bir bito boraberdir, C,

koordinatinin ekvivalent bit mozmunu {i¢a barabordir. Belslikla, spektrin
birqiymotli verilmesi {ligiin Xemming kodunun doérd informasiya bitini
istifads etmok lazimdir. Bu informasiya bitlari zaman oblasti ila deyil tezlik
oblasti ilo baghidir. Umumi halda ododlor » moduluna gora qosma
elementlor sinfina boliintirlor:

A, =1{j,jq.Jq’ sn jq4" "}

Tezlik oblastinda kod s6zii Zaman oblastinda kod sozii
C|C)| G C; | C, | C5 | Cy lcg| e |y |y |Cy|Cs | C
0 0 O 0 0 0 0O o0 0 0 0 0 O
0 0 0 g° 0 a® o |1 1 1 0 1 0 O
0 0 0 g 0 at 2?10 0 1 1 1 0 1
0 0 0 g 0 a' a* |l 0 1 0 0 1 1 1
0 0 0 &° 0 ot af |1 1 0 1 0 0 1
0O 0 0 g 0 at a1 0 1 1 1 0 1 0
0 0 0 4&° 0 a® a1 0 0 1 1 1 0
0 0 0 g 0 ad a1 0 1 0 0 1 1
1 0 O 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
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1 0 0 4° 0 a® a0 0 0 1 0 1 1
1 0 0 g 0 at a1 1 0o 0 0 1 0
1 0 0 g2 0 a' a* |1 O 1 1 0 0 O
1 0 0 4° 0 > a0 0 1 0 1 1 0
1 0 0 g 0 a> o'|1 0 0 0 1 0 1
1 0 0 g° 0 a® o |0 1 1 0 0 o0 1
1 0 0 g 0 a o |0 1 0 1 1 0 0

Sakil 3. (7,4)-Xemming kodu

Ogor C ; spektral komponenti verilibss, onda indekslori j ilo qosma

elementlor sinfind daxil olan basqa komponentlor C -nin qiivvati olur vs,

belalikla, ixtiyari se¢ilo bilmazlar. Ogar bu qosma elementlar sinfinin giicii
7 -2 barabardirss, onda

a _ q’-1 _
¢ =C,, yaxud C]  =1.
Belaliklo, biz C, -nin miimkiin qiymsti kimi GF(g")-don ixtiyari olaraq
element se¢o bilmorik: ya sifir element vo ya da ancaq tortibi (¢ —1)-i
bolon element miimkiindiir. GF(q¢") meydaninin har bir elementinin
tortibi  (¢” —1) -i boliir; uygun olaraq (¢" —1) adadi (¢” —1) -i boliir vo
aydindir ki, gosma elementlorin har bir sinfinin giicii  m -1 boliir.

Koderi tosvir etmok iigiin ¢” —1 ododlor ¢oxlugunu qosma
elementlor sinfino bolok vo har sinifdon niimayonds kimi bir element
gotiirak. Bu niimayandsler yegano qaydada qiymetli simvollari toyin edir.
BCX kodlarin1 formalasdirmaq ii¢iin yoxlayici tezlik kimi 2¢ sayda
spektral komponent gotiiriiliir vo onlar da sifira barabar hesab olunur. Qalan
qiymatli simvollar informasiya simvollart olurlar va tortiblorino qoyulan
mohdudiyyati nazers almaqla ixtiyari qiymetlor ala bilorlor. Indekslori

homin qosma elementlor sinfino daxil olan galan simvollar sarbost
olmurlar; onlar slagslonan tezliklori amals gotirirlor.
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Sokil 4-do GF(64) meydani ticlin voziyyat tosvir olunmusdur.
Birinci stituna sorbost tezliklorin komponentlori daxil edilir. ©gor
c,,C,,C,,C,,Cs va C-lar yoxlayici tezliklor kimi gétiiriilorse, onda tig
sahvi diizoldon BCX kodu almar. Onda
c,.C,.C,y,C,,C,C5,C,,,Ch,C,y vo Cy, informasiya simvollar: olur.

C, vo C,, ya sifira barabar, ya da ki, 7 tortibina malik elemento barabor

olmalidir (bels ki, C§ =C, va Cj, =C,,); bu elementlor GF (8) alt
meydanma aiddirlor. C,, ya sifira, ya da 3 tortibli elemento borabor
olmahdir (belo ki, C3,=C,,); bu elementlor GF (4) alt meydanina
aiddirlor. C, ya sifir, ya da 1 tortibli elemento borabor olmalidir; bu
elementlor GF (2) alt meydanini amalo gatirirlar.

Biitin  qalan  elementlor GF(64) meydaninin  ixtiyari

elementloridirlor. Bu simvollart misyyon etmok {igiin biitovlikds 45
informasiya biti tolob olunur. Beloaliklo, {i¢ sohvi diizolden (63,45) — BCX
kodu alinir.

Sorbost Olagoali tezliklor Bit mozmunlar1

tezliklor

{Co} 1
{C, C,C,Cs Cy Cyy} 6
{C3 C6 C]Z C24 C48 C33} 6
{Cj' Cl() CZO C4() C'17 C34} 6
{C; Cry Co5 Cs5 Cpy Cys} 6
{CQ CIX C36 } 3
{CII CZZ C44 C25 C5() C37} 6
{Chs Cy Cs; €y €y Cg} 6
{C15 C3() C60 C57 C51 C39} 6
{CZI C42} 2
{Cys Cu Co Csy Cs3 C3} 6
{C27 C54 C44} 3
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| {C3] C62 C61 C59 C55 C4 } 6

Sakil 4. GF (64) meydan iizarinda spektrin strukturu

Sorbast tezliyin komponentlorini se¢dikdon sonra bagli (slagali)
tezliklorin komponentlari onun uygun daracolori kimi toyin olunur. Bela
formalasdirilan 2* kod sozii dogiqliklo zaman oblastinda kodlagdirilan 2%
kod sozii olur. Informasiyanin ayrilmasi momentino qodor dekodera
kodlasdirmanin hansi tisulla hoyata kegcirilmasi barado molumat lazim
deyildir. Lakin sonuncu addimda, harada ki, sohvlori diizaldilmis kod
soziindon informasiya ayrilir, dekoders bilmok lazim golir ki, bu
informasiya neca kodlasib.

Ogor kodlagsdirma tezlik oblastinda hoyata kegirilibsa, onda
informasiya simvollar tezlik oblastinda hesablanmalidir.

§4. Dekodlasdirmanin spektral iisullar:

BCX kodlarmin dekodlagdirilmasi tigiin yeni tisula baxaq. Qabul
edilon v sozii v, =c; +e;,i=0,1,...,n—1 komponentlorindon ibaratdir.

Burada ¢, vo e, uygun olaraq ¢ kod soziiniin vo sohv vektorunun

komponentloridir. Dekoder v soziindon e vektorunun komponentlarini
lagv edir vo naticads ¢ kod sozii galir.

BCX kodunun tohrifs moruz qalmis kod s6ziiniin, yoni qobul edilon
s6ziin sindromunun koordinatlari asagidaki kimi hesablanir:

n—1
S, =>a" "y, =v(@™ ), j=1,..21.
i=0

Aydindir ki, sindromun komponenti gobuledilon vektorun Furye
cevirmosinin 2¢ komponenti kimi hesablanir. v =c+e tohrifo moruz
qalmig kod sOziiniin Furye ¢evirmosinin komponentlori
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V.= C G HE;, J= 0,...,n—1, kimidir. Sindromun komponentlari isa bu

spektrlorin  j,-dan (j, +2¢—1)-0 kimi 2¢ komponenti kimi toqdim
olunur. Lakin BCX kodlarmin qurulmasit gqaydasina gore yoxlayict
tezliklordo yerloson ( j = j,..., j, +2¢—1 olduqda) spektral komponentlor
sifira borabordir: C; =0, j = j,,...J, + 2t — 1. Beldlikls,
Sj = Vj+jofl = Eju'o—l’ j=1..2t.

Sindromlarin komponentlori bloku sohvlorin konfiqurasiyasi spektrinin »
sayda komponentlorinden 2¢ saydasini miisahido etmoys imkan verir.
Lakin, agor sohvlarin konfiqurasiyasinin ¢akisi 7 -ni agmirsa, onda BCX-
nin sarhoddine goéro sindromun bu 2¢ komponenti sohv vektorunu

birqiymatli olaraq barpa etmok ii¢iin kifayatdir.
Tutaq ki, v <t?¢ sayda sohv bas vermisdir vo sohvin lokatorlar

i

,...,a" -lordir. Sohvlorin lokatoru ¢oxhadlisi asagidakina borabordir
A =] Ja-xa").
=1

A vektorunun tors Furye gevirmosi A(x) ¢oxhadlisinin o~

a

i

noqtasinda
A(a™) qiymoti kimi hesablanir. Aydindir ki, i sohv mévqesini tomsil

etdikdo onda vo ancaq onda A(a ') sifira beraber olar. Beloliklo, A(x)
coxhadlisi elo ¢oxhadli kimi toyin olunur ki, bu ¢oxhadli {iglin zaman
oblastinda biitin e, #0 halinda A4, =0. Demoli, biitiin i-lor iigiin
Ade, =0 v, beloliklo baglama haqqinda teoremo gore tezlik oblastinda

baglama sifra borabardir:

n—1
ZOZAJ.EH =0,k=0,.,n-1.
J=

A(x) coxhadlisinin daracasi f-ni asmadigindan biitin  j > ¢ iiclin
Aj =0 . Beloliklo,

11
D AE_;=0k=0,.,n-1.
=0
A, = I oldugundan bu tonliyi asagidaki kimi yazmagq olar
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t
E, ==Y AE_, k=0,..n-1.

J=1

Bu sistem #n—t sayda mochulu (A(x)-in ¢ sayda omsali vo FE

vektorunun  n—2¢ sayda komponenti) vo £ vektorunun sindrom
komponentlari ils verilon molum 2¢ sayda komponentlarini slagolondiran
n sayda tonlikden ibaratdir. Belolikls, ¢ sayda

Se=—> NS, k=1+1,.21 (1)
j=1

tonliklori ancaq sindromun molum komponentlorindon vo £ vektorunun #
sayda namolum komponentlorindon ibaratdir. Belo sistemi A-ya nozoron
hamiso hall etmok olar, masalon, Berlekemp-Messi alqoritminin komakliyi
ila.

S spektrinin galan komponentlorini rekurrent davam etmoklo almaq
olar: yuxarida yazilan baglama ii¢iin olan (1) tonliyini istifads etmoklo S

vo A-nm artiq molum olan komponentlorino géro  §,,,, -i hesablamag,

2t+

sonraiso S,,,,-ni tapmaq voi.a.

Saokil 1-da dekodlasdirma prosedurasinin alqoritmi verilmisdir (Furye
¢evirmosi istisna olmaqla). Belo dekoder koderin hansi oblasta, yoni zaman
yoxsa tezlik oblastinda realizo olunmasindan asili olmayaraq realizo oluna
bilor. Ogor koder zaman oblastinda realizo olunubsa, onda kod soziinii
zaman oblastinda hesablamaq {igiin korreksiya olunmus spektrin tors Furye
gevirmasi hesablanmalidir, sonra iso bu kod soziindon &tiiriilon
informasiyant ayirmaq lazimdir. Ogor kodlasdirma tezlik oblastinda
aparilarsa, onda informasiya simvollar1 bilavasito korreksiya olunmus
spektro osason toyin olunur. Bu halda dekoderds tors ¢evirmo aparmaq
lazim deyildir.

Tutaq ki, v(x) gobul edilon ¢oxhadlidir. Bu ¢oxhadlini asagidaki
kimi yazaq:

v(x) = 0(x)- g(x) +5(x),

harada ki, g(x) BCX kodunun omoslagatirici ¢coxhadlisi, s(x) ise sindrom
coxhadlisidir. Sindrom c¢oxhodlisini g(x)-a bolmo sxemi vasitosilo
hesablamaq olar. Onda
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S, =v(a’)=0(a’)g(a’)+s(a’) =s(a’),

J=Jo+ L., j, +2¢,

belo ki, j indeksinin bu giymotlorinde g(a’)=0 boraborliyi 6donir.
Sindromun komponentlorini # deyil ancaq n—k sifirdan

forqli omsala malik olan s(x) ¢oxhadlisinin Furye ¢evirmasi kimi
hesablamaq olar. Bu tisul g(x) c¢oxhadlisine bolme omoliyyati »

noqtads Furye ¢evirmosini hesablamaqdan asan olduqda ancaq xeyirlidir.
Evklid alqoritmine osaslanan basqa dekodlasdirma alqoritmi do
movcuddur. Bu tisul tezlik oblastina oriyentasiya olunub vo asagida sorh
olunur.

GF(g") meydaninda asagidaki ayirma qiivvodadir:
n—1
x" =1 =H(x—ai).
i=0

Asagidaki kimi toyin olunan vo dogru-lokator ¢oxhadlisi adlanan
A"(x) ¢oxhadlisini daxil edok:

A(x)=(x"-1)/A(x).

Baslangic qiymat:
S, =V,

Jtjo—1°

-1
A(x)=B(x)=1,L=r=0

»ld
L

v
r=r+1

j=0,.,n

Sonuncu filtrin névbati
¢ixisinin hesablanmasi

A =5As_
=0

ba

Lokatorun -
hesablanmass P . : ‘
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Sokil 1. Tezlik dekoderi.
Aydindir ki, A’(x) hogigeton do goxhadlidir, belo ki, A(x) ¢oxhadlisi hor

biri x" — [ coxhadlisinin boloni olan xatti vuruqlarin hasili kimi tosvir
olunur. A’(x) ¢oxhodlisinin koklorini qgobuledilon vektorun diizgiin

komponentlori toyin edir.
Teorem 1. E(x) sohvlor coxhadlisi vo A(x) lokatorlar coxhadlisi

asagidaki boraborliyi 6doyir:
220
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OBOB[x" 1L E(x)]=(x" =1)/A(x) = A(x).
Isbati: E(x) vo A(x) goxhadlilori imumi koklora malik deyildirlor,

belo ki, ancaq vo ancaq o zaman A(a’)=0 olur ki, E(a’)# 0 olsun.

Hor bir o' elementi ya E(x), ya da ki, A(x) coxhodlisinin kokii
olmalidir. Belaliklo, A(x) ils qarsiliglt sads olan har hansi bir P(x) {giin
AX)E(x)=P(x)(x" -1).

Onda
OBOB[x" -1, E(x)]=(x" =1)/A(x) = A’(x).
O

Miivaqqpati olaraq E(x) ¢oxhadlisinin iimumi halda ancaq 2¢ sayda
boyiik eamsallarmin melum olmasi faktin1 nozors almaqla teorem 5.7.1-do
tosvir olunan Evklid alqoritmini s(x)=x" -1 vo t(x) = E(x)
coxhadlilarins totbiq edok. Bir halda ki,

A(x)OBOB[x" -1,E(x)]=x" -1,
onda natica 5.7.1-0 gors
A(x) = (=D 45 (x).
harada ki, A;f '(x) Evklid alqoritminin yerino yetmo prosesindo
hesablanir.

Ogor E(x) ¢oxhadlisi molumdursa, onda Evklid alqoritminin
kokomliyi ilo A(x)-i hesablaya bilorik. Lakin E(x)  ¢oxhaedlisinin o
omsallar1 bizo molum olur ki, C(x) ¢oxhadlisinin homin amsallara uygun
omsallar1 sifra borabordir. Beloliklo, ilk baxisdan bu diistur A(x) {iglin
faydasizdir. ©slinds ise bu disturu o halda da istifads etmoak olar ki, £(x)

coxhadlisinin ancaq 2¢ sayda omsali molum olsun (ager onlar diizgiin
olarlarsa).

n-1

Omologatirici ¢oxhadlisinin koklori a™,..,a elementlori olan

BCX kodlarina baxaq (eger meydanin primitiv elementi kimi o' istifado
olunarsa, onda bunlar 1-don 2f -ys qodor qiivvat doaracasilo adi koklordir).
Bela BCX kodlar tigiin dekodlagdirma alqoritmini quraq. Gostarak ki, agor
t-don ¢ox olmayan sayda sohv bas veribss, onda Evklid alqoritminin
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iterasiyast E(x) c¢oxhadlisinin ancaq 2¢ sayda bdyiik omsallarindan asili

olur. Qalan amsallar ixtiyari olaraq secils bilar.
Teorem 2. Tutaq ki, j=n—2¢,.,n—1 Ugin £, verilmigdir.
Onda j=0,.,n—2¢-1 halinda E, -lorin verilmasi {i¢lin birdon ¢ox

olmayan el bir qgayda mévcuddur ki,
A(x)OBOB[x" -LE(x)]=x" -1

tonliyi ¢ vo ya ondan kigik doracali A (x) -a nazoron hsll olunandir.

Isbati. Teoremin isbat1 gostorir ki, o BCX kodlarmin sorhoddinin bir
formasidir. Forz edok ki, A(x) ¢oxhadlisinin doracasi -don ¢ox deyildir

va elodir ki, o teoremin sortini odoyir. Evklid alqoritminin sonuncu
addimin1 natica 5.7.1-in isbatinda oldugu formada yazaq:

(x"—]):(_])R AP @) —AP(x) (SBOB[x”—I, E(x)])
E(x) —4P () =4 () 0 |

Buradan da goriiniir ki, (—1)* 4% (x) = A(x). Bununla yanasi birbasa
sakilda sonuncu barabarlik asagidaki kimidir

OBOBx" — I, EX)])_( 4 (x) A (x) )(x" -1
0 AP () AP ) NEX) )

bu da ki, asagidaki tolobo gatirib gixarir:

0= (=D A2 () (x" =)+ A(x)E(x).

Belolikla, A(x)E(x) ¢oxhadlisi x" —1 g¢oxhadlisinin mislidir. Demali,
E(x) c¢oxhadlisi GF(g") meydanmin o niqtalorindo kéko malikdir ki,
bu noqtolordo A(x) g¢oxhadlisi koko malik deyildir. Bir halda ki, A(x)
coxhadlisinin deracesi  f-ni agsmir, onda o 7-don cox olmayan sayda
sifirlara malikdir. Onda tors Furye ¢evirmosinin e, komponentlori on azi

n—t dofo sifira gevrilor. BCX-nin sorhoddine goro elo e vektoru
taptlmalidir ki, bu vektorun Furye c¢evirmoesi  E(x) c¢oxhadlisinin

j=n-2t,..,n—1-ci movgelorindo molum omsallar ilo tst-iisto diigsiin.
0
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Isbat olunan teoremin totbiginin bilavasito iisullarindan biri biitiin
mimkiin Gsullarla £(x) ¢oxhadlisinin omsallarini segmok cohdi vo A(x)
coxhadlisini hesablamaq ti¢tin Evklid algoritmindon istifadodir. Ancaq bir
A(x) ¢oxhadlisi f-don boyiik olmayan doracoye malik olacaq. Bu

coxhadli do sohvlor lokatorunun diizgiin ¢oxhodlisi olar, uygun FE(x)
coxhadlisi iso sohvlor vektorunun diizgiin spektri olar. Lakin A(x)
birqiymotli olaraq E(x)-in malum komponentlori birbobir osasinda toyin
olundugundan FE(x)-mn namolum omsallarinin birbobir yoxlanmasindan

gagmaq imkam1 daha moqsadouygun goriiniir. Belo alqoritm sokil 2-ds
verilir.
Asagidaki galigli bélme alqoritmins baxaq:

s(x) = Q(x)t(x) + r(x),

harada ki, deg#(x)=a vo degs(x)=>5b. Bu alqoritmdo (Q(x)-n
dorocasi b —a-ya borabardir vo (Q(x) c¢oxhadlisi #(x)-don ancaq
t,st, sty , omsallart vasitosilo asihidir. Q(x)-i hesablamaq ii¢iin

r=0,...,b—a olduqda asagidaki iterativ proseduradan istifado edok:
r—1
Oy, =lsy., — ZQb—a—(/t(Hf—r]/ ly-
=0

Bu alqoritm adi bélmas alqoritminin zsif modifikasiyadir.
Bu gismotin hesablanmasi prosedurasini Evklid alqoritminin har
addiminda istifade edok. Teorem 5.7.1-in  r-ci iterasiyasinda j -nin

n+2t+ ZdegQ(” (x) giymetindon 7 —1 giymotino kimi ancaq SE.M)
(=1
(r+l)
tj

vo omsallarmi  hesablayaq. s""”(x) e 17 (x)

coxhadlilorinin bu boyiik omsallari mohz bir sira baxilan ¢oxhadli-
gismatlorin qurulmasimda Evklid alqoritminin iterasiya addimlarmin yerina
yetmasi tiglin zaruri olanlardir. Belo ki,

OBOB [x" — I, E(x)]) _ lﬂ[ 0 1 (x"=1)_
0 - (=R—1 1 —Q([)(X) E(X) -
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(0 i (57 (x)
) {61;11(] -0" (X))} (t("*” (x) j

Sindromun hesablanmasi:
n—1

Ej = Zaijui, j=n-2t,...,n—1

—

n—1
Sy =x"~1,1(x)= Y Ex,

Jj=n-2t

A =(g 9} r=1

v
be t(x)=0? yox
v v
A(x) = A4y (x)
0(x) = [%)J e
v Rekurrent davam :
$(x) 0 1 \(s(x) _ N |
(t(x)j < (1 - Q(x)) (t(x)) 2y Z, AE;
A(x) < (? fQéX)jA(x) j= O,...in—Zt—l
l 1 n—1 L
r<r+l e":ZZa /Ej
Cixis
Sokil 2.
onda yazmaq olar
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(0" (x) 1)|(6BOB[x" -1, E(x)])_
{127 jopomty £

=R-1

~ 00 ] =1 S(r+1)(x)
- {1:[(1 -0 (X)]}(E(X) j - (t(’”) (x) j

OBOB[x" —1, E(x)]-in dorocosi on azi n—t-yo borabor oldugundan

buradan almir ki, """ (x)-in dorocesi on azi asagidaki komiyyoto
barabordir

R-1
n—t+ Y deg0"(x).

/=r+l
r R
Beloliklo, j -nin 7—2¢+ ) degQ"”(x)-don n—1+ > deg 0" (x) -0
(=1 l=r+l
kimi biitlin qgiymsetlorindo sifirdan forqli yuxari indeks halinda l;m)

molumdur. Bu diapazon Q""" (x)-in hesablanmasi vo iterasiyasimn
davam tictin kifayatdir.

;

8) v(x)=x" +2x"7 +x" +2x" +x% +2x7 +2x7 + 2x° + 1;

9) v(x)=x" +2x"” +2x° + 2x7 + 2x + I;

10) o(x) =2x" +x"” +x” +x" +2x"" + 2x7 + 2x° + x7;

1) o(x)=x"7 +2x" +x" +x" +x” + 2x7 + 2x" + x7;

12) o(x)=x"7 +2x" +2x" +x" +x" +x +x" +2x7 + 2x7 + 1;

13)o(x)=x" +x” +x" +2x* +x" +x7 +2x" + 2x + 1;

14) v(x)=x" +x" +2x" +2x" + 2x° +2x° + 2x° + 2x + 2;
15) o(x)=x" +x"" +x" +x’ +x+1;

16) v(x) =x" +2x" +x" +x° +x" +x+1;
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17) o(x) =x" +2x" +2x" + 2x* +x" + 2x + 2.

Tapsirig 2. n =3 —1 =26 uzunluguna malik, 1 = 3 sayda sohvi
diizeltmays imkan veran \6) informasiya sOztindon

g(xX)=x" +x" +2x° +x’ +2x° + 2x+1 omologatirici  goxhodlisi
vasitosilo qurulan GF(37) meydani iizorindo BCX — kodlar1 halinda qobul
edilon kod sozii asagidaki v(x) g¢oxhadlisi oldugda otiiriilon kod soziinil,
sohv soztinii vo informasiya s6ziinli tapmali

Dox)=x"+x"+2x" +x;

) o(x)=x" +2x" +x" +x" +2x+2;

o) =x" +x" +2x" +2x" +x" +2x7 +3x7 +x+1;

A ox)=x"+2x" +x" +2x° +x" +x+1;

5y o(x)=2x" +2x" + 2x" + 2%+ x7 + 2x7 + 2x 4 2;

6) v(x)=x" +x" +x" +2x" + x* +2x7 + 2x7 + x;

Nox)=x"+x" +x"+x*+x" +x7 +1;

8) v(x)=x" +x" +2x% +2x" +2x" + 2x7 + 2.
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CAVABLAR
Tapsingq 1.

De(x)=x""+2x"+2x" +x" +x7 + 2x+ I = (x + Dg(x),

e(x)=x" +2x7;

2) c(x)=(x+2)g(x)=x"" +x" +2x° +x’ +2x° + 2,
e(x) = 2x7 +1;

D ex)=xgx)=x" +2x" +x" + x5+ x" +2x" +2x7 + 2x* + X7+ x7,
e(x)=2x" +x*;

4 c(x)=(x"+x+Dg(x)=x"+x" +x* +x" +2x° +2x’ +x* +2x =1,
e(x)=2x" +2x";

5) e(x)=(x* +2)g(x)=x" +2x" +2x* +x° +x7 +2x7 + 2x7 + 2x + 2,
e(x)=2x" +x°;

6) c(x)=(x"+x"+Dg(x)=x" +x" +x" +2x" + 22" + 2x" + X’ +x+1,
e(x)=x" +2x7;

7 ex)=(x"+2x+Dg(x)=x" +2x" +2x% + 2x" +2x° +x” +x" +
+x7+x?+1, e(x):le2 +x;

&) c(x)=(x" +Dg(x)=x" +2x"7 + x" +x" +2x" +x¥ +2x7 +2x7 +
+2x° +x+1, e(x):Zx” +2x;

9 c(x)=(x" +x" +x+Dgx)=x" +2x" + 2x"7 +2x° + 2x" +
+2x7 +2x+1, e(x)=x" +x7;

10) c(x)=x"g(x)=x" +2x" +x" +x" +x" +2x"" + 2x° +
+2x% +x7 +x%, e(x)=2x" +2x7;

1) e(x)=x"g(x)=x"7 +2x" +x" +x" +x" + 2x" + 2x"" +
+2x" +x" +x%, e(x) =x"" +2x%;

12) e(x)=(x* +2x" + Dg(x) =x"" + 2x" + 2x" + x"” + x" +x° +
+xX7 +2x 4250+ 2x7 + x4+ 1, e(x)=x7 + 2x;

13)c(x)=(x" +2x" +2x" +x+ Dg(x) =x" +x"” +x” +x" +
+2x8 2% +x7 + 2% + 2x+ 1, e(x)=2x" +2x%;
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14) c(x)=(x" +2x" + D)g(x) = x" +x"" +2x"" + 2x° +

+x5 4 2x0 427 + x4 2x+ 2, e(x)=x8+2x3;

15) c(x)=(x4+x3+x2+1)g(x)=x13+x”+xw x4
+xPwxt v x+1, e(x)=2x"+2x%;

16) c(x) = (x" +x° +x” + Dg(x) = x"" + 2x" + 2x" + x"" +
+x  +x" +xt +x+1, e(x)=x" +2x7;

17) c(x) = (x* +2x° + Dg(x) = x" + 2x" +2x"" + 2x° +

+2x% 4 2x% +x7 +2x+ 2, e(x)=x]2 +x%;
Tapsinq 2.

De(x)=xg(x)=x" +x" +2x" +x? +2x° + 2x7 +x ,
e(x)=2x" +x" +x’;

D e(x)=(x+2)gx)=x" +2x" +2x" +x" +x" +x’ + 2x+ 2,
e(x)=x" +2x7;

Dex)=x"+2x+Dg(x)=x" +x" +2x" + x" +2x"" +2x7 +
x4+ 207 +2x x4 1, e(x)=2x" +x";

He(x)=2x" +x° +2x+ Dg(x) =2x" +x" + 2x" +x"" +
x4 2x" +x0 +x+1, e(x)=x"" +2x",;

5) c(x)=Cx" +x+2)g(x)=2x" +2x" +x" +2x" +x7 +2x" +
+x7 +2x" +2x+ 2, e(x)=2x" +2x7;

6) c(x)=(x" +x)g(x) =x" +x" +x"” +x" +2x" + 2x* + x" +
+2x° +2x7 +x, e(x)=2x" +x7;

7e(x)=x" +2x" +Dg(x)=x" +2x" +x” +x" +2x° +x° +
+x +x7 +2x+1, e(x)=x" +x° +x;

8) e(x)=x" +x° +2, c(x)=x"g(x).
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